6. Reconstruccion de imagenes ruidosas mediante
técnicas basadas en la Factorizacion No Negativa de
Matrices

6.1 Introduccion

En este capitulo se presentan diferentes técnicas que van a permitir construir
imagenes inmersas en un ruido aditivo gaussiano a partir de las técnicas NMF descritas
anteriormente.

El desarrollo del estudio se puede dividir en dos partes bien diferenciadas: por
un lado veremos las diferentes técnicas de reconstruccion de la imagen a partir de las
bases obtenidas y por otra parte se estudiard la forma de eliminar el ruido que corrompe
a las imagenes.

Por ultimo, intentaremos comparar la reconstruccion basada en NMF con los
resultados obtenidos al aplicar técnicas /ICA y PCA.

6.2 Linea de accion

Seguidamente se procederd a detallar paso a paso el procedimiento que se ha
seguido de cara a la realizar la reconstruccion de las imagenes ruidosas.

6.2.1 Descripcion de datos

6.2.1.1 La base de datos

Para el desarrollo del algoritmo se cuenta con 400 fotografias de rostros de
hombres y mujeres, procedentes de la base de datos Cambridge ORL Face Database.
Dichas muestras se dividen en diez fotografias por cada una de las cuarenta personas
que conforman la base.

A la hora de construir la base de datos se ha intentado en la medida de lo posible
tener en cuenta variantes en los rostros que permitan enriquecer las bases que se
obtendran al aplicar el algoritmo NMF'. Para ello se tomaron fotografias de las personas
con diferentes gestos (sonriente, serio, triste, etc), portando objetos como gafas e
incluso realizando pequenas rotaciones de la cara que permiten observarla desde
diferentes angulos.

El tamano de cada una de las cuatrocientas imagenes que conforman la base es
de 112 pixeles de alto y 92 de ancho y estdn tomadas en escala de grises para asi
simplificar su procesado ya que tan s6lo habra que tener en cuenta un plano de color.
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Figura 6.1 ‘Cambridge ORL Face Database’ empleada para la generacion de
bases mediante técnicas NMF. Esta base de datos consta de 400 imdgenes
representativas de rostros de cuarenta personas con rasgos bien diferenciados
de cara a obtener la mayor variedad posible. Existen diez fotografias de cada
una de las cuarenta personas, que han sido tomadas teniendo en cuenta posibles
variantes en el rostro (variaciones en el gesto, uso de gafas, pequenas
rotaciones de la cara, etc). Cada imagen tiene un tamario de 112 pixeles de alto
v 92 de ancho.



6.2.1.2 La imagen a reconstruir

Como hemos comentado previamente, la imagen que se quiere reconstruir estara
inmersa en ruido aditivo gaussiano. Dicha fotografia, al igual que las imagenes de la
base de datos, tendrd un tamafio de 112 pixeles de alto por 92 de ancho y estard en
escala de grises. Durante los diferentes experimentos que se vayan realizando
alternaremos la reconstruccion de imagenes de la propia base (generalmente en una
primera fase de prueba), con otros rostros que no guardan ninguna relacion con la
misma.

Figura 6.2 Ejemplo de imagen a reconstruir perteneciente a la base. Como se puede
observar en la figura, la imagen estd inmersa en un ruido gaussiano que habra que
eliminar en el proceso de reconstruccion.

6.2.2 Preprocesado de los datos

Dado que el tamano de las imagenes con las que vamos a trabajar es
considerablemente grande como para tratarlas directamente, se ha tomado la decision de
dividirlas en regiones cuadradas de un tamafio mucho menor (contendra ‘fam’ filas y
‘tam’ columnas), que denominaremos de aqui en adelante patches.

El preprocesado tanto de las imagenes que conforman la base de datos, como de
la que se quiere construir es ligeramente diferente, como veremos en los siguientes
apartados.

6.2.2.1 Preprocesado de 1a base de datos

Como paso previo a la aplicacion del algoritmo NMF a la base de datos, hemos
de construir una matriz que contendrd muestras representativas de las diferentes
imagenes que conforman la base y que llamaremos V.

Por otro lado, dado que el nimero de imagenes de la base es relativamente
grande, si para conformar dicha matriz de entrenamiento V tomdramos todos los patches
de todas las fotografias, la carga computacional que resultaria seria enorme. Por eso, se
ha optado por tomar de forma aleatoria un cierto nimero de patches ‘NP’ en cada
imagen de la base, por lo que se asume que es posible que haya solapamiento entre
ellos. De esta forma conseguiremos de forma aproximada cubrir la mayoria de las zonas
de la imagen y haciendo uso de un menor numero de datos.



Figura 6.3 En esta figura se representa una imagen de la base sobre la que se ha
colocado una distribucion de patches. Dichos patches se toman de forma aleatoria,
pudiendo incluso existir solapamiento entre ellos. Con esto conseguimos cubrir la
mayoria de zonas de la fotografia con un menor numero de datos.

La matriz V se ird conformando mediante la colocacion de cada uno de los
patches obtenidos en forma de vector columna, de forma que al final de esta fase de
preprocesado tendra ‘num_im x NP’ columnas y tam’ filas.
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Figura 6.4 Colocacion de los patches representativos de las caras de la matriz en
forma de vectores columna de tamaiio ‘tam’’. En total tendremos ‘num_im x NP’
columnas en V.

6.2.2.2 Preprocesado de la imagen a reconstruir

En el caso de la imagen original, el preprocesado que se le aplique viene
condicionado sobremanera por la estrategia que vayamos a seguir de cara a la
reconstruccion de la misma. Adelantando algunos conceptos que veremos
posteriormente, en los experimentos se implementaron dos técnicas de reconstruccion,
una de ellas consistia en realizar desplazamientos de la imagen original completa un
cierto nimero de pixeles en tres direcciones del espacio (hacia la derecha, hacia abajo y
hacia abajo y la derecha), para asi poder hacer frente a posibles desplazamientos que se
pudieran producir en la imagen original respecto a las bases. En este caso, la
reconstruccion se hara patch a patch. La otra técnica se fundamenta en ir reconstruyendo
la imagen original pixel a pixel por lo que no requiere realmente ninglin tratamiento
previo significativo.



Figura 6.5 Esquema representativo del desplazamiento de la imagen original en tres
direcciones del espacio para su posterior reconstruccion. En color negro aparece la
imagen original y superpuestas (en color gris) las imagenes desplazadas.

Para el caso de la reconstruccién patch a patch, tendremos que ajustarnos al
maximo de patches posibles que se puedan tomar ya que la fotografia se quiere
reconstruir entera. Dado que al tomar patches de tamano tam filas y columnas puede
que no sea posible recorrer toda la imagen sin salirnos del soporte de la misma,
posiblemente haya que descartar algunos pixeles correspondientes a los bordes. Por
ejemplo, si el lado del patch es de 6 pixeles, dado que la imagen tiene un tamaiio de 112
filas y 92 columnas, no sera posible abarcar toda la imagen sin realizar solapamientos
entre patches.

6.2.3 Aplicacion del algoritmo NMF

Una vez generada la matriz de entrenamiento V, procederemos a ejecutar el
algoritmo NMF tal como se describid en el capitulo tedrico correspondiente, con el
objeto de obtener las bases que permitiran reconstruir la imagen original.

El algoritmo de obtencion de bases requiere como parametros tanto el numero de
bases a obtener, que vendra dado por la variable #’ como la matriz de entrenamiento.
Adicionalmente podremos indicar el nimero maximo de iteraciones que se llevaran a
cabo. Es preciso recordar que este método iterativo, se fundamenta en la maximizacion
de una funcion de coste, por lo que mientras mayor sea el nimero de ejecuciones del
algoritmo, mas precisos seran los resultados. Tendremos que llegar a un compromiso
entre carga computacional y precision a la hora de asignar este parametro de entrada.

Una vez aplicado el algoritmo, dispondremos de las matrices W y H, de las
bases y codificacion respectivamente. Realmente tan s6lo W resultard de interés para el
resto del problema, cuyas dimensiones sera de ‘fam’” filas y ‘r’ columnas. En cada una
de las columnas de W encontraremos las bases que permitiran reconstruir la imagen
original.
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Figura 6.6 La matriz W contiene en sus columnas cada uno de los patches que
representan las bases que permitiran reconstruir la imagen original.

6.2.4 Proyeccion sobre las bases

En este apartado veremos la obtencidon de los coeficientes que determinaran la
proyeccion de cada uno de los patches que se tengan en cuenta de la imagen original
sobre las bases obtenidas previamente. Desarrollaremos la idea fijandonos tan solo en la
proyeccion de un solo patch sobre las bases. Esto se puede extender a cada uno de los
patches que conformen la imagen en funcion de la técnica de reconstruccion empleada.

El procedimiento de proyeccion consiste basicamente en ir realizando el
producto escalar del vector columna de cada patch por el vector representativo de cada
base. Una vez realizado dicho producto interno y normalizando posteriormente,
tendremos los coeficientes de la proyeccion correspondientes de dicho patch sobre las
bases.
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Figura 6.7 Ejemplo representativo de las proyecciones de un patch (en color rojo),
sobre tres bases (en color azul). Las proyecciones se modelan como el producto escalar
entre el vector del patch y los vectores de las bases.

Una vez realizadas todas las proyecciones, obtendremos una matriz que tendra
1’ filas (tantas como bases) y tantas columnas como patches contenga la imagen
original.



6.2.5 Eliminacion del ruido aditivo gaussiano

Como hemos visto en apartados anteriores, la imagen original se encuentra
inmersa en un ruido aditivo y gaussiano que habra que eliminar, es decir:

u . =u+n (6.1)

noise

donde u . es la imagen ruidosa y u y n, representan la imagen original y el ruido

noise

aditivo respectivamente. El ruido n supondremos ademas que es blanco, gaussiano, de
media cero y varianza ¢°.

Sin embargo, el problema de la eliminacion del ruido no lo abordaremos
directamente sobre la imagen, sino que lo haremos a partir de las proyecciones de cada
uno de los patches sobre las bases. Dichas proyecciones, que proceden de patches que
también contienen ruido serdn a su vez ‘ruidosas’ en cuanto a que no representan
realmente el producto escalar del vector del patch sobre la base. La presencia del ruido
aditivo sobre la imagen provocara que los vectores que conforman cada uno de los
patches, presenten una pequefia desviacion respecto a su posicion original cuando la
imagen carece de ruido alguno.
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Figura 6.8 La presencia de ruido provoca que el vector representativo del patch
original (en color negro) presente una ligera desviacion de su posicion original (en
color gris). Esto provocard que las proyecciones resulten también ‘ruidosas’.

El algoritmo de eliminacion de ruido pretendera por tanto estimar las
proyecciones de forma que se cancele el efecto provocado por la presencia del ruido
gaussiano. A partir de proy;eise, vector de proyecciones ruidosas correspondiente al i-
ésimo patch de la imagen, se pretenderd estimar proy;, vector de proyecciones en el
caso en el que no hay ruido:

f)rOYi = d)(proyi,noise) (62)
siendo ¢ la funcion de transformacion y proy, la estimacion de la proyeccion.

Dado que el ruido es gaussiano, sera necesario comprobar que la separacion del
vector de proyecciones sin ruido y el ruido es viable. Para ello habrd que imponer la
condicién de que el vector de proyecciones no puede ser gaussiano, ya que la suma de
dos variables gaussianas es a su vez gaussiana, y la separacion no seria posible. En
general, la distribucion de probabilidad que siguen las iméagenes es supergaussiana. Sin
embargo, a priori no sabemos el tipo de distribucién que van a seguir las proyecciones
de los patches sobre las bases, aunque dado que su obtencion se produce a partir del



producto de variables supergaussianas, podremos considerar que mantiene dicha
distribucion de probabilidad.

Sin embargo, a priori no sabemos el grado de ‘supergaussianidad’ que tiene la
variable aleatoria. Generalmente se suele hacer una clasificacion en torno a tres tipos de
variables:

- Muy dispersas, st | E {proyzi }p(O) > L .

V2

- Moderadamente dispersas, si \|E {proyzi} p(0)< L

V2

- Laplacianas, si \|E {proyzi }p(O) L

V2

En todo caso, tendremos que hacer los calculos pertinentes de cara a determinar de
forma factible el tipo de funcidon de distribucion correcto para aplicar la técnica correcta
de reduccion de ruido.

Seguidamente desarrollaremos un método de estimacion de Maxima
Verosimilitud (ML) para estimar las proyecciones. La bibliografia basica en la que nos
basaremos sera [Jenssen00].

6.2.5.1 El método de Maxima Verosimilitud

El método de Maxima Verosimilitud se basa en la eleccion del vector proy; que
hace que proyineise S€a lo mas probable posible. Dado que tanto proy; como proy; neise
son variables aleatorias, podemos definir su funcién densidad de probabilidad conjunta
que denotaremos por P,y (Proyy proyinesise). El método de Méxima Verosimilitud
pretende encontrar aquel valor de proy; que maximiza pp,,(Proyy/ proyineise) para un
cierto valor del vector de proyecciones ruidosas que llamaremos proy’; noise-
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Figura 6.9 El método de Mdaixima Verosimilitud pretende maximizar la funcion
densidad de probabilidad conjunta para un cierto valor proy’;neise dado, es decir, se
trata de elegir el valor de proy; que maximiza pp,o,(proyy proyineise). En la figura se
representan las curvas de nivel de una cierta funcion densidad de probabilidad
conjunta junto con los valores de los vectores representativos de las proyecciones con y
sin ruido.

Matematicamente podemos expresarlo como:
A !
proy, =arg max { p(proy, /proy; )} 63)

Una vez definido el objetivo del estimador de Méxima Verosimilitud, el
siguiente paso consistira en determinar la funciéon ¢ que aparece en la ecuacion (6.2).

Para ello, en primer lugar aplicaremos algunos principios estadisticos que permitan
transformar la ecuacion (6.3) para asi poder formular la expresion mas usual del
estimador ML:

pproy (prOYi > prOYi,noise) = pproy (proyi/ proyi,noise )pproy (proyi,noise) (64)

que relacionada con (6.3) resultara:

proy, = arg max { p(proy, / proy; . )} =
proy; o
j— 4 —_
= arg max { p(Proy, Proy, . )Py, (Pr0Yiyei)f = 6.5)
= arg max { p(proy,, proy; . )|
ya que p,,. (proy,,..) es independiente de proy;, por lo que no jugara ningiin papel en
las estimacion.

Por otro lado, es posible encontrar una formulacion alternativa de la expresion
(6.4) usando el Teorema de Bayes:



pproy (proyl s proyi,noisc) = pproy (proyi,noisc/proyi )pproy (proyz) (66)

de esta forma, dado que el ruido n es de media cero y varianza o, podremos determinar
una expresion para p,,, (Proy;,..../proy;) :
pproy (proyi,noise/proyi ) = pproy,N (proyi,noise - proyi) =

(pProy, ... ~proy, ) : 6.7)
26"

————exp(-

NP

y por tanto, llegaremos a:

proy; =arg max { p(proy,,proy; ;. )| =

6.8
= arg max {log p(proy,,proy; . )} ©9
proy;

siendo log p(proy,,proy;,...) la funcion logaritmica de verosimilitud.

Esta expresion anterior se puede transformar, de forma que el estimador resulte
en funcién de la conocida como Autoinformacion de la variable aleatoria proy,, que

llamaremos a(proy,):

proy; =arg max {log p(proy, ,,.../proy,)p(proy,)} =
= arg max {log p(proy, ;. /proy,) + logproy, { = 6.9)

= arg max {log p(proy, ,,,,,/proy,) —a(proy,)|
proy;

y aplicando las propiedades del logaritmo, podremos transformar la expresion (6.7) de
la siguiente forma:

2
n 1 (proyi noise proyi )

ro i = log p(proyi noive/proyi) = log—exp(_ ) ) -
proy o oV2mn

2 2
° (6.10)

=log 1 _ (proyi,noiSe —proy, )2

Gm 26°

Dado que en la expresion anterior aparece un término constante, éste se podra
suprimir y por tanto obtener una expresion definitiva del estimador empleando la
Autoinformacion:



(proy, ... —proy, )

proy, = arg max < — 5 —a(proy,) ;=
proy; 26
2 (6.11)
. (proyi,noise - prOYi )
= arg min 5 +a(proy,)
proy; 20

Considerando que la Autoinformacién se corresponde con una funcién convexa
y diferenciable en todo su dominio, la obtenciéon del estimador de Maxima
Verosimilitud tan solo se limitara a la resolucion de un problema de optimizacion:

N 2
d (prOYi,noise - proYi )
dproy., 26"

+a(proy,) =0
(6.12)
A 2
(proyi - proyi,noise )

62

+¥(proy,)=0

donde ¥(proy,) =

p a(proy,) es la que se conoce como funcion ‘Score’ de la
pro

i

variable proy:;.

Como comentamos al principio de este apartado, es necesario saber la funcion
densidad de probabilidad de la variable proy,, que por ejemplo aparece en el computo
de su Autoinformacion. Consideraremos que proy, sigue una distribucion de tipo

laplaciana y por tanto supergaussiana a efectos de implementacion del método de
Maxima Verosimilitud, como veremos seguidamente.

6.2.5.2 El método de Maxima Verosimilitud para variables supergaussianas

En este subapartado se van a facilitar las expresiones que permiten obtener el
estimador de Maxima Verosimilitud para cada uno de los tres tipos de variables
supergaussianas, es decir, laplacianas, moderadamente dispersas y muy dispersas. La
bibliografia que emplearemos en esta seccion sera [Jenssen00].

1. Variables Laplacianas

Dada una variable aleatoria laplaciana proy,, su funcion densidad de
probabilidad sera del tipo:

(- \/§|proyi|)

- (6.13)

1
p(proy;) = Ee

siendo O la desviacion tipica de proy,.



Para proceder a la estimacion ML de proy,, haremos uso de la expresion (6.12),
si bien previamente tendremos que determinar la funcidon ‘Score’:

Y(proy,)=— log p(proy;) =
2 A
4] g yme-Y2lerovi | (6.14)
dproy, 0
d x/_|pr0y| sz n(proy. )
dproy; 0 0 EPARLOY;

de forma, que insertandola en la expresion del estimador de Maxima Verosimilitud de
proy, dada en la expresion (6.11), llegaremos a:

(6.15)

f)royi = d)(proyi,noise) = Sign(proyi,noise

e
0

que es la que se conoce como funcion de Reduccion, que implica la asignacion de
valores nulos a todas aquellas proyecciones cuyos valores estén comprendidos en el

V26* 267
o .

intervalo {—
0

2. Variables moderadamente dispersas

Realizando un razonamiento analogo al planteado en el apartado referente a las
variables laplacianas, llegaremos al estimador ML deseado, que sera:

(6.16)
donde las constantes a y b vienen determinadas por las siguientes expresiones:
2 0)E
p(O)E {proy’ |- E {proy | o
E{proy?} - (E {loroy [})
1
a :—(1 E {|proy, (6.18)
Fiproyy 0~ Elbrov}

siendo p(0) el valor que toma la funcién densidad de probabilidad en el origen.
3. Variables muy dispersas

Procediendo de forma analoga obtendremos que la funcion de Reduccion para el
caso de variables muy dispersas tendra la siguiente expresion:



ﬁroyi = ¢(pr0yi,noise) =

|pr0yi noise| ae 1
= Sign(proyi,noise ) max 07 # + E \/(|pr0yi,n0ise

(6.19)

~ab) —4do*(a+3)

siendo a =,/0.5a.( o +1) donde:

oo 2—k++Jk(k+4) (6.20)
2k—1
con k =(6p(0))°.
Ademas contamos con una expresion cerrada que permite obtener el valor de la
densidad de probabilidad en el origen:

p(0)=2E20.50(cc+1)] 2 6.21)

o+2
20

En este caso, disponemos de una formula cuyo cémputo permite obtener de
forma sencilla el valor de p(0), si bien en la mayoria de las ocasiones este calculo puede
resultar bastante complicado. Para poder determinar esta cantidad dentro de la funcion
implicada en la eliminacion del ruido, se ha optado por hacer uso de la funcion ksdensity
integrada dentro del foolbox destinado a operaciones estadisticas que proporciona
Matlab. Suponiendo que la distribucion tiene su maximo en el origen (si no es asi, se
pueden realizar los cambios oportunos para que lo sea), tomaremos aquel valor del
vector devuelto por ksdensity que sea mayor y lo consideraremos como p(0).

El fundamento de esta funcion estd relacionado con el Método de Enventanado
de Parzen que proporciona una expresion aproximada de la funcion densidad de
probabilidad de un cierto conjunto de muestras de una variable aleatoria. Dada una
variable aleatoria a su funcion densidad estimada sera:

) 1 & (a—a
pa(a)=EkZ=;K(a ha j (6.22)

donde a; con k =1,...,n son realizaciones de a y ademas:
j Kdx =1 (6.23)

siendo K una densidad gaussiana estandar cuya anchura viene determinada por el
parametro 4.



6.2.6 Reconstruccion de las imagenes

Una vez se ha realizado el proceso de eliminacion de ruido en las proyecciones
de los patches sobre las bases, se va a proceder a la reconstruccion de la imagen
original. Como se comentd en apartados previos, el proceso de reconstruccion se realizd
de dos formas diferentes en funcion de si se hacia patch a patch o bien pixel a pixel. En
este apartado estudiaremos las dos estrategias desarrolladas, si bien veremos como s6lo
en el segundo caso se obtendran resultados satisfactorios, por lo que finalmente sera la
técnica empleada.

6.2.6.1 Reconstruccion patch a patch

Como se adelant6 previamente, este método se fundamenta en el desplazamiento
de la imagen original en una serie de direcciones del espacio de cara a solventar los
posibles problemas que se podrian presentar en cuanto a ligeras variaciones de la
posicion de las bocas, ojos, etc entre la imagen original y las bases.

Dada una de estas imagenes desplazadas, el método de reconstruccion patch a
patch comienza con la division en un cierto de nimero de patches cuadrados de tamafio
‘tam’. Seguidamente, a cada uno de los patches se le aplica la técnica descrita en el
apartado anterior referente a la proyeccion sobre las bases y eliminacion de ruido. Tras
ello, cada uno de los patches en los que se dividio la imagen original se reconstruye
como la suma de las bases ponderada por los coeficientes de proyeccion. Los patches
estimados seran colocados en la posicion que les correspondia en la imagen inicial.

En la siguiente figura se presenta un esquema que explica la sintesis de una de
las tres imagenes obtenidas tras los desplazamientos.
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Figura 6.10 Esquema representativo del proceso de reconstruccion patch a patch de
una de las imagenes procedentes del desplazamiento en una de las direcciones del
espacio. El resultado final sera el promediado de cada una de estas imdgenes.



Por ultimo, la obtencion de la imagen definitiva se hara promediando todas las
imagenes obtenidas tras los desplazamientos. Si originalmente se obtuvieron R
imagenes a partir de los desplazamientos /;, la imagen final /. sera:

1
Ly =— > (6.24)
J

donde la suma se ha realizado pixel a pixel entre todas ellas.
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Figura 6.11 Las imagen final se reconstruye promediando pixel a pixel las imdgenes
estimadas que fueron desplazadas inicialmente.

6.2.6.2 Reconstruccion pixel a pixel

Esta técnica de reconstruccion, a diferencia de la anterior, se basa en ir
estimando el valor de un pixel en cada iteracion y no un patch completo. Por ello, la
estimacion sera mas precisa que en el caso estudiado previamente. Dado un cierto pixel,
que denotaremos por su fila ‘> y columna ‘’ como Pj, para la reconstruccion del
mismo utilizaremos la informacion de un cierto nimero de pixeles adyacentes a

determinar.

Los pixeles de la vecindad de Pj; que usaremos serdn aquellos que se obtengan
de la generacion de un cierto numero de patches NP que contendran al pixel P; y que
tendran tamafio ‘fam’. Para fijas ideas, supondremos el caso en el que NP vale cuatro y
el tamafio del patch es de dos pixeles y lo representaremos graficamente con el objeto
de ilustrar el concepto:
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Figura 6.12 Generacion de patches en torno a un cierto pixel Pj; (en color negro en la
figura), conteniendo los pixeles adyacentes. En este caso, el numero de patches es
cuatro y el tamario del patch es de dos pixeles.

Como se puede deducir facilmente, para un tamafio de patch ‘tam’ dado, el
numero maximo de patches que se pueden tomar que contengan a un mismo pixel (y sin

que haya repeticion), es de NP =tam”. Este aspecto habra que tenerlo en cuenta a la
hora de ver con cuantos patches hemos de trabajar sin que ello implique un exceso de
informacion por pixel, como veremos en el apartado referente a las simulaciones
realizadas.

Una vez tenemos los NP patches se seguira el método habitual consistente en la
proyeccion sobre las bases y eliminacion del ruido como se vio previamente. Sin
embargo, una vez llegados al punto en el que se desea reconstruir el pixel, hay que
observar que en cada patch que hemos reconstruido, el pixel ocupa una posicion distinta
debido a la forma en la que se han tomado. Por ello hay que tener perfectamente
ubicado el pixel a reconstruir en cada patch para sumar la posicidon correcta.

Figura 6.13 Representacion tridimensional del proceso de ajuste que permite sumar las
aportaciones de cada patch en el pixel que se esta reconstruyendo.



6.2.7 Evaluacion de resultados

Si bien a partir de valoraciones a simple vista podemos tener una idea
aproximada del correcto funcionamiento, hemos de contar con un criterio objetivo que
permita ver si los experimentos realizados son satisfactorios, a la vez que muestre la
influencia positiva o negativa de la variacion de los pardmetros de la simulacion. En
nuestro caso, contaremos con la Relacion Serial a Ruido (SNR).

Por el contrario, la SNR para la imagen estimada, que denotaremos por SNR’,
tendra una expresion, que si bien no es del todo rigurosa si nos permitira obtener una
vision bastante aceptable de la reduccion de ruido resultante en la imagen reconstruida:

o ..
SNR' =20log| ——2enal___ (6.25)
G(original—estimada)

donde o es la desviacion estandar de la imagen diferencia entre la original

(original—estimada)

y la estimada.

Una forma alternativa de calcular esta expresion consiste en estimar la varianza
del ruido como la suma (pixel a pixel) de los cuadrados de las diferencias entre las
imagenes original y estimada, de forma que obtendriamos la siguiente expresion
equivalente:

2
Z P ij ,original
SNR'=101o i
g Z (Pl'j,original - Pij,estimada )2 (626)

i,j

Como veremos en el apartado siguiente, las imagenes reconstruidas presentan un
cierto efecto de emborronamiento provocado por los diferentes procesos de
promediados que se realizan en el algoritmo de reconstruccion. Este efecto se tendra en
cuenta como ruido ya que la diferencia entre los pixeles de la imagen original y
estimada va a ser mayor, por lo que la SNR’ calculada disminuird considerablemente.
Por tanto esta medida de la relacion sefial a ruido tan s6lo se ha de tener en cuenta con
el fin de comparar entre diferentes medidas realizadas y ver cudl se comporta mejor
frente al ruido.

6.3 Experimentos

En este apartado estudiaremos las diferentes simulaciones realizadas para la
reconstruccion de imdgenes ruidosas variando alguno de los parametros del programa
de cara a observar su influencia en los resultados obtenidos. En primer lugar se veran las
técnicas basadas en la Factorizacion No Negativa de Matrices que se han desarrollado
previamente y posteriormente haremos uso del algoritmo FastICA y PCA para comparar
los resultados.



6.3.1 Resultados obtenidos mediante técnicas NMF

Seguidamente se presentaran los resultados obtenidos tras la aplicacion de la
Factorizacion No Negativa de Matrices (NMF), para la obtencion de las bases usadas
para la reconstruccion de las imagenes ruidosas. Como se indicd en apartados
anteriores, se han empleados dos técnicas para sintetizar las imagenes originales a partir
de las bases, que son la reconstruccion patch a patch y pixel a pixel. Veremos como la
primera de ellas ofrece resultados que no seran satisfactorios, por lo que finalmente nos
inclinaremos por la segunda opcidn de cara a continuar con el resto de simulaciones.

6.3.1.1 Reconstruccion patch a patch

Recordando la idea fundamental de esta técnica, veremos que basa en reconstruir
de forma individual un conjunto de imagenes procedentes de la imagen original, que
han sido desplazadas un cierto numero de pixeles en varias direcciones del espacio. Una
vez tenemos las imagenes sintetizadas, procedemos a realizar un promediado entre todas
de forma que lugar a la imagen final.

2 pixeles

Figura 6.14 Imagen original a reconstruir a partir de las bases. En este primer
experimento no se ha tenido en cuenta la influencia del ruido aditivo. Ademds se
muestran las tres direcciones del espacio en las que se han realizado los
desplazamientos.

En la simulacion que presentamos a continuaciéon se han realizado
desplazamientos en tres direcciones del espacio (derecha, abajo y hacia abajo y la
derecha) de dos pixeles. El patch es cuadrado de lado seis pixeles y se han empleado 80
bases para generar las imagenes. Como podemos observar en la figura 6.15 aparecen
ciertos efectos que generan una especia de rejilla en el conjunto de la imagen que hace
que la reconstruccion no sea correcta.



Imagen desplazada hacia abajo

Imagen reconstruids

Imagen desplazada hacia la derecha v abajo

Figura 6.15 Imagenes procedentes de la reconstruccion en las que se observa el efecto
de rejilla. Aparecen tanto las imagenes sintetizadas a partir de las procedentes de los
desplazamientos tanto como la imagen final resultante del promediado de las
anteriores.

Concretamente, la rejilla que se genera tiene una periodicidad que coincide con
el tamafio del patch, como se puede comprobar al repetir los experimentos con
diferentes valores de ‘fam’. En este caso, debido a la configuracion de los
desplazamientos, este efecto exclusivamente se da en la direccion horizontal. Sin
embargo, si se realizan los movimientos en cuatro direcciones tales como hacia arriba,
abajo, izquierda y derecha, la rejilla aparecera tanto en vertical como en horizontal y

siempre con una periodicidad coincidente con el tamafio del patch.

Por todo lo expuesto, nos vemos obligados a desechar esta técnica de
reconstruccion e intentar encontrar un método alternativo en el que la presencia de los
patches no se manifieste en efectos no deseados como los anteriores. Este método se
basara en la reconstruccion pixel a pixel como veremos en el siguiente apartado.

6.3.1.2 Reconstruccion pixel a pixel

En esta técnica, la sintesis se realiza a partir de los pixeles tomados uno a uno,
de forma que en principio no deberia aparecer el efecto que aparece en la reconstruccion
patch a patch y que nos llevo a desestimarla, por lo que éste serd el método elegido y
con el que se trabajard de aqui en adelante.



Seguidamente se van a presentar una serie de experimentos mediante los cuales
se mostraran las principales ventajas e inconvenientes de esta técnica, analizando de
forma critica la influencia que tienen los parametros que intervienen en las
simulaciones. Estas pruebas comenzaran por los casos mas sencillos e iran aumentando
progresivamente de complejidad para ver hasta que punto este algoritmo puede realizar
las tareas para las que se diseio.

Experimento 1: Reconstruccion de la imagen en ausencia de ruido

En primer lugar desarrollaremos la tarea mas basica, que consiste en reconstruir
la imagen original cuando no existe ruido aditivo. Para este experimento, el tamafio del
patch es de seis pixeles de lado y se ha empleado un nimero de bases lo suficientemente
elevado como para que la reconstruccion se pueda llevar a cabo con garantias. En la
siguientes figuras se muestran los resultados obtenidos, tanto las bases, como la imagen
original y la reconstruida.
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Figura 6.16 Conjunto de 80 bases sobre las que se ha realizado la reconstruccion de la
imagen original.

En esta simulacion se han tomado 80 bases, lo cual constituye una cantidad
bastante elevada en relacion al numero con el que se puede realizar la reconstruccion de
forma satisfactoria. Podemos observar como en general no somos capaces de identificar
en cada una de las bases la parte del rostro con la que se corresponde, por lo que en
teoria estaremos reconstruyendo diferentes zonas de la imagen original a partir de otras
que no guardan ninguna relacion (por ejemplo, podremos estar reconstruyendo un ojo y



que en las bases no aparezca ninguna parte relacionada con el ojo de algunos de los
rostros de entrenamiento).

Imaggen original Imagen reconstruida

Figura 6.17 Imagenes original y reconstruida.

Como podemos observar en la imagen final, la reconstruccion es bastante
satisfactoria y sobre todo observamos que no aparece en efecto de rejilla caracteristico
de la reconstruccion patch a patch. También hay que destacar la presencia de un cierto
efecto de emborronamiento en la imagen reconstruida que vendra dado por los
diferentes procesos de promediado intermedios que hacen las veces de filtro paso de
baja.

Experimento 2: Reconstruccion de la imagen en presencia de ruido

Seguidamente vamos a cuantificar los efectos del ruido aditivo en el proceso de
reconstruccion de la imagen. Trabajaremos con tres valores diferentes de ¢ que serviran
para calibrar en qué medida nuestro algoritmo es robusto frente al ruido gaussiano.
Consideraremos que el nimero de bases es, al igual que en ejemplos anteriores, igual a
80 y el patch es un cuadrado de lado seis pixeles.

En los experimentos realizados, iremos aumentando gradualmente la potencia de
ruido para ver como llegados a un cierto punto, los efectos del ruido hacen que la
imagen sea practicamente imposible de reconstruir.

Los valores empleados para las desviacion tipica del ruido seran o =0.01,
6=0.05,y o=0.5, mientras que para la imagen sera de 0 =0.3608.

a) 6=0.01

En este primer caso se puede observar que el ruido en el que estd inmersa la
imagen es practicamente nulo, por lo que la imagen reconstruida es bastante parecida a
la original (salvo el ya indicado efecto de emborronamiento). Por otro lado, hay que
hacer mencion a la presencia de pequenos patches oscuros que aparecen en la imagen y
que son debidos al proceso de eliminacion de ruido (recordemos que en la estimacion de
maxima verosimilitud se realizaba una umbralizacion, de forma que todos aquellos
pixeles cuyo valor quedara por debajo de un cierto umbral, eran puestos a cero).



Figura 6.18 Imagen ruidosa (izquierda) y reconstruida (derecha) para c=0.01.
Observamos como la reconstruccion ha resultado bastante satisfactoria. Podemos
notar la presencia de una zona oscura con forma rectangular que es debida al
algoritmo de eliminacion de ruido.

El célculo de la relacion senal a ruido para esta imagen arroja un valor de
13.7816 dB. Como comentamos previamente este valor es solo orientativo ya que el
efecto de emborronamiento también se computara como ruido en la expresion de SNR’
basada en el error cuadratico medio entre los pixeles.

b) 5 =0.05

Si realizamos un pequefio incremento en la potencia de ruido observamos como
el ruido ya tiene mayor presencia, si bien vemos como aiun no es lo suficientemente
importante como para afectar a la reconstruccion final. Observamos como curiosamente
vuelve a aparecer una zona oscura colocada en el mismo lugar que en el caso anterior.
Como se verd posteriormente cuando se empleen distintas bases, veremos que no
aparecen regiones oscuras en esa zona, por lo que a priori podemos considerar que este
efecto viene dado porque el conjunto de bases que se usa en este ejemplo concreto no es
capaz de reconstruir de forma adecuada esa zona.

Figura 6.19 Imagen ruidosa (izquierda) y reconstruida (derecha) para o =0.05.
Observamos como la reconstruccion ha resultado también bastante satisfactoria.

En este caso, la relacion senal a ruido estimada es de 12.3757 dB por lo que tan
s6lo notamos una ligera disminuciéon que apenas sera apreciable a simple vista.
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En la figura 6.20 (izquierda) observamos como ya la potencia del ruido
gaussiano es tal que resulta bastante complicado distinguir la imagen original, lo cual
provocara que la reconstruccion, aunque permita intuir la forma del rostro, resulte muy
defectuosa.

Figura 6.20 Imagen ruidosa (izquierda) y reconstruida (derecha) para c=0.5.
Observamos como la reconstruccion no arroja resultados correctos ya que la potencia
de ruido es demasiado elevada.

(Cual es el valor umbral para la desviacion tipica del ruido? Realmente no existe
un método exacto que nos permita decidirnos por uno u otro, sino que nos debemos
basar en criterios puramente subjetivos. Se propone o =0.25 (valor que se situa en las
proximidades de la desviacion tipica de la imagen original) como el umbral a partir del
cual dejan de apreciarse con claridad ciertos rasgos de la imagen como los ojos o la
boca.

Figura 6.21 [magen ruidosa (izquierda) y reconstruida (derecha.) Podremos
considerar que a partir de ¢ =0.25, la reconstruccion deja de ser aceptable.

Experimento 3: Reduccion del nimero de bases y niimero de patches por pixel

(Cuantas bases hemos de emplear para que la reconstruccion se encuentre dentro
de los criterios requeridos? El empleo de un numero de bases excesivamente elevado
provocara que la carga computacional se dispare, ya que la cantidad de proyecciones a
realizar aumentara considerablemente. Por tanto, interesa saber a partir de cudntas bases
somos capaces de reconstruir las imagenes con garantias. En primera aproximacion,
convendria reducir el nimero de bases a un niimero sensiblemente menor que el que se
ha venido empleando hasta el momento (ochenta bases), ya que de lo contrario el
problema se estaria resolviendo con mas informacion de la necesaria.

Veamos esta idea con mayor profundidad. Seglin el modelo planteado, la
reconstruccion de cada pixel se realiza a partir del promediado de NP patches. Ademas,
cada uno de estos NP patches se obtiene como resultado del proceso de reconstruccion



de la informacioén contenida en el numero de bases empleadas (que representamos por la
variable 7’). Esto implica que por cada pixel estariamos empleando la informacion
NP x rango patches, lo cual sin duda, en algunos casos, puede representar una cantidad

excesiva de informacion a procesar por cada uno de los pixeles de la imagen.

INPI
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Figura 6.22 FEsquema representativo del numero de bases empleado en la
reconstruccion de un pixel. Dado que cada pixel se reconstruye a partir de promediado
de ‘NP’ patches y a su vez cada uno de ellos se genera conforme a una base de ‘r’
elementos, se concluye que para cada pixel se empleara la informacion contenida en

‘NP x r’ patches.

Hasta ahora hemos venido empleando NP =tam’ patches para reconstruir cada
pixel, pero al igual que ocurre con las bases, la complejidad del problema resulta
bastante elevada, por lo que deberiamos comprobar si realmente es posible realizar la
reconstruccion tomando un nimero menor de patches por pixel. Si es asi, deberiamos
estimar de forma aproximada cuantos patches por pixel hemos de emplear para que la
reconstruccion proporcione unos resultados aceptables. Logicamente, la solucion
adoptada provendra de la adopcion de una solucidon de compromiso entre calidad de la
imagen reconstruida y tiempo de procesamiento total.

Ademas, el empleo de un excesivo nimero de patches por pixel dara lugar a que
el promediado realizado provoque un mayor emborronamiento de la imagen
reconstruida, de forma que ciertos bordes de la imagen no aparezcan con el realce
deseado.

En los siguientes experimentos se obtuvieron las imagenes sintetizadas para
diferentes valores de la variable 7’, que como se estudié previamente, representa el
nimero de bases. Consideraremos que la imagen original estd inmersa en un ruido
gaussiano con ¢ =0.01 y que el tamafio del patch continta siendo un cuadrado de lado
seis pixeles. Iremos disminuyendo progresivamente el nimero de bases empleadas: 80,
36, 18 y 9 bases y repetiremos las simulaciones para NP =9, NP=4y NP =1.



Una forma de cuantificar como de bien se ha realizado la reconstruccion consiste
en emplear la Relacion Senal a Ruido, tal como se definio en el apartado 6.2.7. Los
resultados correspondientes a las simulaciones realizadas se presentan en la siguiente

tabla.
Relacion Serial a Ruido (dB)
Numero de bases
NP 9 18 36 80
9 16.2450 16.7321 17.9891 14.1237
4 16.8359 15.3037 17.1584 16.9798
1 13.5866 14.1577 14.2106 14.2177

Tabla 6.1 Relacion Serial a Ruido (en dB) de las imagenes reconstruidas para
diferentes valores de ‘NP’ y ‘r’.

Las imagenes obtenidas tras el proceso de reconstruccion se muestran en la
siguiente figura:

MP=4

MP=1

r=80

Figura 6.23 Imdgenes reconstruidas para diferentes valores de ‘NP’ y r’.



Como se puede comprobar en la figura 6.23, a medida que se reduce el numero
de bases empleadas en la reconstruccion, aparece un ruido tipo ‘sal y pimienta’ que sera
fruto de una eliminacion de ruido basada en reduccion del codigo disperso defectuosa.
Por otro lado, la tabla 6.1 muestra como al reducir el nimero de patches empleados en
la reconstruccion de cada pixel, la calidad de la imagen (su SNR) disminuye
progresivamente, encontrando para NP =1 el descenso mas acusado.

6.3.2 Resultados obtenidos mediante PCA e ICA

(Como seria la reconstruccion en el caso de emplear las bases obtenidas tras
aplicar PCA o ICA al conjunto de datos de entrenamiento? En los siguientes
experimentos daremos respuesta a esta pregunta.

Experimento 1. Extraccion de bases PCA
Sirviéndonos de la funcion ‘pcamat.m’ de Matlab (incluida en el CD adjunto a

esta memoria), extrajimos el conjunto de 36 bases PCA de tamafio 6x6 pixeles, que se
muestran en la siguiente figura.
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Figura 6.24 Conjunto de 36 bases extraidas correspondientes al Analisis de
Componentes Principales.

Como suele ser habitual en el caso del Analisis de Componentes Principales,
aparece una base asociada al autovalor dominante (esquina superior izquierda de la
figura anterior) en la que se puede observar una mayor correlacién entre pixeles
adyacentes que en el resto de patches que conforman la base.



Experimento 2. Extraccion de bases ICA

La determinacion de las bases correspondientes al Andlisis de Componentes
Independientes se ha llevado a cabo mediante la funcion ‘fastica.m’ que también se
proporciona en el CD adjunto. En la siguiente figura se muestran las 36 bases de
tamafio 6x6 pixeles.
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Figura 6.25 Conjunto de 36 bases extraidas correspondientes al Analisis de
Componentes Independientes.

En el caso del Andlisis de Componentes Independientes, la caracteristica
esencial que diferencia los resultados obtenidos de los correspondientes a otro tipo de
analisis, consiste en la identificacion de lineas en diferentes direcciones del espacio. En
principio, se puede considerar que estos trazos que conforman las bases pretenden
mostrar los diferentes bordes que aparecen en los rostros de entrenamiento.

Experimento 3. Reconstruccion de rostros mediante técnicas PCA e ICA

Una vez hemos determinado las bases correspondientes a PCA e ICA,
procederemos a reconstruir uno de los rostros mediante dichas técnicas, y asi poder
comparar los resultados con los que proporcionaria NMF. Para ello, emplearemos un
procedimiento andlogo al descrito en el apartado 6.2.6.2 relativo a la reconstruccion
pixel a pixel.

Como primera simulacion, consideraremos la reconstruccion del rostro mediante
patches de tamafo 6x6, con un solapamiento de 5 pixeles entre ellos (se corresponderia
realmente con el caso de la reconstruccion pixel a pixel). Los resultados obtenidos para
cada una de las tres técnicas se muestran en la siguiente figura:
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Figura 6.26 Reconstruccion del rostro mediante ICA, PCA y NMF usando patches de
tamario 6x6 y solapamiento de 5 pixeles.

Como podemos comprobar, la reconstruccion basada en la Factorizaciéon No
Negativa de Matrices da lugar a una imagen mas nitida y que permite apreciar mejor las

zonas como los 0jos y la boca, que presentan mas bordes.

En la segunda de las simulaciones de este apartado, procederemos a reducir a 4
pixeles el solapamiento entre los patches empleados en la reconstruccion.

r
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Figura 6.27 Reconstruccion del rostro mediante ICA, PCA y NMF usando patches de
tamaiio 6x6 y solapamiento de 4 pixeles.

El efecto de la disminucion del solapamiento en un pixel, apenas es relevante en
el caso de las imagenes sintetizadas a partir de técnicas PCA y NMF, si bien para el
caso de ICA ha provocado una pérdida de calidad considerable en la reconstruccion.

Por ultimo, volveremos a reducir el solapamiento entre patches y fijaremos su
valor a 3. En este caso, notaremos como ya se comienzan a notar los efectos sobre la
imagen reconstruida mediante NMF.
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Figura 6.28 Reconstruccion del rostro mediante ICA, PCA y NMF usando patches de
tamaiio 6x6 y solapamiento de 3 pixeles.

A la vista de los resultados obtenidos, concluiremos que la reconstruccion
basada en la Factorizacion No Negativa de Matrices proporciona unos resultados
optimos cuando el solapamiento entre los patches es grande. Por otro lado, el Analisis
de Componentes Principales sera la técnica mas adecuada cuando se quieran sintetizar
imagenes empleando un menor numero de patches (es decir, reduciendo el
solapamiento).

6.3.3 Reconocimiento facial mediante técnicas NMF

Como conclusion a este capitulo dedicado a la reconstruccion de imagenes
ruidosas, comprobaremos hasta qué punto las sintesis de los rostros han sido lo
suficientemente buenas como para que puedan ser identificadas con la imagen original
de la cual provenian. Para ello realizaremos diferentes experimentos con varias
imagenes procedentes de simulaciones anteriores, que se trataran de clasificar de forma
automadtica siguiendo un criterio de minima distancia.

6.3.3.1 El clasificador de minima distancia

Para poder determinar a qué cara original hay que asignar la imagen
reconstruida, es necesario establecer una cierta regla de decision. En nuestro caso se
tratard de una regla de minima distancia, que se formulara matematicamente a partir de
la norma de la diferencia entre cada par de imagenes conformado por un rostro de la
base y la imagen a clasificar. Sean v, coni=1,...,num_im, cada una de las imagenes de

la base y u la imagen a clasificar, entonces el clasificador de minima distancia se
define de la siguiente manera:

min {Ju - v, [} = min< | (u-v,)’ (u-Vi)]A (6.27)

6.3.3.2 Experimentos

En los experimentos desarrollados intentaremos ver la influencia del ruido de la
imagen original en la clasificacion. Para ello, se intentaran reconocer dos imagenes, una
libre de perturbaciones y otra que procede de la reconstruccion de una imagen inmersa
en un ruido aditivo



Experimento 1. Clasificacion de imagen no ruidosa

Consideremos una imagen no ruidosa que ha sido sintetizada mediante las
técnicas descritas en los apartados anteriores. Tras aplicar el algoritmo de clasificacion
basado en la minima distancia, se extrajeron las cinco imagenes mas parecidas a la
original.
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Figura 6.29 Estimacion de los cinco rostros mas parecidos (ordenados del primero al
quinto en funcion de la distancia) a la imagen reconstruida (a la izquierda) atendiendo
al criterio de minima distancia. Las imdgenes de la base aparecen ordenadas de la
primera (la mds parecida) a la quinta, y junto a ellas se representa un simbolo () si la
identificacion fue correcta o (X) en caso contrario.

Podemos comprobar a partir de la figura anterior como el clasificador ha sido
capaz de reconocer el rostro correcto en las tres primeras posiciones, aun cuando la
segunda y la tercera cara presentaban ligeras rotaciones con respecto a la original.

Experimento 2. Clasificacion de imagen inmersa en ruido

Si ahora la imagen reconstruida estuvo inmersa en ruido, la clasificacion serd
mas dificil de llevar a cabo ya que los efectos la perturbacion pueden llevar al
clasificador de minima distancia a cometer errores. Los resultados obtenidos al emplear
una imagen ruidosa (o = 0.05) se presentan en la siguiente figura:
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Figura 6.30 Estimacion de los cinco rostros mas parecidos (ordenados del primero al
quinto en funcion de la distancia) a la imagen reconstruida (a la izquierda) atendiendo
al criterio de minima distancia. Las imdgenes de la base aparecen ordenadas de la
primera (la mds parecida) a la quinta, y junto a ellas se representa un simbolo () si la
identificacion fue correcta o (X) en caso contrario.

Como podia ser previsible, en el caso de la reconstruccion de una imagen
ruidosa el nimero de aciertos en la clasificacion se ve reducido.

6.4 Conclusiones

En este apartado se ha estudiado el empleo de la Factorizacion No Negativa de
Matrices en la reconstruccion de imagenes de rostros inmersas en ruido aditivo
gaussiano, para lo cual se estudid una técnica basada en la Reduccion de Codigo
Disperso que permite eliminar las perturbaciones.

Dado que la carga computacional resulta bastante elevada se decidid tratar cada
imagen a partir de una serie de regiones de menor tamafio o patches. Se plantearon dos
posibles vias de reconstruccion: por patches o pixel a pixel, siendo esta ultima la elegida
por arrojar mejores resultados.

Por ultimo, tras realizar diferentes experimentos de reconstruccion y eliminacion
del ruido, se establecieron comparativas con PCA e ICA para observar las principales
diferencias con NMF, que se pusieron de manifiesto al observar el patron que seguian
las bases de cada una de las técnicas de representacion de datos.



