Capitulo 3

Analisis de Fourier

El método pseudoespectral que vamos a utilizar se basa en el uso de series de Fourier,
Debido a la imposibilidad de usar funciones continuas en una simulacién numérica, en el
modelo que se presenta se va a utilizar la transformada discreta de Fourier (DFT) [21][20]
mediante la libreria FFTW [g].

3.1. Series de Fourier

Las series de Fourier nos permiten aproximar una funcién periédica en funcién de unas
sumas ponderadas de senos y cosenos. En este proyecto se tiene un campo de velocidades en
un cubo de lado 27 que se repite periddicamente en el espacio y que puede aproximarse por
una representacién en series de Fourier. Para calcular los coeficientes de las series de Fourier
se va a usar la transformada discreta de Fourier (DFT) para lo cual, en la seccién B3] se
establece la relacién entre ambas.

Primero vamos a definir la serie de Fourier y sus propiedades en los casos unidimensionales
para luego extender los resultados a nuestro problema, donde tenemos funciones vectoriales
en tres dimensiones dependientes de tres variables.

Vamos a definir la representacién en series de Fourier de un vector como la de cada una de
sus componentes por separado. Asi pues, en el siguiente apartado se define la serie de Fourier
de una funcién dependiente de tres variables, que es una de las herramientas que se utilizan
en la resolucién del método pseudoespectral.

3.1.1. Definicion
3.1.1.1. Series de Fourier en una dimension

La definicién de la serie de Fourier en una dimensién de una funcién f : R — R periédica

en x de periodo X es
oo
- 27

flay="Y" ™", (3.1)

k=—o00

fJean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), matemético y fisico francés conocido por sus trabajos sobre
la descomposicién de funciones periddicas en series trigonométricas convergentes llamadas Series de Fourier.
Se incorpor6 a la Escuela Normal Superior donde tuvo entre sus profesores a Joseph Louis Lagrange y Pierre
Simon Laplace. Posteriormente, ocuparia una cétedra en la Escuela Politécnica, a partir de 1817 formé parte
de la Academia de Ciencias Francesa. Como militar acompané a Napoleén en su campana por Egipto.
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donde ¢, son los coeficientes de la serie de Fourier y se definen como

1 (%o

N —i;—”km
cx = fr(x) = — f(z)e Xodx. (3.2)
Xo
Si se cumplen las condiciones de Dirichlet para las series de Fourier, es decir, que la funcién
sea periddica y continua salvo en un nimero finito de puntos y que tenga un nimero finito
de méximos y minimos locales estrictos en el periodo, la expresién [B.] es la funcién [ salvo

+ —
en los puntos de discontinuidad (xg) donde su valor es w.

3.1.1.2. Series de Fourier en tres dimensiones

La definicién de la serie de Fourier en tres dimensiones de una funcién f : R® — R que es
periddica en las tres variables con el mismo periodo X es

2
klzl 155 koxo i55-k3as
flar, mg, x3) = § E E Chy Chio Chiz € ¢ %o M2 g%

k1=—00 ko=—00 kg=—0c0

oo o0 oo Com K (3'3)
22 X ad
k1=—00 ko=—00 kg=—0c0
donde ¢y son los coeficientes de la serie de Fourier y se definen como
> 1 Xo pXo Xo —i 2% (kyx1+hozo+khazs)
k= fk = %3 f(x1,x9,x3)e X0 dridrodrs. (3.4)
0 0

Esta aproximaciéon es pues el resultado de aplicar las series de Fourier unidimensionales
a una funcion que depende de tres variables tres veces consecutivas, transformando en cada
una de ellas una de las variables del espacio fisico al de Fourier.

3.1.2. Propiedades

En esta seccién vamos a ver distintas propiedades que vamos a usar de las series de Fourier.
En particular cémo se obtienen los coeficientes de las series de funciones que son el resultado
de ciertas operaciones matematicas.

3.1.2.1. Suma

Si queremos calcular los coeficientes de la serie de Fourier del resultado de la suma de dos
funciones, f(z) y g(x), del mismo periodo Xy, donde

e 27
ST dpe 0" (3.5)

k=—00

© - 27

3 epe'xoM, (3.6)
k=—00

siendo di, y ex son los coeficientes de la series de Fourier de f(z) y g(x) respectivamente. El
resultado de la suma es

- 2% kx 27 g i 25 Ly
f(@) +9(x) = Z dye 0" + Z epe’ %o = Z (di + ex)e’ 0" (3.7)
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Por tanto, el cdlculo de los coeficientes de la serie de Fourier de la suma de funciones a partir
de los coeficientes de las funciones por separado es

— ;27 Lo
(F+a)@) =Y cpe'™™, (3.8)
k=—o00
donde
cr = di + eg. (3.9)

Es decir, los coeficientes se calculan como la suma de los coeficientes de las funciones por
separado. Es inmediato extender esta propiedad a tres dimensiones

cx = di + exk. (3.10)

3.1.2.2. Derivada espacial

Si queremos calcular los coeficientes de la serie de Fourier del resultado de la derivada
respecto a la variable espacial de la funcién unidimensional f(z) tenemos

1 Xo —i 2 kg
d, = / f(z)e %0 dx. (3.11)
Xo Jo

Integrando por partes

1

dp = —
"X

Xo Xo 27 —ii—”kx
. _/0 <—1X0k> f(z)e Xo dx]. (3.12)

—i2rk _ 1

C

Como la funcién es periddica de periodo Xg y para cualquier k se cumple que e
desaparece el primer término, resultando

1 [/ 2 Xo 2T kg ]
dp, = — || i—k z)e Xo dx|, 3.13
’ XOKXo)of() (3:13)
y por la definicién
2w
dp =1 —k . 3.14
K=1 ( X, ) Ck (3.14)
Es sencillo extender esta propiedad a tres dimensiones a partir de la ecuacién [3.4] con lo que
se obtiene
oy 2
<£;> =1 ();;kl> Ck para [ =1,23. (3.15)
k
En particular
Vi = i2Tk - (3.16)
u =i—k-u )
k ZXO k
y
— o\ 2
V2 = — <> k2T (3.17)
Xo

donde k? representa al médulo de k al cuadrado.
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3.1.2.3. Derivada temporal. Derivada término a término

En los calculos espectrales que se van a desarrollar en el capitulo M] se realiza la evolucion
temporal de los coeficientes de Fourier. En la resolucion se utiliza la siguiente propiedad

Ju i
5= 5 (3.18)

Esta propiedad que no es cierta en general se cumple cuando las funciones verifican las
condiciones de Dirichlet para las series de Fourier. El campo de velocidades que se usa en
este proyecto tiene condiciones de contorno peridédicas y cumple las condiciones de Dirichlet
por lo que se puede aplicar esta propiedad.

3.2. Transformada Discreta de Fourier (DFT)

La DFT transforma una secuencia discreta de valores de una funcién en otra de la mis-
ma longitud que resume la influencia de cada frecuencia discreta en la secuencia original.
Aplicada a nuestro problema, la DFT transforma una matriz tridimensional, que represen-
ta una variable fluida en el espacio fisico, al espacio de Fourier, donde podemos obtener la
informacién asociada a cada ntimero de onda. En la seccién se establece como utilizarla
para calcular los coeficientes de la serie de Fourier y, por tanto, utilizarla para los calculos
espectrales del método que se usa en este proyecto.

3.2.1. DFT en una dimensién

La transformada discreta de Fourier en una dimensién [21][20] de una funcién f(n) de la

que se toman N muestras en los puntos n =0,1,---, N — 1 se define como
N-1 ‘
F(k) = z% f(n)-e 2 /N donde k=0,1,---N — 1. (3.19)
n=

Y su transformada inversa

N—
f(n)= F(k) - e2mikn/N donde n =0,1,---N — 1. (3.20)
k=0

—_

Esta transformada permite obtener por ejemplo una representaciéon del espectro de un
campo de velocidades del que sélo conocemos los valores en determinados puntos del espacio.
El espectro que obtenemos mediante la DFT se puede interpretar como un muestreo del
espectro continuo tal y como puede verse en la ecuacién B.31l La influencia del niimero de
muestras que tomamos en el cubo se puede resumir asi: dado que el niimero de muestras
es igual al nimero de frecuencias que obtenemos con esta transformada, y que éstas son los
multiplos de la frecuencia de muestreo, para analizar frecuencias més altas debemos tomar
m&s muestras o tomarlas con una frecuencia de muestreo mayor, aunque esto iltimo hace
que las muestras en frecuencia estén mas separadas entre si.

A continuacién vamos a ver un ejemplo que ilustra el uso de la DFT, para lo cual partimos
de la siguiente funcion:

f(z) = sen(30z) + 5sen(4x) x € [0,2m). (3.21)
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Lo primero que se hace es tomar muestras equiespaciadas de la senal y construir la secuencia
discreta f(n) que se representa en la figura 3.1l donde

f(n) = f(x)|x:2an donde n=1,2,--- /N — 1. (3.22)

Tras aplicar la DFT a f(n) podemos calcular la densidad espectral de potencia de la funcién
definida como la suma al cuadrado de la parte real y la imaginaria de cada componente
espectral. En la figura se puede ver la densidad espectral de potencia del ejemplo, se
observa que las Unicas frecuencias que tienen un valor distinto de cero son las componentes
asociadas a las frecuencias de la senal original.

64 128 192 256 320 384 448 512 576 640 704 768 832 896 960
L L L f | P! L L I I h L L T ! L L

Figura 3.1: Representacion de f(n) con N = 1024 puntos. El eje X superior se corresponde

con los valores de n y el inferior con los valores de = = %T”

Figura 3.2: Espectro de f(n).

3.2.2. DFT en tres dimensiones

La extension a tres dimensiones de la DFT que vamos a usar consiste en tres DF'T con-
secutivas una en cada direccion del espacio, por lo que la transformada queda:

F(ki,ko,k3) = DFT3p {f(n1,n2,n3)}

N3—1Na—1N1-1 _ 27mikyn _ 2mikgn _ 2mikgn (323)

:]\[1]\1[2]\[32 Z Zf(n17n2vn3)'e N1 .e N2 . N3

n3=0 n2=0 n1=0
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Y su transformada inversa es
f(n1,n2,n3) = DFT3p {F(k1, k2, k3)}

N3—1N2—1N1—1 2mikyn  2mikgn  2mwikgn (3_24)

Z Z Z (k1,ko,k3)-e M e N2 .e N3

k3=0 k2=0 k1=0

3.2.3. DFT de una secuencia real

En este proyecto se aplica la DFT a un campo de velocidades que sélo tiene componentes
reales por lo que a continuacion comentamos las caracteristicas de este tipo de transformadas.
La DFT de una secuencia real cumple la siguiente propiedad de simetria en el espacio de

Fourier:
F(k)=F*(N — k). (3.25)

A continuacién comprobamos la validez de la misma:

* 1 N-1 ' » *
F* (N k‘ (N Z f —27rzn ) _ (N nz:o f(n)€—27rme2mnN>
1 Nz - * 1 Nl .
n=0 n=0

Si f(n) es real entonces f(n) = f*(n) y se cumple la propiedad Por tanto, sélo se
necesita calcular la mitad de la DFT y la otra mitad se obtiene aplicando esta propiedad,
reduciéndose asi el coste computacional.

Otra ventaja de aplicar esta propiedad es el ahorro de memoria. Dado que a partir de la
mitad de la DFT podemos obtener la otra mitad solamente necesitamos guardar una de las
mitades. En nuestro caso transformamos un campo de velocidades (que son nimeros reales).
Como se realizan tres transformadas consecutivas cada una en una direccién espacial, en la
primera transformada podemos aplicar esta propiedad; pero no para las otras dos ya que el
resultado de la primera transformada es un campo de ntimeros complejos a los que no se les
puede aplicar esta propiedad.

Por tanto, aplicando esta propiedad las necesidades de memoria tanto en espacio como en
el dominio de Fourier son aproximadamente las mismas, dependiendo de si N es par o impar,
ya que aunque en principio en el dominio de Fourier tenemos la mitad de los puntos, en cada
uno de estos tenemos un numero complejo.

(3.26)

3.2.4. La DFT en el problema de estudio

Vamos a aplicar la DFT a un cubo tridimensional de lado 27 extendido periédicamente
por el espacio en las tres direcciones (ver figura [3.3]).

Para poder usar la DFT en el problema hay que tener una representacion de muestras
discretas del cubo. Si nos fijamos en una direccién, como el lado del cubo es 27, tenemos que
discretizando la variable continua x obtenemos la variable discreta x,, de la siguiente forma:

2
xn:%n donde n=0,1,---,N —1. (3.27)
Es decir, se toman N muestras equiespaciadas en el rango [0, 27).
Un aspecto interesante de la DFT es que es una transformada lineal. En particular si
F (k) es la transformada de f(z) entonces la transformada de af(z) es aF'(k), por esta pro-

piedad algunos autores definen la transformada con el factor % en la transformada inversa.
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Figura 3.3: Extensién periodica del cubo de lado 27.

En nuestro caso, después de analizar el sistema, vemos que resulta mas ventajoso utilizar las
expresiones de las ecuaciones 319 y ya que en cada paso integral se realizan 3 transfor-
madas directas y 6 transformadas inversas. Ademads en el célculo de invariantes se realizan
otras 9 transformadas inversas por lo que eligiendo adecuadamente donde escalar ahorramos
un gran coste computacional.

3.2.5. FFT

La transformada DFT expresada en la ecuacion requiere de 2N? operaciones compu-
tacionales, esta cifra se puede reducir bastante usando las propiedades de la misma hasta
2N log N. Esta reduccién se conoce como el algoritmo FFTH (Fast Fourier Transform) [20] [18].
En la figura B.4] se puede comprobar como cuanto mayor es el nimero de muestras mayor es
la eficiencia de la FF'T. Para poder reducir el niimero de operaciones lo que se hace es agrupar
el conjunto de muestras de una forma determinada y aplicar la DFT a esos subconjuntos.

4000 4
3500
3000
2500
2000 '\ DFT

N\ FFT
1500 -
1000 -|

500

0 T T T T 1

Figura 3.4: Comparativa entre el coste computacional de la DFT y la FFT.

La libreria FFTW

En el programa vamos a usar la libreria fftw que segin su documentaciér realiza los
cédlculos indicados en la ecuacion [B.28 para la transformada directa donde si denominamos

TEl algoritmo FFT fue desarrollado por James Cooley y John Tukey en 1965.
YEn esta seccién se usa la notacién de la documentacién de la librerfa FFTW si bien es sencilla su
extrapolacién a la del resto del proyecto.
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s a una de las dimensiones, definimos wy; = ens’ siendo n, el nimero de elementos en la
dimension s.

ni—1ng—1 np—1

Yiinio, i = Y 3 o D X[jugos e jalwy Piwy 2wy, (3.28)

j1=0 j2=0  jn=0
La transformada inversa realiza los siguientes calculos:

ni—1ngs—1 np—1

Yiinig, o vial = Y 3 o 3 X[jtdase e jalwyV wi? e windn, (3.29)

71=0 j2=0 Jn=0

Comparando con .23 y B.24] vemos que en la transformada [3.28] falta el término m Es
decir que la libreria calcula la transformada desnormalizada por lo que después de hacer la
transformada directa hay que multiplicar todos los términos por m

3.3. Relacion de la DFT con la serie de Fourier

En esta seccién se analiza el uso de la DFT para realizar los calculos de los coeficientes de
Fourier. Si partimos de una funcién f periddica de periodo Xy que verifica las condiciones de
Dirichlet, se puede representar con una serie de Fourier de la forma de la ecuacién B donde
¢ son los coeficientes de la serie de Fourier cuya expresién recordamos a continuacion

— 1 Xo 2
k= fr=— (z)e” X0 dx.
Xo Jo
Para estimar estos coeficientes aplicamos la regla del trapecio. Dividimos el intervalo [0, X]
en N subintervalos del mismo tamano con extremos en los puntos z,, = ”TXO, entonces usando

que f(0) = f(Xo) por la periodicidad obtenemos

1 N—-1 (n-i—l)% _igmp
k= — / flx)e X0 dx
S— n%Q
141 Xo, —2rgpXo Xo, —2rpm+1)Xe | Xo
N-1 N-1
_ 1 Xy f(O) —i2rkn/N f(XO) _ 1 —i2rkn/N
vl Grahs 2 flan)e + 7 =5 nzof(xk)e :
Comparando con B9 vemos que
(co,c1,+++yen—1) = DFT (f(20), f(z1), -+, f(xn-1))- (3.31)

Es decir, con la definicién de DFT que se usa en este proyecto los valores en frecuencia se
aproximan a los coeficientes de la serie de Fourier de la funcién.
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