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Capitulo 1

Resumen del proyecto y
nomenclatura

El presente proyecto fin de carrera se encuadra dentro del proyecto de investigacion del
Plan Nacional titulado “Anélisis del flujo, sedimentacién de particulas y oxigenacién en tan-
ques de produccion de peces y crustaceos. Optimizacion y pardmetros de diseno” del Grupo
de Mecénica de Fluidos de la Universidad de Sevilla.

1.1. Descripcién del problema

El objetivo de este proyecto es realizar una simulacién de la evolucién temporal de un
flujo turbulento homogéneo e isétropo, en un cubo extendido periédicamente en las tres
coordenadas espaciales, que por comodidad se ha elegido de lado 27. Para esta simulacion se
va a emplear un cluster (ver capitulo () que nos permite superar las limitaciones intrinsecas
a esta simulaciéon. Dado que el campo de estudio es un cubo, para poder simularlo dividimos
cada lado en IV puntos en los que vamos a realizar los calculos. Por tanto, tenemos necesidades
de memoria del orden de N3, lo que significa que las simulaciones requerirdan de grandes
recursos de memoria y los calculos serin muy costosos en tiempo ya que con un N tipico
de valor 128 con precision simple las necesidades son del orden de 8MB por matriz y en los
célculos se usan por encima de 12 matrices.

En la simulacién del flujo turbulento se va a usar un método pseudoespectral [22] en el
que se resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando el espacio fisico y el de Fourier
de forma que se minimicen los costes computacionales.

Para la paralelizacién del cédigo se va a utilizar el estindar MPI (Message Passing Inter-
face). Su uso ofrece una interfaz que gestiona los procesos de sincronizacién e intercambio de
informacién entre los distintos nodos del cluster.

1.2. Estructura del proyecto

Este proyecto se va a estructurar en diferentes capitulos que cubren los distintos aspectos
de su elaboracion. En el capitulolse hace una breve introduccion a la turbulencia en el que se
describe las propiedades de la misma asi como una descripcion de los conceptos y parametros
que vamos a utilizar. En el capitulo Bl se hace una breve introduccién al anélisis de Fourier ya
que es la base sobre la que se apoya el desarrollo teérico de este proyecto. En él se describe su
expresion matematica asi como las propiedades que se van a utilizar. En el capitulo 4 se hace
el desarrollo tedrico del método pseudoespectral que se utiliza para obtener las ecuaciones
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que nos proporcionan la evoluciéon temporal del campo de velocidades en el cubo. En el
capitulo [ se hace una descripcién del cluster que se usa para ejecutar el codigo. Se indican
tanto sus caracteristicas como los pasos necesarios para su correcta configuracion. En el
capitulo [f] se analiza la resolucion del problema. Se describen los conceptos més importantes
de la simulacién, se da una explicaciéon de la implementacion del cédigo y del sistema de
configuracién en tiempo real y, por dltimo, se explican los puntos a los que se ha aplicado
la paralelizacién. En el capitulo [0 se explican los resultados que ofrece el programa y que
proporcionan una descripcion del estado instantaneo del campo de velocidades, asi como una
serie de estadisticas que lo caracterizan, como son el espectro, la grafica de invariantes u
otros pardmetros. Finalmente, en el capitulo [8 se hace una breve descripcién del proyecto y
las posibles lineas de investigacién que podrian ampliarlo.

1.3. Nomenclatura

En este documento, usamos la siguiente nomenclatura:

» Escalares: Texto normal en cursiva (por ejemplo, v).

» Numeros adimensionales: Texto normal (por ejemplo, Re).
= Vectores: Texto en negrita (por ejemplo, v).

= Componente de un vector: Texto con separacién y subindice (v|;).

» Serie de Fourier: Texto con llave superior (por ejemplo  es la serie de Fourier de la
funcién vectorial f).

» Coeficientes de una serie de Fourier: Texto con llave superior y subindice (por ejemplo
f). es el k-ésimo coeficiente de la serie de Fourier de f).

= Valor medio en el espacio: Texto entre los simbolos (-). Por ejemplo, el valor medio de
f en el espacio se calcula:

N

(=g >

1=0

[y
—_

N-1

Z_ f(n1,m2,n3). (1.1)

3=0

NZ_:

2=0

3
3
3



Capitulo 2

Notas de turbulencia

2.1. Introduccion

El estudio de la turbulencia es un campo de gran interés y aplicacién a un gran nimero de
disciplinas cientificas y tecnolégicas. Entre otras se pueden citar los estudios metereoldgicos,
los de los movimientos de los mares y océanos, los de los chorros que salen de un grifo con
suficiente velocidad, los de los gases en el interior de un motor, e incluso los de la respiracién
en los seres humanos.

No se ha encontrado todavia un modelo que permita obtener informacién precisa de la
evolucién de un fluido turbulento mediante una resolucion matematica sencilla, por eso, se
recurre a la simulacion numérica para su estudio. El principal problema de estas simulaciones
es el gran nimero de recursos computacionales necesarios para los casos de interés practico.
Por este motivo la tendencia actual es realizar simulaciones numéricas con las escalas grandes
y usar modelos que representen fielmente las escalas pequenas de forma que se reduzca el
numero de calculos numéricos. Es en este campo donde todavia hay que trabajar bastante
ya que los modelos actuales no ofrecen resultados satisfactorios sobre todo en problemas de
dispersién y sedimentacién de particulas.

Dado que, como veremos, en las escalas pequenas se puede utilizar una aproximacién de
turbulencia homogénea e isétropa, este proyecto se enmarca en la linea de buscar los modelos
que establezcan la dinamica de las escalas pequenas para poder integrarlos en simulaciones
de interés real.

2.2. Turbulencia

En un flujo de un fluido el nimero de Reynolds (Re) establece una relacién entre la fuerza
inercial y la fuerza de la viscosidad. Por debajo de un determinado nimero de Reynolds se
habla de flujos laminares que tienen soluciones analiticas y numéricas sencillas modelando
con una formulacién matematica como la de las ecuaciones de Navier-Stokes [I]. A partir de
un nimero de Reynolds critico el flujo se vuelve inestable y si sigue creciendo da lugar a un
flujo turbulento. En la figura[2Z.1] se observa como un flujo laminar debido a una inestabilidad
se hace inestable produciéndose la transicién a un flujo turbulento.

Resulta complicado, a pesar de que se tiene una idea intuitiva, definir la turbulencia.
Vamos a expresar en cambio alguna de sus propiedades.

s Tiene una distribucién espacial de las variables fluidas muy irregular. Ademaés, su evo-
lucién temporal también lo es.
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Figura 2.1: Flujo turbulento.

s Es esencialmente tridimensional.

= Es muy disipativa necesitando de un aporte de energia exterior para mantenerse en el
tiempo.

= Es extremadamente compleja al coexistir en ella movimientos del fluido con una dis-
paridad enorme de longitudes caracteristicas (también de tiempos), si se entiende por
tales las distancias que hay que recorrer en el fluido para que se produzcan variaciones
apreciables de las magnitudes fluidas.

= Esun proceso cadtico, de forma que para poder predecir la evolucién de los sistemas seria,
necesario una precision en las condiciones iniciales imposible de obtener experimental
o0 numéricamente.

= Fsta gran sensibilidad a las condiciones iniciales y su irregularidad hacen que estos flujos
sean casi aleatorios y que su simulacién directa con las ecuaciones de Navier-Stokes sea
extremadamente costosa.

A consecuencia de estas caracteristicas, para analizar los flujos turbulentos se recurre
generalmente a la estadistica. Dada una variable fluida, si se promedia en un intervalo de
tiempo suficiente, los valores medios locales obtenidos se comportan de forma determinista,
variando en el espacio y tiempo mucho més suavemente que los valores instantdneos. Por
tanto, el objetivo principal de los métodos analiticos y numéricos empleados en turbulencia
es el cdlculo de las magnitudes medias del flujo. De este planteamiento surge el problema de
cierre de la turbulencia que, a pesar del esfuerzo realizado en mas de medio siglo, no se ha
resuelto atn.

2.3. Cascada de Kolmogorov

A partir de los trabajos de Kolmogorovﬁ] aparece el modelo de cascada de energia, en
el que se postula que la turbulencia estd formada por torbellinos de diferentes tamanos.
Los torbellinos més grandes, que tienen una longitud caracteristica del orden del dominio

T Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) completé sus estudios en la Universidad Estatal de Mosct en
1925 donde llegé a ser profesor en 1930. En 1935 recibié el doctorado en fisica y matemaéticas; y desde 1938
hasta su muerte mantuvo la cdtedra en el Departamento de Légica Matemédtica. Fue miembro de la Academia
de Ciencias y Ciencias Pedagogicas de la Unién Soviética y de la Academia de Ciencias de Estados Unidos
ademads de recibir varios premios internacionales.
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fluido, se vuelven inestables y van transfiriendo energia a torbellinos mas pequenos que a
su vez también la van transmitiendo a torbellinos aiin méas pequenos creando la llamada
cascada de energia. Esta cascada de energia va creando torbellinos pequenos a partir de
los mas grandes hasta llegar a una escala en la que los efectos de la viscosidad la disipan.
Se puede comprobar que en las escalas grandes, el tiempo caracteristico de variacién del
movimiento de los torbellinos, puede estimarse a partir de su longitud caracteristica (L) y la
velocidad caracteristica (u') de las fluctuaciones turbulentas de velocidad, determinadas por
las condiciones de contorno impuestas al sistema (caudal, diferencias de presiones, etc.). Las
escalas grandes tienen una gran dependencia de las condiciones iniciales y de contorno, pero
como en un flujo turbulento el nimero de Reynolds es muy alto, los valores caracteristicos
asociados a los torbellinos pequenos son mucho menores que los de los grandes, por este motivo
el movimiento asociado a las escalas pequenas resulta estadisticamente independiente de las
condiciones de iniciales y de contorno. La principal aportacién del modelo de Kolmogorov es
que predice adecuadamente la distribucién de energia entre las diferentes escalas, esto es, en
estado estacionario la transferencia de energia entre todos los tamanos de torbellinos tiene
que ser la misma e igual a la que se inyecta a través de los mayores.

Si definimos u; como la velocidad caracteristica de un torbellino de tamafio ! tenemos que
en un sistema en equilibrio la transferencia de energia se puede definir como energia (~ ulQ)
dividida por el tiempo (~ uil)

2
€~ = — = —. (2.1)
Se puede usar esta definicién para estimar las dos longitudes que delimitan la cascada. Nor-

malmente se caracteriza la velocidad de los torbellinos grandes por la raiz cuadrada del valor
medio de la fluctuacién de la velocidad al cuadrado

=

u = <|u—U\2> , (2.2)

donde U es el valor medio de la velocidad (U = (u)). Esto se debe a que segin 2.1l los torbe-
llinos més grandes tienen las diferencias de velocidades més acusadas, para ciertos torbellinos
se cumple exactamente la ecuacién:

e= (2.3)

Esta ecuacién puede usarse para definir la longitud integral que notamos L y que es la longitud
a la que se inyecta energia al sistema.

Se pueden calcular las escalas caracteristicas de los torbellinos més pequenos para los cua-
les la cascada puede considerarse como no viscosa. Para cada tamanio de torbellino definimos
T, = I?2/v como el tiempo en el cual la viscosidad por si sola lo disiparfa. Si el tiempo de
inestabilidad no viscosa de un torbellino o tiempo de residencia (7, = [/u;) es menor que 7T},
las inestabilidades lo rompen antes de que la viscosidad tenga tiempo de actuar, si el tiempo
es mayor pasa lo contrario. En el caso en el que ambos tiempos sean del mismo orden, a la
longitud caracteristica de esos torbellinos la llamamos longitud de disipacién de Kolmogorov
(n) cuya expresién se puede obtener de igualar las expresiones de ambos tiempos:

2
o (2.4)
2
de esta expresion se puede despejar u,
v
Uy = —. (2.5)
T
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Operando con la ecuacion 23] se puede llegar a una expresién para 1 que sea independiente
de u,:

3

- (2) 27)

A partir de la longitud de disipacion de Kolmogorov podemos dividir los torbellinos en
dos grupos. Para los torbellinos que tengan una longitud [ > 7 la inestabilidad actiia mas
rapido que la viscosidad cuyos efectos son despreciables y para los casos en los que [ < 7 es
la inestabilidad la que es despreciable y toda la disipacion de energia se produce por efecto
de la viscosidad.

Reordenando llegamos a

El caso [ > n se conoce como rango inercial aunque este término es a veces usado para
los torbellinos autosemejantes en los que también se cumple que | < L. Por otra parte, el
caso | < n se conoce como rango disipativo, en éste el flujo es suave y la velocidad puede
ser aproximada por series de Taylor con el resultado de que las diferencias de velocidad son
proporcionales a [. Si definimos w’ como el valor medio del rotacional de velocidades

W' =(Vxu), (2.8)

tenemos que
w ~ W'l (2.9)

Hay que hacer notar que no vale para el rango inercial ya que no existe un valor finito
de u;/l ~ 172/3 gegiin [ va tendiendo a cero y el flujo no puede ser descrito como una funcién
diferenciable.

En la escala de Kolmogorov (I = 1) podemos obtener una ecuacién que nos permite
calcular € a partir de las ecuaciones anteriores
il3 w'3l3
€= — —

l l

=uwB? = (w'lz) w'?, (2.10)

usando la definicién de T}, se puede simplificar la ecuacién anterior

A S &
L=—=5=1, (2.11)
lo que implica que w’ = l% y llegamos a
€= vw?. (2.12)

En el cuadro 2.1 resumimos las caracteristicas de los distintos rangos de torbellinos para
una turbulencia isotrépica.

Coste computacional

Para hacer una estimacién del coste computacional de flujos turbulentos tipicos en los
que Re ~ 10% vamos a ver el ntimero de calculos necesarios.
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Rango Longitud Velocidad Gradiente de v | Tiempo de disipacién
Torbellinos grandes | L u /L = e/u”? T =L/u =u"/e
Inercial l w = LAY | wy/l ~ (e/12)1/? (12)e)/3

Kolmogorov n= w3 | uy = (ev)/* wy = (ev)/? T,=w"1= (v/e)'/?
Disipativo l W'l W T, =1?/v

Cuadro 2.1: Resumen de las caracteristicas de los rangos.

En una simulacién determinada seria necesario realizar una divisiéon del espacio en una
malla tridimensional de N3 elementos, donde N ~ £. Para relacionar el valor de N con el
nimero de Reynolds sustituimos en 2.7y operamos para obtener

1/4 1/4 .
V3 V3L3L v \3/4
= <u3> - <u’3L3) - (U/L) L. (2.13)

L

/ .«
Como Re = % llegamos a la relacion

L _ pesn, (2.14)
n

A partir de esta expresion podemos determinar el orden de magnitud del nimero de puntos
en el mayado del cubo

I\ 3

N? ~ <> = Re%/%. (2.15)

n
A continuacién vamos a ver las necesidades de cémputo en una simulaciéon de un tiempo
integral. El tiempo integral lo tomamos como el tiempo caracteristico de disipacién de las
escalas grandes (77), establecemos que los pasos de integracién (iteraciones temporales) no
pueden ser superiores al menor de los tiempos caracteristicos del problema, es decir, T;,. Por
tanto, el nimero de pasos integrales es

[
=

T L/ L/ L

1 (1//6)1/2 v\ Y2 V3
u’3/L

Por otra parte se ha estimado que el nimero de operaciones del procesador en un paso de
integracién por punto en simulaciones de este tipo es del orden de 102, por lo que el ntimero
total de operaciones en un tiempo integral en todo el cubo es

103 N3Ny ~ 10°Re”*Re'/? = 103 Re' /%, (2.17)

Esto significa que para un valor tipico del nimero de Reynolds (Re = 10°) el niimero de
operaciones es extremadamente alto (103106% = 10'%®), un ordenador de 1 Gflop de velocidad
tardaria mas de 1000 anos en realizar la simulacién, incluso un superordenador de 1 Tflop
tardaria del orden de un ano. Este es el motivo principal de buscar modelos que simulen
el comportamiento de las escalas pequenas. Para reducir las necesidades computacionales
se intenta utilizar sistemas que simulen numéricamente las escalas grandes, que tienen una
influencia mucho mas acusada de las condiciones iniciales y de contorno, y que calculen las
escalas pequenias mediante modelos simplificados.
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Parametros de interés

Por 1ltimo, vamos a indicar las férmulas de algunos parametros que se han calculado
para su comparacion con simulaciones conocidas con el fin de comprobar la exactitud de los
célculos.

Escala de Taylor: La escala de Taylor no tiene una interpretacion fisica clara. Se define
como

15vu/2

€

A=

(2.18)

Numero de Reynolds en la escala de Taylor: Se suele usar para caracterizar la tur-

bulencia de homogénea e isétropa.
/

U
= —. 2.1
Re)y > (2.19)

Relacién dt/T,: Este valor esta relacionado con el tamafio del paso que se puede tomar
para que el error se mantenga dentro de ciertos limites. Puesto que se va a usar un método de
segundo orden, el error es proporcional a dt?. Como las escalas més pequeias tienen tiempo
caracteristicos Tj, vamos a mantener el paso de integracién en el intervalo 0,015 < % <
0,025 de forma que se mantiene un compromiso entre el error cometido y la velocidad de
computacion.

2.4. Espectro

El analisis de Fourier es un campo bien desarrollado y conocido de gran aplicacion en la
ingenieria. En esta seccién explicaremos someramente su aplicaciéon a la representacion de
flujos turbulentos.

El ntimero de onda asociado con una longitud de escala [ se define como k = QT“ A partir de
esta definicién, mediante la transformada de Fourier, se transforma el campo de velocidades u
en el espacio fisico en el espacio de Fourier Uy, donde estd descrito en funcién de los ntimeros
de onda. Esta transformacion nos permite realizar calculos sobre la energia del sistema de
forma mé&s cémoda, expresando la distribucion de energia entre los torbellinos en términos
de su espectro. El espectro es una funcién que resume la energia asociada a cada ntimero
de onda independientemente de su distribucién espacial. Una interpretacién del significado
fisico del espectro es que E(k)dk es la energia cinética por unidad de masa contenida en las
escalas con nimeros de onda comprendidos entre k y k 4+ dk. Debido a su pequena longitud
caracteristica, el flujo en el rango inercial debe ser independiente de los detalles del flujo en
la escala grande y sélo depende de éste a través de la energia disipada por unidad de masa
y tiempo €. Aplicando el teorema 7 de andlisis dimensional, como E = E(k,e,v) y para
[ > n no depende de v, llegamos a @/5127@5/3 = ¢g. Se ha comprobado que ¢ es una constante
universal cuyo valor aproximado es ¢ = 1,5.

Para extender el espectro de Kolmogorov e incluir tanto la dependencia de las escalas
més grandes (~ L) como de las més pequenas (~ 1), se ha obtenido a partir de resultados
experimentales [I9] una expresién que modela la forma del espectro

E(k) = cpes k™3 fr(kL) £, (kn), (2.20)



2.5. INVARIANTES 9

10 o
10%} slope 2" " slope -5/3
10°} \\\\;\

E(®) AN

y il 10 NS

7 10'f .
10} \
't
10_2r \'*;
107 N — = J— '8
10° 10* 10 102 10" 10

K7

Figura 2.2: Modelo del espectro.

donde
S+2
fo(kL) = Ll (2.21)
[(k:L)2 + cL} 2
y
£ (k) = e—ﬂ{[(kn)ﬂcﬂzfcn} (2.22)

Las constantes que se usan en las férmulas anteriores (obtenidas experimentalmente) son:
B =52, cr~6,78y c, = 0,40. Se puede ver una representacién gréfica de este modelo en la
figura

2.5. Invariantes

Para el analisis de las variaciones locales del campo de velocidades se suele recurrir al
cdlculo de los invariantes. El motivo es que si se aproxima el vector de velocidad por un
desarrollo en serie de Taylor y nos quedamos con los primeros términos obtenemos

u(x,t) ~u(xo,t) + Vul,_,  (x—xo). (2.23)

La parte que depende de las variaciones del campo de velocidades es Vu que se define como

Ou, Ouy Ouy
g
| Ou U U
ou, Ou, Ou,
Jr Jdy 0z

Para su estudio se suele recurrir al calculo de sus invariantes que se obtienen del polinomio
caracteristico, el cual se obtiene en cada punto del espacio como

N4 IN TN+ T =0. (2.25)
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En flujos incompresibles los coeficientes del polinomio caracteristico se pueden calcular a
partir de las siguientes expresiones

I:—au,i =0 yaque V-u=0,
0i
II:—E%BW:— %Bum 8uzaux+8uz%
2 0i 0j Or Oy  Ox 0z oy 0z )’
Ou, Oug Oug (2.26)
Jr OJy 0z

J = _10u; Oy Ou; — % %“y %“y )

3 0i 07 Ok x Y z

’ OQuy  Qu, Ouy

Jdr Ody 0z
Si los invariantes I1 y J en cada punto del espacio los representamos en un plano y traza-
mos isocontornos de probabilidad, obtenemos una representacion grafica de la distribucion
estadistica de las variaciones del vector de velocidad como la de la figura En el capitulo
[[ se puede ver, aparte de la grafica de isocontornos de los resultados que adopta la forma
caracteristica esperada [17], una gréfica en color que ofrece mas precision en su representacién

grafica.

Figura 2.3: Forma tipica de la grafica de invariantes.



Capitulo 3

Analisis de Fourier

El método pseudoespectral que vamos a utilizar se basa en el uso de series de Fourier,
Debido a la imposibilidad de usar funciones continuas en una simulacién numérica, en el
modelo que se presenta se va a utilizar la transformada discreta de Fourier (DFT) [21][20]
mediante la libreria FFTW [g].

3.1. Series de Fourier

Las series de Fourier nos permiten aproximar una funcién periédica en funcién de unas
sumas ponderadas de senos y cosenos. En este proyecto se tiene un campo de velocidades en
un cubo de lado 27 que se repite periddicamente en el espacio y que puede aproximarse por
una representacién en series de Fourier. Para calcular los coeficientes de las series de Fourier
se va a usar la transformada discreta de Fourier (DFT) para lo cual, en la seccién B3] se
establece la relacién entre ambas.

Primero vamos a definir la serie de Fourier y sus propiedades en los casos unidimensionales
para luego extender los resultados a nuestro problema, donde tenemos funciones vectoriales
en tres dimensiones dependientes de tres variables.

Vamos a definir la representacién en series de Fourier de un vector como la de cada una de
sus componentes por separado. Asi pues, en el siguiente apartado se define la serie de Fourier
de una funcién dependiente de tres variables, que es una de las herramientas que se utilizan
en la resolucién del método pseudoespectral.

3.1.1. Definicion
3.1.1.1. Series de Fourier en una dimension

La definicién de la serie de Fourier en una dimensién de una funcién f : R — R periédica

en x de periodo X es
oo
- 27

flay="Y" ™", (3.1)

k=—o00

fJean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), matemético y fisico francés conocido por sus trabajos sobre
la descomposicién de funciones periddicas en series trigonométricas convergentes llamadas Series de Fourier.
Se incorpor6 a la Escuela Normal Superior donde tuvo entre sus profesores a Joseph Louis Lagrange y Pierre
Simon Laplace. Posteriormente, ocuparia una cétedra en la Escuela Politécnica, a partir de 1817 formé parte
de la Academia de Ciencias Francesa. Como militar acompané a Napoleén en su campana por Egipto.

11
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donde ¢, son los coeficientes de la serie de Fourier y se definen como

1 (%o

N —i;—”km
cx = fr(x) = — f(z)e Xodx. (3.2)
Xo
Si se cumplen las condiciones de Dirichlet para las series de Fourier, es decir, que la funcién
sea periddica y continua salvo en un nimero finito de puntos y que tenga un nimero finito
de méximos y minimos locales estrictos en el periodo, la expresién [B.] es la funcién [ salvo

+ —
en los puntos de discontinuidad (xg) donde su valor es w.

3.1.1.2. Series de Fourier en tres dimensiones

La definicién de la serie de Fourier en tres dimensiones de una funcién f : R® — R que es
periddica en las tres variables con el mismo periodo X es

2
klzl 155 koxo i55-k3as
flar, mg, x3) = § E E Chy Chio Chiz € ¢ %o M2 g%

k1=—00 ko=—00 kg=—0c0

oo o0 oo Com K (3'3)
22 X ad
k1=—00 ko=—00 kg=—0c0
donde ¢y son los coeficientes de la serie de Fourier y se definen como
> 1 Xo pXo Xo —i 2% (kyx1+hozo+khazs)
k= fk = %3 f(x1,x9,x3)e X0 dridrodrs. (3.4)
0 0

Esta aproximaciéon es pues el resultado de aplicar las series de Fourier unidimensionales
a una funcion que depende de tres variables tres veces consecutivas, transformando en cada
una de ellas una de las variables del espacio fisico al de Fourier.

3.1.2. Propiedades

En esta seccién vamos a ver distintas propiedades que vamos a usar de las series de Fourier.
En particular cémo se obtienen los coeficientes de las series de funciones que son el resultado
de ciertas operaciones matematicas.

3.1.2.1. Suma

Si queremos calcular los coeficientes de la serie de Fourier del resultado de la suma de dos
funciones, f(z) y g(x), del mismo periodo Xy, donde

e 27
ST dpe 0" (3.5)

k=—00

© - 27

3 epe'xoM, (3.6)
k=—00

siendo di, y ex son los coeficientes de la series de Fourier de f(z) y g(x) respectivamente. El
resultado de la suma es

- 2% kx 27 g i 25 Ly
f(@) +9(x) = Z dye 0" + Z epe’ %o = Z (di + ex)e’ 0" (3.7)



3.1. SERIES DE FOURIER 13

Por tanto, el cdlculo de los coeficientes de la serie de Fourier de la suma de funciones a partir
de los coeficientes de las funciones por separado es

— ;27 Lo
(F+a)@) =Y cpe'™™, (3.8)
k=—o00
donde
cr = di + eg. (3.9)

Es decir, los coeficientes se calculan como la suma de los coeficientes de las funciones por
separado. Es inmediato extender esta propiedad a tres dimensiones

cx = di + exk. (3.10)

3.1.2.2. Derivada espacial

Si queremos calcular los coeficientes de la serie de Fourier del resultado de la derivada
respecto a la variable espacial de la funcién unidimensional f(z) tenemos

1 Xo —i 2 kg
d, = / f(z)e %0 dx. (3.11)
Xo Jo

Integrando por partes

1

dp = —
"X

Xo Xo 27 —ii—”kx
. _/0 <—1X0k> f(z)e Xo dx]. (3.12)

—i2rk _ 1

C

Como la funcién es periddica de periodo Xg y para cualquier k se cumple que e
desaparece el primer término, resultando

1 [/ 2 Xo 2T kg ]
dp, = — || i—k z)e Xo dx|, 3.13
’ XOKXo)of() (3:13)
y por la definicién
2w
dp =1 —k . 3.14
K=1 ( X, ) Ck (3.14)
Es sencillo extender esta propiedad a tres dimensiones a partir de la ecuacién [3.4] con lo que
se obtiene
oy 2
<£;> =1 ();;kl> Ck para [ =1,23. (3.15)
k
En particular
Vi = i2Tk - (3.16)
u =i—k-u )
k ZXO k
y
— o\ 2
V2 = — <> k2T (3.17)
Xo

donde k? representa al médulo de k al cuadrado.
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3.1.2.3. Derivada temporal. Derivada término a término

En los calculos espectrales que se van a desarrollar en el capitulo M] se realiza la evolucion
temporal de los coeficientes de Fourier. En la resolucion se utiliza la siguiente propiedad

Ju i
5= 5 (3.18)

Esta propiedad que no es cierta en general se cumple cuando las funciones verifican las
condiciones de Dirichlet para las series de Fourier. El campo de velocidades que se usa en
este proyecto tiene condiciones de contorno peridédicas y cumple las condiciones de Dirichlet
por lo que se puede aplicar esta propiedad.

3.2. Transformada Discreta de Fourier (DFT)

La DFT transforma una secuencia discreta de valores de una funcién en otra de la mis-
ma longitud que resume la influencia de cada frecuencia discreta en la secuencia original.
Aplicada a nuestro problema, la DFT transforma una matriz tridimensional, que represen-
ta una variable fluida en el espacio fisico, al espacio de Fourier, donde podemos obtener la
informacién asociada a cada ntimero de onda. En la seccién se establece como utilizarla
para calcular los coeficientes de la serie de Fourier y, por tanto, utilizarla para los calculos
espectrales del método que se usa en este proyecto.

3.2.1. DFT en una dimensién

La transformada discreta de Fourier en una dimensién [21][20] de una funcién f(n) de la

que se toman N muestras en los puntos n =0,1,---, N — 1 se define como
N-1 ‘
F(k) = z% f(n)-e 2 /N donde k=0,1,---N — 1. (3.19)
n=

Y su transformada inversa

N—
f(n)= F(k) - e2mikn/N donde n =0,1,---N — 1. (3.20)
k=0

—_

Esta transformada permite obtener por ejemplo una representaciéon del espectro de un
campo de velocidades del que sélo conocemos los valores en determinados puntos del espacio.
El espectro que obtenemos mediante la DFT se puede interpretar como un muestreo del
espectro continuo tal y como puede verse en la ecuacién B.31l La influencia del niimero de
muestras que tomamos en el cubo se puede resumir asi: dado que el niimero de muestras
es igual al nimero de frecuencias que obtenemos con esta transformada, y que éstas son los
multiplos de la frecuencia de muestreo, para analizar frecuencias més altas debemos tomar
m&s muestras o tomarlas con una frecuencia de muestreo mayor, aunque esto iltimo hace
que las muestras en frecuencia estén mas separadas entre si.

A continuacién vamos a ver un ejemplo que ilustra el uso de la DFT, para lo cual partimos
de la siguiente funcion:

f(z) = sen(30z) + 5sen(4x) x € [0,2m). (3.21)
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Lo primero que se hace es tomar muestras equiespaciadas de la senal y construir la secuencia
discreta f(n) que se representa en la figura 3.1l donde

f(n) = f(x)|x:2an donde n=1,2,--- /N — 1. (3.22)

Tras aplicar la DFT a f(n) podemos calcular la densidad espectral de potencia de la funcién
definida como la suma al cuadrado de la parte real y la imaginaria de cada componente
espectral. En la figura se puede ver la densidad espectral de potencia del ejemplo, se
observa que las Unicas frecuencias que tienen un valor distinto de cero son las componentes
asociadas a las frecuencias de la senal original.

64 128 192 256 320 384 448 512 576 640 704 768 832 896 960
L L L f | P! L L I I h L L T ! L L

Figura 3.1: Representacion de f(n) con N = 1024 puntos. El eje X superior se corresponde

con los valores de n y el inferior con los valores de = = %T”

Figura 3.2: Espectro de f(n).

3.2.2. DFT en tres dimensiones

La extension a tres dimensiones de la DFT que vamos a usar consiste en tres DF'T con-
secutivas una en cada direccion del espacio, por lo que la transformada queda:

F(ki,ko,k3) = DFT3p {f(n1,n2,n3)}

N3—1Na—1N1-1 _ 27mikyn _ 2mikgn _ 2mikgn (323)

:]\[1]\1[2]\[32 Z Zf(n17n2vn3)'e N1 .e N2 . N3

n3=0 n2=0 n1=0
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Y su transformada inversa es
f(n1,n2,n3) = DFT3p {F(k1, k2, k3)}

N3—1N2—1N1—1 2mikyn  2mikgn  2mwikgn (3_24)

Z Z Z (k1,ko,k3)-e M e N2 .e N3

k3=0 k2=0 k1=0

3.2.3. DFT de una secuencia real

En este proyecto se aplica la DFT a un campo de velocidades que sélo tiene componentes
reales por lo que a continuacion comentamos las caracteristicas de este tipo de transformadas.
La DFT de una secuencia real cumple la siguiente propiedad de simetria en el espacio de

Fourier:
F(k)=F*(N — k). (3.25)

A continuacién comprobamos la validez de la misma:

* 1 N-1 ' » *
F* (N k‘ (N Z f —27rzn ) _ (N nz:o f(n)€—27rme2mnN>
1 Nz - * 1 Nl .
n=0 n=0

Si f(n) es real entonces f(n) = f*(n) y se cumple la propiedad Por tanto, sélo se
necesita calcular la mitad de la DFT y la otra mitad se obtiene aplicando esta propiedad,
reduciéndose asi el coste computacional.

Otra ventaja de aplicar esta propiedad es el ahorro de memoria. Dado que a partir de la
mitad de la DFT podemos obtener la otra mitad solamente necesitamos guardar una de las
mitades. En nuestro caso transformamos un campo de velocidades (que son nimeros reales).
Como se realizan tres transformadas consecutivas cada una en una direccién espacial, en la
primera transformada podemos aplicar esta propiedad; pero no para las otras dos ya que el
resultado de la primera transformada es un campo de ntimeros complejos a los que no se les
puede aplicar esta propiedad.

Por tanto, aplicando esta propiedad las necesidades de memoria tanto en espacio como en
el dominio de Fourier son aproximadamente las mismas, dependiendo de si N es par o impar,
ya que aunque en principio en el dominio de Fourier tenemos la mitad de los puntos, en cada
uno de estos tenemos un numero complejo.

(3.26)

3.2.4. La DFT en el problema de estudio

Vamos a aplicar la DFT a un cubo tridimensional de lado 27 extendido periédicamente
por el espacio en las tres direcciones (ver figura [3.3]).

Para poder usar la DFT en el problema hay que tener una representacion de muestras
discretas del cubo. Si nos fijamos en una direccién, como el lado del cubo es 27, tenemos que
discretizando la variable continua x obtenemos la variable discreta x,, de la siguiente forma:

2
xn:%n donde n=0,1,---,N —1. (3.27)
Es decir, se toman N muestras equiespaciadas en el rango [0, 27).
Un aspecto interesante de la DFT es que es una transformada lineal. En particular si
F (k) es la transformada de f(z) entonces la transformada de af(z) es aF'(k), por esta pro-

piedad algunos autores definen la transformada con el factor % en la transformada inversa.
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\
N
N

N
N

N
N

- 1)

Figura 3.3: Extensién periodica del cubo de lado 27.

En nuestro caso, después de analizar el sistema, vemos que resulta mas ventajoso utilizar las
expresiones de las ecuaciones 319 y ya que en cada paso integral se realizan 3 transfor-
madas directas y 6 transformadas inversas. Ademads en el célculo de invariantes se realizan
otras 9 transformadas inversas por lo que eligiendo adecuadamente donde escalar ahorramos
un gran coste computacional.

3.2.5. FFT

La transformada DFT expresada en la ecuacion requiere de 2N? operaciones compu-
tacionales, esta cifra se puede reducir bastante usando las propiedades de la misma hasta
2N log N. Esta reduccién se conoce como el algoritmo FFTH (Fast Fourier Transform) [20] [18].
En la figura B.4] se puede comprobar como cuanto mayor es el nimero de muestras mayor es
la eficiencia de la FF'T. Para poder reducir el niimero de operaciones lo que se hace es agrupar
el conjunto de muestras de una forma determinada y aplicar la DFT a esos subconjuntos.

4000 4
3500
3000
2500
2000 '\ DFT

N\ FFT
1500 -
1000 -|

500

0 T T T T 1

Figura 3.4: Comparativa entre el coste computacional de la DFT y la FFT.

La libreria FFTW

En el programa vamos a usar la libreria fftw que segin su documentaciér realiza los
cédlculos indicados en la ecuacion [B.28 para la transformada directa donde si denominamos

TEl algoritmo FFT fue desarrollado por James Cooley y John Tukey en 1965.
YEn esta seccién se usa la notacién de la documentacién de la librerfa FFTW si bien es sencilla su
extrapolacién a la del resto del proyecto.
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s a una de las dimensiones, definimos wy; = ens’ siendo n, el nimero de elementos en la
dimension s.

ni—1ng—1 np—1

Yiinio, i = Y 3 o D X[jugos e jalwy Piwy 2wy, (3.28)

j1=0 j2=0  jn=0
La transformada inversa realiza los siguientes calculos:

ni—1ngs—1 np—1

Yiinig, o vial = Y 3 o 3 X[jtdase e jalwyV wi? e windn, (3.29)

71=0 j2=0 Jn=0

Comparando con .23 y B.24] vemos que en la transformada [3.28] falta el término m Es
decir que la libreria calcula la transformada desnormalizada por lo que después de hacer la
transformada directa hay que multiplicar todos los términos por m

3.3. Relacion de la DFT con la serie de Fourier

En esta seccién se analiza el uso de la DFT para realizar los calculos de los coeficientes de
Fourier. Si partimos de una funcién f periddica de periodo Xy que verifica las condiciones de
Dirichlet, se puede representar con una serie de Fourier de la forma de la ecuacién B donde
¢ son los coeficientes de la serie de Fourier cuya expresién recordamos a continuacion

— 1 Xo 2
k= fr=— (z)e” X0 dx.
Xo Jo
Para estimar estos coeficientes aplicamos la regla del trapecio. Dividimos el intervalo [0, X]
en N subintervalos del mismo tamano con extremos en los puntos z,, = ”TXO, entonces usando

que f(0) = f(Xo) por la periodicidad obtenemos

1 N—-1 (n-i—l)% _igmp
k= — / flx)e X0 dx
S— n%Q
141 Xo, —2rgpXo Xo, —2rpm+1)Xe | Xo
N-1 N-1
_ 1 Xy f(O) —i2rkn/N f(XO) _ 1 —i2rkn/N
vl Grahs 2 flan)e + 7 =5 nzof(xk)e :
Comparando con B9 vemos que
(co,c1,+++yen—1) = DFT (f(20), f(z1), -+, f(xn-1))- (3.31)

Es decir, con la definicién de DFT que se usa en este proyecto los valores en frecuencia se
aproximan a los coeficientes de la serie de Fourier de la funcién.



Capitulo 4

Desarrollo teodrico

4.1. Introduccién

Para el cédlculo de la evoluciéon temporal de un flujo turbulento homogéneo e isétropo,
vamos a recurrir a las ecuaciones de Navietfl-Stokedll. En este capitulo se desarrolla el proceso
matematico que conduce a la ecuacién que utilizaremos en el programa para calcular el estado
del campo de velocidades en un paso de integracién a partir de los anteriores.

Partiremos de las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo incompresible

g‘;:uxw—v<i+;u2>+uv2u+ﬂ (4.1)
V-u=0. (4.2)

Donde u es el vector de velocidad, w es el rotacional de u, p es la presion, p es la densidad del
fluido y v es su viscosidad cinematica. Adema&s se ha anadido un término fuente de cantidad
de movimiento f necesario para conseguir un flujo turbulento estadisticamente estacionario.

4.2. Aproximacién por series de Fourier

Vamos a aproximar cada término de las ecuaciones de Navier-Stokes por una serie de
Fourier. Posteriormente obtendremos una simplificaciéon que nos permitird eliminar la depen-

'Louis-Marie Henri Navier (1785-1836) matemadtico e ingeniero francés que contribuyé notablemente al
desarrollo de la hidrodindmica. En 1808 ingres6 en el cuerpo de Ingenieros de Puentes y Calzadas, de cuya
academia fue nombrado profesor en 1819. En 1824 ingresé en la prestigiosa Academia de Ciencias, dénde tuvo
una prolifica carrera investigadora. En 1823 publicé su trabajo esencial, Sur les mouvements des fluides en
ayant égard a l’adhésion des molécules, en el que partiendo de un modelo molecular dedujo las importantes
ecuaciones que describen el comportamiento de los fluidos llamados reales o viscosos (en contraposicién a los
ideales).

iSir George Gabriel Stokes (1819-1903) matemadtico y fisico britdnico, nacido en Skreen. Estudié numerosos
temas de hidrodindmica estableciendo la teoria de la viscosidad de los fluidos y formulando la ley que lleva
su nombre. Esta ley permite calcular el movimiento de pequefias esferas en el seno de medios con elevada
viscosidad. Contribuyé a la teoria ondulatoria de la luz con su ley sobre la refrangibilidad variable de la
luz. Realiz6 el estudio de las radiaciones ultravioleta mediante los fenémenos de fluorescencia a que dan
lugar. En 1896 propuso la idea de que los rayos X, recién descubiertos por Rontgen, eran radiaciones de tipo
electromagnético.

19
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dencia con %. Aplicando la propiedad BI8] sobre la ecuacién 1] obtenemos

— —N—
6ﬁ_8u_ — = p 12 H? T
5 = 5 —<u><w>— V<p+2u> +<1/Vu + f. (4.3)

Vamos a ver la evolucién temporal de cada coeficiente de las series. Fijando k y aplicando la
propiedad B.I0, obtenemos

——
~ 1 7 \ o~
Ot = (u X w) — |V (p + u2> + (VV211> + fx. (4.4)
ot Kk p 2 k

Reordenando la ecuacién y aplicando la propiedad [3.15] se obtiene

——

AL <"u XD) F - ik [Py a2 — vk (4.5)
ot " p

| =

A continuacion se va a aplicar una simplificacién que nos permite eliminar la dependencia
con 2. Aplicando la divergencia a la ecuacién [l tenemos que la derivada temporal se anula
debido a la ecuacién y queda

1
ozv.(uxw)—v2<i+2u2>+v.£ (4.6)

Aproximando con series de Fourier, queddndonos con el k-ésimo coeficiente y aplicando
la propiedad [3.15] obtenemos

—_—
—_—— 1 ~
O:ik-<uxw> —ik- V<p—|—u2> +ik - fi. (4.7)
Kk P2
Simplificando y reordenando los términos

ka) +/f\k}:k- V<p+1u2> (4.8)
) s tar)| .

A continuacion volvemos a aplicar la propiedad B.15] al término de la derecha de la igualdad

— 1
k- [(uxw) —l—fk} —k- k|24 a2 i (4.9)
Kk P2

desarrollando y operando con los productos escalares obtenemos

3 /_/‘\
Z ki [(u X w) —1—?;% e 1u2 i, (4.10)
i=1 ki po2 x
3 /_/H
Z % [(u X w> +/f\‘ki — (24 1u2 i. (4.11)
i=1 ki p 2

k
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Esta ecuacion se puede sustituir en la

~ 3
ouy —~ = -~ ki —~ = -~
= (uxw>k+fkk{zk2 [<uxw)ki+fki

=1

} — vk Q.

Tenemos una ecuacién vectorial que expresada en una de sus componentes resulta

ouy,, — ~
8? — <u X w)k —{—fk —k;j {Z 2 [(u X w) . + fi, } —yk2ﬁkj.
Para poder sacar factor comtn introducimos una delta de Kronecker
811 =~ 3 kik; —~ =
k; 25” [(uxw)k{—f,ﬂ —Z k‘QJ <u><w>k.+fki

i=1
Se saca factor comun

6ﬁkj 3 kjki —_—— —~
ot 2 <5ij - l~c2> (u ) w);% e

=1

— 1/14:2ﬁkj )

— I//{ZQUkj .

Para simplificar la expresién se puede definir la matriz P € R? x R? de componentes

kik;

Fij = 0ij — =5

y sustituyéndolos en la ecuacién d.15] llegamos a

Guk ~
Z Pl] u X w + fki
k;
Finalmente expresando la ecuacién ([£I7) en forma vectorial queda

% =P [(ux w) +ﬁ(] — vk* Q.

— I/k‘Qukj.

Y reordenéndola llegamos a

&l+yk2ﬁk:P[<uxw> —|—f/'1\<},

que es la ecuaciéon que tenemos que integrar en el programa.

4.2.1. Calculo del término no lineal

21

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

—~ =
El término <u X w) es el coeficiente de la serie de Fourier del resultado de realizar la

multiplicacion vectorial cfe la velocidad por la vorticidad. También se podrian haber calculado
los coeficientes de las series de Fourier de la velocidad y la vorticidad por separado y operar
completamente en frecuencia pero en ese caso el coste computacional seria mayor. En este
apartado vamos a detallar los pasos que vamos a seguir en el programa para calcular este

término. La definicion de la vorticidad es:

w=Vxu

(4.20)
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Desarrollando el producto vectorial tenemos

e, e, e,
ou ou ou ou ou ou
J5) 0 0 z Y T z y T
_lo o o|_ BT _ Ty _ . (421
W=l 9y 0= <8y 8z>e+(6z 8x>ey+<8x 8y>e (4.21)

Up Uy Uy

El programa parte de los coeficientes de la serie de Fourier del vector de velocidad, por tanto
para calcular las derivadas usamos la propiedad [3.15

ou ou ~ o~ PN

wo = G r = Gu = ik — ik, (4.22)
ou ou ~ o~ G~

Wy = Bzz B (97; = Wy = tk Uy — ik Uy, (4.23)
0 0 ~ o~ S

_ Uy Ol — W, = tkyUy — ikyUs. (4.24)

Wy =
ox oy
Con los coeficientes de la serie de Fourier de w podemos obtener los valores de la funcién
en los puntos del cubo en el espacio fisico, y en ellos realizar los calculos de multiplicacién
vectorial por la velocidad:
e, e, e,
UX W= Uy Uy U] = (Uyw, — Uwy) €y + (Uswy — Upwy) €y + (Ugwy — Uywy) €. (4.25)
Wy Wy Wy
Por ultimo calculamos los coeficientes de la serie de Fourier del resultado que es lo que
necesitamos para nuestros calculos

(o) I (o) SRS | comemomonn | R (s ) SRS

4.3. Integracién numérica

4.3.1. Paso previo

Antes de integrar la ecuacién .19 vamos a calcular la siguiente derivada que nos serd de
gran utilidad

d ~ k%t dﬁk vk2t 2~ vk2t vk2t dﬁk 2
JE— —_ —_—— pr— E— . 4-
g (uke ) T + vk“uge e 7 + vk*uy (4.27)
Operando
du . d /.
% Tk = (ukeyk2t) s (4.28)

Hemos obtenido una ecuaciéon que podemos sustituir en la ecuacion [4.19] para simplificar su
célculo con lo que se obtiene

d /.. _ — ~
_ (ukeyk%) e vkt _ P |:(u X w) + fk:| . (429)
dt "
Que se puede reescribir
d /. —~
T (uke”k2t> S [(u X w) + fk] . (4.30)
k

En los siguientes apartados presentamos los métodos de integracién numeérica, que vamos a
utilizar en el programa, para resolver la ecuacién 4.30l La eleccion de estos métodos se basa
en la comparativa del articulo de Dale R. Durran [7].
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4.3.2. Método de Euler

Como ejemplo vamos a desarrollar el método de Euler si bien en el cédigo no se usa, ya que
es un método de primer orden. El método parte de la siguiente ecuacién diferencial

dy
—=F 7t ’
= Pt
y nos permite aproximar de forma numérica el valor del siguiente paso de integracién mediante
la siguiente ecuacién en diferencias

ytn+1 — ytn + th‘tn7 (431)

donde dt es el valor del paso de integracién e y'» es la aproximacién de y en el instante ¢,
previamente obtenida. Discretizando la ecuacién EL30 v aplicando la FE31 donde y = uye?*™

obtenemos
tn
—~ Stn
(u X w) +E5 b (4.32)
Kk
Multiplicando por e~V**(tntdd) 15 ecuacién queda
—~ = o
<u X w> + £ } : (4.33)
Kk

En nuestro problema el término de forzado es /f\'lzn = 0y, en su lugar, la energia se inyecta
al sistema introduciendo el concepto de viscosidad negativa en los modos mayores del campo
de velocidades donde |k| < 2,5. En estos se sustituye v por una cierta cantidad negativa. Esa
cantidad negativa (que en el programa estd representada por la variable VISCOSIDADNEG)
es la llamada viscosidad negativa. Su valor varia en cada iteraciéon controlada por un PID de
manera que el fluido alcance un cierto grado de estabilidad (ver apartado[[.3]), concretamente
que la cantidad KETA = knq.n fluctie alrededor de un cierto valor constante, usualmente
KETA_ESTACIONARIA = 1,4.

Este valor estd relacionado con el tamano del rango disipativo. Algunos autores lo toman
como 2, si bien, debido a que el espectro en el rango disipativo decrece exponencialmente (ver
ecuacion 2.22)), el error cometido al tomarlo como 1,4 es despreciable y el coste computacional
disminuye sensiblemente. Otra interpretacion de este valor serfa verlo a través de la separacion
entre las repeticiones del espectro que introduce la DFT, segin el teorema de Nyquist es
necesario utilizar como frecuencia de muestreo como minimo el doble de la maxima frecuencia
que se simula, pero como se conoce la forma del espectro se permite cierta interseccién en la
zona en la que su valor es practicamente cero.

~t 2 ~ 2 2
ukn+161/k (tn+dt) _ ui{neyk tn +dt {euk np

~tn, ~ k2 12
uk+1:u11f{ne vk dt+dt{€ vk dtP

Finalmente simplificando la ecuacién [£.33] obtenemos

tn

o~ -~ — -

uin-&-l — uif{ne vk2dt +dt {6 Vk;zdtP (‘u % w) } , (434)
k

k

tn
ﬁf(nJrl _ vkt {ﬁif(n + dtP (u X w> } . (4.35)
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4.3.3. Meétodo de Runge-Kutta de segundo orden

Los primeros pasos de integracién y los cambios en el tamano del paso se hacen con el
método de Runge-Kutta de segundo orden cuya ecuacién en diferencias es

dt
y'rtt =yttt 4 o [F () - B
(4.36)

=y + SR +F ).

donde
yp =y + dtF". (4.37)

Discretizando la ecuacién [4.301 y aplicando la [4.36] donde y = uke”kzt obtenemos

~ ~ dt —~N = b “in
uin+1euk2(tn+dt) :uzlt{neyk%n + o) { [e”k2t"P <<u X w)k + i )

e (), )]
k
—~ = tn ~tn
(u X w) + £
k

Multiplicando por la exponencial e™” kQ(t”+dt), la ecuacion .38 queda
.t it vk, G k2dt ~=\" st
uk"“ :ukneiy + 5 671/ P u X w -+ fk

k
—_— ~
e (), o)
k

Como en el apartado anterior, el término de forzado se anula, por tanto, simplificando la

ecuacion [4.40] tenemos
+ [e‘”k2dtP ('ul X w1‘> ]} (4.41)
k

tn
ﬁf{n+1 :ﬁil&(ne—kadt n dt o—Vkdtp <m>
2 Kk
tn
—~ = ——
(u X w) + <u1 X w1> ] } (4.42)
Kk Kk

4.3.4. Meétodo de Adams-Bashforth de segundo orden

_l’_

(4.38)

donde

Uy =1, + dtP (4.39)

+

(4.40)

o1 —uk2dt ) ~t, | dE
u" =e {uk + EP

El resto de los pasos de integracién se hacen con el método de Adams-Bashforth de
segundo orden que nos permite reducir considerablemente el coste computacional frente al
anterior. La ecuacion en diferencia de este método es

dt
ytn+1 — ytn + 5 (3Ftn _ Ftnfl) . (443)
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Discretizando la ecuacion [4.30 y aplicando la [4.43] donde y = uke”k2t obtenemos

tn
G PR ) — gkt 1 0 {3 [P ((f’“\) +Eﬁ">] .
k

t (4.44)
n—1
oK (tn—dt)p <'u % w‘) +?1:TH )
Kk

Multiplicando por la exponencial e~7¥(tn+dt) 13 ecuacion B4 queda

tn

ﬁllf(nﬂ _ ﬁi”e_”det + % {3 le—qudtP (<m) + fé”)] _
Kk
(4.45)

A tn—1 A
le—qu(th)P ((u X w) + f£n1>] } .
k

Como en los apartados anteriores, el término de forzado se anula, por tanto, simplificando la
ecuacion [4.45] tenemos

R R dt —— tn
uit(nH _ uzlf(ne—l/det + 5 {3 le_kadtP <u % w) —
k

t (4.46)
n—1
efqu(th)P (’u % w\> ,
k

dt —~—\"
ﬁf(nﬂ _ ﬁzlf(nefqudt + P {3 e—kadt <u « w) ] —

2 k

(4.47)

A tn A tn—1
3 (u X w> _ vkl (u X w) ] } . (4.48)
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Capitulo 5

Cluster

5.1. Introduccion

Cluster es un término anglosajoén que se refiere a un conjunto de ordenadores conectados
entre si creando un unico sistema para el calculo. De este modo se pueden realizar calculos
que de otro modo serian muy lentos o imposibles debido a las limitaciones de velocidad o
memoria que puede gestionar un tnico procesador. Historicamente para el cdlculo en paralelo
se han disenado dos tipos de sistemas:

Sistemas tipo supercomputador. Son sistemas disefiados especialmente para el calculo
en paralelo, los equipos disponen de un hardware que interconecta varios procesadores com-
partiendo el mismo espacio de memoria. Son equipos muy potentes y costosos con un software
especifico que les permite sacar partido de sus grandes capacidades de procesamiento. Dadas
sus caracteristicas en este tipo de sistemas se usa frecuentemente la programacién en hilos.
Uno de los principales inconvenientes de este tipo de sistemas es junto con su elevado precio
la dificultad de ampliar los recursos ya que son disenados para un nimero determinado de
procesadores.

Sistemas tipo cluster. Son sistemas construidos a partir de equipos de sobremesa nor-
males, lo cual hace que sean mucho més econémicos por lo que se estan convirtiendo en una
de las opciones mas populares. Para la interconexiéon de los mismos se puede usar una gran
variedad de sistemas como por ejemplo una red ethernet. La principal ventaja de estos sis-
temas es su escalabilidad ya que anadirle nodos no tiene grandes dificultades, pero a cambio
este tipo de sistemas son mucho maés voluminosos y, debido a los sistemas de comunicacién
entre nodos, mas lentos en la mayor parte de problemas a resolver. La forma maés habitual
de usar estos sistemas es mediante la programacién en paralelo usando un protocolo de paso
de mensajes como el MPL.

5.2. Descripciéon del cluster Fuler

En este proyecto se va a implementar un cluster formado por 10 nodos, para su interco-
nexién se van a utilizar tarjetas SCI creando un toroide bidimensional (ver figura [.2]) con
las conexiones. Las tarjetas SCI de la marca Dolphin Interconnect Solutions Inc. [6] permiten
implementar un cluster con caracteristicas similares a un supercomputador. Sus caracteristi-
cas principales son su baja latencia (del orden de 1.4 microsegundos) y gran ancho de banda
(unos 326 MegaBytes por segundo), lo que nos permite una comunicacién eficiente entre los

27
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Figura 5.1: Foto del cluster Fuler.

procesos de los distintos nodos del cluster. Cada nodo es un ordenador con dos micropro-
cesadores Opteron de la marca AMD y dos gigabytes de memoria con el sistema operativo
Debian GNU/Linux [5]. En la figura se puede ver la interconexién de los nodos con las
tarjetas SCI en la que se puede apreciar que se forman siete anillos, que crean una malla de
interconexién de 5x2.

Junto con las tarjetas, se usan las librerias NMPI [I5] que implementan el interfaz de
paso de mensajes sobre las tarjetas SCI, estas librerfas nos ofrecen un sistema sencillo de
intercambio de informacién y sincronizacién entre los nodos.

El sistema de ficheros del cluster esta implementado con NFS, todos los nodos montan
el directorio /home de Euler-1 que es el primer nodo. De esta forma tenemos un sistema
de ficheros uinico para todos los nodos, ademaés, los usuarios de los distintos nodos estin
sincronizados mediante un servidor LDAPI que asigna un mismo UID y GID asi como la
misma contrasena a cada usuario. De esta forma en todos los nodos el usuario es el mismo,
dando la sensacién de una misma maquina. El sistema NFS usa una red ethernet GigaBit.
Por tanto, no hay recursos compartidos entre la red NFS y la red MPI.

5.3. Configuracion del cluster Fuler

5.3.1. Sistema operativo

En cada nodo se ha instalado el sistema operativo Debian GNU /Linux [5], se ha instalado la
version testing de la distribucién para AMD64 y Opteron, actualmente esta distribucién no
forma parte de la seccién oficial de Debian pero se espera que en la proxima versién etch sea
incluida.

Las caracteristicas de la instalacién del sistema operativo son las siguientes:

= Los nodos se llaman Euler-1, Fuler-2 ...
= Sus direcciones IP son 192.168.2.50 en adelante.
= Se instala el sistema minimo.

= Usan los servidores OPENLDAP Delfos y Sibila para obtener la informacién de usuarios.

TLos servidores OPENLDAP y la configuracién de los servidores SSH han sido montados por D. Tomés
Manzano Galdn, el autor agradece su gran colaboracién sin la cual este proyecto habria sido mucho més
complicado.
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~
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Figura 5.2: Toroide bidimensional de nodos.

Todos los nodos montan el directorio /home de Euler-1 por NFS.

Se instala el ntcleo 2.6.8-11-amd64-k8-smp, y no el paquete virtual que va actualizando
el nicleo ya que los drivers de las tarjetas SCI se compilan para un ntcleo determinado
y su actualizacién por error podria dejarlos inoperativos.

Se instalan las fuentes del nucleo.

Se instala el gce-3.4. Que es con el que estd compilado el ntcleo instalado.

Se instala el paquete gfortran que permite compilar programas en Fortran 95. Si bien
este paquete no es necesario para este proyecto, se instala para un posible futuro uso
por parte de los usuarios.

Se instalan adicionalmente los paquetes zliblg-dev, libmagick9 y libmagick9-dev, nece-
sarios para compilar distintos aspectos del sistema y el programa.

5.3.2. Instalacién de las tarjetas SCI
Instalacién del hardware

Las tarjetas SCI se instalan en un bus PCI. El cableado asociado, tiene en cuenta que
las conexiones se hacen en anillo por lo que, dado el nimero de nodos, se implementa una
configuracién de 5x2 que se muestra en la figura A la hora de realizar el cableado se ha
tenido en cuenta la minima longitud posible de los cables ya que su coste es elevado.

Compilacion e instalacién del driver

Para instalar los drivers es necesario descargar sus fuentes del fabricante [6], actualmente
el fabricante no soporta la instalacién en Debian GNU/Linux, por lo que es necesario hacer
algunas modificaciones para su correcta compilaciéon. A continuacién se detallan las érdenes
mediante las que se ha conseguido compilar el driver partiendo de los paquetes de las fuentes
que se deben colocar en el directorio /root/SCI.
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export PATH_LINUX_INCLUDE=/usr/src/kernel-headers-2.6.8-11-amd64-k8-smp/include
export PATH_LINUX_CONFIG=/lib/modules/2.6.8-11-amd64-k8-smp/build

cd /root/SCI

tar xzf DIS_RELEASE_3_0_3_0CT_26_2005.tar.gz

cd DIS_RELEASE_3_0_3_0CT_26_2005/src/

tar xzf ../../SCI_SOCKET_3_0_3_0CT_20_2005.tar.gz

Con esto hemos descomprimido las fuentes y preparado las variables de entorno necesarias
Antes de poder compilar hay que realizar modificaciones en los siguientes archivos:

» En /SCI/DIS_.RELEASE_3-0_3-OCT-26_2005/src/SCI.SOCKET/LINUX/o0s/headers.h
cambiar zlib.h por linux/zlib.h.

» En /SCI/DIS_.RELEASE_3_-0-3-OCT_26_2005/src/SCI_.SOCKET /ksocket/lib/Makefile
cambiar -m32 por -mbj.

= En /SCI/DIS_.RELEASE_3-0-3-OCT-26_2005/src/adm/MAKE/MK-CONFIG-
TOOLS-CC-LINUX cambiar -m32 por -mb4.

Una vez hechos estos cambios, seguimos con la compilacion

cd ../adm/bin/Linux_pkgs
./make_PSB66_X86_64_release

Ya estd compilado el driver. Ahora lo instalamos y configuramos.

cd ../disinst

Creamos el fichero /root/Cluster.conf que tiene el siguiente contenido:

Euler-1 4 0 PSB66
Euler-2 68 0 PSB66
Euler-3 8 0 PSB66
Euler-4 72 0 PSB66
Euler-5 12 0 PSB66
Euler-6 76 0 PSB66
Euler-7 16 0 PSB66
Euler-8 80 0 PSB66
Euler-9 20 0 PSB66
Euler-10 84 0 PSB66

Y después ejecutamos:

./discinst —--check </root/Cluster.conf

Con lo que comprobamos que el acceso a los nodos esté bien. A continuacién instalamos el
driver en todos los nodos con el siguiente comando

./discinst --install --archive ../Linux_pkgs/DIS_Linux_2.6.8-11-amd64-k8-smp_190106.
tar.gz < /root/Cluster.conf
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Instalacion manual del driver

A continuacién detallamos los pasos a seguir para instalar el driver de forma manual:

mkdir /opt/DIS

cp -r DIS_Linux_2.6.8-11-amd64-k8-smp_LATEST/* /opt/DIS
cd /opt/DIS/sbin

./drv-install add PSB66 manager

Una vez ejecutados, estos comandos instalan el driver de la tarjeta en el nodo. Este proceso
es tedioso y requiere que la carpeta DIS_Linux_2.6.8-11-amd64-k8-smp_LATEST que se ge-
neré en la compilacién esté accesible en cada nodo, por lo que se recomienda seguir los pasos
del apartado anterior.

Configuracion de las tarjetas SCI

Una vez que hemos instalado el driver, podemos gestionar el cluster mediante una utilidad
grafica llamada SCI Interconnect Manager, esta utilidad que se puede ejecutar en cualquier
ordenador (no necesariamente un nodo del cluster) gestiona de forma eficiente la configuracién
de la topologia del cluster.

El programa SCI Interconnect Manager funciona conectdndose mediante una red IP a los
nodos para poder configurarlos, para su correcto funcionamiento necesita de los programas
SCINodeManager vy SCINetworkManager. A continuacién se indican los comandos con los
que se preparan los nodos para su configuracién con SCI Interconnect Manager.

El SCINodeManager se ejecuta en todos los nodos, por tanto usamos:

./discinst --usercmdbg ’/opt/DIS/sbin/scinodemanager -v -sciconfig
/opt/DIS/sbin/sciconfig -scidiag /opt/DIS/sbin/scidiag -1
/var/log/scinodemanager.log’ < /root/Cluster.conf

A continuacién es necesario ejecutar el programa SCINetworkManager en un nodo, vamos a
elegir ejecutarlo en Euler-1:

/opt/DIS/sbin/scinetworkmanager -f /etc/dis/SCINetworkManager.conf -dimensionX 5
-dimensionY 2 -1 /var/log/scinetworkmanager.log&

Ya tenemos el sistema preparado, ahora podemos usar el SCI Interconnect Manager para
analizar el sistema. En la figura se puede ver el programa conectado al cluster.

Configuracién manual de las tarjetas SCI

Como alternativa a los programas de la seccién anterior, se puede configurar el cluster
nodo a nodo de forma manual, para lo cual usaremos los programas SciConfig y SciAdmin.

Con el programa /opt/DIS/sbin/sciconfig se establece el Nodeld de cada tarjeta lo cual
es imprescindible para su correcto funcionamiento. El Nodeld de cada tarjeta se calcula de
la siguiente tabla que indica el mismo programa:
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sciadmin

File Serwver Cluster Node

Node Status
Euler-1

E
|
E
]

orkManager: euler-1

Figura 5.3: Programa SCI Interconnect Manager.

2-D TOPOLOGY

| Y X Nodelds |
| 0 0-14 4 - 60 |
| 1 0-14 68 - 124 |
| 2 0-14 132 - 188 |
| 3 0-14 196 - 252 |
| 4 0-14 260 - 316 |
| 5 0-14 324 - 380 |
| 6 0-14 388 - 444 |
| 7 0-14 452 - 508 |
| 8 0-14 516 - 572 |
| 9 0-14 580 - 636 |
| 10 0-14 644 - 700 |
| 11 0-14 708 - 764 |
| 12 0-14 772 - 828 |
| 13 0-14 836 - 892 |
| 14 0-14 900 - 956 |

Por tanto, usamos los siguientes Nodeld:
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Nodo | Euler-1 | Euler-2 | Euler-3 | Euler-4 | Euler-5
Nodeld 4 68 8 72 12

Nodo | Euler-6 | Euler-7 | Euler-8 | Euler-9 | Euler-10
Nodeld 76 16 80 20 84

Para poder comprobar el estado de un nodo podemos usar el programa /opt/DIS/sbin/s-
citdiag que nos dard un informe del estado del nodo como el siguiente.

Euler-1:/opt/DIS/sbin# ./scidiag

SCI diagnostic tool -- SciDiag version 3.1.1 ( December 20th 2005 )

kokskskskskkkkkkkkkokokkokkk VARIOUS INFORMATION sk ok sk ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok ok o o o k

Driver: Dolphin IRM 3.1.1 ( December 20th 2005 )

Scidiag compiled in 64 bit mode

Date : mar ene 31 09:22:29 CET 2006

System: Linux Euler-1 2.6.8-11-amd64-k8-smp #1 SMP Sun Oct 2 23:21:12 CEST 2005
x86_64 GNU/Linux

Number of configured local adapters found: 1

Hostbridge : AMD-8131 , 0x74501022

Local adapter O > Type : D334
NodeId(log) : 4
NodeId(phys) : 0x4
SerialNum : 401778
PSB Version : 0x0d66706d
LC Version : 0x1066606d
PLD Firmware : 0x0000
I0 Bus frequency : 66 MHz
SCI Link frequency : 166 MHz
B-Link frequency : 80 MHz
Card Revision : CD
Switch Type : not present
Topology Type : 2D Torus

Topology Autodetect : No
OK: Psb chip alive in adapter O.
SCI Link O - uptime 762 seconds
SCI Link 1 - uptime 762 seconds
OK: Cable insertion ok.
ioctl failed : IOC_GET_LC_GEO_REG (GetLocalLcCsr): No error
Problem: SCI Link 2: Undefined Lc.InitSt.initstate: Oxd
OK: LC error count has constant value.
OK: Probe of local node ok.
OK: Link alive in adapter O.
OK: SRAM test ok for Adapter O
OK: LC-3 chip accessible from blink in adapter O.
==> Local adapter O NOT ok!



34

$okkskokskkokskokokskokkkokkokokk TOPOLOGY SEEN FROM ADAPTER O

Adapters found: 10
all adapters and switches

————— List of
Sci adapter>
Sci adapter>
Sci adapter>
Sci adapter>
Sci adapter>
Sci adapter>
Sci adapter>
Sci adapter>
Sci adapter>
Sci adapter>
————— List of
In range O:

In range 1:

NodeId:
NodeId:
NodeId:
NodeId:
NodeId:
NodeId:
NodeId:
NodeId:
NodeId:
NodeId:

0004
0008
0012
0016
0020
0068
0072
0076
0080
0084

Scrubber:
Scrubber:
Scrubber:
Scrubber:
Scrubber:
Scrubber:
Scrubber:
Scrubber:
Scrubber:
Scrubber:

Switch ports found:

O O O O O OO o oo

all ranges (rings) found:

scidiag discovered O note(s).
scidiag discovered 0 warning(s).
scidiag discovered 1 error(s).

TEST RESULT:

*FATLED*

0
found:

BlinkId:
BlinkId:
BlinkId:
BlinkId:
BlinkId:
BlinkId:
BlinkId:
BlinkId:
BlinkId:
BlinkId:

0004 0008 0012 0016 0020
0068 0072 0076 0080 0084

O O O O O O O O oo
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>k 5k >k 3k 3k 3k 5k %k 5k %k 3k 5k %k 5k %k 3k %k %k 5k %k

On Local Host

En este informe correspondiente al nodo Euler-1, podemos comprobar el estado de los cables
y la informacién de configuracién. En este caso se ha detectado un error en el Link 2, este
error no afecta ya que las tarjetas de las que dispone el equipo tienen sélo Links 0 y 1, se
puede resolver este error desactivando manualmente el Link 2 en el archivo de configuracién
/etc/dis/SCINetworkManager.conf.

Enlace de las librerias dinamicas

Para poder compilar el programa NMPI, asi como cualquier programa que intente usar
las librerias dinamicas que se compilan con el driver, es necesario indicarle al sistema dénde
estdn los archivos, esto se hace en el archivo /etc/ld.so.conf en el que hay que anadir la

siguiente linea:

/opt/DIS/1ib

Después hay que ejecutar el comando:

ldconfig -v

Configuracién e instalacion de NMPI

El paquete NMPI es una implementacién del protocolo MPI que nos permite utilizar
las tarjetas SCI, este paquete es una serie de modificaciones al paquete MPICH2 [I4] que
hacen que las comunicaciones sean a través del interfaz SCI. Para instalar el paquete NMPI,
obtenemos las fuentes de la web del fabricante [15] y ejecutamos los siguientes comandos:
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tar xzf nmpi-1.2.tar.gz

cd nmpi-1.2

export CFLAGS="-fPIC"

export COOFLAGS="-fPIC"

export CXXFLAGS="-fPIC"

./configure -with-device=ch3:stream --with-sisci=/opt/DIS --prefix /usr
--enable-f90 --enable-sharedlibs=gcc --enable-romio --enable-runtimevalues

Las fuentes que hemos descargado tienen un problema de configuracién y no compilan bien las
librerias compartidas. Como en este proyecto nos interesa usarlas con el paquete fftw, hay que
modificar en este punto los ficheros nmpi-1.2/src/mpid/ch3/channels/stream/src/Makefile y
nmpi-1.2/src/mpid/ch3/channels/stream/streams/Makefile para cambiar la linea en la que
se define la variable CXX_SHL por la siguiente:

CXX_SHL= c++ -shared -fPIC

Ademds en el archivo nmpi-1.2/src/mpid/ch3/channels/stream/streams/streamsconfig. hxz
hay que quitar los comentarios de la linea

#define _REENTRANT

Una vez realizados los cambios el programa compila finalmente y con las siguientes érdenes
se termina la instalacion:

make
make install

En el caso de que se desee desinstalar el programa NMPI hay que usar la orden:
/usr/sbin/mpeuninstall
Como en el caso del driver hay que ejecutar la orden
ldconfig
A continuacién hay que proceder a la configuracion del software tal y como se hace con
la distribucion de MPICH2. Se crea el fichero .mpd.conf en el directorio raiz del usuario
o el fichero /etc/mpd.conf para el usuario root. En este fichero se pone una palabra clave
cualquiera, por ejemplo se usa:
secretword=Prueba
Después nos aseguramos de que el fichero pueda ser leido con el siguiente comando:
chmod 600 .mpd.conf
0 para root:

chmod 600 /etc/mpd.conf

Para que se puedan ejecutar los demonios mpd en cada nodo hay que crear el archivo mpd.host
en el directorio raiz:
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Euler-1
Euler-2
Euler-3
Euler-4
Euler-5
Euler-6
Euler-7
Euler-8
Euler-9
Euler-10

Antes de comprobar si funciona el cluster, es interesante comprobar si el NMPI funciona en
un nodo, para lo cual tecleamos:

mpd &
mpdtrace
mpdallexit

Una vez comprobamos que no hay errores, continuamos comprobando que se puedan realizar
llamadas SSH entre los nodos sin autentificaciéon de usuario, para lo cual se configuran los
servidores SSH de los nodos adecuadamente. También se podrian haber usado en vez de
servidores SSH servidores RSH o TELNET, pero se ha optado por motivos de seguridad
por el protocolo SSH ya que no supone un gasto apreciable en rendimiento y ofrece unas
comunicaciones de red mucho més seguras. Por ultimo, detallamos los pasos que han de
seguir los usuarios para utilizar el entorno MPI:

1. Ejecutar los servidores MPD en cada nodo, para eso en cualquier nodo se ejecuta la
orden mpdboot -n <N° de nodos>.

2. Comprobar que los servidores se han activado adecuadamente con la orden mpdtrace.

3. Ejecutar el programa con la siguiente llamada: mpirun -n <N° de procesos> < Ruta del
Programa.

4. Cerrar los servidores MPD de cada nodo ejecutando en cualquier nodo la orden
mpdallexit.

5.3.3. Imnstalacién de fItw

El paquete fftw que viene en la distribucién de Debian no se puede instalar porque depende
de las librerfas MPICH que no se han instalado ya que se usa el paquete NMPI que no
pertenece a la distribucién de Debian GNU/Linux. Por tanto hay que compilarlo e instalarlo
manualmente para que funcione con el NMPI, para lo cual seguimos los siguientes pasos:

mkdir fftw

cd fftw

apt-get source fftw2
cd fftw-2.1.3/
./debian/rules binary
cd ..

dpkg -i *.deb



Capitulo 6

Implementacion del cédigo
numérico

En este capitulo se va a describir las caracteristicas de la simulacion y de la implementacion
del cédigo asi como los puntos donde se puede aplicar la paralelizacién de los calculos.

6.1. Introduccion

El programa divide el cubo en una serie de puntos equiespaciados en forma de mayado
ortogonal en los que se realizan los calculos. En cada punto del cubo se define el vector
de velocidades con sus tres componentes y la parte principal del programa se encarga de
controlar la evolucion temporal del campo de velocidades en el cubo. Para realizar esta
evolucién, recurrimos a modelar la dindamica del sistema con las ecuaciones de Navier-Stokes
(ecuacién A1) junto a la imposicién de que el cubo no tiene ni fuentes ni sumideros, o lo
que es lo mismo, que su divergencia es cero (ecuacién [4.2). En el capitulo M se detallan las
expresiones que conducen a la ecuacién que dado un estado nos permite obtener el siguiente
(ecuaciones y 448). El objetivo de ese capitulo es encontrar un método que sea eficiente
computacionalmente hablando.

En una transformada DFT como la que usamos en este proyecto, obtenemos términos en

frecuencia que se corresponden con valores de |k| que van desde 0 en el centro hasta \/gN
en las esquinas del cubo. Debido a los errores numéricos los términos correspondientes a
valores de |k| altos tienen una gran componente de ruido por los fenémenos de aliasing y
truncamiento de la serie, y no son de interés para esta simulacion. Por esto, al igual que en
el articulo de L. P. Wang y M. R. Maxey [23], se aplica un filtro esférico que elimina las
componentes en frecuencia del campo de velocidades en las que |k| > % —1,5.

El forzado en esta simulacién se va a realizar introduciendo el concepto de viscosidad
negativa en las componentes espectrales de médulo menor que 2, 25; es decir, en los calculos
que se realizan para obtener el siguiente estado, sustituimos la viscosidad de los términos en
los que |[k| < 2,5 por cierto valor negativo. Este valor se calcula mediante un PID [16] de forma
que se mantenga un estado estacionario en el que la energia que se aporta al sistema sea igual
a la que se disipa. Como variable de control del PID se elige que el producto K,qzn =~ gn
sea un valor constante e igual a 1,4 (aunque este valor es configurable).

De los articulos publicados sobre esta materia, se sabe que para estas simulaciones el paso

1
de tiempo éptimo es dt = 0,025, = 0,025 (%)2, por eso el codigo mantiene el paso en el

intervalo 0,015 < % < 0,025.
n
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6.2. Codificacion

El c6digo se ha programado en lenguaje C [I3] que junto con el Fortran son los lenguajes
mas comunes en la programacién de simulaciones numéricas. En la implementacién de las
distintas caracteristicas se van a usar tres librerias que nos facilita la codificacion.

Libreria FFTW

Como comentamos en la seccién B.2.0] esta libreria implementa la transformada FFT.
Utilizamos esta libreria por ser una de las implementaciones del algoritmo més eficientes.
Esta eficiencia se basa en el uso de distintas subrutinas especificas para el procesador en el
que se compila asi como en un analisis previo de las mejores opciones en cuanto al tamano
de la segmentacion y otros parametros internos para obtener la maxima velocidad posible.

Libreria NMPI

Como comentamos en la seccién 5.3 esta libreria implementa el interfaz de paso de mensa-
jes MPI, esta basada en el paquete MPICH2 con ciertas modificaciones para usar las tarjetas
SCI. Esta libreria es con la que llevamos a cabo la paralelizacion del cédigo, no sélo por
las funciones que nos permiten sincronizar la ejecucién en los nodos y el intercambio de in-
formacién, sino porque también se integran con la libreria FFTW descargando de la gran
complejidad que supone hacer un cédigo optimizado para calcular una FFT en paralelo.

Libreria ImageMagick

Si bien esta libreria no es necesaria para la simulacién, si nos permite obtener resultados
graficos de la misma. Esta libreria se usa para generar las imagenes del espectro, los invariantes
y la evolucién de %7} en las rutinas de resultados. La ventaja de realizar las graficas con el
programa son que ademas de dar informacién en tiempo real del estado de la simulacion, en
el caso de los invariantes, nos permite calcular la grafica utilizando el cluster lo cual debido
al enorme tamano del archivo de invariantes es casi necesario.

6.3. Diagramas de flujo

El programa principal tiene el diagrama de flujo de la figura Como se puede ver, hay
tres bloques:

= El primero es en el que se preparan las condiciones iniciales. Se inicializa el entorno
MPI, se reserva la memoria suficiente para definir el estado, se inicializa, y se da el
primer paso con el método de Runge-Kutta de segundo orden.

= En el segundo es en el que realizamos la evolucién temporal asi como la extraccién de
datos y parametros en estudio.

= En el tercero se guarda el estado para un futuro uso, y se liberan los recursos del cluster.

En la figura 6.2 se puede ver en detalle el diagrama de flujo del bloque principal. A continua-
cién vamos a describir las caracteristicas mas destacadas de la implementacion.

El algoritmo de Adams-Bashforth descrito por la ecuacién 48] al ser de segundo orden,
necesita de las variables en dos instantes para calcular el siguiente, por tanto la memoria que
necesitamos reservar es:
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Inicializar
entorno MPI
¢ Liberar
Memoria
Reservar
Memoria ¢
¢ Bloqugtprcijncipal Finalizar
método
Adams.Bashforth | | oo MPI
Leer Estado de 2° orden #
{, Salir del
rograma
Paso prog
Runge-Kutta

Figura 6.1: Diagrama de flujo.

= FEstado actual:

e Vector de velocidades: VZ" Memoria: 3 * N3

tn
Término no lineal: <v X w> Memoria: 3 x N3
k

Espectro: Memoria: N/2

Matriz de invariantes: Memoria: 9 * N3

Calculo de imagenes: 640 x 480 de fondos + 1000 de grafica de evolucién del Kn

» Estado anterior: Memoria: 3 x N3

tn—1
e Término disipativo: <V X w> Memoria: 3 * N3
k

= Nuevo estado:

. ~t, . .
e Vector de velocidades: vk"+1 Memoria: 3 * N3. Este vector también se usa como

variable temporal durante el cdlculo para ahorrar memoria.

Es decir, el orden de las necesidades de memoria es 21 * N niimeros reales (en precisién
simple para N = 64 son aproximadamente 22 MBytes, para N = 128 son aproximadamente
176 MBytes,...). La memoria necesaria para las matrices de tamafno N3 la dividimos entre
los nodos del cluster, para ello, usamos la funcién rfftwnd_mpi_local_sizes de la libreria fftw
que nos permite obtener los valores de offset y tamano de la matriz local a cada nodo.

Por motivos de eficiencia computacional, la libreria fftw la vamos a configurar de forma
que la transformada de Fourier calcula la matriz transpuesta de la que queremos que calcular,
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?

Intercambio de Incrementar dt
punteros ¢
Calcular espectro
Calcular (v x w) ¢
Escribir resultados

Calcular
invariantes

Célculo de
invariantes

Guardar

Guardar en disco

Estado
Calcular viscosidad
negativa (PID)
Paso integral Cambiar los Cambiar
Adams-Bashforth parametros internos arametro:

Multiplicar localmente
por P

Fin de la
simulacion

Si

Figura 6.2: Detalle del diagrama de flujo.

mediante esta pequena complicacién en el cédigo, ahorramos una gran cantidad de intercam-
bios de bloques de memoria entre los nodos. Se puede ver un pequeiio ejemplo del uso de la
libreria fftw en el cuadro de cédigo

Los pasos a seguir para realizar una transformada con la libreria fftw son

1.

2.

Crear los planes de ejecucion con la funcion rfftw3d_mpi_create_plan.

Calcular el tamaiio de la memoria necesaria en cada nodo y los valores de offset respecto
a la original con la funcién rfftwnd_mpi_local_sizes.

. Reservar la memoria necesaria, para ahorrar memoria, en las transformadas de valores

reales, la libreria utiliza la mitad de la memoria, pero si el nimero de muestras es par se
usa un poco mas de memoria, dada una secuencia de tamano N, la cantidad de memoria
que se necesita es [2%(N/2+1)].

Inicializar los datos.

. Transformar con la funcién rfftwnd_mpi.
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6. Usar los datos.
7. Liberar la memoria.

8. Destruir los planes con rfftwnd_mpi_destroy_plan.

// Inicializamos el entorno MPI

MPI_Init(&arge,&argv);

//Creamos los planes

Plan_mpi = rfftw3d_mpi_create_plan (MPLCOMM WORLD, N, N, N,
FFTW REAL TO_ COMPLEX, FFTW_ESTIMATE) ;

PlanInv_mpi = rfftw3d_mpi_create_plan (MPLCOMM WORLD, N, N, N,
FFTW_COMPLEX TOREAL, FFTW_ESTIMATE) ;

//Obtenemos los tamanos de las matrices en el nodo

rfftwnd_mpi_-local_sizes (Plan_mpi, &TAMILOCAL.NX, &TAMILOCAL.
NX _offset , &TAMLOCAL.NY, &TAMLOCAL. NY _offset , &TAMLOCAL.
TOTAL) ;

//Reservamos memoria

VX.Esp = fftw_malloc (sizeof(fftw_real) x TAMLOCAL.TOTAL);

//Espacio de memoria auziliar para aumentar la velocidad

EspacioAux.Esp = fftw_malloc (sizeof(fftw_real) x TAMLOCAL.TOTAL
)

//Inicializacion de los datos (campo aleatorio)

srand (MPI. PROCESO_MPI) ;

for (x=0;x<TAM LOCAL.NX; x++)
for (y=0;y<N;y++)

for (z=0;2z<N; z++)

{
if (rand ()>RANDMAX/2.0)
VX. Esp [z +(2#((N/2)+1)) # (y+N#x )] = AMPLITUD_INICIAL* (
(1.0%rand())/(RANDMAX+1.0) ) ;
else
VX. Esp [ 2+ (2%((N/2)+1)) # (y+Nkx ) |=—AMPLITUD_INICIAL * (
(1.0*rand () )/(RANDMAX+1.0) ) ;
}

//Ejemplo de transformada directa

rfftwnd_mpi(Plan.mpi, 1, VX.Esp, EspacioAux.Esp,
FFTW_TRANSPOSED ORDER) ;

//Ejemplo de transformada inversa

rfftwnd _mpi(Planlnv_mpi, 1, VX.Esp, EspacioAux.Esp,
FFTW_TRANSPOSED_ORDER) ;

//Liberarmos la memoria

free (VX.Esp) ;

free (EspacioAux.Esp);

rfftwnd_mpi_destroy_plan (Plan);

rfftwnd _mpi_destroy_plan (Planlnv);

//Terminamos el entorno MPI

MPI_Finalize () ;

Cdédigo fuente 6.1: Ejemplo de transformada con fftw.
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El programa utiliza dos archivos de pardmetros para gestionar el cambio en tiempo real
de los pardametros de la simulacién (ver apartado[6.4]) como la viscosidad, el tamano del filtro,
etc.

Dado la gran cantidad de datos numéricos que son los resultados de este programa, se ha
optado porque ademas de los archivos con los valores, el programa genere un resultado grafico
que ayude a analizar los mismos. Para crear las imagenes se utiliza la libreria ImageMagick
que nos permite realizar distintos tipos de graficas. Un breve tutorial de su uso seria el
siguiente:

1. Reservar un espacio en memoria del tamano de la imagen.
2. Crear el objeto MagickWand que es el que genera la imagen.

3. Crear el objeto PixelWand que nos permite seleccionar las caracteristicas de estilo de
los objetos que se dibujan.

4. Crear el objeto DrawingWand que hace de interfaz de dibujo en el objeto MagickWand
usando las caracteristicas de PixelWand.

5. Usar las funciones de dibujo que permiten modificar las caracteristicas del PixelWand,
por ejemplo PizelSetColor.

6. Usar las funciones de dibujo que permiten pintar en el dibujo, por ejemplo DrawLine.
7. Crear la imagen en disco con MagickWriteImages.

8. Destruir los objetos DrawingWand, PixelWand y MagickWand.

6.4. Configuraciéon en tiempo real

Como se ha comentado, el programa admite el ajuste de sus pardametros internos en tiempo
real, para lo cual se utilizan dos archivos

s Archivo de entrada de pardmetros: Parametros.dat. En este archivo se le pasan las
indicaciones al programa para que modifique alguno de los parametros internos.

s Archivo de indicacién de pardmetros: Parametros-salida.dat. En este archivo el progra-
ma va indicando los valores de los pardametros en cada paso de integracion.

El formato de los pardmetros es el mismo en ambos archivos, son archivos de texto en los
que cada linea indica un pardmetro, se van leyendo consecutivamente por lo que si se repite
alguno el que tiene efecto es el tltimo. Los pardmetros que se pueden pasar son:

s FORZADO: Indica si se usa el forzado para inyectar energia al sistema o se deja la
evolucion libre.

= CALCULAINVARIANTES: Indica si se deben calcular los invariantes.
s GUARDAESTADO: Indica si se debe guardar el estado en disco.
= Pasos: Indica cudntos pasos integrales debe dar el programa.

s VISCOSIDAD: Valor de la viscosidad.
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= dt: Valor del siguiente paso de integracién. Si se usa este parametro, el siguiente paso
integral se da usando el método de Runge-Kutta con el nuevo valor.

» K_FILTRO: Valor del |k| de los mayores modos que se calculan. Los modos que tengan
un |k| mayor se fuerza a que valgan cero.

s CURSOR_K: Indica donde se pone el cursor vertical que sirve para medir sobre la
grafica del espectro.

= CURSOR_E: Indica dénde se pone el cursor horizontal que sirve para medir sobre la
grafica del espectro.

s KETA_ESTACIONARIA: Indica el valor de k4.1 al que el PID intenta estabilizar el
sistema.

s TIEMPOTOTAL: Indica el tiempo total transcurrido de integracion.
= PID_K_P: Valor de la constante proporcional del PID.

= PID_K_I: Valor de la constante integral del PID.

= PID_K_D: Valor de la constante derivativa del PID.

s PID _error: Valor del error en el paso de integracién que se usa junto con la constante
proporcional en PID.

= PID_deriv_error: Valor de la derivada del error en el paso de integracién que se usa
junto con la constante derivativa en PID.

= PID_int_error: Valor de la integral del error en el paso de integraciéon que se usa junto
con la constante integral en PID.

= Imagen_Ancho: Ancho de las imédgenes que se generan.

= Imagen_Alto: Alto de las imdgenes que se generan.

= Imagen KETA_MAX: Valor de kj,q,n méximo que aparece en la grafica de kp,q.7-
s Imagen KETA _MIN: Valor de k4,17 minimo que aparece en la gréifica de kpq.n-

= Escala_Invariantes_X: Factor por el que se multiplican los valores del determinante en
la grafica de los invariantes.

s Escala_Invariantes_Y: Factor por el que se multiplican los valores del invariante asociado
a los adjuntos en la gréafica de los invariantes.

= Imagen_Divisiones_X: Numero de décadas en la grafica del espectro.

= Imagen_Divisiones_Y: Numero de divisiones en el eje Y en la gréafica del espectro.

Para poder gestionar todos estos parametros se ha realizado un pequeno programa que lee
los parametros de salida y nos permite ajustar los pardmetros y generar el archivo de paso de
parametros cémodamente. En la figura se puede ver el funcionamiento del programa. El
programa llamado ajustanavier ha sido disenado para el entorno KDE bajo entornos Linux.
Su uso es muy simple, se debe ejecutar en el mismo directorio que el programa principal y se
sincroniza automaticamente. En realidad, el programa ajustanavier se suele ejecutar en un
ordenador que no pertenece al cluster ya que este no dispone de entorno grafico, lo que se
hace es montar el directorio de trabajo del cluster en el ordenador del usuario mediante la
red NFS y ejecutar el programa de configuracién en el entorno gréafico del mismo.
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Ajustalavier:

lEI |1magen -

VISCOSIDAD: 0,6000 [
K_FILTRO: [ s0s0[
CURSOR_K: [—23.35‘
CURSOR_E: 0,00 [3]

[ TIEMPOTOTAL: 0.00 5
KETA_ESTACIONARIA: 1405
[® Usar forzado [%® Calcular invariantes
[ Parar ‘ I Ajustar ‘

Figura 6.3: Programa de ajuste de parametros internos en tiempo real.

6.5. Compilacion y ejecucion del programa

El cédigo estd estructurado en distintos archivos fuente, para compilar y crear el ejecutable
a partir de los mismos ejecutamos una de las siguientes érdenes, la diferencia entre ambas es
que la primera genera un c6digo con precision doble y el segundo con precisién simple.

mpicc —o navier_mpi_doble —Im —1fftw —lrfftw —IMagick —IWand
—Ilrfftw_mpi —1fftw_mpi *.c

Cédigo fuente 6.2: Generacién del ejecutable con precision doble a partir del cédigo fuente.

mpicc —o navier_mpi_simple —DPrecisionSimple —Im —Isfftw —
Isrfftw
—IMagick —IWand —Isrfftw_mpi —Isfftw_mpi —1fftw —1fftw_mpi —
Irfftw
—Irfftw_mpi =*.c

Cédigo fuente 6.3: Generacién del ejecutable con precisién simple a partir del cédigo fuente.

6.6. Paralelizacion

6.6.1. Introduccion

El programa que vamos a implementar tiene bastantes calculos que se pueden realizar de
forma paralela, se puede dividir la forma en la que se va a abordar la paralelizacién en tres
tipos de casos.

Intercambio de parametros: En este tipo de casos, como puede ser el paso de los valores
para iniciar una nueva simulacién (N, viscosidad, etc.), se usan las funciones adecuadas del
interfaz MPI.
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Calculos en cada punto: En este tipo de casos, como pueden ser los pasos integrales, los
céalculos tinicamente necesitan de las propiedades de cada punto del cubo, en este caso cada
nodo opera sobre los puntos del cubo que tiene en su memoria local. No es necesario ningtin
tipo de sincronizacién entre los nodos.

Calculos de suma o media en todos los puntos del cubo: En este tipo de casos, como
puede ser el céalculo del espectro, cada nodo realiza las operaciones necesarias en los puntos
de su memoria local y al final se sincroniza con los demaés para realizar la suma o media total.

Calculos en los que estian involucrados todos los puntos del cubo: En este tipo
de casos la paralelizacion resulta muy complicada, en nuestro cédigo inicamente se presenta
este tipo de casos en los cédlculos de los coeficientes de las series de Fourier, y de su correcta
y eficiente resolucion se ocupa la libreria fftw.

6.6.2. Uso de indices

Como ya hemos comentado, las librerias fftw se encargan del cédlculo de la FFT usando
MPI internamente. Por motivos de eficiencia computacional, las matrices tridimensionales
en frecuencia se calculan traspuestas, por tanto, teniendo en cuenta que los bucles estan
traspuestos y el distinto tamafio de las matrices en los dos dominios, los bucles para recorrer
las matrices son:

En el espacio fisico

Las variables x, y, z son los indices que representan la posicién del punto en el cubo.

for (x=0;x<TAM LOCAL.NX; x++)
{
for (y=0;y<N;y++)
{
for (z=0;z<N; z++)

{
indice_Matriz=z+4(2x((N/2)4+1)) *(y+Nxx) ;

Cédigo fuente 6.4: Ejemplo de recorrido de matrices en el espacio fisico.

En el espacio de Fourier

Las variables x, y, z sirven para desplazarse por el cubo en memoria, y las variables
indice_x, indice_y e indice_z se corresponden con k;, ky y k..
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for (y=0;y<TAM LOCAL.NY; y++)
{
indice_y=((y+TAMLLOCAL. NY _offset )>=(N/2)) ? (( y+*TAMLOCAL.
NY _offset )-N) : (y+TAMLOCAL. NY _offset ) ;
for (x=0;x<N;x++)
{
indice_x=(x>=(N/2)) 7 (xN) :x;
for (z=0;2<((N/2)+1);z++)
{
indice_z=(z>=(N/2))?(z—N):z;
indice_Matriz=z+((N/2)+1)*(x+Nxy) ;

modulo_cuadrado_k=indice_zxindice_z+indice_x*indice_x+
indice_y*indice_y ;

Cédigo fuente 6.5: Ejemplo de recorrido de matrices en el espacio de Fourier.

6.6.3. Uso de la libreria MPI

La libreria se utiliza para la sincronizacién de los célculos entre los distintos nodos. En esta
seccion se va a describir su uso en el codigo. Lo primero que hay que hacer es la inicializacion
de entorno MPI. Para ello se utilizan unas funciones (ver cédigo fuente [6.6]) que ademés de
inicializar el entorno guardan la informacién referente a los procesos en una estructura que
luego se utiliza para ajustar las matrices locales de cada nodo.

if (MPI_Init(&arge, &argv)!=MPI.SUCCESS)
{

printf(”Error: _No_se_puede_inicializar_el .MPI\n”); fflush (
stdout ) ;
exit (1);

if (MPI_Comm_size (MPLCOMM WORLD, &MPI.NUMERO_DE PROCESOSMPI)!=
MPI_SUCCESS)

{

printf(”Error: _No.se_puede_inicializar_el . MPI\n”); fflush (
stdout ) ;
exit (1);

}
if (MPI_Comm_rank (MPLCOMM WORLD, &MPI.PROCESOMPI)!=MPI_SUCCESS)
printf(”Error:_No_se_puede_inicializar_el _.MPI\n”); fflush (

stdout ) ;
exit (1);

Cédigo fuente 6.6: Ejemplo de inicializacion del entorno MPI.

Cuando se desee finalizar el programa, hay que cerrar el entorno MPI con la funcién:
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MPI_Finalize () ;
Cédigo fuente 6.7: Ejemplo de cierre del entorno MPI.
Para sincronizar los nodos se puede utilizar la funcion MPI_Barrier que hace que todos

los nodos esperen en ese punto del cédigo a que los otros lleguen. Esta funcién se utiliza al
principio de cada bloque de operaciones para que todos los nodos empiecen a la vez el bloque.

MPI_Barrier (MPLCOMM WORLD) ;

Cédigo fuente 6.8: Ejemplo de sincronizacién de nodos.

Existen situaciones en las que el nodo principal, que en nuestro programa es el nimero
cero, debe comunicar algiin parametro al resto, para ello se utiliza la funcién MPI_Bcast, en
el siguiente ejemplo el proceso cero lee el valor de la variable N de la entrada estandar y luego
la difunde al resto.

i f (MPI. PROCESO MPI==0)
{

printf(”\nValor_.de.N:.");
z=scanf (” %d” ,&N) ;
if (z==0)
{
printf(”\nValor_incorrecto”);
exit (1);
}
}
MPI_Barrier (MPLCOMM WORLD) ;
MPI_Bcast ( &N, 1, MPLINTEGER, 0, MPLCOMM WORLD) ;

Cédigo fuente 6.9: Ejemplo de difusién de datos a los nodos.

En los casos en los que hay que realizar una serie de calculos sobre todos los puntos
del cubo, lo que se hace es que cada nodo realiza los suyos sobre una zona de memoria
temporal, y luego utiliza la funcién MPI_Allreduce en la que se indica el tipo de operacién
que se realiza sobre los datos. En el ejemplo de cédigo fuente se ve la llamada que se
usa para calcular el espectro del sistema (ver seccion [[4]); en la zona de memoria apuntada
por Espectro. Valores_Rodaja_MPI cada nodo ha realizado los calculos asociados a sus puntos,
v lo que hace este cédigo es sumar en cada elemento de la zona de memoria apuntada por
Espectro. Valores_Rodaja los valores equivalentes en las zonas Espectro. Valores_Rodaja_MPI
de todos los nodos.

MPI_Barrier (MPLCOMM WORLD) ;

MPI_Allreduce ( Espectro.Valores_ Rodaja_ MPI , Espectro.
Valores_Rodaja, Espectro.tam, MPIDOUBLE, MPI.SUM,
MPLCOMM WORLD) ;

Cédigo fuente 6.10: Ejemplo de sincronizacion de datos entre los nodos.

Por ultimo, queda comentar la forma en la que se usan los datos en disco, para ello se
utilizan funciones de manejo de ficheros que ofrece el interfaz MPI. En el cédigo fuente [6.11]
se puede ver un ejemplo de acceso al disco para leer un pardmetro.
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//Variable para manejar ficheros con MPI:

MPI_File DATOS_MPI;

//Sincronizamos los nodos

MPI_Barrier (MPLCOMM WORLD) ;

//Abrimos el fichero

if ( MPI_File_open (MPLCOMM WORLD, Nombre, MPIMODERDONLY,
MPIINFO_NULL, &DATOSMPT)!=MPI.SUCCESS)

{
if (MPI.PROCESO_MPI==0)
fprintf(stderr, ”\nNo_puedo_abrir.%\n” ,Nombre) ;
}
exit (1);
}

//Leemos un pardmetro

MPI_File_read_all (DATOSMPI, &N, sizeof (unsigned int),
MPLCHARACTER, &MPI. Estado) ;

//Cerramos el fichero

MPI_File_close(&DATOSMPI) ;

Cédigo fuente 6.11: Ejemplo de manejo de ficheros con MPI.



Capitulo 7

Resultados

En este capitulo vamos a describir los resultados de los calculos que se realizan en el

programa.

7.1. Estado

El programa principal gestiona la evoluciéon temporal del campo de velocidades en un
cubo, el algoritmo se puede ver en la figura y en las ecuaciones y 48] se indica los
procedimientos seguidos para integrar. Para poder hacer otro tipo de calculos o para poder
continuar la simulacién en otro momento, se guarda un archivo con los datos necesarios para
describir el estado del sistema. Este archivo se genera en el directorio desde el que se ejecuta
el programa y tiene como nombre MPI. Estado-NXX.dat donde XX hay que sustituirlo por
el valor de N de la simulacién. En el cuadro [Tl se puede ver la estructura del archivo:

Variable Tipo | Descripcion

N Entero | Ntumero de divisiones del cubo.

N3D Entero | Tamano de las matrices tridimensionales.

N3D_DIV Entero | Factor de escala para normalizar las transformadas.

N3D_FREC Entero | Tamano de las matrices en frecuencia.

K_FILTRO Real Valor de k maximo que deja pasar el filtro esférico.

Kcuadrado_FILTRO Real Cuadrado del valor anterior.

K_VISCOSIDAD Real Valor de k por debajo del cual se introduce energia.

K_VISCOSIDAD_CUAD Real Cuadrado del valor anterior.

VISCOSIDAD Real Valor de v.

VISCOSIDADNEG Real Ultimo valor calculado de la viscosidad negativa.

EPSILON Real Ultimo valor calculado de e.

ETA Real Ultimo valor calculado de 7.

KETA_ESTACIONARIA Real kmazn al que el PID intenta estabilizar el sistema.

TIEMPOTOTAL Real Tiempo total de la simulacién.

dt Real Ultimo paso de integracion utilizado.

FORZADO Entero | Variable que indica si se estd usando el forzado.

CALCULAINVARIANTES Entero | Variable que indica si se calculan los invariantes.

PID.error Real Ultimo valor calculado del error en el PID para
alcanzar el kp,q.n deseado.

PID.deriv_error Real Ultimo valor calculado de la derivada del

error en el PID para alcanzar el ky,q,n deseado.

49
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Variable Tipo | Descripcion
PID.int_error Real Ultimo valor calculado de la integral del
error en el PID para alcanzar el k4,7 deseado.
PID.error_ant Real Valor del error en el paso anterior.
PID.K_P Real Constante de proporcionalidad del PID.
PID.K1 Real Constante de derivativa del PID.
PID.K_D Real Constante de Integral del PID.
Espectro.u_prima_cuadrado Real Valor de u'2.
Espectro. EPSILON Real Valor de € calculado a partir del espectro.
Espectro.L Real Valor de L calculado a partir del espectro.
Imagen.alto Entero | Alto en pixeles de las imagenes que se generan.
Imagen.ancho Entero | Ancho en pixeles de las imdgenes que se generan.
Imagen.Divisiones X Entero | Numero de décadas de k que se
muestran en la grafica del espectro.
Imagen.Divisiones Y Entero | Numero de décadas de E(k) que se
muestran en la gréafica del espectro.
Imagen. MARGEN_X Entero | Tamano en pixeles del margen a los lados de las imégenes.
Imagen. MARGEN_Y Entero | Tamano en pixeles del margen superior e
inferior de las imagenes.
Imagen.Puntos_Por_Division X | Entero | Resolucién en pixeles de cada década de k.
Imagen.Puntos_Por_Division_Y | Entero | Resolucién en pixeles de cada década de E(k).
Imagen. KETA_MAX Real Valor maximo que se muestra en la grafica de kpqzn.
Imagen. KETA_MIN Real Valor minimo que se muestra en la grafica de kp,q.7-
VX.Frec Real Componente X de velocidad en el instante actual.
VY .Frec Real Componente Y de velocidad en el instante actual.
VZ.Frec Real Componente Z de velocidad en el instante actual.
VVORTX Frec Real Componente X de <m> en el instante actual.
k
VVORTY .Frec Real Componente Y de <m> en el instante actual.
k
VVORTZ.Frec Real Componente Z de <m> en el instante actual.
VX_nuevo.Frec Real Componente X de velocida(iC en el paso siguiente.
VY _nuevo.Frec Real Componente Y de velocidad en el paso siguiente.
VZ_nuevo.Frec Real Componente Z de velocidad en el paso siguiente.
VVORTX _ant.Frec Real Componente X de <m> en el instante anterior.
—~= ‘ . .
VVORTY _ant.Frec Real Componente Y de <V X w) en el instante anterior.
k
VVORTZ_ant.Frec Real Componente Z de <m> en el instante anterior.
k

7.2. Parametros

Cuadro 7.1: Formato del fichero de estado.

Durante la ejecucién del programa ademas de la evolucion del campo de velocidades se
van calculando algunos parametros que describen caracteristicas del estado. En el capitulo
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se hace una breve introduccién a los mismos, en esta secciéon se incluye una tabla de los
valores obtenidos para distintas simulaciones:

N 32 64 128 128 128

v 0,1 0,1 0,1 0,25 0,04
Kimazn | 1,396965 1,396395 1,466518 1,466388 1,456440
€ 11,60728 227,5969 3298,908 51563,77 217,0350
n 9,634238e-02 | 4,578344e-02 | 2,346429e-02 | 2,346221e-02 | 2,330304e-02
u'? 5,320374 48,48671 291,9565 1907,654 67,51930
L 1,662018 1,767455 1,554745 1,486001 1,760550
A 0,8809655 0,6613457 0,4341388 0,4247529 0,4308568
Re 38,33600 123,07213 265,65515 295,9327 361,6615
Re) 20,94586 93,85266 88,62102 84,58828 88,50889
% 0,024829 0,020108 0,019825 0,024451 0,021076

Cuadro 7.2: Resultados de las simulaciones.

Como se puede ver en el cuadro para un mismo valor de la viscosidad, aumentando
N se alcanzan valores de Re mayores. Esto se debe a la siguiente relacion entre los valores:

N~ LRl (7.1)
n

De la definicién del niimero de Reynolds Re = "ITL, como L es proporcional al tamano
del dominio espacial, vemos que la relacion “7/ permanece constante para un Re determinado.
Este efecto se puede comprobar en las tltimas columnas del cuadro donde vemos tres
simulaciones para N = 128 y distintos valores de v. En el cuadro se comprueba que para
distintos valores de v el valor de u' se ajusta para mantener la razén aproximadamente
constante lo que hace que las variaciones del valor de Re dependan muy poco de las de v
(en el cuadro las variaciones son de un 15 % aproximadamente respecto a la media). Este
efecto también se puede observar en el valor de A que operando con las ecuaciones 2.3y 2.18

.’ .7 /
podemos expresar en funcién de L y la relacién . Y consecuentemente en el valor de Rey

que a su vez es el producto de Ay 7.

7.3. Evolucién de K,,..n

Uno de los resultados que nos ofrece el programa es una grafica con la evolucion de Kp,qzn
en el ultimo tiempo integral. Con esta gréafica podemos observar el funcionamiento del PID.
En la figura se puede ver la evolucion de los instantes iniciales. Esta grafica muestra
como el PID va ajustando la inyeccion de energia de forma que en un tiempo integral ha
conseguido que el sistema tenga un valor K,,,,n muy préximo al deseado. El tiempo que
tarda en estabilizarse el sistema en valores préximos al régimen permanente depende de las
constantes del PID ademads de los parametros propios de la simulacion, siendo N un pardmetro
de gran influencia.

A continuacién explicamos brevemente el funcionamiento de un PID y el significado de las
constantes que lo regulan. Un controlador PID es aquel que regula un parametro controlador
(en nuestro caso la viscosidad negativa) en funcién del error cometido en otro pardmetro
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Referencia Error Coriroiaddor Salida

> PID Sistema

Figura 7.1: Esquema de un controlador PID.

controlado frente al resultado deseado. En la figura [l se representa un esquema de su
funcionamiento. Como se puede ver la entrada del controlador es una funcién del error e(t)
que se comete entre el pardmetro del sistema que se controla y una referencia externa. El
controlador calcula una sefial de control que genera a partir de la siguiente expresion:

de(t)

. (7.2)

PID :er(t)-l-K[/e(t)dt—i-KD

La influencia de un incremento en alguno de los pardametros del controlador en la respuesta
del sistema se puede resumir en la siguiente tabla:

Constante | Tiempo Sobreoscilacién | Tiempo de Error en régimen
de subida establecimiento | estacionario

Kp Decrece Crece Afecta poco Decrece

K Decrece Crece Crece Lo elimina

Kp Afecta poco | Decrece Decrece Afecta poco

Cuadro 7.3: Influencia de un incremento en las constantes de
un controlador PID.

Experimentalmente se ha comprobado que las constantes del PID funcionan bien en los
siguientes rangos: Kp entre 50 y 100, K7 un orden de magnitud menor que Kp, por ejemplo,
K; = 5. El efecto de Kp se ha comprobado que no ofrece ninguna ventaja y para ahorrar
coste computacional se deja a cero.

Una de las caracteristicas del cédigo, es que se puede utilizar un filtro esférico que sea
mas estricto de lo que deseamos simular para poder estabilizar poco a poco el sistema, en
la gréfica [(.3] se puede ver un ejemplo tipico de evolucién del filtro esférico en el que cuando
el sistema estd cerca de la zona estable el filtro crece y vuelve a estabilizarse hasta que se
llega al tamano deseado. Esta opcién se introduce para poder simular cubos con valores de
N elevados que son mas dificiles de estabilizar.

7.4. Espectro

Para calcular el espectro se utiliza la siguiente formula obtenida de la bibliografia

Em=y Y

n—0,5<k<n+0,5

v (k)[* (7.3)

En la figura se representa la salida del programa, en ella se pueden ver cuatro lineas
que se describen a continuacién. La linea amarilla representa el espectro obtenido a partir de
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PID: EPSILON(Vorticidad)

14008

0.00!

Figura 7.2: Evolucién de K47 en los instantes iniciales.

PID: EPSILON(Vorticidad)

1.400\\,-\,—\.—

0.00¢

Figura 7.3: Evolucion de K,pq,.7n. Cambios en el filtro esférico.

la expresién con 7 tal que Kqem = 1,4 v L el real de la simulaciéon en curso. La linea
marrén representa la misma grafica salvo que utiliza el valor real de n. La linea azul es el
espectro de la simulacién y la verde se corresponde con la siguiente expresion: F (k:)kge_g
En la gréfica se puede observar que la zona donde se introduce la energia presenta ciertas
variaciones respecto a la tedrica, esto es debido al método con el que se introduce la energia
en el sistema, se deja para estudios posteriores la implementacién de otro tipo de sistemas.

7.5. Invariantes

Uno de los cédlculos que mas tiempo de computo requiere es el calculo de los invariantes y
su representaciéon grafica, para su calculo usamos las férmulas que aparecen en el capitulo 2.
Este cédlculo da como resultado un archivo en el que se guardan las parejas de invariantes de
cada punto del espacio en un instante dado, el niimero de datos es tan elevado que se recurre
a una grafica como la de la figura que representa los isocontornos de probabilidad de que
un punto caiga en una determinada zona de la grafica para poder estudiarlos.
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PID: EPSILON(Vorticidad)

1,400 \/

0.00!

Figura 7.4: Evolucién de K,,4,n. Entrada en régimen permanente.

100+1 L”\
S

10840 108+1 10842

Figura 7.5: Espectro de una simulacién con N=64 y v = 0,1.

Una representacién alternativa es la de la figura [[.7 que se construye coloreando cada
punto de la grafica segin el niimero de puntos del espacio que tienen sus invariantes en esa
zona de la grafica, de este modo si un punto de la grafica no se corresponde con ninguna
pareja de invariantes en el cubo se deja blanco. Segiin va correspondiendo a varios puntos del
cubo se va cambiando su color de blanco a negro en varios tonos de gris, luego de negro a
azul oscuro y finalmente de azul oscuro a celeste donde satura a partir de cierto nimero de
puntos.

7.6. Errores numéricos

Para realizar una comparativa del error numérico, lo definimos como la diferencia maxima
entre las componentes espectrales de la simulacién y las mismas calculadas con un paso de
integracion de referencia mucho menor. El error relativo lo definimos como el error numérico
dividido entre el valor de la simulacién con el paso de integracién de referencia.

En la gréfica [[.8 se pueden observar los errores numéricos relativos en funcién del paso
integral. En esta grafica podemos observar dos comportamientos. Para pasos grandes el error
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Figura 7.6: Isocontornos de la grafica de invariantes con N = 64 y v = 0,2.

Figura 7.7: Ejemplo de invariantes con N=64 y v = 0,2.

relativo se hace enorme y vuelve los calculos inservibles y para pasos muy pequenos los errores
de redondeo hacen que la disminucién del paso integral no redunde en precisién. Es por ello
que el cédigo utiliza un sistema que va ajustando el paso integral para mantenerse en un rango
en el que los errores relativos sean suficientemente bajos y el nimero de pasos integrales sea
el menor posible. Este rango se ha tomado partiendo de los resultados de la bibliografia en la
que se indica que hay que mantener % < 0,025 para que los errores relativos se mantengan
bajos, por tanto se ha establecido el rango 0,015 < f—f] < 0,025. Experimentalmente se ha
comprobado que salir de ese rango no ofrece ventajas si se hace por abajo y vuelve el sistema
inestable asi como los cédlculos erréneos para N suficientemente grande si se hace por arriba.
La gréafica[l.§ muestra una comparativa realizada con un experimento con N = 64 y precisién
simple, para pasos pequenos donde predominan los errores de redondeo se puede disminuir

el error usando precisién doble en los calculos numéricos.
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1,00E+02

1,00E+01 /

1,00E+00

1,00E-01

/ / + Max error
1,00E-02 ,/ i
1,00E-03 /
1,00E-04

1,00E-05
1,00E-04 1,00E-03 1,00E-02 1,00E-01

Figura 7.8: Comparativa del error relativo en funcion del tamano del paso integral. Simulacién
con precision simple, N =64 y v = 0,1.

7.7. Paralelizacion

Los resultados de la paralelizacién pueden apreciarse en las gréaficas y En estas
graficas se representa el tiempo necesario para realizar un mismo experimento en funcién del
numero de procesadores y su inverso que nos da una idea de la velocidad. El experimento de
prueba consiste en la ejecucién de mil pasos integrales con N = 128. En las gréficas se puede
observar que el aumento del rendimiento no coincide con el niimero de procesadores (caso
ideal), esto es debido a distintos motivos como las pérdidas por las comunicaciones y la parte
del codigo que no se paraleliza. Por otra parte también se observa como para un ntmero de
procesadores potencia de 2 se aprecia un incremento del rendimiento relativo, esto es debido
a la libreria fftw que estd optimizada para que el nimero de procesadores sea potencia de 2.

6500
6000
5500 +

[ Tiempo en segundos
W Curva tedrica

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
N° de procesadores

Figura 7.9: Tiempo empleado en una misma tarea en funcién del nimero de procesadores.

Se puede comprobar que a partir de cierto nimero de procesadores no hay un aumento
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significativo del rendimiento e incluso si sigue aumentando el ntimero empeora. Esto que
en la grafica [[.10 ocurre para 16 procesadores es un fenémeno habitual en las simulaciones
en paralelo conocido como ley de Amdahl y se debe a la proporciéon de los intercambios
de informacién frente al tiempo de uso de cada procesador. Asi para un nimero pequeno de
procesadores éstos consumen la mayor parte del tiempo en procesar los algoritmos pero segtin
va aumentando el nimero de procesadores el intercambio de informacién entre los mismos
aumenta hasta hacerse apreciable. Por tanto determinar el niimero 6ptimo de procesadores
necesarios para una determinada simulacion permite ahorrar recursos tanto econémica como
computacionalmete hablando.

Yelocidad
. Velocidad tedrica

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
N° de procesadores

Figura 7.10: Velocidad de ejecucion.
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Capitulo 8

Conclusiones y futuras lineas de
investigacion

8.1. Conclusiones

En este proyecto se ha implementado un sistema que permite realizar simulaciones numéri-
cas de turbulencias homogéneas e is6tropas. Para ello debido a las necesidades computacio-
nales se ha instalado un cluster de ordenadores para calculo numérico y se ha disenado un
codigo capaz de usar todos los recursos del mismo.

El cluster estd formado por diez nodos cada uno de ellos con dos procesadores AMD
Opteron de 64 bits e interconectados mediante dos redes, una ethernet gigabit para usar un
Unico sistema de ficheros en red mediante el protocolo NFS y otra red compuesta por tarjetas
SCI que ofrecen una gran velocidad de interconexién y baja latencia lo que permite transferir
la informacién que es necesario intercambiar entre los nodos con eficiencia.

El c¢6digo se ha estructurado en archivos y funciones de forma que se puede variar cualquier
caracteristica del mismo para su estudio sin necesidad de conocer los algoritmos del resto de
la implementacion.

Para realizar las simulaciones se usa un método pseudoespectral en el que se integran
las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando el método de Adams-Bashforth de segundo orden
salvo en el instante inicial que se usa un método de Runge-Kutta de segundo orden.

En la implentacién se han usado distintas librerias de programacién que permiten resol-
ver algunas de las partes criticas del cédigo con mayor eficiencia computacional, asi en la
paralelizacién del algoritmo FFT se ha usado el paquete FFTW que se adapta a las carac-
teristicas propias de cada procesador para obtener mejor rendimiento. Para realizar el resto
de las operaciones en paralelo se usa el estandar MPI a través del paquete NMPI que permite
utilizar las tarjetas SCI para las comunicaciones.

Una de las caracteristicas del cédigo es que puede desactivar parte de los cédlculos que
se pueden realizar que no son estrictamente necesarios para aumentar la velocidad de la
ejecucién como puede ser la generacién de graficas en tiempo real, el guardar el estado en
disco o el calculo de los invariantes que pueden no ser necesarios para determinados estudios.

Existe ademds un sistema de configuracién en tiempo real que permite variar los pardme-
tros de la simulacién asi como pararla en cualquier momento.

Los resultados obtenidos son los esperados y son comparables a los de la bibliografia lo
que permite asegurar su fiabilidad y uso en posibles estudios posteriores.

29
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8.2. Futuras lineas de investigacién

Actualmente las lineas de investigacién usan modelos de las escalas pequenas para realizar
simulaciones con altos ntimeros de Reynolds reduciendo asi el coste computacional. Existen
modelos que permiten obtener la evolucion del campo de velocidades, si bien no se ha conse-
guido aplicarlos con éxito al estudio de la dispersién de particulas.

Como posibles ampliaciones de este proyecto se podria anadir alguna de las siguientes
lineas de investigacién:

= Simulacién de la evolucion temporal de un conjunto de particulas en el interior de un
flujo turbulento para su posible caracterizacién. Estudios de dispersién de particulas,
de fluctuaciones de concentracién de contaminantes o de fluctuaciones de temperatura.

= Busqueda de algoritmos de integracion temporal mas precisos o con menor coste compu-
tacional.
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Apéndice A
Cédigo fuente

En este apéndice se incluye el codigo fuente del programa estructurado en los distintos
archivos que lo componen. A continuacién se describen brevemente los archivos que componen
el proyecto:

= navier_mpi.c: En este archivo esta la definicion de la funcion main.

= navier_mpi.h: Fichero de cabecera de todos los demés en el que se definen las estruc-
turas de datos y las declaraciones de funciones.

» inicializacion_mpi.c: En este fichero se definen las funciones de inicializacion y fina-
lizacién en las que se reserva la memoria y libera.

= integracion_mpi.c: Fichero en el que se definen las funciones relacionadas con los
pasos de integracién.

= vorticidad _mpi.c: Fichero en el que se define la funcién que realiza los cédlculos de
< )
uxw]| .
k

= espectro_mpi.c: Fichero en el que se definen las funciones que calculan el espectro y
los pardmetros asociados.

= invariantes_mpi.c: Fichero en el que se define el cédlculo de invariantes.

s funciones_aux_mpi.c: Fichero en el que se definen el PID y funciones auxiliares de
menor interés.

= imagenes_mpi.c: Fichero que reune todos las funciones que generan las distintas grafi-
cas de resultados.
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