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Existen tipos celulares que no pueden ser criopreservados con facilidad mediante las

1. INTRODUCCION

técnicas convencionales tales como el slow freezing. En estos casos los mejores resultados se
han obtenido mediante el uso de técnicas de vitrificacion; no obstante la alta concentracion de
crioprotector necesaria para vitrificar resulta frecuentemente toxica.

En el presente apartado se expondran diversos modelos matematicos del fendmeno fisico
de vitrificacidn mediante una técnica basada en el uso de radiacidn laser. Con esta técnica se
pretende alcanzar velocidades de enfriamiento del orden del millén de grados por segundo,
muy superior a la convencional obtenida por la inmersidn directa de la muestra en nitrégeno
liquido (varios miles de grados por segundo), y suficiente para vitrificar incluso agua pura.

Como se ha indicado anteriormente el método aqui expuesto consistiria en la aplicacion de
una radiacion laser infrarroja sobre una célula o conjunto de células aprovechando el objetivo
del microscopio de tal forma que se mantenga la temperatura de la muestra
permanentemente a 372C, aun cuando todo el medio extracelular se va enfriando hasta
alcanzar -1509C. Llegados a este punto, se desconecta subitamente el laser y la célula vitrifica.
Es la evolucidn de la temperatura en diferentes puntos de la muestra a lo largo del tiempo lo
que se modelard a continuacién, extrayendo de tales resultados una confirmacién numérica de
la alta velocidad de enfriamiento que se alcanza con este procedimiento.

Como hipdtesis de partida supondremos que el medio criogénico en que se situara la
muestra se encuentra en estado de reposo de tal forma que el Unico mecanismo de
transferencia de calor que se contemplara serd el de conduccion. Asi mismo se consideraran
diferentes modelos matematicos para el perfil de calentamiento de la luz emitida por el laser
en toda su zona de influencia, desde un modelo uniforme hasta un modelo de perfil gaussiano
mas cercano a la realidad.

Debido que la célula es basicamente una disoluciéon de agua y sales encerrada por una
membrana semipermeable, y teniendo en cuenta que el primer paso de los experimentos con
esta técnica se desarrollan con agua pura, modelaremos las muestras como si fueran de agua,
al objeto de obtener una estimacion de las velocidades de transferencia de datos con la técnica
antes expuesta. A estos efectos la consideraremos como un disco plano.
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2. ECUACION DE TRANSFERENCIA DEL CALOR

La transferencia de calor es aquella ciencia que busca predecir la transferencia de energia
que puede ocurrir entre cuerpos materiales, como resultado de una diferencia de temperatura.
La termodinamica por su parte proporciona un nombre a esta transferencia de energia: calor.

La experiencia ha demostrado que cuando existe un gradiente (una variacion) de
temperatura en un cuerpo tiene lugar una transferencia de energia desde la region de mayor a
la de menor temperatura. En esta situacién la energia es transferida por conduccién vy la
rapidez de transferencia de energia por unidad de darea resulta proporcional al gradiente
normal de dicha temperatura:

qg 0T
p— M _—
A Jx
Una vez introducida la constante de proporcionalidad correspondiente, la expresién se

transforma en:

q= —kAg

Donde q es la rapidez de transferencia de calor y aT/ax es el gradiente de temperatura en

la direccién del flujo de calor. A la constante de proporcionalidad positiva k se denomina como
conductividad térmica del material, y el signo menos de la expresidn se inserta con objeto de
gue se satisfaga el segundo principio de la termodinamica, es decir, el calor debera fluir hacia
abajo en la escala de temperatura (de temperaturas altas a temperaturas bajas). A la expresion
anteriormente referida se la denomina habitualmente como ley de conduccidn de Fourier en
honor al fisico matematico Joseph Fourier, quien realizd importantes contribuciones en el
tratamiento analitico de la transferencia de calor por conduccion.

A partir de la expresion que recoge la ley de Fourier de la transferencia de calor nos
planteamos el problema de determinar la ecuacién basica que gobierna la transferencia de
calor en un sélido.

Considérese el sistema unidimensional que aparece reflejado en la figura 1. Si el sistema se
encuentra en un estado estacionario, es decir la temperatura no cambia con el tiempo, la
resolucidn del problema tan solo exige integrar la ecuacion de conduccion de Fourier y sustituir
los valores adecuados para resolverla para la cantidad deseada. No obstante si la temperatura
cambia con el tiempo, o si hay fuentes de calor o sumideros dentro del sélido, la situacién se
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torna algo mas compleja. Consideremos el caso general en el que la temperatura puede estar
cambiando con el tiempo y dentro del cuerpo puede haber fuentes de calor. Para el elemento
de espesor dx se puede realizar el siguiente balance de energia, valorando la cantidad de
energia que entra, la que sale y a que se genera:

Energia conducida en la cara izquierda + calor generado dentro del elemento = cambio en la
energia interna + energia conducida fuera de la cara derecha

Estas cantidades de energia estdn dadas de la siguiente manera:
, - aT
Energia en la cara izquierda: g, = —kAa
Energia generada dentro del elemento: gAdx
. . aT
Cambio en la energia interna: pcA de

Energia hacia fuera de la cara derecha:

oT oT  a / T
v =~k Gl = =[G+ (50

Donde:
q: refleja la energia generada por unidad de volumen.
c: calor especifico del material

p: densidad
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— Ggen ™ gA-dx

J—X—{ dx L—

Figura 14. Volumen elemental para el analisis de la conducciéon de calor unidimensional

La combinacidn de los elementos expresados antes nos da:

kAl v gadx = pea’l A[kaT+ a(kaT)d]
dx qadx = pec ot Jdx Ox\ OJx x

Simplificando la expresién anterior obtenemos:

6(k6T>+,_
ax\“ox) T 1T PO

Esta es la ecuacién de conduccion de calor unidimensional (tengamos en cuenta que solo
se contempla la variacion en la direccidon x). Con objeto de generalizar dicha expresion a las tres
dimensiones (x, y, z) realizaremos el balance de energia considerando el calor conducido hacia
adentro y hacia afuera de un volumen unitario, en las tres direcciones coordenadas, tal y como
se muestra a continuacion:

dE

Ax + qy + Gz + Qgen = Ax+dax T Qy+dy T Qz+az + E
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9y + ay

Qx + dx

Figura 15. Volumen elemental para el analisis de la conduccién en coordenadas cartesianas

Y las cantidades de energia estan expresadas por

aT
qy = —kdydz x
= kaT+ g kaT dx|dyd
Terax = = |* 5y ﬁ( ﬂ) x] ez
aT
qy = —kdxdy@
- [kaT+ 0 (kaT)d | dxd
aT
q, = —kdxdya

or 0 ¢ 0T
Qz+dz = — [k —+ = (k —Z) dz] dxdy

dgen = qdxdydz
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dE_ dddaT
dT—pcxyzaT

De manera que la ecuacién general de conduccién de calor tridimensional es:

d (kaT)+ d <k6T>+ a <k6T>+ . aT
Jx\ 0x dy\ dy dz\ 0z 1= P

Suponiendo la conductividad térmica constante, la ecuacién anterior se escribe como:

0T 0T 0°T ¢ 10T
2t T 4o

a2 a2t 5z z o7

Donde la cantidad a = k/pc se denomina difusividad térmica del material. Cuanto mayor

sea el valor del citado parametro, tanto mas rdpida sera la difusién de calor a través del
material. Esto puede observarse examinando los parametros que conforman a.

= Un elevado valor de a puede ser el resultado de un alto valor de conductividad
térmica, que indicard una elevada rapidez de transferencia de energia o de un valor
bajo de la capacidad calorifica pc.

= Un valor bajo de la capacidad calorifica significard que se absorbera dentro del material
una menor cantidad de la energia en movimiento y serd utilizada para aumentar la
temperatura del material; por tanto, habra mas energia disponible de transferencias
ulteriores.

En las expresiones anteriores, la expresion para la derivada en x + dx se ha descrito en la
forma de una expansidn en serie de Taylor empleando para el desarrollo tan solo los dos
primeros términos de la serie.

Si bien la expresion de la ecuacidn de transferencia de calor se ha expresado por defecto en
coordenadas cartesianas, es posible adecuar la expresién de la ecuacion a las coordenadas que
mejor se adapten a la geometria del problema a resolver, tal y como podremos comprobar mas
adelante, siendo las mas habituales la expresion en coordenadas cilindricas y esféricas.
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En coordenadas cilindricas:

Tras aplicar la transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas,
mediante la aplicacién de las expresiones de equivalencia:

x =71cos ¢
y =rsen¢
z=12z

Obtenemos como resultado:

T 10T 1 9°T 09°T g 10T

Fr T PR F R o i

N

>y

X (b)

Figura 16. Volumen elemental para el analisis de la conduccién en coordenadas cilindricas
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En coordenadas esféricas:

Tras aplicar la transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas,

mediante la aplicacién de las expresiones de equivalencia:

x =rcos 0 sen ¢
y =rsenf sen ¢
Z=2zcos¢

Obtenemos como resultado:

0°T 10T = 10°T 9°T ¢ 10T

vyt ezt a2 T kT a ot

>y

x {c)

Figura 17. Volumen elemental para el anélisis de la conduccidn en coordenadas esféricas
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3. MODELOS SISTEMA VITRIFICACION ULTRA-RAPIDA

3.1.MODELO MATEMATICO PERFIL LASER UNIFORME

Como primer modelo de la situacién fisica que nos ocupa vamos a considerar una situacién
bidimensional en la que tendremos un disco circular de radio R., que modelara la célula, que se
halla irradiada por un laser, (al que supondremos un radio de influencia R, algo superior al
tamafio de la muestra para disponer de un margen de seguridad entre la muestra y el entorno)
de forma que supondremos que ha alcanzado una temperatura estacionaria igual a T, en
todos los puntos de su superficie. El soporte de la muestra es enfriada (supondremos situada
en el interior de una cryostage o dentro de los capilares de policarbonato) con alguna de las
técnicas disponibles, a una temperatura Tey. Podemos depreciar efectos de borde y considerar
la situacién tal y como se muestra en la ecuacién siguiente.

Tine SiT < Ry
T(r,0,t) =
Text SIT > R

De esta forma mantenemos a una temperatura habitable tanto la muestra como una zona
del entorno de la misma, dado que el laser no se puede ajustar con tanta precision al borde
exacto de la muestra. La ecuacidon de transferencia del calor serd, tal y como se indicé
anteriormente:

1 0T(r,6,t)
2 = '’ ’7
VT (1,6,t) = % T

Dada la geometria cilindrica del problema se representara la dicha ecuacién en
coordenadas cilindricas:

0°T(r60,) 107(r0,) 1 9°T(r0,0) 109T(r,0,0)
or? T or T2 002 T a ot

Donde a es una propiedad fisica conocida como difusividad térmica, que en el caso del
agua (H,0) tiene un valor de 1,48-107 m?/s.

Con objeto de simplificar el cdlculo y evitar que los resultados dependan de valores y
unidades concretas de las variables fisicas vamos a proceder a adimensionalizar previamente
las mismas, de la siguiente forma:
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Variable Rango Variable Rango
Original g adimensional &
0 R=— 0,1
‘ [0, c0] - [0,1]
0
0 [0,27] = — [0,1]
2n
«t
t [0,00] T=% [0,00]
0
T - Text
T 0,00 n= —— 0,1
[ ] Tint - Text [ ]

Tabla 1. Variables adimensionalizadas para resolver el problema

Asi pues realizando los cambios de variable propuestos en la tabla anterior obtenemos que:

1 9%n 1 on 1 9%n
(Tint — Texr) R_(Z,W + RO_R (Tint — Texr) m + W (Tint — Texr) m
1 an
= E (Tint — Texr) Ry07

Simplificando la expresién anterior obtenemos la expresién adimensionalizada de la

ecuacion diferencial de transferencia de calor en coordenadas cilindricas:

PnROT) 1RO 1 (R OT) _ IR 9,7
9R? R~ 0R RZ ™ 067 dt

Donde las variables (R,,7) son adimensionales, e independientes del sistema de

unidades elegido. Dada la simetria cilindrica del problema, al haber modelado la muestra a

irradiar como un circulo plano, la temperatura adimensional n resulta independiente de la

variable (), por lo que la ecuacidn diferencial en derivadas parciales se reduce a:

’n(R,t) 1 0dnR,1)  n(R,1)
dR? R O0R ot

Dadas las caracteristicas de la ecuacién diferencial se aplicara el método de la separacion

de variables, por lo que la funcién de temperatura se descompondra como:

n(R,7) = T(R)B(7)
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Sustituyendo esta expresion en la ecuacion diferencial anterior:

9’ T(R)B(7) 4 1 aT(R)B(r) _ ar(R)B(2)
dR2 R R B at

Sacando factor comun y agrupando adecuadamente los términos:

92r(R) 1 or(R 0
ﬂ(T){ GR(2)+ R aiz )}= F®) i(:)

Obtenemos:

1 (0°T(R) 1 dr(R) 1 dB(7)
F(R){ aRZ TR aR }: B(x) ot

Como puede comprobarse el término de la izquierda de la igualdad anterior depende
exclusivamente de la variable radial (R), mientras que el miembro de la derecha depende
Unicamente de la variable temporal (t), lo cual Unicamente puede ser cierto para todo valor de
Ry T si ambos miembros son constantes, e iguales a —A.

Dado que el segundo miembro de la ecuaciéon depende Unicamente de la variable
temporal, la ecuacién diferencial en derivadas parciales se transforma en una ecuacién
diferencial lineal ordinaria:

1) _

B ar

La solucién de la ecuacion anterior presenta un comportamiento exponencial cuya
expresion es la que se indica a continuacion:

B(1) = Ae ™™

Una vez resuelto el comportamiento del término temporal pasemos a resolver el término
radial. Al igual que ocurria con el otro miembro de la igualdad, tan solo depende de una
variable por lo que la ecuacion diferencial en derivadas parciales se reduce a una ecuacién
diferencial ordinaria.

9’T(R) 1 9r(R) _
dR2 R OR —AT(R)
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Desplazando todos los términos al primer miembro de la igualdad obtenemos:

92T(R) 1 aT(R)
dRZ2 ' R OR

+AT(R) =0

Multiplicando por R> ambos miembros de la igualdad obtenemos:

2
g2 T®) - OT(R)

AR?’T(R) =0
0R? OR * (®)

Esta ecuacion diferencial corresponde con la denominada como ecuacién diferencial de
Bessel, cuya resolucién se abordara empleando el método de Frobenius; este método consiste
en considerar que la solucién de la ecuacidn anterior se puede expresar como una serie de
potencias, reduciendo el problema a determinar los coeficientes o términos de dicha serie. La
expresion general de una solucion en serie de potencias del tipo Frobenius sera:

+o0

I'(R) = R Z a,R"

n=0

Con objeto de sustituir en la ecuacion diferencial anterior calculemos previamente la
derivada primera y segunda de la serie de potencias anterior:

dr(R) - O
R = kR*-1 z a,R™ + R¥ z na,R™" 1
n=0 n=0
+00 +o0 +00
d?T'(R) _ _ _ _ _
T " k(k — 1)R* ZZaan + kR* 1ZnanR” 1+ kR 1ZnanR” 1
n=0 n=0 n=0
+00
+ RF Z n(n—1) a,R"?
n=0

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacion diferencial de Bessel, obtenemos:
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+o0o +00 +o0o
R2 |k(k — 1)RF"2 z a,R" + kR z na,R"! + KRk z n a,R"1
n=0 n=0 n=0
+00 + oo +00
+ RF Z n(n — 1)a,R" 2|+ R|kR¥? Z a,R™ + R™ Z nanR"‘ll
n=0 n=0 n=0
+0o0
+ ARK*2 z a,R"=0
n=0

Desarrollando los productos de la expresion anterior obtenemos:

+o00 +0oo +00
k(k — DR* Z a,R" + kRK*1 z na,R"! + KRk Z n a,R"1
n=0 n=0 n=0
+00 +00 +00
+ RF*2 z n(n — 1)a,R" 2 + kR¥ z a,R™ + R¥*1 z na,R"1
n=0 n=0 n=0
+o00
+ ARKYZ Y R = 0
n=0

A continuacion agrupamos los términos:

+00 +0o0 +o00 +00
k(k—1) Z a,R"* + 2k Z n a,R"* + Z n(n — 1)a,R™* + Z(n + k)a, R™**
n=0 n=0 n=0 n=0
+00
+ AZ aan+k+2 =0
n=0

En el dltimo término de la expresidn anterior, realizamos un cambio de variable m=n-2, con
objeto de que las potencias de la variable R queden todas con el mismo exponente.

+00 +00 +00 +
k(k—1) Z a,R"* + 2k Z n a,R"** + Z n(n — 1a,R"k + Z(n + k)a, Rk
n=0 n=0 n=0 n=0
+o0

+ 1) ap_,R™* =0

m=2

Descompongamos la expresion anterior valorando los sumatorios para n=0 y n= 1;
asimismo en el indice del ultimo miembro de la expresién anterior realizamos el cambio n=m.
asi obtenemos:
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k(k — D[aoR* + a;R** 1] + 2k[a;R¥*'] + [kagR* + (k + 1)a,R**1]

+oo +oo +oo
+ k(k—1) Z a,R™* + 2k Z n a,R™* + Z n(n — Da,R™*
n=2 n=2 n=2
+00 +o
+ Z(n +k)a,R™E + AZ a,_,R" =0
n=2 n=2

Desarrollando los productos y agrupando en las diferentes potencias de R, obtenemos:
[agk (k — 1) + kay]R* + [ak(k —1) + 2ka; + a;(k + 1)]RF*?

+00
+ Z[(k(k - 1)+ 2kn+ n? + ka, + Aan_z]Rn+k -0
n=2

Simplificando se llega a que la ecuacion anterior se reduce a:

+o00
k?agR* + a;(k* + 2k+1) + ) (k> + n?+ 2kn)a, + Aa,_, =0

n=2

Para que la igualdad anterior se cumpla los tres sumandos de la ecuacion deben ser nulos,
por lo que se plantean las siguientes igualdades:

(1) k?ay = 0; de donde k = 0 Va,
(2) (k* + 2k + 1)a, = 0;de donde a; =0
3)(k?+ 2k + Da, + Aa,_, =0; na, + Aa,_, =0

Desarrollemos la ecuacién en diferencias finitas, dando valores a n, con objeto de obtener
una expresion cerrada para los coeficientes a,,.

(1)Tl+2

2

n=2; 4a, + gy =0;a, = —Zao;a2=—lm
A

n=3; 9az+ Aa; =0;a3 = —§a1; az =0

0+4
1

. 1 . _ . _ 12 _AZ (7)
n=4; 16a,+ Aa, =0;a, = Eazr Cq—mao— 21(0 + 2)!
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n=>5; 25a5+1a3=0;a5=—ﬁa3;a5=0

10+6
n=6; 36as+ Ada, =0;a¢ = —ia-a —_—/13(1 = _/’13L
T orte T A T Te T T3 T Y6 T 36.4-16 0 31(0 + 3)!

Del desarrollo anterior se puede concluir que los coeficientes del desarrollo en serie de
Frobenius de la ecuacién de transferencia del calor se ajustan a la expresidn siguiente:

( (1)0+n
2 2 .
a, = !l(—l)z m,sz nes par
0,sin es impar

Por lo que la solucién de la componente radial de la ecuacidn diferencial de transferencia
del calor se expresard en series de Frobenius como se indica a continuacion:

) + . + . + + (_/1)2 (7)
F(R) =R Z aan =R Z aan + R Z aan = ZW n
n=0 npar nimpar j=0 (T) ! (T) !

Simplificando obtenemos como solucion:

+o00

-1 11
r(R) = L0 +))! (EﬁR>

2j+0

Expresion que puede identificarse con el desarrollo en serie de la funcién de Bessel de
primera especie y orden 0, por lo que la expresion puede reducirse como sigue:

[(R) = Jo(VAR)
Asi pues la evolucion espacio temporal de la temperatura adimensional de la muestra

desde el instante en que desaparece la accion de la luz laser y queda sometida a temperaturas
extremas viene dada por:

n(R,7) = AJo(VAR)e™*
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Una vez obtenida la solucién basica de la ecuacidn diferencial en derivadas parciales, valida
para todos los valores del pardmetro A, aplicaremos la condicién de contorno espacial
consistente en imponer que mas alld de los limites de la zona de influencia del laser (R=1), la
temperatura adimensional es nula mientras que en el interior de dicha zona (y por tanto en el
interior de la muestra) se mantiene a valor 1, es decir que se cumple la expresion del perfil de
temperatura adimensionalizada un instante antes de apagar el laser,:

1siR<1

n(R, 1) =
O0siR>1

Las condiciones de contorno a aplicar quedan como se indica:
N(R,0)|g=1 = AJo(VAR)e *|g_; = 0 de donde Jo(VAR)|g=, = 0
Para que la funcion de Bessel de orden cero sea nula es preciso que:
VAR|g=1 = jon, VN E N

Donde jo, representa la raiz n-ésima de la funcién de Bessel de orden 0. Asi pues el
pardmetro A queda acotado como se muestra a continuacién:

A= jé,vne N

De aqui se puede concluir que la solucién de la ecuacion de transferencia de calor se puede
expresar como combinacién lineal de diferentes términos (tantos como raices presenta la
funcién de Bessel. Asi pues quedaria:

+00
IR = ) AJo(joR)e int
n=1

Una vez obtenida la solucién basica de la ecuacidn diferencial en derivadas parciales, valida
para todo los valores del parametro A aplicaremos la condicién de contorno restante y que
consiste en imponer que en el instante 1=0, cuando la luz laser que se apaga la temperatura de
la zona de influencia del laser (y con ella la muestra a criopreservar) se encuentra a Ty, 0 lo
gue es equivalente a que la temperatura adimensional sea igual a 1 para dicha zona:

+o0o
IR Dlemo = 15 ) AnJojonR)e in = 1
n=1
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Por lo que se reducird el problema a calcular los coeficientes A, tales que satisfagan la
expresion:

400
> Ando(jonR) = 1
n=1

Para resolver esta presién acudimos al apéndice |, en el que se muestran las propiedades
principales de las funciones de Bessel, entre las que encontramos la que sigue:

+ oo

1 )
P = 24P I <10n )
L jpn Jp+1Upn)

Tomando en la expresion anterior p =0y A=1, obtenemos:

1=2 aR
Z]On]l(]On)]O(]O )

De donde identificando términos con la expresién de nuestro desarrollo nos permite
obtener el valor de los coeficientes A,:

2
Jon J1(ion)

Ap =

Por lo que finalmente la expresidon de la evolucidn espacio-temporal de la temperatura
adimensional de la muestra queda como se indica a continuacién:

+00

2 2
IR = ) ————Jo(jnoR)e in"
n=1]0,n]1(]0,n) O(nO )

Con objeto de visualizar la evolucion de la temperatura de los diferentes puntos del disco,
una vez que se procede al apagado del l3ser, y consecuentemente la muestra queda expuesta a
las bajas temperaturas del entorno que lo rodea necesitamos crear utilizando el software
Matlab diferentes funciones auxiliares que nos seran de utilidad.

Dado que la expresidn final de la evolucidn espacio-temporal de la temperatura requiere
evaluar la funcion de Bessel de primera especie y orden cero en puntos proporcionales a las
raices de la propia funcidn, el primer paso consiste en la determinacién de tales puntos. Para
ello se programa la funcién raizBesselJO(N, h).
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function R = raizBessellO(N, h)

%Funcion que calcula los N primeros ceros de la funcién Jo(x) tomando como paso de
iteracion el parametro h. Devolvera como resultado un vector con los ceros buscados de la
funcidn de Bessel de primera especie y orden 0. El valor tipico para h sera 0.01

a=0;
b =0;

for i=1:1:N

end

while sign(Bessel(0,a)) * sign(Bessel(0,b)) > -1
b=b+h;

end

X = a:h:b;

R(i) = fzero(inline(‘Bessel)(0,x)’), [a,b]);

A=b;

En la expresion anterior indicar que:

Bessel(0,a) es una funcién propia de Matlab, proporciona el valor de la funcion de
Bessel de primera especie y orden cero en el punto x = a; esto es Jy(a).

raizBesselJO(N,h) proporciona las N primeras raices de la funcion de Bessel de primera
especie y orden cero. Se tomard como valor tipico para el pardmetro h el valor 0,01.

En la siguiente gréfica se muestra el comportamiento matematico de la funcién de Bessel

de orden cero en el intervalo [0, 20], observando su comportamiento oscilatorio amortiguado

caracteristico, asi como los cortes de la funcidn con el eje de ordenadas.
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Funcion Jo(x)

1 T T T T T T T T T

Figura 18. Representacion de la funcion de Bessel de primera especie y orden cero en el intervalo [0,20]

A modo de ejemplo, la ejecucién de la funcién raizBessellO(6, 0.01) proporciona los

valores:
Orden 12 29 30 40 50 62
Raiz 2.4048 5.5201 8.6537 11.7915 14.9309 18.0711

Tabla 2. Primeras raices de la funcidn de Bessel de primera especie y orden cero

Una vez disponemos de esta funcion auxiliar que nos permite calcular las raices j,, ya es
posible implementar un cddigo Matlab en el que se simule la funcidon que modela la evolucion
de la temperatura en los diferentes puntos del disco que conforma la muestra sometida a la
accion del laser, una vez desaparece el efecto de éste. Para ello se implementa la funcion [R,T]
= discoRconst(N, h, tfin).
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function [R,T] = discoRconst(N, h, tfin)

%function [R,T] = discoRconst(N, h, tfin) nos va a permitir representar informacion del
campo de temperaturas resultante de resolver la ecuacion de calor para el modelo uniforme
de calentamiento de la muestra por parte del laser. Para simplificar el resultado e
independizarlas del sistema de unidades las variables se van a adimensionalizar.

% N: Numero de sumandos para el desarrollo en serie

% h: Precision e la variable radial

% tfin: Instante de tiempo hasta el que se desea estudiar la evolucion temporal
%0btengamos en primer lugar las N raices de la funcion Jo[x] que nos interesan
jO = raizBesselJ(N,0.01);

%inicializamos las variables en primer lugar

B=0;i=1;k=1;r=1;

'Calculando....'
for R=0:h:1
for tau=0:0.01:tfin
for n=1:1:N
B =B + (2/(j0(n)*Bessell(1,j0(n)))) *Bessel)(0,j0(n) *R) *exp(-1*tau*j0(n)"2);
end
T(r,i) = B;
i=i+1;
B=0;
end
r=r+1;
i=1;
end
R =0:h:1;

'Modelo generado...'

Departamento Fisica Aplicada Il | Escuela Superior de Ingenieros de Sevilla



Modelado matemitico e
implementacién practica de
sistema de vitrificacion ultra-
rapida mediante radiacion laser

El programa anterior genera una matriz en la que se recoge para cada punto R; de la zona
de influencia del laser (incluyendo la zona ocupada por la muestra) el valor de la temperatura
n(R;,T;), es decir un campo de temperaturas que evoluciona en el tiempo una vez ha cesado la
influencia del laser como consecuencia de la transferencia de calor hasta zonas mas frias del
medio. La precisidon del modelo vendra controlado por los pardmetros N (nimero de sumandos
incluidos en la expresidn) y del pardmetro h (determina lo densa que sera la nube de puntos de
la muestra en que se calcula la temperatura).

A modo de ejemplo determinemos la evolucién temporal en cuatro puntos diferentes de la
regidén; concretamente en R=0, R=0.25, R=0.5 y R=0.75. Como puede verse en las graficas
siguientes, las curvas denotan una rapida evolucion desde la temperatura interior (n = 1) hasta
la temperatura exterior (n = 0), observandose que la rapidez con que se alcanza esta
temperatura aumenta a medida que nos acercamos al extremo de la zona. Esto puede
comprobarse con mayor facilidad superponiendo las diferentes curvas sobre unos ejes
comunes.

Evolucidn temperatura adimensional R =0 Evolucion temperatura adimensional R =0.25

o o o o

» N @ ©

o o o o

» N @ ©
L L

temp-adim
o o o o
N W = o
L L
temp-adim
o o
oW

o
L
o

o
o

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
tau tau

o

Evolucidn temperatura adimensional R=0.5 Evolucidn temperatura adimensional R =0.75

temp-adim
temp-adim

0 02 04 06 08 1 12 14 186 18 2
tau

Figura 19. Evolucién temporal de la temperatura para R=0, R=0.25, R=0.5 y R=0.75
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Evolucion temporal de la temperatura adimensional en diferentes puntos
T T T T T T T .
—R=0
——R=025
—~R=05 H
R=075

Temperatura adimensional

08 09

05
tiempo adimensional

Figura 20. Superposicion de las curvas de evolucidon temporal de la temperatura para R=0, R=0.25, R=0.5 y R=0.75

Una vez que disponemos del campo de temperaturas de la muestra almacenado para
distintos instantes de tiempo, y hemos observado la tendencia de la misma a alcanzar la
temperatura del medio que la rodea, el siguiente paso es llevar a cabo una estimacion de cuan
rapido se alcanza dicha temperatura; este parametro se conoce como velocidad de
enfriamiento.

Hay muchos tipos de células para los que aun no se han desarrollado protocolos aceptables
de criopreservaciéon dado que la concentracidén de crioprotector requerido para evitar la
formacién de hielo intracelular es demasiado alta para que muchas células los toleren. Entre los
principales tipos de célula para los que aun no se han desarrollado protocolos realizables de
congelacion se encuentran los hepatocitos, los dvulos humanos, granulocitos, etc.

Asi pues en el presente proyecto tratamos de profundizar en un método alternativo de
criopreservacién al uso de crioprotectores que permita evitar la formacién de cristales de hielo;
la opcidn que se plantea es mantener una muestra celular a una temperatura habitable en un
entorno que alcanza una temperatura muy baja (utilizando por ejemplo nitrégeno liquido),
mediante la aplicacion de un laser de potencia adecuada (controlada a través de mediciones de
la temperatura de la muestra, tal y como se vera mas adelante). En un determinado instante se
procede al apagado del laser y la muestra queda sometida a unas temperaturas muy bajas, de
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tal forma que por transferencia de calor se ird enfriando hasta alcanzar la temperatura del
entorno. Como se va a poner de manifiesto en el presente documento esto tiene lugar a una
velocidad tan elevada que no se llega a producir el fenédmeno de cristalizacién.

Como su propio nombre indica denominamos velocidad o tasa de enfriamiento a la rapidez
con que la temperatura de la muestra varia en el tiempo. Si ésta es suficientemente rapida
logramos evitar la formaciéon de cristales que dafian el material a preservar, supuesta la
temperatura interior de la muestra constante en todos sus puntos como consecuencia del
efecto del laser.

Dada la expresion de la evolucion espacio temporal de la temperatura una vez el efecto de
calentamiento del laser ha desaparecido y la temperatura de la muestra tiende a equilibrarse
con el entorno que la rodea:

+oo

R, = R n R Jon
n(R.) = Z]On]l(]On)]O(] ° )e

La velocidad de enfriamiento se obtendra derivando la expresion anterior respecto a la
variable temporal:

077(R T) ]On onT
(R )_ - _2211 On)]O(]noR)e ~J

Expresion que obviamente depende tanto del tiempo como del punto de la muestra que
consideremos.

Dado el comportamiento asintdtico de las curvas un procedimiento adecuado para lograr
una estimacién promedio de la velocidad de enfriamiento consiste en calcular la pendiente de
la linea recta en la parte central de la curva, en una banda del 60%, concretamente en la zona
de la curva comprendida entre el 20% y el 80% del valor maximo de la temperatura
adimensionalizada.

Para obtener la evolucién de este pardmetro en toda la zona de influencia del laser (dada
su simetria circular nos centraremos tan solo en una seccién radial de la muestra), en primer
lugar implementaremos una funcién que nos permita calcular el valor mas aproximado posible
a un valor dado dentro de la curva de evoluciéon de temporal de temperaturas. Esta funcion
sera x = buscaTemperatura(A, T, t) implementada en Matlab a través del siguiente cddigo:
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function x = buscaTemperatura(A,T,tiempo)
%function x = buscaTemperatura(A,T,tau,tol) buscar el valor A en el vector T, o al menos el
que mas se acerque y devolvera el valor del instante de tiempo correspondiente

d=1;
while T(d)>A
d=d+1;

end

x = tiempo(d);

Utilizando esta funcién auxiliar e incorpordndola a la funcion de cdlculo del modelo de
temperatura, es posible determinar para diferentes puntos a lo largo de la coordenada radial la
velocidad de enfriamiento adimensional como la pendiente de una recta que linealiza el
modelo en una banda del 60% del valor maximo, esto es:

0.8 T’(RUO) - 0.2 77(Ru 0) -0 6n(RU 0)
T2— T ' T2—T1

(R, 7) =

Con objeto de sistematizar la determinacion de la velocidad de enfriamiento
implementamos en Matlab el cédigo de la funcidn [R, tasa] = tasaRconst(N, h, tfin).

function [R, tasa] = tasaRconst(N,h, tfin)

%function [R,tasa] = tasaRconst(N, h, tfin) nos va a permitir representar informacion de la
tasa de enfriamiento adimensionalizada de la muestra a lo largo de un eje radial, empleando
un modelo uniforme de perfil del laser

% R: Puntos de la coordenada radial en los que se evalua la tasa de enfriamiento
% tasa: Tasa de enfriamiento para cada uno de los puntos del disco

% N: Numero de sumandos para el desarrollo en serie

% h: Precision en la variable temporal

% tfin: tiempo adimensional en el que se estudiara la evolucién de la temperatura

%0btengamos en primer lugar las N raices de la funcion Jo[x] que nos interesan

jO = raizBesselJ(N,0.01);
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%Calculemos entonces en el punto R=1, por simplicidad

B=0;i=1;k=1;r=1,;
t =[0:0.01:tfin];

'Calculando....'

for R=0:h:1

for tau=0:0.01:tfin

for n=1:1:N
B =B + (2/(j0(n)*Bessell(1,j0(n)))) *Bessel)(0,j0(n)*R) *exp(-1*tau*;j0(n)A2);

end
T(r,i) = B;
i=i+1;
B=0;

end

taul = buscaTemperatura(0.8*T(r,1),T(r,:),t);
tau2 = buscaTemperatura(0.2*T(r,1),T(r,:),t);

tasa(k) = 0.6*T(r,1)/(tau2-taul);
k=k+1;
r=r+1;
i=1;
end
R =0:h:1;
'Modelo generado...'

A partir de lo anterior obtenemos las curvas que se muestran a continuacién, pudiendo
observar las siguientes peculiaridades:

= Permanece practicamente constante a lo largo de toda la coordenada radial, dado que
todos los puntos de la muestra, con el modelo elegido, se encuentran inicialmente a la
misma temperatura.

= En el entorno de R=1 se observa que la velocidad de enfriamiento tiende a infinito. Esto
es debido a la naturaleza del modelo, dado que en R=1 la funcién no es continua ni
derivable, existiendo una discontinuidad de salto. Debido a esta discontinuidad el
modelo no funciona adecuadamente en su contorno.
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= Debido a que la serie se ha truncado a un valor limitado de N el comportamiento
entorno a cero del presente modelo no se ajusta correctamente a menos que el
ndmero de puntos que tomemos sea muy alto.

Evolucién de la tasa de enfriamiento con la coordenada radial
70
T T T T T T T T T

60— -

50— -

Tasa de enfriamiento

20 —

Figura 21. Evolucidn de la tasa de enfriamiento en funcidn de la coordenada radial

Como es posible ver en la primera de las dos curvas que se muestran a continuacién,
existen una serie de oscilaciones entorno a R=0, debido a que se ha utilizado un numero
limitado de puntos N. Podemos observar en la segunda de las curvas que con un numero
suficiente de puntos se obtiene una curva mucho mas suave:
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Evoluci6n de la tasa de enfriamiento con la coordenada radial
(s T T T T T T T T =

Figura 22. Evolucidn de la tasa de enfriamiento en torno a R = 0. Oscilaciones ocasionadas por el uso de un nimero
finito de puntos

Evolucidn radial de la velocidad de enfriamiento N=500 puntos
60 T T T T T T T T T

40t .

30F .

velocidad de enfriamiento

Figura 23. Evolucién de la tasa de enfriamiento en funcién de la coordenada radial para N=500 puntos
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Con objeto de comprobar la influencia del nimero de puntos de calculo elegido para
obtener el modelo matricial del campo de temperaturas de la muestra se observa en la figura
siguiente la aproximacién al comportamiento de la temperatura en t=0 (justo tras apagar el
laser) a lo largo de la coordenada radial para N=1, 5, 20 y 100 puntos de calculo. Podemos
observar como a medida que el pardmetro N crece la curva se va aproximando cada vez mas a
un valor uniforme, a excepcién del entorno cercano de R=1 donde la discontinuidad de salto
origina que el modelo no funcione del todo correctamente.

Influencia del pardametro N en el modelo
T T T T T T T

—N=1 punto

——— N =5 puntos
16 —— N =20 puntos ~
N =300 puntos

Temperatura adimensional

02 I L L ! | L L L I
0

Figura 24. Temperatura adimensional en funcién de la coordenada radial para diferente nimero de puntos de
calculo (N=1, N=5, N=20 y N=300)
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3.2.MODELO MATEMATICO PERFIL LASER CUADRATICO

El objeto del presente apartado es alcanzar un modelo mas cercano a la realidad,
contemplando para ello que haz laser no calienta por igual a todos los puntos de la muestra,
considerando una distribucion de temperaturas en forma de parabola, de forma que el maximo
se produzca en el centro de la muestra (supuesto coincidente con el centro del haz laser),
descendiendo cuadraticamente hasta el borde de la misma, donde se obtiene un valor nulo,
compatible con la temperatura del entorno.

Al igual que sucedia en el modelo lineal, la variable radial se normalizara respecto a la zona
de influencia del laser (Ro) de forma que la muestra queda dentro de la misma (R,) y se define
un cierto margen de seguridad entre la muestra y el entorno.

Para ello, la evolucidn radial de la temperatura se modelara como se indica en la expresién
siguiente:

( R\*
1- (—) si|R| <1
M) =1 4
kO, en caso contrario

Modelo cuadrético de calentamiento del laser

—_

c o o o o o o
W = M ® N @ W

Temperatura adimensional

o
(]

0.1

Figura 25. Perfil cuadratico de la radiacion laser que incide sobre la muestra
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La resolucion de la ecuacidn de transferencia de calor en coordenadas polares, modelando
la zona de influencia del laser dentro de la cual se encuentra la muestra a criopreservar como
un circulo de radio R=1 e imponiendo una temperatura adimensional nula en el extremo radial
R = 1 de tal forma que en el intervalo |R|< 1 la muestra se encuentra a una temperatura
adecuada, lejos del frio del entorno, conduce a la siguiente expresion:

+00
n(R,1) = Z Anlo(jn,oR)e_jg'"T
n=1

Teniendo en cuenta el perfil cuadratico del laser, reducimos el problema a calcular los
coeficientes A, tales que en el instante inicial, permitan que se cumpla:

+o0
1R0) = ) Ano(jngR) = 1= R?
n=1

La resolucidén de esta expresidn requiere del desarrollo en serie de Fourier-Bessel de la
expresion cuadratica. Con objeto de entender el desarrollo realizaremos a continuacién una
introduccidn al significado de las series de Fourier-Bessel.

Definicién: Dada una funcidon f(x) se conoce como desarrollo en serie de Fourier-Bessel a un
desarrollo matematico de la forma siguiente:

F&) = ) Adne)
r=1

Donde a, son las raices de la funcidon de Bessel de orden n, esto es:
{ar € R|Jp(ay) =0}y < ap <

Para realizar el desarrollo de Fourier-Bessel de una funcidn f(x), todo se reduce a elegir n (en
nuestro caso tomaremos n=0) y a realizar el calculo de los distintos coeficientes A,, para lo que
nos basaremos en dos propiedades de las funciones de Bessel:

1
(1)] Xn(a ) p(agx)dx =0,Vr #s
0

1 1
@ [t @)dx = 5T (@)
0
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Obtengamos a continuacion, basandonos en las propiedades anteriores, el valor de los
coeficientes A, que constituyen la base del desarrollo de Fourier-Bessel. Partimos de la
expresion genérica de la expresidn del desarrollo en serie de una funcion f(x):

f(x) = zAr]n(arx)
r=1

Multipliquemos ambos miembros de la igualdad por el término xJ,(as), obteniendo:

Xf (@) = ) An(@r) Jn(@s5)
r=1

Procedamos a integrar ambos miembros de la igualdad en el intervalo [0,1]:

1 1 3%
n(asx)dx = ArJn(ay n(asx)d
fo Xf (O (@) dx fo Zl Ju(@e) o (@) dx

Aplicando la propiedad de linealidad de la integral definida podemos intercambiar los
operadores integral y suma, de tal forma que la expresién queda como:

1 +oo 1
fo Xf () (@sx)dx = ZA fo % Jn(ty ) (arsx) dx

Aprovechando las propiedades (1) y (2), anteriormente mostradas, obtenemos que:

1

! 1
| 2o @dx = s [ witeadx = A3 S @)
0

0

De donde despejando, obtenemos la expresion que permite calcular los coeficientes del
desarrollo en serie de Fourier-Bessel de una funcién dada f(x):

As

2 1
) f xf () (asx)dx
S 0

B ]‘r21+1(a

Asi pues para el caso que nos ocupa deberemos hallar los coeficientes A; tales que
permiten calcular el desarrollo en serie de Fourier-Bessel de la funcién cuadrdtica. En definitiva
podemos reducir el problema a calcular los coeficientes A tales que satisfagan:
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+00
1= R*= > 4gJo(jngR)
s=1
Donde los coeficientes se calcular a través de:

2 1 )
Ag = ]12(—“5)]0 x(1 — x*)]o(asx)dx

La expresion integral anterior puede descomponerse en dos integrales diferentes:

2
Ji(as)

2 1 1
45 = ]12(055),’;) xJo(asx)dx — fox3]o(asx)dx

Calculemos ambas integrales por separado:

2 1
1.1) ]f(—as)fo xJo(asx)dx

Realicemos el cambio de variable a.x = z, que permiten transformar la integral anterior (I.1)
en la siguiente:

2 f“s z Jo )dz
]12(as) 0o @s as
Aplicando la propiedad integral de la funcion de Bessel recogida en el anexo B:

[ g0 dx = 27100

Obtenemos que la integral I.1 quedaria como:

2 1 (% 2 .
f 2o(@)dz = —o— 2] ()| =
0

JZ(ay) a? a?j?(as)

as] 1 (a's)

A continuacion resolvamos la segunda integral de la expresion (1.2):

2 1 3
1.2) jlz(—as)fox Jo(agx)dx
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Para resolver esta expresion en primer lugar realizamos el cambio de variable axx = z, que
permiten transformar la integral anterior (1.2) en la siguiente:

2 As 5
]1((15),[ as ]0() as 3112(“5)[0 z°]y(2)dz

Integral, esta ultima, que por su estructura resolveremos mediante la técnica de
integracion por partes, para lo que definimos las variables u y v, segun la expresion:

fudv= uv — fvdu
u= z%du=2zdz
dv = zJy(2)dz; v = fz]o(z)dz
Por lo que la expresién quedara como:
2 2 S s
w2 o 23] (2)dz = T @l - 2 INCUAGLEE 412( 5 [/ (as) -
2
2221,@)o°] = s [adfi(as) — 2ad)2(as)]
La relacion de recurrencia entre funciones de Bessel de diferentes érdenes establece que:
2n
]n—l(x) = 7]n(x) - ]n+1(x)
Aplicandolo para el caso en que n=1, obtenemos:
2
Jo(x) = ;]1(95) = J.(x)
De donde despejando la expresidon de la funcion de Bessel de orden 2, se tiene que:
2
J2(x) = ;]1(95) = Jo(x)

Sustituyendo esta igualdad en la expresion de la integral anterior, y teniendo en cuenta que
o, son las raices de la funcion de Bessel de orden cero, esto es J, (a;) = 0, obtenemos que:
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2
e S)f z3],(2)dz = e S)[ a3l (ay) — 4agj,(ay)]

Por lo que sumando las expresiones obtenidas paral.1 e |.2 obtenemos que:
ho= e [ 2 (eI =

= ——— | x(1 - x9))y(asx)dx = ———

RLCON ’ a3, (as)

De esta forma se obtiene la expresion de la evolucion espacio temporal de la temperatura
adimensional en el caso de que modelemos el perfil de temperaturas del ldser de forma
cuadratica dentro de la zona de influencia del mismo:

+oco

8
TI(R.T) Z Onjl( On)]O(]nOR)e ]On

Obtenida la expresion matematica del modelo de evolucidon espacio-temporal de la
temperatura adimensional desarrollamos un algoritmo en Matlab que permita generarlo,

function [R,T] = discoRcuad(N, h, tfin)

%function [R,T] = discoRcuad(N, h, tfin) nos va a permitir representar informacion del campo
de temperaturas resultante de resolver la ecuacidn de calor para el modelo cuadratico de
calentamiento de la muestra por parte del laser. Para simplificar el resultado e
independizarlas del sistema de unidades las variables se van a adimensionalizar

% N: Numero de sumandos para el desarrollo en serie

% h: Precision de la variable radial

% tfin: Instante de tiempo hasta el que se desea estudiar la evolucion temporal

%0btengamos en primer lugar las N raices de la funcion Jo[x] que nos interesan
jO = raizBesselJ(N,0.01);
%inicializamos las variables en primer lugar
B=0;i=1;k=1;r=1;
'Calculando....'
for R=0:h:1

for tau=0:0.01:tfin
for n=1:1:N
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B =B + (8/(j0(n)*3*Bessell(1,j0(n))))*Bessell(0,j0(n) *R/A) *exp(-1*tau*j0(n)~2);

end
T(r,i) = B;
i=i+1;
B=0;
end
r=r+1;
i=1;
end
R =0:h:1;

'Modelo generado...'

El programa anterior genera una matriz en la que se recoge para cada punto R; de la
muestra el valor de la temperatura n(R;, t;), es decir un campo de temperaturas que
evoluciona en el tiempo una vez ha cesado la influencia del |dser como consecuencia de la
transferencia de calor hasta zonas mas frias del medio. La precision del modelo vendra
controlado por los pardmetros N (nimero de sumandos incluidos en la expresion) y h
(determina lo densa que serd la nube de puntos de la muestra en que se calcula la
temperatura).

A modo de ejemplo determinemos la evolucién temporal en cuatro puntos diferentes de la
muestra; concretamente en R=0, R=0.25, R=0.5, R = 0.75. La relacién entre del tamafo de la
muestra y la zona calentada por el laser variara dependiendo del tipo de célula que se someta a
la accion de la radiacidon laser; obviamente se contempla una zona de transicién entre la
muestra y su entorno, con objeto de no someter a la membrana de la célula a temperaturas
muy bajas.
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Figura 26. Evolucién temporal de la temperatura para R=0, R=0.25, R=0.5 y R=0.75
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Evolucion temporal de la d | en puntos
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Figura 27. Superposicion de las curvas de evolucidon temporal de la temperatura para R=0, R=0.25, R=0.5 y R=0.75

Una vez que disponemos del campo de temperaturas de la muestra almacenado para
distintos instantes de tiempo, y hemos observado la tendencia de la misma a alcanzar la
temperatura del medio que la rodea, el siguiente paso es llevar a cabo una estimacidn de la
velocidad de enfriamiento.

Dada la expresion de la evolucién espacio temporal de la temperatura una vez el efecto de
calentamiento del laser ha desaparecido y la temperatura de la muestra tiende a equilibrarse
con el entorno que la rodea:

400

8 2
R, = _— 'n R —JonT
n(Rz) Zjé,dl(jo,n)]"(’ oR)e

n=1

La velocidad de enfriamiento se obtendra derivando la expresidon anterior respecto a la
variable temporal:
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+o0o

on(R,1) 8 -
uR,1) = ——= _Zf] n,oR )e~Jon®
ot ]0,n]1(]0,n) O(]n'o )

n=1

Expresion que obviamente depende tanto del tiempo como del punto de la muestra que
consideremos.

Dado el comportamiento asintdtico de las curvas un procedimiento adecuado para lograr
una estimacién promedio de la velocidad de enfriamiento consiste en calcular la pendiente de
la linea recta en la parte central de la curva, en una banda del 60%, concretamente en la zona
de la curva comprendida entre el 20% y el 80% del valor maximo de la temperatura
adimensionalizada.

Utilizando esta funcion auxiliar e incorporandola a la funcion de célculo del modelo de
temperatura, es posible determinar para diferentes puntos a lo largo de la coordenada radial la
velocidad de enfriamiento adimensional como la pendiente de una recta que linealiza el
modelo en una banda del 60% del valor maximo, esto es:

0.8n(R;,0) — 0.2n(R;,0) _0 677(Rl-, 0)
T2— 11 . T2— T

p(R,7) =

Con objeto de sistematizar la determinacidn de la velocidad de enfriamiento
implementamos en Matlab el cédigo de la funcidn [R, tasa] = tasaRcuad(N, h, tfin).

function [R, tasa] = tasaRcuad(N,h, tfin)

%function [R,tasa] = tasaRcuad(N, h, tfin) nos va a permitir representar informacion de la
tasa de enfriamiento adimensionalizada de la muestra a lo largo de un eje radial, empleando
un modelo cuadratico para el perfil del laser

% R: Puntos de la coordenada radial en los que se evalua la tasa de enfriamiento
% tasa: Tasa de enfriamiento para cada uno de los puntos del disco

% N: Numero de sumandos para el desarrollo en serie

% h: Precision en la variable temporal

% tfin: tiempo adimensional en el que se estudiara la evolucion de la temperatura

%0btengamos en primer lugar las N raices de la funcion Jo[x] que nos interesan
jO = raizBesselJ(N,0.01);

%Calculemos entonces en el punto R=1, por simplicidad
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B=0;i=1;k=1;r=1,;
t = [0:0.01:tfin];

'Calculando....'

for R=0:h:1

for tau=0:0.01:tfin

for n=1:1:N
B =B + (8/(j0(n)*3*Bessell(1,j0(n)))) *Bessel)(0,jO(n) *R) *exp(-1*tau*j0(n)"2);

end
T(r,i) = B;
i=i+1;
B=0;

end

taul = buscaTemperatura(0.8*T(r,1),T(r,:),t);
tau2 = buscaTemperatura(0.2*T(r,1),T(r,:),t);

tasa(k) = 0.6*T(r,1)/(tau2-taul);
k=k+1;
r=r+1;
i=1;
end
R =0:h:1;
'Modelo generado...'

A partir de lo anterior obtenemos las curvas que se muestran a continuacién, pudiendo
observar las siguientes peculiaridades:

= La distribucidén de temperaturas no es constante en toda la zona de influencia del laser
ya desde el instante t=0, dado que el perfil del |aser decrece suavemente.

= A la luz de las curvas que muestran la evolucién temporal de la temperatura con el
tiempo para diferentes puntos de la zona muestran como la pendiente de las mismas
se va haciendo cada vez menor hasta alcanzar el punto extremo de la zona de
influencia del laser, R=1. Evidentemente la velocidad de enfriamiento no sera
constante en toda la zona sino que ird decreciendo. Con objeto de evitar que los
puntos de la muestra vitrifiquen a velocidades excesivas resultara conveniente ajustar
la zona de influencia del laser de forma que la influencia del mismo en la zona ocupada
por la muestra sea lo mas uniforme posible.
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= Entorno a R =0 la tasa de enfriamiento adquiere valores proximos a los obtenidos para
el modelo uniforme antes estudiado

Evolucién de la tasa de enfriamiento con la coordenada radial
25 T T T T T T T T T

Tasa de enfriamiento

05 —

0 1 | Il | 1 Il | Il |
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Coordenada radial

Figura 28. Evolucidn de la tasa de enfriamiento en funcidn de la coordenada radial

Con objeto de analizar el efecto del pardmetro N (niumero de términos de la serie) y
comprobar lo bien que se adapta el desarrollo en serie de Fourier — Bessel realizado para la
funcién cuadratica respecto de la funcidén original, en la siguiente grafica se muestra el
resultado para diferentes valores de N.
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Curva evolucion radial de |a temperatura ent =0 paraN=1234 5200
12 T T T T T T T T I

temperatura adimensional

02 1 | 1 | | 1 | 1 |
0

Figura 29. Influencia del nimero de términos N en la aproximacion al perfil cuadratico de temperaturas en el
instante t=0 en funcién de la coordenada radial. Se comprueba para N=1,2,3,4,5 y 200 puntos.

En esta grafica puede observarse como incluso truncando la solucién en un nimero
reducido de puntos la curva de distribucién radial de la temperatura para cada instante se
aproxima notablemente a la curva real, especialmente a medida que nos alejamos de la
coordenada R=0.

A continuacién se muestra igualmente la evolucién temporal de la temperatura de la
muestra en un punto concreto de la misma en funcién del pardmetro N, observando como el
efecto es exactamente el mismo.
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Curva evolucion temporal de la temperatura en R=0 paraN=12345 200
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Figura 30. Influencia del nimero de términos N en la evolucidn temporal de la temperatura de la muestra a partir del

instante t=0 para el punto central de la muestra R = 0. Se comprueba para N=1,2,3,4,5 y 200 puntos.

Como puede observarse en las curvas precedentes la principal diferencia aportada por el

restante nimero de parametros de la suma que constituye la solucidon se encuentra en el

entorno del centro de la muestra y en los instantes iniciales del enfriamiento de la misma,

mientras que en las proximidades al borde de la zona de influencia del laser y a medida que nos

acercamos al régimen permanente el error que se comete tiende a cero.

En la figura siguiente se observa el comportamiento de la temperatura de la muestra en

R=0 en los primeros instantes que transcurren tras el apagado del laser
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Curva evolucion temporal de la temperatura en R=0 paraN=123,45 200
T T T T T

temperatura adimensional
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005 0.1 0.15 02 025
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Figura 31. Influencia del nimero de términos N en la evolucién temporal de la temperatura de la muestra a partir del
instante t=0 para el punto central de la muestra R = 0. Detalle del entorno t=0, donde se observa la principal
diferencia y como a medida que aumenta el nimero de puntos se produce una convergencia. Se comprueba para N=
1,2,3,4,5y 200 puntos.
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3.3.MODELO MATEMATICO PERFIL LASER GAUSSIANO

El objeto del presente apartado es alcanzar un modelo mas cercano a la realidad,
contemplando para ello que haz laser no calienta por igual a todos los puntos de la muestra,
considerando una distribucion de temperaturas en forma de campana gaussiana, de forma que
la mayor parte del calor se concentra en el entorno del centro y se va reduciendo a medida que
nos alejamos del centro de la muestra.

Para ello, la evolucion radial de la temperatura se modelara como se indica en la expresion
siguiente:

_RZ
I'(R) = e P si|RI<1
0, en caso contrario

Donde el pardmetro B permite modelar la anchura del haz del laser y consecuentemente
de la curva gaussiana.

Perfil gaussiano para distintos valores de beta
T 7T T

Beta=025
Beta=100
Beta=200
Beta=500 H

07

Temperatura adimensional

Coordenada radial (R)

Figura 32. Perfil gaussiano de la radiacion laser que incide sobre la muestra para diferentes valores de beta. Cuanto
mayor es el pardmetro mas uniforme sera el calentamiento de la muestra y por tanto mas constante sera la
velocidad de enfriamiento en la muestra.
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La resolucion de la ecuacién de transferencia de calor en coordenadas polares (modelando
la muestra a criopreservar como un circulo de radio R=1, imponiendo una temperatura

adimensional nula en el extremo radial de la muestra, esto es en R= 1 conduce a la siguiente
expresion:

+00
IR = ) AJo(jmoR)e in"
n=1

Teniendo en cuenta el perfil gaussiano del laser, reducimos el problema a calcular los
coeficientes A, tales que en el instante inicial, permitan que se cumpla:

—R?

1(R,0) = ZAnlo(]noR) =¢F

La resolucién de esta expresion requiere del desarrollo en serie de Fourier-Bessel de la
expresion gaussiana por lo que los coeficientes anteriores se resolveran a través de:

4y = ]m( = f xf (O (ats0)dx

Asi pues para el caso que nos ocupa deberemos hallar los coeficientes A, tales que
permiten calcular el desarrollo en serie de Fourier-Bessel de la funcion gaussiana. En definitiva
podemos plantear el problema como calcular los coeficientes A, tales que satisfagan:

2 +oo
X
e b = E As]O(]n,Ox)
s=1
Donde los coeficientes se calcularan a través de la expresion integral siguiente:

2 (=
A, = ]lz(—as)fo xe P Jo(asx)dx

Para resolver esta expresion en primer lugar realizamos el cambio de variable asx = z, que
permite transformar la integral anterior en la siguiente:

Z2

ze “Sﬁ]O (2)dz

As = aslt (as)f
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Dada la complejidad de la integral anterior, que involucra tanto funciones de Bessel como
la funcion campana de Gauss, procedemos al desarrollo en serie de la funcion Jo(z). La
expresion general de dicho desarrollo responde a la férmula siguiente:

> 1" 2n+m
]m(x):Zn!F(r(l+3n+1)(g) conT(n+m+1)=(n+m)!

n=0

Adaptandola al caso que nos interesa, esto es m = 0, obtenemos

C (CDF 72k
Jo@ = ) T (E)
k=0

Con lo que la integral a resolver quedaria en la siguiente forma:

(- 1)k Zk
A. = a Bz d
s a5]1(“s)f 2% ) i (3) @2

Aplicando la propiedad de linealidad de la integral obtenemos que:

2k

2 O (-DF s (- 2
As = as]f(as)kzzo i, S ez

Procedamos a realizar el siguiente cambio de variable:

z? 2zdz a?Bdx
X = —5=; dx = T,de donde dz =
aéB asB 2z

Por lo que la integral anterior quedarad como se muestra a continuacion:

PR oY Ve JUNET ) L B ST VL T AN T S
T ) &K fo ¢ ok P " Jia) & kK ( 4 ) fo ¢

Para resolver el término integral recurrimos a la solucion 2.321 recogida en el libro Table of
Integrals, series and Products, de 1.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, donde se establece la
siguiente relacion de recurrencia:
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xMed* m

fxmeax _ — = | ym-1pax
a a

Si expandimos la relacién de recurrencia anterior, de manera sucesiva obtenemos:

o ax xMmeax
xe =

_ m[xm Mo, M=), mn—D(m—2)
a? a3

x™m3 4

Por lo que la integral quedard como:

Aplicando esta expresién a la férmula que nos permitird calcular los coeficientes A
obtenemos:

LB D asﬁ"f% .

TRy 4\ ) ¢
B e CDR@p\ e L DK,
RN HCAYAN < 4 ) ]Zoe EICEDIM

Simplificando obtenemos:

k k 1 k—j
A= ]f(ﬁas)kz(k'lk)' < ) X =)

j=0

Sacando factor comun k! y simplificando obtenemos:

oo k 1 k k :
PR G (azﬁ) Be B (-DF (a) p
T4 kN4 ) JHa4 k\4) Lk-)

Expresion que puede descomponerse en dos sumandos, que resolveremos por separado.
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Ak

B w(—l)k<a§ﬂ>k_ B~ (—1)k
Fladg ko \4) )

Donde se ha seleccionado:

aip
4

Desarrollando la serie obtenemos:

B NCDF B <_ a3 )
Fapl = 4 T R\ 7!

Observamos que puede identificarse con el desarrollo en serie de una exponencial, por lo
gue podra simplificarse como se indica a continuacion (para A pequefio):

B ”(4ﬁcwy= B ()
Blagl ki \'4 )~ JEa)

A continuacion centrémonos en el segundo miembro de la expresion:

peF & (—1)k<a3>" SN

Fa) g ko\4) L=

Donde se denominara:

2 k j

as Z B
C=-yD, =

47T L))

Por lo que la expresidn anterior quedara como:

Por lo que la expresiéon mas cerrada a la que se llega de los coeficientes corresponde con:
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“ N

B -(%8) pe B (-1

4

JHCAN Bl & K

Ag =

Sacando factor comun llegamos a la expresion:

__Fk —CB _ EAN D" k
1 G it

De esta forma se obtiene la expresion de la evolucion espacio temporal de la temperatura
adimensional en el caso de que modelemos el perfil de temperaturas del ldser de forma
cuadratica dentro de la zona de influencia del mismo:

+oo ©
p 1 (-1
"R = D e\ T =40, o oR)e T

k=0

Expresion analitica que resulta poco practica por su complejidad a la hora de
implementarla en un algoritmo. En nuestro intento de determinar la evolucion de la
temperatura de la muestra de forma analitica sin necesidad de recurrir a la resolucion de
métodos numéricos de resolucion tales como la técnica de los elementos finitos hemos
obtenido expresiones manejables para el caso de los modelo lineal y cuadratico, no asi para el
caso del modelo gaussiano.

Obtenida la expresion matematica del modelo de evolucidon espacio-temporal de la
temperatura adimensional para el caso de un perfil gaussiano desarrollamos un algoritmo en
Matlab que permita generarlo; para ello se obtiene una serie de funciones auxiliares que
permiten determinar los diferentes coeficientes del modelo:

function C = coeficiente(j,A)

%function C = coeficiente(j,A) es una funcién que permitira calcular los coeficientes del
desarrollo de forma que resulte convergente para valores grandes de N, evitando calcular
factoriales muy grandes o potencias elevadas.

C=1,;

for i=0:1:j-1
C=C*A/(i+1);

end
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A partir de los coeficientes anteriormente mostrados y que implementan los factoriales
calculamos los coeficientes D, del modelo anteriormente calculados

function Dk = coefDk(N,C,D)

%function Dk = coefDk(N,C,D) calculara los coeficientes Dk del desarrollo Fourier Bessel del
perfil gaussiano

D=0;Dk=0;

for k=0:1:N

H = ((-1)"k)*coeficiente(k,D);
Cl=0;

for 1=0:1:k
Cl = Cl + coeficiente(l,C);
end

Dk = Dk + H*Cl;
end

A partir de los coeficientes D, determinamos los coeficientes A..

function [As,alphas] = coefAs(N,beta,a)

%function As = coefAs(N,beta,a) con esta funcion trataremos de calcular los coeficientes del
desarrollo de Fourier-Bessel del perfil gaussiano con el que estamos trabajando para un
determinado numero de puntos, para una beta determinada y en un intervalo [0,a] que
nosotros elijamos arbitrariamente grande.

alphas = raizBesselJ(N,0.1);
alphas = alphas/a;
i=1;

C = (a"2)/beta;

for i=1:1:N

A = (alphas(i)/2)"2;

D = A*beta;

B = beta/(a*bessell(1,a*alphas(i)))*2;

As(i) = B*(exp(-D) - exp(-C)*coefDk(N,C,D));
end
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Una vez definidas las funciones auxiliares definimos la funcidon discoRgauss que nos permitira
determinar la evolucidn temporal de la temperatura en los diferentes puntos de la muestra.
Hemos de tener en cuenta que el modelo obtenido es realmente una simplificacién, basada en

la adopcién del criterio de que el término %ﬁ sea menor que la unidad y asi poder aplicar el

desarrollo en serie de Maclaurin.

function [R,T] = discoRgauss(N, h, beta, tfin)

%function [R,T] = discoRgauss(N, h, tfin,A) nos va a permitir representar informacion del
campo de temperaturas resultante de resolver la ecuacion de calor para el modelo
gaussiano de calentamiento de la muestra por parte del laser. Para simplificar el resultado e
independizarlo del sistema de unidades las variables se van a adimensionalizar

% N: Numero de sumandos para el desarrollo en serie

% h: Precision de la variable radial

% beta: Parametro beta que da forma a la gaussiana

% tfin: Instante de tiempo hasta el que se desea estudiar la evolucion temporal

[As,alphas] = coefAs(N,beta,a);
B=0;i=1;r=1;
for R=0:0.1:1.0

for tau=0:0.01:T

for n=1:1:N
B = B + As(n)*bessel)(0,alphas(n)*R)*exp(-1*tau*alphas(n)”2);
end
f(r,i) = B;
i=i+1;
B=0;
end
r=r+1;
i=1;
end
tau=0:0.01:T;

El programa anterior genera una matriz en la que se recoge para cada punto R; de la
muestra el valor de la temperatura n(R;,7;), es decir un campo de temperaturas que
evoluciona en el tiempo una vez ha cesado la influencia del |aser como consecuencia de la
transferencia de calor hasta zonas mas frias del medio. La precision del modelo vendra
controlado por los pardmetros N (numero de sumandos incluidos en la expresién) , h

Departamento Fisica Aplicada Il | Escuela Superior de Ingenieros de Sevilla



Modelado matemitico e
implementacién practica de
sistema de vitrificacion ultra-
rapida mediante radiacion laser

(determina lo densa que sera la nube de puntos de la muestra en que se calcula la
temperatura) y B (modelara la curva gaussiana).

Como ya se ha indicado anteriormente la expresiéon obtenida no es general dado que se
requiere que se cumplan unas condiciones concretas que validen una de las simplificaciones
realizadas. Es por eso que este modelo analitico no es viable con objeto de disponer de una
herramienta precisa y no basada en calculos numéricos con los que tomar decisiones. Para este
fin resultan mas recomendables los modelos lineal y cuadratico antes mencionados.

En cualquier caso en la figura siguiente se muestra la evolucidon temporal para distintos
puntos de la muestra, haciendo uso de las funciones anteriores, para los pardametros N=30, f=1
y tfin=0.8

Evolucién de la temperatura para perfil gaussiano
1
T T T T T T T

Temperatura adimensional

| | | 1
01 02 03 04 05 06 07 08
Coordenada temporal adimensional

01 | 1 |
0

Figura 33. Evolucién temporal para diferentes puntos de la muestra de la temperatura supuesto un perfil gaussiano
para el laser.
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Una vez desarrollados algunos modelos matematicos para el sistema de vitrificacion

3.4.RESULTADOS NUMERICOS

ultrarrapido propuesto, siguiendo como objetivo el obtener resultados analiticos (con objeto
de poder realizar suposiciones e hipdtesis que no podrian tomarse en el caso de resolver las
ecuaciones diferenciales haciendo uso de calculo numérico) hemos obtenido que los modelos
lineal y cuadrdtico se aproximan bastante bien al comportamiento dela evolucion de la
temperatura en la muestra irradiada por un dispositivo laser, a partir del instante en que se
apaga y se deja a la muestra bioldgico a merced de las bajisimas temperaturas del entorno.
También hemos observado como el modelo gaussiano no resulta sencillo de utilizar por cuanto
gue no es posible simplificar todo lo deseable su expresion.

Todos los modelos matematicos antes desarrollados se han calculado haciendo uso de
variables adimensionales que evitan la dependencia de los resultados obtenidos del sistema de
unidades elegido. Hemos comprobado asimismo que era posible evalia la velocidad de
enfriamiento de la muestra de forma adimensional; especialmente adecuado para esta
estimacion resulta el modelo lineal, donde al modelar la temperatura de la muestra como
uniforme se obtiene una velocidad de enfriamiento también constante en practicamente toda
la muestra. Como se obtuvo anteriormente la curva de la velocidad de enfriamiento
adimensional se muestra a continuacion:

Evolucidn radial de la velocidad de enfriamiento N=500 puntos
60 T T T T T T T T T

50+ .

30 .

20+ .

velocidad de enfriamiento

Figura 34. Velocidad de enfriamiento adimensional en funcidn de la coordenada radial.
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Con objeto de obtener una estimaciéon numérica de la velocidad de enfriamiento en
condiciones reales de temperatura interior y exterior, asi como para muestras bioldgicas de
diferentes tamafios, vamos a aplicar las expresiones de normalizacién a la inversa,
considerando los siguientes valores numéricos:

2
m
a=147- 1077 - (Difusividad térmica del agua)

k= a- (Tint - Text)/R(z)

Teniendo en cuenta que la velocidad de enfriamiento adimensionalizada se ha calculado
contemplado como la pendiente de una recta que linealiza el modelo de temperatura en una
banda del 60% del valor maximo, esto es:

An  08n(R;,0)— 0.2n(R;,0) —0 677(Ri.0)

R,1) =—
R, At Ty — Ty Ty — T1

Deshaciendo la normalizacién de las variables 7 y T, obtenemos:

T— Text
A_n — A (Tint — Text) — R(Z) E(gc/s)
At A (a_t> a (Tint - Text) At
R3

De donde despejamos la expresion de la velocidad o tasa de enfriamiento medida en

grados centigrados por segundo como:

AT a (Tipe — T, A
E(QC/S) _ ( mtR2 ext) A_ﬂ
3 T
Con objeto de comprobar los resultados de la velocidad de enfriamiento consideraremos

dos tipos diferentes de muestras:

= Muestras de tamafno reducido (R = 1um): las muestras celulares del ser humano mas
pequefias que resulta interesante vitrificar son los espermatozoides, lo cual resulta
especialmente interesante en el campo de la reproduccion asistida. En la tabla siguiente se
muestran los resultados para diferentes valores de condiciones internas y externas.
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= Muestras de gran tamafo (R = 200um): las muestras celulares del ser humano de mayor
tamafio y cuya criopreservacién realmente motiva la busqueda de diferentes técnicas de
vitrificacion son los évulos. En la tabla siguiente se muestran los resultados para diferentes

valores de condiciones internas y externas.

Temperatura interior

1002C 90°C 37°C 0°C
-602C 5.88-10’ 5.51-10’ 3.565-10’ 2.205-10’
7 7 7 7
Temperatura -1009C 7.35-10 6.98-10 5.035-10 3.675-10
EiiEher -1409C 8.82:10’ 8.45-10’ 6.50-10 5.147-10
-190°C 1.07-10’ 1.029-10’ 8.34-10’ 6.983-10"

Tabla 3. Velocidad de enfriamiento expresada en 2C/s para muestras con un tamafio aproximado de 1 um.

Temperatura interior

1002C 902C 379C 0eC

-602C 1470 1378.13 891.188 551.25

Temperatura -1002C 1837.5 1745.63 1258.69 918.75
EiiEher -140°C 2205 2113.13 1626.19 1286.25
-190eC 2664.38 2572.5 2085.56 1745.63

Tabla 4. Velocidad de enfriamiento expresada en 2C/s para muestras con un tamafio aproximado de 200 um.

Podemos observar que desde un punto de vista tedrico que para el caso de muestras d
gran tamano (mas dificiles de vitrificar) en condiciones préximas a las que se estableceran en la
configuracion experimental se alcanzan velocidades de enfriamiento del orden de 1626.192C/s,
es decir 97571.42C/min (aprox. 10°2C/s). Estos valores de tasa de enfriamiento se encuentran
dentro de las observaciones realizadas experimentalmente.
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