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CAPITULO 4‘

Identificacion de modelos de Volterra basados

en la descomposicion PARAFAC

La gran utilizacion de los modelos de Volterra en numerosos campos hace
que el estudio sobre éstos cobre especial importancia. La complejidad paramétrica
de la que se caracterizan se convierte en su principal inconveniente, esto es debido

a que el numero de coeficientes en sus nucleos es elevado.

En este capitulo, se expondra un método que reduce la complejidad
paramétrica con la ayuda de la descomposicion de PARAFAC, explicada en el
capitulo anterior. Como punto de salida, se considera a los nucleos de Volterra de
orden superior a la unidad como tensores simétricos. Los modelos de Volterra-
PARAFAC asi obtenidos pueden ser vistos como una serie de modelos de Wiener

puestos en paralelo.
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1. Introduccién

Los modelos de Volterra en tiempo discreto, de duracién finita, llamados
también desarrollo en series de Volterra truncados o también modelos
polinucleares no recursivos, pueden ser utilizados para representar todo sistema no
lineal con memoria que se desvanece. Estos modelos han sido objeto de numerosas
aplicaciones en diferentes campos, como por ejemplo la anulacién del eco y del
ruido, la linealizacién de altavoces, el modelado, la igualdad y la pre-distorsion de
canales de comunicacion lineales, el modelado de sistemas fisiologicos, o también el

comando de sistemas no lineales.

Los modelos de Volterra que pueden ser vistos como una extensién no
lineal del modelo lineal con respuesta de impulso finito (RIF), son interpretados en
términos de convoluciones tridimensionales. Poseen dos propiedades interesantes:
linealidad vis a vis de sus parametros, los coeficientes de los ntcleos, y la estabilidad
garantizada en el sentido de entrada limitada-salida limitada. Su principal
inconveniente es su gran complejidad paramétrica en razén del gran ntimero de
coeficientes contenidos en sus nucleos. Existen dos maneras principales de reducir
esta complejidad: una primera aproximacion consiste en desarrollar los nucleos de
Volterra sobre las bases de funciones ortonormales como las funciones de Laguerre,
o las bases ortonormales generalizadas, por ejemplo, las funciones de bases
ortonormales caracterizadas por varios polos. Otra aproximacion, consiste en
considerar los nucleos de Volterra como tensores y en utilizar las descomposiciones
tensoriales como la descomposicion PARAFAC. El resultado son los modelos de tipo
Volterra-PARAFAC, que pueden ser vistos como la puesta en paralelo de una serie

de modelos de Wiener.
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2. Filtros adaptativos.

Los filtros adaptativos son un sistema digital compuesto por un filtro lineal
programable de entrada x(n) y salida y(n). Los coeficientes se reprograman de una
muestra a la siguiente a través de un algoritmo de adaptacién, cambiando su valor
dinamicamente en el tiempo. El sistema puede ser inestable por lo que se utiliza con

mucha frecuencia los sistemas FIR ya que son incondicionalmente estables.

d(n)

x(n) Filtro y(n)
Adaptativo
[ em)

Figura n? 11. Esquema general de filtro adaptativo.

1.1. Filtros Wiener.

Los filtros Wiener son los mejores filtros lineales de minimos cuadrados,
que pueden ser usados para prediccion, estimacion, interpolacién, filtrado de sefial

y ruido, etc.

Para disefiarlos se necesita tener un conocimiento previo apropiado de las
propiedades estadisticas de la sefial de entrada. El problema reside en que este
conocimiento generalmente no se puede obtener. En su lugar se usan filtros
adaptativos, que hacen uso de los datos de entrada para aprender los datos

estadisticos requeridos.

La teoria de Wiener es importante porque los filtros adaptativos que seran

empleados convergen asintdticamente (en media) en la soluciones de Wiener.
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Figura n? 12. Esquema general filtro Wiener digital.

El filtro digital tiene una sefal de entrada y produce una sefal de salida.
Sera un filtro de Wiener si su respuesta impulsiva se elige para minimizar el error
cuadratico medio. El error se define como la diferencia entre la salida del filtro y la

respuesta deseada:

ex = dx — Gk

(4.1)

Cuando se trabaja con filtros de Wiener, generalmente la respuesta deseada
existe s6lo de forma conceptual. Las propiedades estadisticas de la respuesta
deseada y sus relaciones estadisticas con la sefal de entrada al filtro asume que son
conocidas por el disefiador. La situacion es bastante diferente cuando se trata con
filtros adaptativos. En éstos, la respuesta deseada existe como una sefial que puede
ser obtenida como entrada en tiempo real al algoritmo adaptativo, para conseguir
aprender y adaptarse. Los filtros de Wiener no aprenden. Su disefio es fijo, basado

en un primer conocimiento estadistico.
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La respuesta impulsiva del filtro Wiener se obtiene encontrando una
expresion para el error cuadratico medio y minimizdndola con respecto a la

respuesta impulsiva. Elevando al cuadrado en ambas partes, se obtiene:

er = di + gi — 2dy g

(4.2)
Sabiendo que:
Ik = ka—lhl
1=0
(4.3)
se puede sustituir:
e = di + Z Z b fre—1fk—m — 2dk Z fre—1hy
|=—00 m=—0o0 l=—o00
(4.4)

Si tomamos valor medio en ambos lados, encontramos una expresiéon para

el error cuadratico medio (MSE, mean square error):

Ele;] = E[di] + Z Z R E [ fre—ifie-m] — 2 Z Eldy fi—i]ll

l=—00 m=—o0 l=—00

= 0,400 + i i hihm® (1l —m) — 2 i Bra(Dhy

l=—0c0o m=—0c0 l=—0o0

(4.4)
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siendo @gqla autocorrelacion y @4 la correlacion cruzada de dos senales f y d. Si

derivamos con respecto a h, que es la respuesta impulsiva del filtro, e igualamos a

cero para minimizar el error:

> ki G =D = 074()

l:—OO

(4.5)
Esta es la ecuacion de Wiener-Hopf, que en forma de convolucion queda:

hi *@rp(k) = Bpq(k)

(4.6)
Tomando transformada Z en ambas partes;

Drq(2)

H*(Z)q)ff(Z) = q)fd(z) 0 H*(Z) =

(4.7)

Con la solucién de Wiener se puede encontrar la funcién de transferencia
del filtro H*(z) a partir de la transformada Z de la funcién de autocorrelacién de la
sefial de entrada, de la correlacién cruzada de la sefial de entrada y de la respuesta
deseada. Si se sustituye esta ecuacion en la expresion del error se obtiene el valor

del minimo MSE:
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E[efllmin = 0aa(0) = ) hisa(D

l=—0o0

(4.8)

En el presente trabajo se utilizara la medida NMSE (Normalized Mean
Square Error) para presentar los resultados. Esta medida tiene la siguiente

expresion.

M
NMSE = = Z| E
k=1

(4.9)

donde M representa el nimero total de muestras que contiene la sefial.

3. Los modelos de Volterra.

Un modelo de Volterra de orden P de un sistema no lineal, de una entrada y
una salida, causal, estable, con memoria que se desvanece y, por tanto, finita, es

descrito con la ayuda de la relacion entrada-salida siguiente:

p Mp Mp P P
y(k) = hy + Z Z Z hp(ml, ...,mp)l_[u(k—mi) = hy + Zyp(k)
i=1 p=1

p=1m;=1 mp=1

(4.10)



Caracterizacion de canal no lineal usando modelos de Volterra-Parafac

donde u(k) y y(k) designan respectivamente las sefiales de entrada y de salida, P es
el grado de no linealidad del modelo de Volterra, M,, es la memoria del término
homogéneo de orden p representado por y,(k), y h, (ml, ...,mp) es un coeficiente
del nucleo de orden p. Este coeficiente es caracterizado por p indices, puede ser

visto como un elemento de un tensor H, € FMp*Mp>>Mp

de orden p, con
K = R o C, segun sean los coeficientes de los nucleos valores reales o complejos. El

nucleo de orden p esta caracterizado por Mg coeficientes.

Como toda permutacion de indices my,...,m, corresponde a un mismo
producto [[7_; u(k —m;) de entradas retardadas, podemos convocar a todos los
coeficientes asociados a estas permutaciones para obtener un nucleo simétrico

definido como:

1
hp sym (M, -y Mp) = Ez o (M) s M)
()

(4.11)

donde m(.) designa una permutacion de indices m;,...,m,. El numero de

coeficientes independientes contenidos en el nicleo simétrico de orden p es igual a

CMp+p—1

v . Asi, por un nucleo cubico de memoria M3 = 10, el numero de coeficientes

es igual a M3 = 103, en el caso no simétrico y C3% = 220 en el caso simétrico, que

corresponde a una tasa de reduccidon de complejidad del 78%.

El ndcleo de orden p se llama separable si se puede expresar como el

producto de p nucleos de orden uno:
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P .
hp(ml, ...,mp) = 1_L=1 hSL)L

(4.12)

donde h,(,ll)l represeta el m; — ésimo elemento del niicleo de orden un h®. Si el

nicleo separable es también simétrico, entonces los p niicleos de orden un h) son

idénticos y la expresién anterior se convierte en:

P .
hp(ml, ...,mp) = 1_[__1 hﬁ,?L

(4.13)

4. Los modelos de Volterra-PARAFAC

A continuaciéon, vamos ante todo a recordar la descomposicién PARAFAC.
De un tensor, pues utilizaremos esta descomposiciéon para desarrollar los nticleos de

un modelo de Volterra, que nos dara el modelo Volterra-PARAFAC.

La descomposicién PARAFAC de un tensor H € KM1*M2x*Mp de orden Py

dimensiones M; X M, X --- X My, se escribe bajo forma escalar como:

o117 o
= ST = 1t
r=1 p=1

(4.14)
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)

donde A,

_ es un elemento del factor matricial AP e KMpXR p =1,..,P,yResel

rango del tensor.
La ecuacién anterior puede ser reescrita como:

R
= ) AP AP oo
r=1

(4.15)

donde o designa el producto exterior y la A.(,I.J ) r-ésima columna de la matriz A®.
Esta expresion muestra que PARAFAC corresponde a una descomposicion del
tensor de orden P y de rango R, en una suma de R tensores de rango uno, es decir,

una suma de R productos exteriores de P vectores.

Podemos indicar que para un tensor H de orden P de rango uno, (4.14)

pasa a ser:
P ®
hmlrmz"",mp = 1_[ amp mp = 1, ...,Mp
p=1
(4.16)
donde a®’ es un elemento del factor vectorial a® € KMp*R,

mp

Comparando (4.7) con (4.3), podemos por tanto concluir que la
descomposicion PARAFAC de un nucleo de Volterra de rango uno equivale a un

nucleo separable.

10
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En el caso de un tensor H simétrico, de orden P, de rango R, los P factores
matriciales A®), son idénticos e iguales a A. De forma similar, para un tensor H
simétrico, de orden P, de rango uno, los P factores vectoriales a®, p=1,--,P,son

idénticos e iguales a a.

La utilizacién de la descomposicion PARAFAC de un nucleo de Volterra de
orden p, de rango uno, simétrico permite reescribir el término homogéneo y, (k) de

(4.10) como:

yp(k) = Z Z p(ml,.. mp)l_[u(k m;)

mq= 1 p—l

z z aﬁ,’l’i)u(k—mi)z(uT(k)a(m)”

mi=1 mp=1 i=

(4.17)

donde u”(k) = [u(k — 1) - u(k — M,)| € KV*M> es el vector de regresién lineal
asociado al nucleo de Volterra de orden p, de memoria M,, y a(p)T = [agp) . (p)] €

K1Mp esta formado de coeficientes del factor vectorial (vector generador) de la
descomposicion PARAFAC de este nucleo. Nosotros deducimos que (4.17) puede ser
visto como la salida de un modelo de Wiener obtenido concatenando un modelo

lineal RIF, de memoria M, con uno no lineal sin memoria de grado p, como se

ilustra con la ayuda de la Fig. 13.

11
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u(k) ¥p (k)
—> uT(k)a(p) (P —>

A 4

Figura n? 13. Realizacidn del término homogéneo de orden p de un modelo de Volterra como un modelo

de Wiener. Caso de un nticleo de rango uno.

Para un nucleo de Volterra de orden p, de rango r,, simétrico, (4.17) pasa a:

Tp

3 = Y (u@a?)’

r=1

(4.18)

El término homogéneo de orden p puede, por tanto, estar realizado

paralelizando Ty modelos de Wiener, cada uno de estos modelos siendo asociados
con una columna del factor matricial de la descomposicion PARAFAC del nucleo. Por
consiguiente, la salida (4.10) del modelo de Volterra puede ser obtenida como la
suma del término constante hg, y de las salidas de 25:1 1, modelos de Wiener en
paralelo, como se ilustra con la ayuda de la Fig. 2 para un modelo de Volterra cubica,
donde A.(rp ) designa la r-ésima columna del factor matricial de la descomposicion
PARAFAC del nucleo de orden p, p = 2,3, A_(ll) = [h (1) hy(MD]" y uj (k) =
[utk = 1)~ u(k —M,)]op=12y3.

Utilizando la descomposicion PARAFAC de nucleos, la salida del modelo de

Volterra-PARAFAC se escribe como:

p
y() = ho+ ) > (ub()AP)’

p=17r=1

(4.19)
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Figura n? 14. Realizacién de un modelo de Volterra cubico como modelos de Wiener en paralelo.

Por consiguiente, debido a este desarrollo la complejidad queda reducida y

solo se necesitara de un algoritmo recursivo para el calculo de los diferentes

parametros haciendo que la salida sea cada vez lo mas parecida a la entrada. Es de

notar, que este desarrollo reduce complejidad pero, por otro lado, se introducen

errores a la hora de simplificar el modelo. Este hecho se explicara en capitulos

sucesivos.
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