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Introduccion
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1. Introduccidon

La transformada discreta de Fourier (DFT, ‘Discrete Fourier Transform’) juega un papel muy
importante en el disefio, analisis y realizacién de sistemas y algoritmos de tratamiento de sefiales en
tiempo discreto. Las propiedades basicas de la transformada de Fourier (DTFT, ‘Discrete Time Fourier
Transform’) y de la DFT hacen que analizar y disefiar sistemas en el dominio transformado sea
conveniente y practico. Este hecho, junto con la existencia de algoritmos eficientes para el calculo
explicito de la DFT (en el capitulo 2 del presente documento, se describen brevemente algunos de estos
algoritmos, conocidos como algoritmos de transformada rapida de Fourier (FFT, ‘Fast Fourier
Transform’)), la convierten en un componente importante de muchas aplicaciones practicas de los

sistemas en tiempo discreto.

Una de estas aplicaciones es el filtrado lineal (convolucion lineal), considerada una de las operaciones
fundamentales en el procesamiento digital de sefiales. En el capitulo 3 del presente proyecto, se
expondran los métodos empleados tradicionalmente para ello y que son conocidos como algoritmos de
solapamiento y almacenamiento (OLS, ‘OverLap-and-Save’) y solapamiento y suma (OLA, ‘OverLap-

and-Add’), aplicados principalmente en el caso de sefiales de entrada de larga duracion.

En la practica, las sefiales para las que la DFT es computada son a menudo reales y existen multitud
de algoritmos especificamente disefiados para su calculo. La forma mas comuin de abordar el filtrado de
una sefial real es manejar la DFT de las sefiales de entrada y de salida separadamente, sin embargo, estos

métodos no se centran en el proceso de filtrado en si mismo.

En el capitulo 4.1, se presentara un método que realiza el proceso completo de filtrado a partir de
versiones complejas de sefiales reales, logrando asi una considerable reducciéon del tiempo de ejecucion
con respecto a los métodos tradicionales OLS y OLA. El sacrificio es un incremento en la latencia que se
duplica. Mientras que la latencia no es un problema en muchas aplicaciones, si puede llegar a ser un

inconveniente para otras, particularmente en sistemas de tiempo real.

En el capitulo 4.2, se desarrolla una técnica que hace uso de DFI’s complejas para el filtrado de
sefiales reales. Este método presenta la misma latencia que OLS y OLA y se basa directamente en la DFT
tradicional. Ademas, a diferencia de los algoritmos descritos en los capitulos 3 y 4.1, este método no esta
limitado al filtrado por bloques, pudiendo ser usado en cualquier tipo de proceso de convolucion. Esta
técnica reduce el nimero total de operaciones aritméticas, siendo el hecho mas sobresaliente que el

tiempo de ejecucion es inferior al obtenido con los métodos comentados previamente. Por lo tanto, este
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algoritmo puede ser utilizado en aplicaciones que usen sefiales reales y, particularmente, en sistemas de

tiempo real donde la latencia deba mantenerse pequena.

En los capitulos 5, 6 y Anexo se implementan en lenguaje C los algoritmos anteriormente

comentados, se comparan y comentan los resultados obtenidos y se extraen conclusiones.
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Capitulo 2
Algoritmos FFT
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2. Algoritmos FFT

La DFT X[k] de N puntos de la secuencia x[n] son las muestras de la transformada de Fourier
i . . . 21k . . . .
X (ejw) en N frecuencias equiespaciadas Wy = s decir, en N puntos de la circunferencia unidad del

plano complejo. En este capitulo se describen varios métodos muy eficientes que permiten calcular la
DFT. Estos algoritmos se denominan colectivamente transformada rapida de Fourier (FFT, ‘Fast

Fourier Transforny’).

2.1 Breve reseifia historica del desarrollo de la FFT

La primera aparicion de un método eficiente para el calculo de la DFT, como muchos otros
algoritmos, se debe al matematico aleman Karl Friedrich Gauss (1777-1855) [1]. En 1977 Herman H.
Goldstine publicé un libro titulado A History of Numerical Analysis from the 16th Through the 19th Century |2],
en el que describia la existencia de un articulo de Gauss relacionado con algoritmos de interpolacion
trigonométrica, extendido a funciones periddicas, para lo cual recurria a la expansion en series de Fourier
en su forma trigonométrica, y de acuerdo con Goldstine, las simplificaciones matematicas del trabajo
contenian las ideas basicas del algoritmo de la FFT. El algoritmo de Gauss pas6 desapercibido ya que fue

publicado en latin después de su muerte, incluido en la recopilacion de todas sus obras.

En abril de 1965, la revista Mathematics of Computation publicaba el ahora ya famoso articulo de 5
paginas “An algorithm for the machine calculation of complex Fourier series” [3], por James W. Cooley,
investigador especialista en computacion y analisis numérico, y John W. Tukey, profesor de estadistica de
la Universidad de Princeton. A los pocos dias, la atenciéon de la comunidad cientifica involucrada en el
area de Procesamiento Digital de Sefiales se habia volcado sobre el algoritmo descrito, que abria las
puertas a un terreno lleno de posibilidades de aplicaciéon. Este articulo, junto con el proselitismo de
Richard L. Garwin, investigador del Centro de Investigacion Watson de la IBM y compafiero de J.W.
Cooley, hicieron que el algoritmo se difundiera muy rapidamente. Garwin requeria como parte de uno
de sus proyectos un programa que realizara el calculo de la Transformada Discreta de Fourier en tres
dimensiones. Sabiendo de la capacidad de Cooley, decidié invitarlo a participar en el desarrollo,
comentandole las recientes ideas presentadas por el profesor Tukey. Después de unos cuantos meses,
quedo lista una primera versiéon del programa. Los resultados eras buenos, por lo que a sugerencia del
grupo de computacion de la IBM, el algoritmo fue puesto a disposicion del dominio publico. Sin la

tenacidad de Garwin, es posible que la FFT siguiese siendo desconocida hoy en dia.

12
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Unos meses después de que Cooley y Tukey publicaran aquel articulo, comenzaron a surgir reportes
de otros investigadores que habfan utilizado técnicas similares. Philip Rudnick, investigador del Instituto
Scripps de Oceanografia de la Universidad de California en San Diego, sometia un breve comunicado de
dos paginas [4] para su publicacion en la revista Mathematics of Computation. Rundnick reportd que habia
estado usando una técnica similar, adaptada de un trabajo publicado por Danielson y Lanczos en 1942.
Efectivamente, el articulo de Danielson y Lanczos [5] describia en esencia el algoritmo de
desdoblamiento basico de la FFT. Es interesante el hecho de que el algoritmo se presentaba en referencia
al tratamiento de problemas en imagenes de rayos X, un area en la que, muchos afios después de 1942, el
calculo de la Transformada de Fourier habia sido un cuello de botella. Estos autores mostraban cémo
reducir una transformada de 2N puntos en dos transformadas de N puntos, utilizando solamente N
operaciones adicionales. Hoy en dfa el tamafio y el tiempo de calculo de su problema causan pavor. A

continuacioén, se exponen unas lineas extraidas de su articulo:

“Adopting these improvements the approximate times for Fourier analysis are 10 minutes for §
coefficients, 25 minutes for 16 coefficients, 60 minutes for 32 coefficients, and 140 minutes for 64

coefficients”.

Revisando este breve resumen historico, resulta llamativo que los algoritmos anteriores al de Cooley
y Tukey hayan desaparecido o permaneciesen ocultos, mientras que éste tuvo enorme repercusion. Una
explicacién posible es que el interés en los aspectos tedricos del procesamiento digital de sefiales fue
creciendo junto con las mejoras tecnologicas en la industria de los semiconductores, ya que la
disponibilidad de mayor potencia de computo a costo razonable permite desarrollar muchas nuevas

aplicaciones.

A su vez, el avance de la tecnologia ha influido en el disefio del algoritmo. Mientras que en los afios
60 y principios de los 70 el interés se centraba en disminuir el nimero de multiplicaciones, el progreso
revel6 que también son de importancia fundamental el nimero de sumas y de accesos a memoria (desde

el punto de vista del software) y los costos de comunicacion (desde el punto de vista del hardware).

13
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2.2 Aplicacion de la Simetria y la Periodicidad

El calculo directo de la DFT es basicamente ineficiente debido, fundamentalmente, a que no explota

—j2m
las propiedades de simetria y periodicidad del factor de fase Wy = e N . En particular estas dos

propiedades son:

K+

Propiedad de Simetria: w, 2=-wk (@21
Propiedad de Periodicidad: W&*N=wk (2.2.2)

La simetria y periodicidad del factor de fase Wy queda de manifiesto en la siguiente figura. El

ejemplo es para N = 8:

weé=wt=_.,
A
We=wB=.. W7=wh=..
Wh=W12=.. > o=,
W3=W11=... W1=W9=...
v
Wwi=w1i=.,

Figura 2.2.1: Periodicidad y simetria de los factores W

En cambio, los algoritmos FFT aprovechan las propiedades de periodicidad y simetria de la

secuencia W™ para calcular la DFT de forma mds eficiente.

2.3 Descripcion de Algoritmos FFT

Los algoritmos de FFT se basan en el principio fundamental de descomponer el calculo de una DFT
de una secuencia de longitud N en DFTs sucesivamente mas pequefas que se combinan para formar la
transformada de N puntos. Las transformadas de menor longitud se pueden evaluar por métodos

directos o descomponerse a su vez en transformadas mas pequenas.
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La forma en que se aplica este principio conduce a una variedad de algoritmos diferentes, todos ellos

similares en cuanto a mejora de la velocidad de cémputo.

En este capitulo se presentan los algoritmos FFT mas comunes y se realiza una comparativa entre
ellos en cuanto a eficiencia ([0] y [7]). Se estudiara el caso en el que el nimero de puntos de la secuencia
original (N) es potencia entera de 2, en cuyo caso son de aplicacién dos tipos de algoritmos FFT. El
ptimero de ellos, denominado de diezmado en tiempo (DET), se basa en descomponer la secuencia x[n]
en subsecuencias mas pequefias. En el segundo, la sucesién de los coeficientes X[k] de la DFT se
descompone en subsecuencias mas cortas; de ahi su nombre de diezmado en frecuencia (DEF). Ademas
de estos dos tipos de algoritmos, se estudiard un caso mas general en el que N no es necesariamente

potencia de 2, pero sf un nimero compuesto, es decir, producto de dos o mas enteros.

2.3.1 Algoritmos FFT de diezmado en Tiempo

El calculo de la DFT se puede hacer mucho mas eficiente computando mayor cantidad de DFT de

menor longitud (Duhamel y Vetterli, 1990). Este proceso explota tanto la simetria como la periodicidad

—j2m
——nk . ~ .
de e ¥ 7", Los algoritmos en los que la sefial temporal x[n] se descompone sucesivamente en

secuencias mas pequefias se denominan algoritmos de diezmado en el tiempo (DET). Existe un caso
especial en el que N es una potencia entera de 2, es decir, N = 2. Como N es un nimero entero par, se
puede considerar el cilculo de X[k] dividiendo x[n] en dos secuencias de N /2 puntos correspondientes

1 . . .
a las muestras’ pares e impates de x[n]. Ambas secuencias se pueden expresar como sigue:

g1[n] = x[2n] n=01.5-1 (2.3.1.1)

g2ln] =x[2n+1] n=01,.,2-1 (2.3.1.2)

Por tanto, g;[n] y g,[n] se obtienen diezmando x[n] por 2 y, en consecuencia, el algoritmo FFT

resultante se denomina algoritmo de diezmado en el tiempo base 2.

A continuacion, expresamos la DFT de N puntos de x[n] en funcién de las DFTs de las secuencias

diezmadas como sigue:

1 Las palabras muestra y punto se usan en este documento indistintamente para referirse a “valor de una sucesion”.
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N N

71 -1
X[k] = Z x[2n]W2Enk + Z x[2n + 1w, ™D
n=0 n=0
N1 N1
= qunlW + WE Y g nlWih = Gk + WG, (2.3.1.3)
n=0 n=0

Si a lo anterior afiadimos el hecho de que G;[k] y G,[k] son periédicas de periodo N /2, por lo que
Gi[k + N/2] = Gy[K] y G,k + N/2] = G,[k], y ademas Wy *"/* = —W¥, 1a DFT de N puntos de la

secuencia x[n] se puede expresar como:

X[k] = Fy[k] + F,[k] k=01,.. (2.3.1.4)

X[k + N/2] = F;[k] — F,[k] k=0,1,.. (2.3.1.5)
donde F,[k] = G,[k]y F,[k] = W¥G,[k].

A continuacion, se representa el calculo de una DFT de N = 8 puntos a partir de dos DFT de 4

puntos.

x[0]—
x[2]—| DFT
N/2
a4l puntos
x[6]—
x[1]—
XBl—  DFT
N/2
f[5] puntos
X[7]—

\ 4

\ 4

\ 4

\ 4

\ 4

\ 4

\\

“\

\ 4

\ 4

\

\

\

\ 4

\

\

\ 4

\ 4

X[0]

X[1]

X[2]

X[3]

X[4]

X[5]

X[6]

X[7]

Figura 2.3.1.1: Descomposicion de una DFT de N puntos en dos DFTs de N/2 puntos (N=8)
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Resulta interesante comparar el nimero de multiplicaciones y sumas necesarias para calcular la DFT

mediante este método con el que demanda el calculo directo de la DFT. En este ultimo caso, donde no

j2m
: p —kn . . T .
se explota la simetria del factor e N " = W™, se necesitan aproximadamente N? multiplicaciones y

sumas complejas. Si cada una de las transformadas de N /2 puntos, G1[k] y G, [k], se efectda por cilculo
directo, se deben realizar 2(N/2)? multiplicaciones complejas y aproximadamente 2(N/2)? sumas

complejas. Ademas, para combinar las dos DFT's se requieren N productos complejos para multiplicar la

segunda DFT de N/2 puntos, G,[k], por ejonkn = WE" y N sumas complejas para sumar este
resultado con la primera DFT de N/2 puntos, G;[k]. Por tanto, el cilculo de la DFT para todos los
valores de k mediante este método requiere un maximo de N/2+ 2(N/2)* =N/2+ N?/2
multiplicaciones y sumas complejas. Resulta sencillo comprobar que para N > 2, N/2 + N?/2 sera

menor que N? (equivale, aproximadamente, a dividir por 2 el nimero de operaciones).

Si N /2 es par, lo que ocurre cuando N es potencia de 2, se puede considerar calcular cada una de las
dos DFTs de N /2 puntos, Gy[k] y G,[k], dividiéndolas a su vez en dos DFTs de N/4 puntos, que se
combinarfan para obtener las DFTs de N /2 puntos. Por tanto, g;[n] dara lugar a las dos subsecuencias

de N/4 siguientes:

q11[n] = g1[2n] n=01..,5-1 (2.3.1.6)
G12[n] = g1[2n + 1] n=01,.5-1 (2.3.1.7)
q21[n] = ga[2n] n=01.,%7-1 (2.3.1.8)
G22[n] = ga[2n + 1] n=01,.5-1 (2.3.1.9)

Calculando las DFTs de N /4 puntos obtendremos las DFTs de N/2 puntos, Gy[k] v G,[k], a

partir de las siguientes relaciones:

G1lk] = Qu1[k] + Wi 5015 K] k=01, % 1. (2.3.1.10)
Gilk + N/4] = Qy1[k] — Wi 5015 [k] ke=01,..,7—1. (2.3.1.11)
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Gylk] = Quulk] + Wi, Qz0[k] k=01, % 1. (2.3.1.12)
Golk + N/41 = Quulk] — W, Q00[k] k=001, % ~1. (2.3.1.13)

En la siguiente figura se representa la descomposicion de una DFT de N/2 puntos en dos DFTs de

N /4 puntos para el caso de N = 8:

X[O] —p—
X[Z] —p—
x[4] ——

DFT
N/2
puntos

—»— G,[0]
>G4 [1]
> Gy1[2]

—>— G1[3]

—

x[0] >—  DFT
N/4
X[4] —  puntos
x[2] -»— DFT
N/4
x[6] —»—| Puntos

Figura 2.3.1.2: Descomposicion de una DFT de N/2 puntos en dos DFTs de N/4 puntos (N = 8).

Si sustituimos esta estructura en la figura 2.3.1.1, obtenemos como resultado el siguiente diagrama:

_ | DFT > > >
o) NA | A /%13\ g ﬁo
/2 N
x[4]— puntos > > . >
Wi, //WN
x[2]—| DFT > > >
(2] N/ Wﬁ/z\ /‘/ng
(61— puntos | Wi >
Wy
(11— PFT > o o~
N/4 \ /%52 Wy
x[5= puntos [*O=> -
W,\%/2 Wy
x[3]—] DFT > > >
N/4 Wy /2 we
X[7]— puntos [ > >V|/15’/2 ’W7
N

\ 4

X[0]

X[1]

> X[2]

»-
»

\ 4

\ 4

\ 4

\ 4

X[3]

X[4]

X[5]

X[6]

X[7]

Figura 2.3.1.3: Descomposicion de una DFT de N/2 puntos en dos DFTs de N/4 puntos (N = 8).
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Las transformadas de N/4 puntos se pueden seguir descomponiendo en dos transformadas de
N/8 puntos cada una. Esta descomposicién puede continuar hasta llegar a transformadas de 2 puntos

cuyo calculo resulta muy sencillo: si y[n] es una secuencia de dos puntos, la DFT Y[k] viene dada por:

N-1 1
2T 2T
Y[k] = ) ylnle /N = ) yn]e 2% = y[0] + (-Dky[1] (2.3.1.14)
2 2

n=0

De modo que:

Por tanto, la DFT de 2 puntos s6lo necesita una suma y una resta.

A continuacién se muestra el diagrama de calculo de la DFT de 2 puntos de la subsecuencia

formada por x[0] y x[4] para el caso de una secuencia de N = 8 puntos:

x[0]

X[4—] O »

Figura 2.3.1.4: Diagrama de célculo de una DFT de 2 puntos.

Para N = 2", ¢l diezmado puede realizarse h = log, N veces. Como en la descomposicién original
de una transformada de N puntos en dos transformadas de N/2 puntos se requerian N + 2(N/2)?
multiplicaciones y sumas, cuando las transformadas de N /2 puntos se descomponen en transformadas
de N/4 puntos, el factor (N/2)? se debe sustituir por N/2 4+ 2(N/4)?, por lo que el nimero total de
operaciones es N + N + 4(N/4)? multiplicaciones y sumas complejas. Por tanto, tras realizar la
descomposicion tantas veces como es posible, es decir, h = log, N etapas de cémputo, el nimero de
multiplicaciones y sumas es igual a Nh = Nlog, N. A continuacidn, se muestra a modo ilustrativo las h =
3 etapas en las que se divide el calculo de una DFT de N = 8 puntos, comenzando con el calculo de

cuatro DFT's de dos puntos, después dos de cuatro puntos, y finalmente, una de ocho puntos:
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Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
x[0] —1 DFT —— X[0]
x[4] —— 2 puntos
Combinar DFTs — X[1]
de 2 puntos
x[2]—— DFT — X[2]
| 2puntos
x[6] Combinar DFTs  |—— x(3]
de 4 puntos
x[11 — DFT —— X[4]
2 puntos
x[5] Combinar DFTs — XD
de 2 puntos
x[3] — DFT X[6]
x[7] — 2 puntos — X[7]

Figura 2.3.1.5: Etapas para el calculo de una DFT de 8 puntos.

Sustituyendo en cada una de las etapas el diagrama de calculo correspondiente, obtenemos el

siguiente esquema:

\ 4

A L\ /\\= / o
Wy W,
N/2

Figura 2.3.1.6: Diagrama completo de una DFT de 8 puntos.
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El nimero de calculos necesarios para computar la DFT de la figura 2.3.1.6 se puede reducir atn

—j2m )
més explotando la simetria y la periodicidad de los coeficientes W' = e~ P. En el diagrama de la figura

2.3.1.6 para pasar de una etapa a la siguiente se debe efectuar el calculo basico que se muestra en la figura

2.3.1.7, que por la forma de representacion se denomina mariposa, donde los coeficientes son siempre

2 )
potencias de Wy = e Ny los exponentes difieren en N /2.

Etapa (i-1)-ésima Etapa i-ésima

W1\§p+N/2)

»

Figura 2.3.1.7: Diagrama basico mariposa.

—j2m N —j2m

Ademas, teniendo en cuenta que WNN/ 2N z=em= —1, el factor WI\EIHN/ 2 = g PHN/D)
se puede escribir como:
—j2m —jzm N j2m j2n
W]\EP+N/2) —e N (p+N/2) —e N z-enN P _ —enN 2 _WI\? (2.3.1.15)

Teniendo en cuenta el resultado anterior, el diagrama mariposa representado en la figura 2.3.1.7 se
puede simplificar como se muestra en la figura 2.3.1.8, en la que sélo se requiere una multiplicacion

compleja en vez de dos.

Etapa (i-1)-ésima Etapa i-ésima

Wy 1

O > >

Figura 2.3.1.8: Diagrama basico mariposa con un solo producto complejo.

Introduciendo esta simplificacion en la figura 2.3.1.6 se obtiene el diagrama de la siguiente figura
2.3.1.9, en el que el numero de multiplicaciones complejas se reduce a %logz N (reduccion en un factor

de 2).
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x[0] X[0]

Wy
x[4] o—» > > > > »—O X[1]
x[2] —>OX[2]

Wy

1
Wy

x[1] o—» > > > » » »—O X[4]
x[5] X[5]
x[3] _ —o X[6]
x[7] o X[7]

Figura 2.3.1.9: Diagrama completo de una DTF de 8 puntos usando mariposa de un solo producto.

2.3.2 Algoritmos FFT de diezmado en Frecuencia

Los algoritmos de FFT por DET se basan en calcular la DFT dividiendo la sucesion temporal x[n]
en sucesiones de menor longitud. Una forma equivalente se obtiene si se divide la sucesion frecuencial

X[k] en sucesiones mas pequefias. Estos algotitmos se denominan de decimacion en frecuencia (DEF).

Al igual que hicimos para el caso DET, estudiaremos la situacién especial en la que N es una
potencia entera de 2, es decir, N = 2". Como N es un numero entero par, distinguiremos entre las

muestras pares ¢ impares de X[k]:

v, [k] = X[2k] k=01,.,5-1. (2.3.2.1)

V,[k] = X[2k+1] k=01,..,

>-1 (2.3.2.2)

Por tanto, Vi [k] y V,[k] se obtienen diezmando X[k] por 2 y, en consecuencia, el algoritmo FFT

resultante se denomina algoritmo de diezmado en la frecuencia base 2.
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En primer lugar, calcularemos una expresion para las muestras pares de X[k]

N
N k=01, S 1. (2.3.2.1)
Teniendo en cuenta las siguientes equivalencias:

270 N .21 2T i 2T
_ 27 N. _ 2T . _jcr —Jjosnk
e TWIMDK < oW g2k = TSN = TN = Wik (2.3.2.2)

La ecuacion 2.3.2.1 se puede expresar como sigue:

Vl[k]=2{ [n] + x[n+ ]} k=0,1,...,g—1. (2.3.2.3)
n=0

A continuacion, hallaremos una expresion para las muestras impares de X [k]

-1

N
Volkl = ) x[n]wom 4 Z W k=01, ...,
n=

NES

wm =l (23.2.4)
0

S
Il

2

Teniendo en cuenta las siguientes equivalencias:

N-1 71 . o E_l
Z xR = Z x [n + ﬁ] W;Zkﬂ)(m?) - e'JN( 2k+1) Z [n n ]W(2k+1)n
nzg n=0 2

N

7—1

— ,—j2nk ,—jm N (2k+1)n
e e x|n+ > Wy
n=0
N1

N
N N [n n E] W1\§2k+1)n

S
1]
=]

N
k=01,..,--1 (23.25)
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La ecuacion 2.3.2.4 se puede expresar como sigue:

N, N, N,
2 2 N 2 N
Vy[k] = x[n]W1\§2k+1)n - Z x [n + E] W,&Zkﬂ)n = Z {x[n] —x [n + E]}Wfkﬂ)n
n=0 n=0 n=0
N

>—1

2
N 21 N
= Z{(x[n] —x [n +E])e‘fW"}WE"” k=01..,—-1 (2.32.6)
n=0 2

Definiendo las secuencias de N /2 puntos s;(n) y s,(n) como:

s;(n) = x[n] + x[n+ N/2] n=20,1,2, g -1 (2.3.2.7)
s,(n) = (x[n] —x[n+ N/2]) WF n=0,1,.2, ,g -1 (2.3.2.8)
Entonces:
N

kn N
Vi[k] = Z s1(n) Wy k=01,..,——1. (2.3.2.9)
> 2
n=0
-1

kn N
V,[k] = Z s, (n) Wy k=01, oy T 1.  (2.3.2.10)
2

n=0

Por tanto, V;[k] vy V,[k] se cortesponden con las DFT de N/ 2 puntos de las secuencias s1(1n) y

S,(n), respectivamente.

La figura 2.3.2.1 muestra el procedimiento sugerido por las ecuaciones 2.3.2.3 y 2.3.2.6 para el

calculo de una DFT de N = 8 puntos:
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——O X][0]

DFTdeN2 | X
puntos L o x4
——0 X[6]

—o0 X[1]

DFTde N2 [ X[8]
puntos

o X[5]

——o X[7]

Figura 2.3.2.1: Descomposicion de una DFT de N puntos en DFTs de N/2 puntos (N=8).

En este caso podemos proceder de manera similar al desarrollo realizado para obtener el algoritmo
mediante diezmado en el tiempo. Como N es potencia de 2, N/2 es divisible por 2, por tanto, en las
DFTs de N/2 puntos podemos calcular separadamente las muestras de indice par e impat. Esto se
realiza combinando la primera y la segunda mitad de los puntos de entrada para cada una de las DFT de
N/2 puntos, y calculando posteriormente las DFTs de N/4 puntos. La figura 2.3.2.2 muestra el

diagrama resultante de aplicar este procedimiento:

x[0] —» > DFTde |— X[0]
\ / N/4 puntos

xX[1] > > —0 X[4]
\ / S Wy

— ] DFTde [—o X[2]
w2 | N/4 puntos

—0 X[6]

—y

Wy

x[4] > > > DFTde [—=2 X[1]
/ ><><\ W / N/4 puntos

x[5] > > > ——0 X[5]

SN XOZ

x[6] / \ > \ﬁx > DFT de X[3]
3 w2 N/4 puntos

x[7] > Y > > —0 X[7]

Figura 2.3.2.2: Descomposicion de una DFT de N puntos en DFTs de N/4 puntos (N=8).
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En el diagrama de la figura 2.3.2.2 para pasar de una etapa a la siguiente se emplea el calculo basico

que se muestra en la siguiente figura, y que por su forma de representacion se denomina mariposa:

» > O
Etapa (i-1)-ésima Etapa i-ésima
wy
> > O
-1

Figura 2.3.2.3: Diagrama basico mariposa.

Sustituyendo la estructura de la figura 2.3.2.3 en el diagrama de la figura 2.3.2.2, obtenemos el

siguiente resultado:

x[0]

. AW
x[2] » >
X
T
"

»— X[0]

O X[4]

»—0 X[2]

»—0 X[1]

—»"—0 X[5]

ORI

x> 0 /\\’1\
X[6] O \?1\:; >
x[7] o > Wi

»
»

»—0 X[3]

—
i
> >1 —»—0 X[6]
]
L
>3

—> O
» X[7]

Figura 2.3.2.4: Diagrama completo de una DFT de 8 puntos.

Contando las operaciones aritméticas que se emplean en la figura 2.3.2.4 y generalizando para
N = 2" podemos comprobar que se necesitan (N/2)log,N multiplicaciones complejas y Nlog,N
sumas complejas para el calculo de los coeficientes de una DFT de N puntos. Por tanto, en los
algoritmos de diezmado en el tiempo y diezmado en la frecuencia, el numero de operaciones necesarias

es el mismo.
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2.3.3 Algoritmos FFT para N Factorizable (Cooley — Tukey)

Los mismos principios aplicados cuando N es una potencia de 2 para obtener los algoritmos de
diezmado en el tiempo y en la frecuencia se pueden aplicar al caso en que N sea un entero compuesto, es
decir, el producto de dos o mas factores enteros y, por tanto, un nimero no primo. Por ejemplo, si
N = Ny - N;, es posible expresar una DFT de N puntos como una combinacion de Nj transformadas
DFT de N, puntos o como una combinacion de N, transformadas de N; puntos, obteniendo asi una

considerable reduccién del nimero de operaciones.
A continuacién detallaremos los pasos a seguir en el desarrollo de este algoritmo:

Se toma la secuencia original x[n] de N puntos (0 < n < N-1) y se almacena en una matriz
bidimensional indexada por n; y n,, donde 0 < ny; < N;-1 y 0 =< n, < N,-1, obteniéndose asi la matriz
x[ny,ny]. Este almacenamiento se puede realizar de diferentes maneras, en funcién de la
correspondencia entre el indice n y los indices n;y n,. A continuaciéon se muestran las distintas

opciones:

e Almacenamiento de x[n] por filas (n = N, -nq +ny)

0 1 2 N,-1
x[0] x[1] x[2] x[N,-1]
x[N3] x[N,+1] X[Ny+2] X[2N;-1]
A X[2N,+1] X[2N,+2] x[3N,-1]
N;-1 x[(N1-1)No] x[(Ni-DNa+1] | x[(N;-1)Np+2] x[N1N,-1]

Esto conlleva a una disposicion en la que la primera fila contiene los N, primeros elementos de

x[n], la segunda fila contiene los siguientes N, elementos, y asi sucesivamente.
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e Almacenamiento de X[n] por columnas (n = ny+ ny - Nq):

0 1 2 . N,-1
0 x[0] x[Nq] x[2Ny] - x[(N,-1)Nq]
1 x[1] x[N;+1] x[2N;+1] - xX[(N,-1)N; +1]
2 x[2] x[N;+2] x[2N,+2] - x[(N,-1)N; +2]
N;-1 xX[N;-1] X[2N;-1] X[3N;-1] - X[NyN,-1]

En este caso, obtenemos una disposicion en la que la primera columna contiene los Ny primeros

elementos de x[n], la segunda columna contiene los siguientes Ny elementos, y asi sucesivamente.

El resultado obtenido en el cilculo de la DFT de la secuencia x[n] también sera almacenado en una
matriz rectangular X[kq, k,], donde 0 < k; < N;-1 y 0 < k, < N,-1. Al igual que para el caso de x[n],
tenemos dos posibles disposiciones para esta matriz; almacenamiento por filas (k = N, - ky+kj) o

almacenamiento por columnas (k = k, - Ny+kq).

Como se ha comentado antetiormente, x[n] se dispone en la mattiz rectangular x[nq,n,| y X[k]
en la matriz X[k, k;]. De este modo, la matriz X[kq, k;] se puede expresar como el sumatorio doble de

los elementos de la matriz rectangular x[n4, n, | multiplicados por los factores de fase correspondientes.

Existen dos posibilidades para el cilculo de los elementos de la matriz X[k, k5], en funcion de la
correspondencia establecida entre el indice n y los indices ny y n,, y entre el indice k y los indices kq y

k,. A continuacidn, se representan estas dos opciones:

e Almacenamiento X[n] por filas y X[K] por columnas 2 n =N, -n; + n,/k =Kk, -

Np—1N;—1

Xlky, k] = Z Z x[ny, ny] - WMzt Gaatka) 5 3 3 9

n,=0n,=0

28



— Algoritmos para el Filtrado Eficiente de Sefiales Reales basados en la DFT

W(Nz-n1+n2)-(k2-N1+k1): WNz'N1'n1'k2 . WNz'n1'k1 . WN1'nz'k2 ) an'k1
N N

Teniendo en cuenta que: N N N y
—j2mNynqk —j2mnykq
. Np'Nyngky _ ypNngyks _ —jomngky, — 4 . Npyngky _ [ —L2F—2TA7L N — nyky
que: Wy =Wy =e =1; Wy =e N =e Moo= Wy
—j2n-Nqi'nyk
Nyngky _ ZJ2miNgmaky _ nyks
Wy —e N = WNz .
Obtenemos el siguiente resultado:
N,—1N;—-1
_ . nqikq | naka | nykq
X[ky, ko] = § § x[nq,m,] I/VN1 WN2 Wy
n2=0 n1=0
Ny—-1 N{i—-1
= Wik N x[ng,n,] - Werkny . wizke (2.3.3.2)
- N 1 2 Nl N2 . . .
Tl2=0 Tl1=0

El algoritmo al que da lugar la expresion anterior implica los siguientes calculos:

e DFT de N; puntos de cada columna de la matriz x[nq, n,]
L. ., . 'k
e  Multiplicacion de la matriz resultante por los factores WIJL zr

e DFT de N, puntos de cada fila de la matriz obtenida en el paso anterior.

De este modo, la secuencia X[k] se obtiene leyendo fila por fila la matriz X[k, k;].

e Almacenamiento x(n) por columnas y X(k) por filas > n=n; +n,-N;/ k=N, -

ki+k,

Np—1N;-1

X(p, q) = Z z x(nl, nZ) . Wl§n1+n2'N1)'(N2'k1+k2) (2. 3. 3. 3)

n2=0 n1=0

W(n1+n2-N1)-(N2-k1+k2): Wnl'NZ'kl . Wn1'k2 . an'N1'N2'k1 . an'N1'k2
N N N

Teniendo en cuenta que: N N y
—j2m-Nynq-kq —j2nnqgkq i
. ny'Nypky _ ——F——__ N _ niky | ny'Ni'Np'ky _ _—j2mnyky — 1. nz'Nyky _
que: W =e= o= moo= Wk = e =1; W, -
—j2m-Niny-ky n.k
e N = WNZ2 ? .Obtenemos el siguiente resultado:
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N,—1N;-1
X(p, q) — Z Z x(nl’nz) . WI\ZZ-kz . WI\Zl.kl . WI\;‘ll-kz
n2=0 n1=0
N;-1 Np-1
= Z [w e . Z x(ny,my) - W2 2] W™ (2.3.3.4)
n1=0 n2=0

El algoritmo que da lugar a la expresion anterior implica los siguientes calculos:

e DFT de N, puntos de cada fila de la matriz x[nq, n,].
e  Multiplicacion de la matriz resultante por los factores WI\? vke,

e DFT de N; puntos de cada columna de la matriz resultado del paso anterior.

A simple vista pudiera dar la impresion de que el calculo computacional de los dos algoritmos
descritos anteriormente es mayor que el calculo directo de la DFT. Sin embargo, analizando el nimero

de operaciones requeridas en ambos procesos confirmamos que no es asi:

e Almacenamiento x[n] por filas y X[k] por columnas > n= N, nq; +ny,/k =k, N, +
ky
o Célculo de N, DFTs, cada una de N; puntos = N,N{ multiplicaciones complejas y
N, N;(N; — 1) sumas complejas.
o Multiplicacién por los factoresWy' 21 5 NN, multiplicaciones complejas.
o Calculo de N; DFTs, cada una de N, puntos = N;NZ multiplicaciones complejas y
N;{N, (N, — 1) sumas complejas.

e Almacenamiento x(n) por columnas y X(k) por filas > n=ny +n,- N/ k=N, -k +
ke,
o Calculo de N; DFTs, cada una de N, puntos = N;NZ multiplicaciones complejas y
N;{N, (N, — 1) sumas complejas.
o Multiplicacién por los factores Wy' %2 5 NN, multiplicaciones complejas.
o Célculo de N, DFTs, cada una de Ny puntos = N,N{ multiplicaciones complejas y
N,N;(N; — 1) sumas complejas.
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Ambos algoritmos tienen la misma complejidad, distinguiéndose en el orden de los calculos. En

resumen, el nimero de operaciones necesatias en ambos casos setia:
Multiplicaciones complejas: N (N; + N, + 1)

Sumas complejas: N(N, + Ny — 2)

2.4 Consideraciones Adicionales sobre la FFT

Vistos en los apartados anteriores dos algoritmos para el calculo de la FFT; diezmado en tiempo y
diezmado en frecuencia, en este apartado detallaremos una serie de consideraciones practicas a tener en
cuenta a la hora de implementarlos:

1. Cantidad de memoria utilizada en la implementacion del algoritmo: se minimiza usando
algoritmos de computo en el mismo lugar.

2. Ordenacién de los datos de entrada y salida al algoritmo.

3. Formas alternativas de realizar el algoritmo FFT.

4. Minimizacién de los calculos de las exponenciales involucradas en el proceso utilizando

distintas estrategias.

2.4.1 Algoritmos de Computo en el Mismo Lugar

Los grafos de flujo obtenidos como resultado de aplicar los algoritmos de diezmado en tiempo y
diezmado en frecuencia presentan algunas similitudes y también algunas diferencias. Por supuesto, en
ambos casos, estos diagramas se corresponden al calculo de la DFT, independientemente de cémo se
dibujen. Las caracteristicas esenciales de estos grafos son los arcos que conectan los nodos, asi como las
ganancias de dichos arcos. La disposicioén de los nodos es indistinta, pues distintos arreglos representan el

mismo calculo si se mantienen las conexiones entre los nodos y sus ganancias respectivas.
Estos esquemas no sélo describen un procedimiento eficiente para calcular la DFT, sino que

también sugieren una forma de almacenar los datos originales y los resultados de los calculos intermedios

en vectores.
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Para ver el procedimiento, tomaremos como ejemplo el diagrama de la figura 2.3.1.9 que describe el
calculo de una DFT de N = 8 puntos mediante el algoritmo FFT de diezmado en el tiempo base 2.
Dentro de este grafo aparecen una serie de nodos que representan las variables necesarias para realizar el
programa, es decir, la cantidad de almacenamiento necesatio. El algoritmo se divide en h = log,N
etapas. En el caso concreto que estamos estudiando el nimero de etapas es 3. Cada etapa obtiene N

valores complejos de salida, a partir de otros N valores complejos de entrada.

Una forma de almacenar los datos y resultados necesarios para realizar el programa que implemente
este algoritmo es utilizar vectores que permitan almacenar los valores complejos de las entradas y las
salidas de las distintas etapas. Para tener almacenados N complejos de entrada y otros N de salida sélo
son necesarios 2 vectores de registros de almacenamiento complejos para todo el algoritmo, ya que el
vector de salida de una etapa se convierte en el vector de entrada de la siguiente, y por tanto, en un
principio, sélo se necesitarfan el vector con los resultados de la etapa anterior y el correspondiente a los

resultados que se estén calculando en la etapa actual.

Los elementos de cada vector de salida se obtienen como resultado de aplicar estructuras mariposa
como la de la figura 2.4.1.1 sobre los elementos del vector de entrada. Denominaremos X; [ 1] (I =
0,1,..,N — 1), a la secuencia de numeros complejos resultantes de la i-ésima etapa de cilculo (i =
1,2, ..., h). Por tanto, en la primera etapa, X [I] sera la secuencia de entrada x[n], mientras que en la

ultima etapa, Xj, [1] se correspondera con los coeficientes de la DFT.

Xi-q[p] o—> > Xi[p]
Wy 1
Xi—1lq] o—> > Xilq]

Figura 2.4.1.1: Diagrama mariposa

En la figura 2.4.1.1 puede observarse que para obtener los valores de cualquier par de elementos de
una etapa (X;[p] ¥ Xi[q]) sélo se necesitan los valores de los elementos que estin en la misma posicion
en el vector de la etapa anterior (X;_1[p] ¥ X;—1[q]). Por tanto, si X;[p] ¥y X;[q] se almacenan en los

mismos tegistros que X;_1[p] ¥ Xi—1[q], respectivamente, sélo se necesitan N registros complejos de
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almacenamiento para realizar el calculo completo, es decir, un unico vector de registros de
almacenamiento complejo. Los calculos realizados de esta forma reciben el nombre de computo en el

mismo lugar, ya que los resultados se almacenan en el mismo vector que contenfa los datos.

Por ultimo, analizaremos el diagrama de la figura 2.4.1.2 que describe el calculo de una DFT de
N = 8 puntos mediante el algoritmo FFT de diezmado en frecuencia base 2. En este caso, el calculo
basico tiene de nuevo la estructura de una mariposa, aunque de forma distinta a la que surge en los
algoritmos de diezmado en tiempo. Sin embargo, tal y como se aprecia en la figura 2.4.1.3, por la
naturaleza del calculo de la mariposa, los grafos de flujo que se basan en esta estructura se pueden

interpretar como algoritmos de cémputo en el mismo lugar.

O
2
S

Xi—1[p] >

Xi-1lq] >

Figura 2.4.1.3: Diagrama mariposa

2.4.2 Orden de la Secuencia de Entrada y Salida

Para que se pueda realizar el computo en el mismo lugar es necesario que la secuencia de entrada se

almacene en orden bit inverso y la secuencia de salida en orden natural, o viceversa.

Para explicar el significado del término bit inverso, tomaremos como ejemplo una secuencia de 8
muestras. En este caso, es suficiente con 3 digitos binarios para indexar cada una de las muestras
x[nynyng], donde ngy es el bit LSB2, de tal forma que el orden de cada muestra viene dado por una

combinacién de estos tres bits.

La forma de ordenaciéon mas normal es en orden natural, tal y como se muestra en la figura 2.4.2.1.
En este caso, si el bit mas significativo del indice de la muestra es cero, x[0 nyng], ésta perteneceri a la

mitad supetior del vector ordenado. Si por el contrario, el indice de la muestra es uno, x[1 nyng],

2 LSB: siglas en inglés de Bit Menos Significativo.
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pertenecera a la mitad inferior. Seguidamente, las subsecuencias de las mitades superior e inferior se

ordenan examinando el segundo bit mas significativo, y asi sucesivamente.

n, ny No
0
> x[000]
0
1
> x[001]
0
0
> x[010]
1
1
x[nznyngl " x[011]
- 0
> x[100]
0
1
> x[101]
1
0
> x[110]
1
1
> x[111]

Figura 2.4.2.1: Diagrama en arbol para ordenamiento natural

Otra forma de ordenar la secuencia es en orden bit inverso, como se muestra en la figura 2.4.2.1,
donde la filosoffa de ordenacién es la misma que en el orden natural pero el sentido de la misma es del

bit menos significativo (ng) al més significativo (n,).
Analizando el diagrama de la figura 2.3.1.9, (DFT de 8 puntos mediante diezmado en tiempo base

2), comprobamos que la entrada se almacena en orden bit inverso, las mariposas se realizan por computo

en el mismo lugar y, por tanto, la salida se almacena en orden natural.
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En el caso del diagrama de 1a figura 2.3.2.4 (DFT de 8 puntos mediante diezmado en frecuencia base
2), la secuencia de entrada se almacena en orden natural, el calculo de las mariposas se realiza por

cémputo en el mismo lugar y, consecuentemente, la salida se almacena en orden bit inverso.

Ny nq n;
0
> x[000]
0
1
> x[100]
0
g 0
> x[010]
1
1
x[nynyng| > x[110]
- 0
> x[001]
0
1
> x[101]
1
0
> x[011]
1
1
> x[111]

Figura 2.4.2.2: Diagrama en arbol para ordenamiento bit inverso

2.4.3 Formas Alternativas

En los apartados anteriores se han descrito los algoritmos FFT para un orden concreto de las
secuencias de entrada y salida
e DET: entrada en orden bit inverso, salida en orden natural.

e DEF: entrada en orden natural, salida en orden bit inverso.
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Sin embargo, es posible modificar el orden de las secuencias de entrada y salida, lo que dara lugar a

formas alternativas, presentando cada una de ellas diferentes ventajas e inconvenientes.

Retomamos como ejemplo el diagrama de calculo de una DFT de 8 puntos mediante diezmado en
tiempo base 2 representado en figura 2.3.1.9, en el que la secuencia de entrada se dispone en orden bit
inverso y secuencia de salida en orden natural. Pues bien, realizando una serie de modificaciones sobre la
ubicacion de los nodos del grafo podemos conseguir que la secuencia de entrada esté en orden natural y
la secuencia de salida en orden correspondiente a inversion de bits, tal y como se muestra en la figura

2.4.3.1:

y
A 4

X[l] > » > » » _;1
Wy

x[2] ©—» > > ? > > X[2]
W Wy Wi

x[3] o—» > > 7 > =1 X[6]

Wy

> > »—0 X[1]

/ Wy

X[5]

X[3]

W SN W

X[7]

3
“
o
"50 Y
y [N
VEN Y
AN AN : A
ri v \
v><r R /
=
O O

Figura 2.4.3.1: Reestructuracion figura 2.3.1.9 con entrada en orden natural y salida en orden bit
inverso

Es posible obtener la figura 2.4.3.1 a partir de la figura 2.3.1.9. Para ello, todos los nodos
horizontalmente adyacentes a x[4] en la figura 2.3.1.9 se intercambian con todos los nodos adyacentes
horizontalmente a x[1]. De forma similar, todos los nodos hotizontalmente adyacentes a x[6] en la
figura 2.3.1.9 se intercambian con los adyacentes hotizontalmente a x[3]. Los nodos hotizontalmente
adyacentes a x[0], x[2], x[5] y x[7] no se modifican. El grafo de flujo resultante de la figura 2.4.3.1
corresponde a la forma del algoritmo de diezmado en el tiempo dada originalmente por Cooley y Tukey
(1965). Como se puede apreciar, se trata de un algoritmo de cémputo en el mismo lugar, ya que la
disposicion de los nodos es tal que los nodos de entrada y de salida de cada mariposa son adyacentes
horizontalmente. Por tanto, en este caso, también serd suficiente con un unico vector de registros de

almacenamiento complejo.
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Las implementaciones con las muestras de entrada en orden natural son muy utiles en procesos en
los que haya que concatenar FFT e IFFT3, como es el caso de un filtrado (figura 2.4.3.2). De esta forma,
se pueden evitar varias ordenaciones de la secuencia, proceso que puede resultar cada vez mas lento a

medida que N crece.

Orden Orden Orden

natural natural bit inverso
Relleno con 0 > FFTy

x[n]

FFTy! —»
Orden

Orden

bit inverso natural
h[n]
—» Rellenocon 0 > FFTy
Orden Orden Orden
natural natural bit inverso

Figura 2.4.3.2: Filtrado usando FFTs.

Existe, por supuesto, una amplia variedad de formas alternativas. Sin embargo, la mayoria de ellas no
tienen mucho sentido desde el punto de vista computacional. Por ejemplo, podriamos ordenar los nodos
de forma que tanto la secuencia de entrada como la de salida presentaran un orden natural, tal y como se

aprecia en la figura 2.4.3.3.

x[0] ©

x[1] © ;
x[2] O—P»— >
N2

/v

4
y Y
750 Y

Y
O
x2x
= =

\ 4

50 "50 v

x[s] o> mo—> " LA, O XIs)
wy \ Wi \
wy 2 w3
o—> > —= < > >
x[7] 1 > T X[7]

Figura 2.4.3.3: Reconstruccion de la figura 2.3.1.9 con entrada y salida en orden natural

3 iFFT: siglas en inglés de Transformada Rapida de Fourier Inversa.
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En este caso, no serfa posible realizar el computo en el mismo lugar ya que la estructura en mariposa
no se mantiene tras la primera etapa, por lo que se necesitarfan dos vectores de registros de

almacenamiento complejos de longitud N. Por tanto, esta estructura no presenta ventajas aparentes.

Sin embargo, algunas formas presentan ventajas incluso cuando no es posible el computo en el
mismo lugar, como es el caso de la estructura de la figura 2.4.3.4. La caracteristica importante de este
grafo de flujo es que la geometria es la misma en cada etapa y solo las ganancias de los arcos cambian de
etapa en etapa, lo que permite una simplificacion en el acceso a los datos. Este grafo de flujo representa

el algoritmo de diezmado en el tiempo dado originalmente por Singleton (1969).

Figura 2.4.3.4: Reconstruccidn de la figura 2.3.1.9 con la misma geometria en cada etapa.

Se pueden obtener formas alternativas para el algoritmo de diezmado en frecuencia mediante la
trasposicion de las formas de diezmado en el tiempo, es decir, invirtiendo la direccion del flujo de las

seflales e intercambiando la entrada y la salida. A continuacion, se muestran varios ejemplos:
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2.4.4 Calculo de Coeficientes Exponenciales

Como hemos visto en apartados anteriores, hacen falta una serie de coeficientes exponenciales Wy
N . . . .
parap = 0,1, ... 5 1. Estos coeficientes se pueden requerir en orden normal o en orden de inversion

de bits. Su calculo es un proceso que debe ser optimizado, para lo que se proponen dos alternativas:

1. Uso de una tabla: consiste en calcular previamente todos los coeficientes necesarios en el
algoritmo y almacenarlos en una tabla. Esta opcion tiene la ventaja de la velocidad, sin embargo,
es necesatio espacio de almacenamiento adicional; son necesarios N/2 registros de

almacenamiento complejos para guardar la tabla completa de valores de WA? .

2. Calculo recursivo: consiste en calcular los coeficientes cuando sean necesarios. En una etapa
dada todos los coeficientes requeridos son multiplos de Wy. Si se requieren los coeficientes en
orden normal, se puede utilizar la férmula recursiva 2.4.4.1 para obtener el -ésimo coeficiente a

partir del (I-1)-ésimo coeficiente:

Wh=wy -whtt  (2.4.4.1)

Puede comprobarse claramente que los algoritmos que requieren los coeficientes en orden de

inversion de bits no se adaptan bien a esta solucion.

Este método minimiza la memoria necesaria optimizando también el tiempo de calculo. Sin
embargo, hay que tener en cuenta que los coeficientes sufren un error de cuantificacién al almacenarlos,
el cual se irda acumulando al ir aplicando la recursion, haciéndose inaceptable si N crece mucho. Este

problema tiene un pequefio arreglo que consiste en introducir puntos de inicializacién en la recursion,

. N/4 . .
por ejemplo, Wy, M= J, de forma que los errores no crezcan hasta hacerse inaceptables.
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Capitulo 3

Algoritmos Tradicionales

OLS y OLA
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3. Algoritmos Tradicionales

En aplicaciones practicas en las que es necesario el filtrado de sefiales, la secuencia de entrada x[n]

suele ser a menudo de muy larga duracion.

Debido a las limitaciones de espacio de memoria y tiempo de respuesta de los ordenadores, el
filtrado lineal que se realiza mediante la DFT implica la utilizacién de operaciones con bloques de datos

que necesariamente deben ser de tamafio limitado.

En este capitulo del proyecto se analizaran dos métodos que dividen la secuencia de entrada, x[n],
en bloques de tamano fijo, L, antes de ser procesada. Como el filtrado es lineal, los bloques sucesivos se
pueden procesar uno a uno mediante la DFT y la IDFT para obtener el bloque de datos de salida.
Finalmente, los bloques de salida se unen para formar la secuencia de salida global que sera idéntica a la
que se habria obtenido si el bloque largo de entrada se hubiese procesado mediante la convolucion en el
dominio del tiempo. Gracias a los conocidos algoritmos FIT, estas técnicas suponen un gran ahorro

computacional, comparado con el calculo directo del filtrado.

Los dos métodos se denominan método de solapamiento y almacenamiento (OLS, Overlap-
and-Save) y método de solapamiento y suma (OLA, Overlap-and-Add) [8]. En ambos casos
suponemos que el filtro es de longitud finita M vy, sin pérdida de generalidad, se asume que la longitud de

los bloques en los que se fragmenta la sefial de entrada es mucho mayor que M, es decir, L >> M.

3.1 Método de Solapamiento y Almacenamiento (OLS)

En el método de solapamiento y almacenamiento la sefial de entrada x[n] se divide en fragmentos
de longitud L. Cada bloque de entrada x,,[n] se forma a partir de M — 1 muestras del bloque antetior
(para evitar el aliasing) seguidas por L muestras nuevas, de tal modo que cada bloque de entrada
contendrd N =L + M — 1 muestras. Las M — 1 muestras del primero de los bloques de entrada se
consideraran iguales a cero.

x1[n] = {0,0,-,0,x[0], x[1],", x[L — 1]} 3.1.1)

M-1 muestras

x%p[n] = {x[L — M + 1], x[L — 1], x[L],x[2L — 1]}  (3.1.2)

M—-1 muestras de x4[n] L muestras nuevas
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x3[n] = {x[2L — M + 1], x[2L — 1], x[2L],~, x[3L — 1]}  (3.1.3)

M—1 muestras de x,[n] L muestras nuevas

A continuacion, se calcula la DFT de N puntos de cada uno de estos bloques de datos. Por otra
patte, la respuesta impulsional del filtro h[n] se aumenta en longitud afiadiendo L — 1 ceros, se calcula

su DFT de N puntos y se almacena.

El bloque de salida $,[n] para cada bloque de entrada se calcula a través del producto de las dos

DFTs de N puntos, H[k] y X, [k]:

Y[kl = H[k] X,n[k], k=01,.,N—1. (3.1.4)

ym[n] = {ym[o]» ym[]-]»"":ym[M - 1]f5’\m[M]f""'5;m[N - 1]} (3 1 5)

Los primeros M — 1 puntos de P, [n] estan distorsionados por el aliasing y deben ser desechados.
Por tanto, los tltimos L puntos de J,,[1n] son exactamente los mismos que se obtendtian a partir de la

convolucién lineal:
YmInl = PpIn], n=M,M+1,..,N —1. (3.1.6)
Por tltimo, concatenando los bloques de salida y,, [1] se obtiene la secuencia de salida total y[n].

F—L—’I‘—L—’I‘_L—’I

Sefial de entrada

A

y
’ A xq[n]

—
M — 1 ceros

""_:I"" xz[n] EE

’ A x3[n] w
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Sefial de salida
A »m /7|

Despreciar M — 1 muestras

m y2[n] H"‘i

Despreciar M — 1 muestras

m ys[nl b"ﬂ

Despreciar M — 1 muestras

Figura 3.1.1: Esquema Método Solapamiento y Almacenamiento (OLS)

3.2 Método de Solapamiento y Suma (OLA)

En el método de solapamiento y suma la sefial de entrada x[n] se divide en fragmentos de longitud
L. A cada bloque de datos se le aflade M — 1 muestras de valor cero, de modo que cada bloque de
entrada Xy, [n] estard formado por N = L + M — 1 muestras.

x1[n] = {x[0], x[1],~, x[L — 1], 0,0,~,0 } 3.2.1)

M-1 muestras

xz[n] = {x[L], x[L + 1], x[2L — 1], 0,0,~,0 } 3.2.2)

L muestras M-1 muestras

x3[n] = {x[2L],~x[3L — 1], 0,0,-,0 }  (3.2.3)

L muestras M—-1 muestras

A continuacién, se calcula la DFT de N puntos de cada uno de estos bloques de datos. Por otra
patte, la respuesta impulsional del filtro h[n] se aumenta en longitud afiadiendo L — 1 ceros, se calcula

su DFT de N puntos y se almacena.
Las dos DFT's anteriores se multiplican para formar el bloque de datos de salida:
Yulk] = H[k] X,n[k], k=01,..,N—1. (3.2.4)

La IDFT da como resultado bloques de salida de longitud N que no estan afectados por aliasing,

debido a que tanto el tamafio de las DFTs como el de las IDFTs es N = L + M — 1 muestras, y los
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bloques de datos de entrada x,,[n] se aumentaron de longitud, afiadiendo ceros, hasta un valor de N

muestras.

La secuencia de salida total y[n] se obtiene concatenando los bloques de salida y,,[n], de modo que
las M — 1 dltimas muestras de un bloque se solapen y se sumen a las M — 1 primeras muestras del

bloque siguiente. De aqui, que este método sea conocido como de solapamiento y suma:
y[n] = {3’1[0]»3’1[1]”3’1[14 - 1]»}’1[14] + }’2[0],}’1[14 + 1] + y2[1]l"ﬂy2[M - 1]’}’2[M]:}
(3.2.5)

La fragmentacién de los datos de entrada y la unioén de los bloques de datos de salida para formar la

secuencia de salida total se muestra graficamente a continuacion:

I‘—L—"‘—L—’I‘—L—’I

Sefal de entrada

\4 \ 4

x1[n] }i

e et——
M — 1 ceros
\ \ 4
Xz [n]
M —|1 ceros
\ A
x3(n] /

Sefial de salida

| yi[n] m

M — 1 puntos solapados /
~a
P?,'] y2(n]

M — 1 puntos solapados

/A
A
S
m ys[nl m

Figura 3.2.1: Esquema Método Solapamiento y Suma (OLA)
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3.3 Formulacién de Métodos Tradicionales OLS y OLA

En este apartado se formularan los tradicionales métodos OLS y OLA como calculos de producto
matriz-vector, donde la matriz es circulante y el vector esta compuesto por bloques de entrada. Esto nos

conducird, naturalmente, a algoritmos modificados descritos en el capitulo siguiente.

Consideremos el problema del filtrado de una secuencia de longitud infinita, x[n], con un filtro FIR
de longitud N, definido por los coeficientes hy, n =0,1,..., N — 1. Asumiendo que la secuencia de
salida, y[n], se compone por bloques, podemos escribir la siguiente expresion para la operacion de

filtrado pOf bloque:
=[U L][ k]——Ux + Lx (3.3.1)
Yie = X1 k k-1 -

Doénde k es el indice de bloque, X v Xi—1 son los bloques de entrada de longitud N actual y previo,

e Y se corresponde con el bloque de salida actual:
Xy 2 [x[kN],x[kN — 1], ...,x[kN — N + 1]]" (3.3.2)
Xg_1 2 [x[kN — N],x[kN — N — 1], ...,x[kN — 2N + 1]]" (3.3.3)
Y 2 [y[kN],x[kN — 1], ...,x[kN — N + 1]]T (3.3.9)

U y L denotan las matrices triangulares superior e inferior N X N, constituidas por los coeficientes

del filtro:

ho hy -+ hy_i| O 0 0
ey e || Roo Pz e (3:35)
0 0 - h h, o hy_, O

Se aflade una columna de ceros a la derecha de la matriz para igualar las dimensiones de ambas
matrices. En el método tradicional OLS se implementa este filtrado por bloque extendiendo las
dimensiones N X 2N de la matriz [U|L], obteniendo como resultado una matriz C, circulante, de

dimensiones 2N X 2N. A partir de esto, podemos escribir la ecuacién 3.3.1 como sigue:
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PI=1L sllll=6 630

Donde la X denota las N salidas que son descartadas.

El producto de la matriz circulante € y el vector de entrada X, formado por los bloques actual y

previo, es calculado mediante técnicas FFT.

Por otra parte, en el método tradicional OLA, en vez de usar dos bloques consecutivos como vector
de entrada, se anexa un bloque de N ceros al bloque actual y se evalia el producto matriz-vector, tal y

como se muestra a continuacion:

Pl _[U L xk_ka]
qk] N [L U] [0] N [ka (3.3.7)
Como se puede comprobar, la matriz circulante es la misma que para el caso OLS y el producto

matriz-vector se calcula también mediante métodos FFT.

En este caso, la salida actual del filtro se obtiene mediante la suma de Py, y la version retrasada de

qr:
Yk = ka + ka—l = Pk + Z_lqk (338)

Donde z~ 1 denota un retraso de bloque unitario.
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4. Nuevos Algoritmos

En la mayor parte de los problemas practicos, la DFT se aplica sobre secuencias reales. Sin embargo,

en la derivacién de los algoritmos DFT a menudo se asume que la secuencia de entrada es compleja.

Aunque es usual encontrar algoritmos especificamente disefiados para el calculo de la DFT de
secuencias reales, la tendencia en estos métodos es manejar la DFT de la secuencia de entrada y de salida

separadamente, y no atendiendo al proceso de filtrado en si.

En este capitulo, se describen una serie de algoritmos que realizan el proceso de filtrado a partir de
versiones complejas de la secuencia real de entrada ([9] y [10]). En los computadores de hoy dia, el
tiempo de calculo con datos complejos s6lo es un poco superior al tiempo de calculo con datos reales.

Aun asf, embeber una DFT real en una DFT compleja equivalente es mucho mas eficiente.

4.1 Algoritmo de Narasimha

El filtrado de sefiales reales de larga duraciéon mediante un filtro de respuesta impulsiva finita (FIR,
Finite Impulsive Response) con coeficientes reales es un problema comuin en el procesamiento de
seflales. Para filtros de larga duracion, se suelen emplear métodos de convoluciéon muy rapidos basados
en los algoritmos OLS y OLA. Tal y como se describe en el capitulo 3, en estos métodos la sefial de
entrada es segmentada en bloques que son procesados mediante algoritmos FFT. En la mayoria de los

casos, la longitud de estos bloques es la misma que la del filtro.

Esta comprobado que la eficiencia de la FFT es mayor cuando las sefiales de entrada y salida son
complejas. El objetivo de este apartado es el de presentar un algoritmo de este tipo, cuya clave es la
posibilidad de organizar dos bloques de entrada consecutivos como una secuencia compleja antes del
primer proceso FFT, ejecutar uno de los métodos tradicionales (OLS u OLA), y obtener dos bloques de

salida consecutivos separando las partes real e imaginaria de la salida del segundo proceso FFT.
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4.1.1. Métodos OLS y OLA Modificados

En la version tradicional de ambos métodos, cuya formulacién se detalla en el capitulo anterior, se
considera la entrada segmentada en bloques de N muestras. Sin embargo, se pasan dos bloques de
entrada al mismo tiempo y se generan 2N muestras de salida, empleando transformadas complejas de ZN

puntos. Se asume que los coeficientes del filtro y los datos son reales.

En la version modificada del método OLS, se consideran tres bloques de entrada de N muestas

consecutivos en cada paso: el actual y los dos previos, denotados por X, Xx—1 y Xk—2, respectivamente.

Para procesar estos bloques, se calcula el siguiente producto matriz-vector:

i | P B

En este caso, se combinan dos bloques de entrada consecutivos para formar una secuencia
compleja, pero la matriz circulante sigue siendo la misma que la de los métodos tradicionales. El

producto matriz-vector se calcula usando transformadas complejas de 2N puntos.
Ahora, las primeras N muestras de salida de la ecuaciéon 4.1.1.1 vienen dadas por:
Pr = ka + ka_1 +j(ka_1 + ka_z) (4112)

Comparando esto con la ecuacion 3.3.1, es evidente que las 2N muestras que se requieren para los
bloques Y ¢ ¥k—1 pueden ser calculados por separacion de las partes real e imaginaria del vector pg. En

el siguiente paso, el procedimiento se repite después de saltar dos bloques de N muestras.

El método OLA modificado se deriva de una forma similar. Se combinan dos bloques de entrada
consecutivos para formar una secuencia compleja, pero la matriz circulante sigue siendo la misma que la
de los métodos tradicionales. El producto matriz-vector se calcula usando transformadas complejas de
2N puntos.

[pk] _[U L] [xk +ka—1] Uxy +jUxp-1

— = , 4.1.1.3
qx L U 0 Lxy_q + jLxy_; ( )

A continuacion, separamos las partes real e imaginaria de Py y qg, para obtener Uxy, Uxy_q, LX) y

Lxy_q. Los bloques de salida actual Yy, y anterior Yj_1, se obtienen combinando estos términos como

sigue:
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Vi = Uxy + z71 (Lxy) (4.1.1.4)
Vi1 = Uxp_q + 271 (LX) (4.1.1.5)

De nuevo, z~! denota un retraso de un bloque. Asi, este procedimiento se repite después de saltar

dos bloques de N muestras.

4.1.2. Reduccion del Retardo de Procesamiento

Es evidente que el retraso en el procesamiento de los algoritmos modificados es de 2N muestras,
mientras que en los algoritmos tradicionales este retraso se reduce a N muestras. La técnica estandar que
permite disminuir este retraso, a expensas de introducir calculos adicionales, consiste en usar la

descomposicion multifase enfocada al filtrado en bloques.

Para ilustrar esta técnica, asumiremos que se quiere reducir el retraso en el algoritmo OLS
modificado a N muestras. Para lograr esto, se segmenta la entrada en bloques de M muestras, donde
M = N/2, en vez de segmentatla en bloques de N muestras como se hacia anteriormente. En esta nueva
situacion, la longitud de los vectores complejos de entrada en la ecuacion 4.1.1.1 sera N, por lo que la
dimensién de la matriz circulante formada por los coeficientes del filtro necesitara ser reducida
acordemente. Esto se consigue combinando los coeficientes del filtro, dos en un tiempo, empleando para

ello los componentes multifase, al igual que en la ecuacién 3.3.8, como sigue a continuacion:
9@ 2 hy +hyz™t, k=01,.,M—1 (4.1.2.1)

Con estos cambios, podemos reformular los calculos para el algoritmo OLS descritos en la ecuacion
4.1.1.1 como un producto de matrices €(z)X(z), en el dominio z, tomando la transformada z del vector

a ambos lados.

La matriz circulante €(z) en este caso es idéntica a la matriz circulante € anterior, con la excepcion
de que las entradas hy son reemplazadas por gx(z). Aunque esta matriz es funcion de z, sus coeficientes
contindan siendo reales. La evaluacién del nuevo producto matriz-vector €(z)X(z) consistiri en una
DFT compleja de N puntos, seguido por N filtros complejos y una IDFT compleja de N puntos.
Podemos, por tanto, obtener los dos bloques de salida de longitud M separando las partes real e

imaginaria de la primera mitad del vector de salida, siendo la segunda mitad descartada.
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4.2 Algoritmo Propuesto

En los problemas practicos, las sefiales para las que las DFTs son calculadas a menudo son reales.
Por el contrario, en la derivaciéon de los algoritmos DFTs es normalmente asumido que los datos de
entrada son complejos. Ademas, la aritmética compleja requiere s6lo de un poco de mas tiempo de
procesamiento que la aritmética real, con los computadores de hoy en dia. En definitiva, embeber una

DFT real en una DFT compleja equivalente proporciona mejores resultados.

Es comun encontrar algoritmos que son especificamente disefiados para el calculo de DFT's de datos
reales. Sin embargo, el enfoque tipico a la hora de filtrar una sefial real es manejar la DFT de las
secuencias de entrada y salida separadamente y no prestando atencion a eficientar el proceso de filtrado

en si mismo.

En el algoritmo de Narasimha desarrollado en el apartado anterior, haciéndose uso de versiones
complejas de sefiales reales, se logra una considerable reducciéon del tiempo de ejecucion con respecto a
los métodos tradicionales de OLS y OLA. Sin embargo, el sacrificio esta en un incremento de la latencia,
que se hace dos veces superior. Mientras la latencia no es un problema en muchas aplicaciones, supone

un gran inconveniente para muchas otras, particularmente en sistemas en tiempo real.

En este apartado, se desarrolla una técnica que emplea DFTs complejas para el filtrado de sefales
reales. Este método presenta la misma latencia que OLS y OLA y esta basado directamente en la DFT
tradicional. Ademas, a diferencia de los métodos OLS y OLA tracionales y modificados, el algoritmo
propuesto no esta limitado al filtrado en bloques y puede ser usado para cualquier tipo de proceso de
convolucién. Se demuestra que el numero total de operaciones aritméticas se reduce, siendo el hecho
mas destacado que el tiempo de ejecucion es inferior al de los métodos de apartados anteriores. Por
tanto, el algoritmo que se propondra puede resultar util para aplicaciones que emplean sefales reales vy,
particularmente, para sistemas en tiempo real como reverberaciones acusticas, donde la latencia debe ser

pequena.

En los subapartados siguientes se revisara el método tradicional para calculo de la DFT de una
secuencia real a partir de una version compleja de esta, y se hard uso de este resultado basico para derivar

el método propuesto.
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4.2.1. Método Tradicional para Calculo de la DFT de Sefales Reales

Se considera una secuencia real x[n] de longitud L, definida en 0 < n < L — 1. La intencién es

clacular X[k], la DFT de Mpuntos de x[n], donde M = L (por simplicidad se asume que My L son
impares, sin pérdida de generalidad). L.a forma en la que este método tradicional calcula este resultado es

la siguiente:

En primer lugar, dividimos x[n] en dos subsecuencias; X,[n] y x,[n], que contienen las muestras

pates e impares de x[n], respectivamente. A partir de estas subsecuencias, construimos la sefial compleja:
xc[n] = x.[n] + jx,[n] 4.2.1.1)
Donde j = V—1, y calculamos X.[k], la DFT de M /2puntos de x.[n].

A partir de X [n] y las propiedades de simettia de la DFT, las DFTs de M /2 puntos de x.[n] y

Xo[n] se pueden calcular como sigue:

X[k =2 [Xc[K] + X [(=0)luj2)  (42.12)
Xolk] = =j 5 [Xe[k] = X [(=0)]wje] — (421.3)
Donde [()]y/2 denota una trasposicion circular médulo M/2.
Finalmente, X[k] puede ser calculada como:
e

X[k] = X [k] + X, [k] - e’ ) k= 01,..,M/2 (4.2.1.4)

Debido a la simetrfa conjugada de X[k], el resto de muestras k =%+ 1,...,M —1, no es

necesario calcularlas explicitamente.

Como ya es conocido, la FFT y su inversa IFFT estan estrechamente relacionadas. Por tanto, la

técnica anterior es aconsejable para calcular la IFFT realizando tan sélo unas pequefias modificaciones.
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4.2.2. Convolucion de Sefiales Reales usando DFT's

En este apartado, consideramos que queremos realizar un proceso de filtrado de datos reales. La
longitud de la secuencia de entrada es L y la del filtro N. Con estos datos, DFTs de M =L+ N —1

puntos se necesitan para asegurar un calculo correcto de la convolucion lineal.
El método tradicional consiste en los siguientes pasos:

1. Evaluar H[K] y X[Kk], las FFTs de M puntos de la secuencia de entrada y del filtro,
respectivamente, haciendo uso de las ecuaciones 4.2.1.1, 4.2.1.2,4.2.1.3 y 4.2.1.4.

2. Calcular Y[k]= X[Kk] - H[K].

3. Calcular la IFFT de M puntos de Y[K] para obtener la secuencia de salida, y[n], empleando de

nuevo los resultados del apartado anterior.

Obviamente, este procedimiento es facilmente aplicable en el filtrado en bloques, como OLS y OLA.
Dado que H[k] es usado en cada bloque, se podtia precalcular para asi reducir los requerimientos

computacionales.

Si analizamos cuidadosamente este método, encontramos algunas operaciones innecesarias. Hasta
ahora, necesitamos obtener X[k] e Y[k], siendo estos tnicamente resultados intermedios. Por el
contrario, setfa posible completar el filtrado completo a partir de X [k] e Y,[k], logrando una reduccion
en el procesamiento de las secuencias de entrada y salida. Como contrapartida, esto conlleva algunas
operaciones adicionales con la respuesta impulsiva del sistema, sin embargo, pueden ser preprocesadas

antes del filtrado, dejando de suponer un problema importante.

A partir de la ecuacion 4.2.1.4, podemos afirmar lo siguiente:

2tk

Ye[k] + Yo [K] - e I(5GT) = [Xe[k] + X,[k] - e_j(%)] : [He[k] + H,[k] - e‘f(%)]

(4.2.2.1)
Sustituyendo en la expresion antetior k por k + M /2, obtenemos:
-i(57) -i(57)
Yk +M/2] =Y, [k+M/2]-e'\n) = [Xe[k +M/2] — X, [k +M/2]-e'\m ] [He[k +M/2] -
(2
H,lk + M/2] - e~ Cii )] 4.2.2.2)

55



— Algoritmos para el Filtrado Eficiente de Sefiales Reales basados en la DFT

Recordando que todas las DFTs de la ecuacion 4.2.2.2 tienen longitud M /2, sabemos que Y [k +
M/2] =Y [k], Yolk+M/2] =Y,[k], Xclk+ M/2] =X.[kl, Xolk+M/2] =X,lk], Hlk+
M/2] = H.[k] y H,[k + M /2] = H,[k]. Por tanto:

V.Ik] - v, [k] - e (5) = [xe ] = X,[k] -~ (%] [He ] — H,[k] - e~/ (%)] 4.2.2.3)

La solucion a las ecuaciones anteriores es:

. 4-11:k)

X [k]-Ho[k] + X,[k]-H,[k] e i (4.2.2.4)

o<
Ra
I

Y [k] = X.[k] - H,[k] + X,[k] - H.[K] (4.2.2.5)
Entonces, a partir de las ecuaciones 4.2.1.1, 4.2.2.4 y 4.2.2.5 tendremos que:
.(4mk
Velk) = Yolk + - o [k] = [Xe k] - Holk] + X[k - ol - € /G| - (Xl - Ho ] + X, ] - Hek1]
(4.2.2.6)

A continuacion, sustituyendo los resultados de las ecuaciones 4.2.1.2 y 4.2.1.3 en 4.2.2.6, obtenemos:

.(amk .(4mk

Vellel = Xolk] - [Holk] 45 -2 B0k (1= e G0 |42 X LIl - Holh) - (1 4+ €7/0))
(4.2.2.7)

Para mayor claridad, definimos:

HO[k] = H,[k] +j % H,[k]- (1 - e_j(%)> (4.2.2.8)

HUD[k] = - % - H,[k] - (1 + e_j(‘l-MLk)) 4.2.2.9)

Por tanto, podemos finalmente escribir:

Y.[k] = Xc[k]- HOk] + X [(=K)]my2 - HIO[K] - (4.2.:2.10)
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De este modo, se completa el objetivo de obtener la secuencia de salida so6lo a pattir de X.[k], y no

de X[k].
En resumen, el método propuesto para el filtrado de sefiales reales contempla los siguientes pasos:

1. Calcular HO[k] y HID[k] a pattir de las ecuaciones 4.2.2.8 y 4.2.2.9, respectivamente.
Obtener X.[k], 1a FFT de M /2 puntos de la secuencia compleja de la ecuacion 4.2.1.1.
Determinar Y [k] a pattir de la Ecuacién 4.2.2.10.

Calcular la IFFT de M /2 puntos de Y, [k] para conseguir y.[n].

A SR

Extraer las pattes real e imaginatia de y.[n] y combinarlas para finalmente obtener y[n].

Como se puede observar, las operaciones relacionadas con las sefiales de entrada y salida se reducen

a expensas de un incremento en el procesamiento de la repuesta impulsiva del sistema.

4.2.3. Comparacion de Requisitos Computacionales

En este apartado consideraremos ambos métodos, tradicional y propuesto, en el contexto de un
filtrado en bloques. Ademas, los compararemos con el algoritmo Narasimha, descrito en el apartado 4.1.
Asumiremos que la longitud de cada bloque es la misma que la longitud del filtro, es decir, L = N, y, por
tanto, se calcularan FFTs de M = 2N puntos. Aunque esta no es una condicion necesaria, es la eleccion

tipica ya que da la mejor eficiencia sin incurrir en un retraso adicional innecesario.

Ademas, asumiremos que cada multiplicacién compleja cuenta como cuatro multiplicaciones reales y dos

sumas reales y que la DFT de M puntos calculada mediante una FFT radix-2 requiere de:

e Sila sefial es real:

7

* M-log,(M) — (E) * M + 6 multiplicaciones reales.

- (g) “M -log,(M) — M /2 + 2 sumas reales.

e §ila sefial es compleja:
= 2-M-log,(M)—7+M + 12 multiplicaciones reales.
» 3:-M-log,(M)—3+M + 4 sumas reales.
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En primer lugar, evaluaremos la complejidad computacional del algoritmo tradicional. Para

computar un bloque de salida de N puntos, necesitaremos lo siguiente:

e Una FFT de 2N puntos de entrada real del bloque de entrada actual.

e Multiplicar la FFT anterior por la FFT de 2N puntos de la respuesta impulsiva del sistema.
Puesto que todas las sefiales son reales, las DFT's son simétricas y solo es necesario realizar la

mitad de los calculos.

e Una salida real a partir de la IFFT de 2N puntos de la secuencia resultante del paso anterior.

A partir del recuento anterior, el total de requerimientos computacionales para el método tradicional

€S

e 4-N-log;(N)—6-N + 10 multiplicaciones reales.
e 6-N-log,(N)+6-N + 2 sumas reales.

Por otra parte, el método propuesto requiere de lo siguiente:

e Una FFT de N puntos de entrada compleja.

e Dos multiplicaciones complejas y suma compleja de secuencias de N puntos.

Seguin las necesidades anteriores, el total de requerimientos computacionales para el método

propuesto CS:

e 4-N-log,(N)—6-N + 24 multiplicaciones reales.
e 6-N-log,(N)+ 8 sumas reales.

Los resultados anteriores se resumen en la siguiente tabla, en la que se ha incluido en nimero de

operaciones (adiciones y multiplicaciones) para el algoritmo de Narasimha:

Multiplicaciones Sumas
Tradicional OLS 4Nlog,(N) — 6N + 10 6Nlog,(N) + 6N + 2
Narasimha 4Nlog,(N) — 6N + 12 6Nlog,(N) + 2N + 8
Propuesto 4Nlog,(N) — 6N + 24 6Nlog,(N) + 8

Tabla 4.2.3.1: Numero de operaciones aritméticas (multiplicaciones y sumas) por algoritmo.
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A continuacion, se lista el nimero total de multiplicaciones y sumas requeridas en cada uno de los

algoritmos en funcién de diferentes valores de la longitud del filtro (N):

N Tradicional OLS Narasimha Propuesto
Multiplic. | Sumas Multiplic. | Sumas Multiplic. | Sumas

16 170 482 172 424 184 392
32 458 1154 460 1032 472 968
64 1162 2690 1164 2440 1176 2312
128 2826 6146 2828 5640 2840 5384
256 6666 13826 06668 12808 6680 12296
512 15370 30722 15372 28680 15384 27656
1024 34826 67586 34828 63496 34840 61448
2048 77834 147458 77836 139272 77848 135176
4096 172042 319490 172044 303112 172056 294920
8192 376842 688130 376844 655368 376856 638984
16384 819210 1474562 819212 1409032 819224 1376264

Tabla 4.2.3.2: Complejidad computacional de OLS Tradicional, Narasimha y Propuesto.

A partir de la tabla anterior, podemos observar que el método Propuesto es el que requiere el menor

numero de adiciones con un minimo incremento en el nimero de multiplicaciones.
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Capitulo 5

Simulaciones
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5. Simulaciones y Resultados

En este apartado se evaluara el tiempo de ejecuciéon de programas para el calculo de los algoritmos

OLS Tradicional, Narasimha y Propuesto, desarrollados en lenguaje C++.

En los tiempos medidos s6lo se han tenido en cuenta operaciones realmente involucradas en cada
algoritmo. Es decir, no se han tenido en cuenta comandos como declaraciéon de variables, extraccion de

bloques o los relacionados con calculos de transformacion del filtro.

Dado que el tiempo de ejecucion depende altamente del software y hardware del PC, aparte de
detallar resultados absolutos, se especificara graficamente el ratio entre los tres algoritmos mencionados

para compararlos.

Para la programacion de los algoritmos se ha empleado la herramienta Dev-C++ (software de libre
distribucién). Se trata de un entorno de desarrollo integrado para programar en lenguaje C/C++. Usa

MinGW, que es una version de GCC (GNU Compiler Collection) como su compilador.

El calculo de las FFTs implicadas en estos algoritmos se realiza mediante subrutinas implementadas
en la librerfa “FFTW”, que permite computar la DFT en una o mas dimensiones, para secuencias de
entrada, reales o complejas, de tamafio arbitrario. En concreto, se ha empleado la librerfa “FFTW version

3.3.4” (Gltima version oficial de FEFTW) [11].

Los cédigos fuente correspondientes a la programacion de los algoritmos se incluyen en un anexo al

final de este documento.

En las siguientes tablas se detallan los resultados obtenidos de la ejecucion de los algoritmos para

diferentes valores de la longitud de la secuencia de entrada y de la longitud del filtro.

Cada resultado es el tiempo promedio de 100 realizaciones del algoritmo correspondiente.

N° de muestras de la secuencia de entrada

16384 32768 65536 131072 262144

" 4096 0,0029 0,0052 0,0096 0,0180 0,0360
g 8192 0,0036 0,0059 0,0100 0,0190 0,0370
2 g 16384 N/A 0,0078 0,0130 0,0230 0,0420
g = 32768 N/A N/A 0,0190 0,0300 0,0550
;OZ 65536 N/A N/A N/A 0,0510 0,0830
131072 N/A N/A N/A N/A 0,1480

Tabla 5.1: Tiempo de ejecucion algoritmo OLS Tradicional
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N° de muestras de la secuencia de entrada
16384 32768 65536 131072 262144
" 4096 0,0019 0,0031 0,0055 0,0100 0,0200
g 8192 0,0026 0,0039 0,0066 0,0110 0,0220
2 g 16384 N/A 0,0058 0,0087 0,0140 0,0250
g = 32768 N/A N/A 0,0130 0,0200 0,0330
?Z 65536 N/A N/A N/A 0,0350 0,0530
131072 N/A N/A N/A N/A 0,1000

Tabla 5.2: Tiempo de ejecucion algoritmo OLS Modificado (Narasimha)

N° de muestras de la secuencia de entrada
16384 32768 65536 131072 262144
" 4096 0,0008 0,0017 0,0047 0,0077 0,0170
g 8192 0,0010 0,0018 0,0037 0,0103 0,0170
2 g 16384 N/A 0,0022 0,0041 0,0083 0,0220
_qi) = 32768 N/A N/A 0,0052 0,0095 0,0190
oz 65536 N/A N/A N/A 0,0115 0,0220
131072 N/A N/A N/A N/A 0,0290

Tabla 5.3: Tiempo de ejecucion algoritmo Propuesto

En las siguientes graficas se representa el ratio de tiempo de ejecucion entre los tres algoritmos. En la
grafica 5.1, se representa en funcién de distintos valores de longitud de la secuencia de entrada y valor
fijo de longitud del filtro, y en la grafica 5.2, se representa para distintos valores de longitud del filtro y
valor fijo de longitud de la secuencia de entrada. No se han representado valores de tiempo absolutos,

puesto que estos dependen fuertemente del software y hardware que ha dado soporte a las simulaciones.
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Grafica 5.1: Ratio Tiempo de Ejecucion en funcion de longitud de secuencia de entrada.

Cada uno de los resultados que se muestra en la grafica 5.1 se corresponde a la media de los resultados
obtenidos en 100 iteraciones del algoritmo correspondiente. En cada iteracion, los valores de la secuencia
de entrada y del filtro han sido generados de forma aleatoria. La longitud del filtro se ha fijado a 213

muestras.

Como se puede observar, cuando la longitud de la secuencia de entrada es muy superior a la longitud
de la secuencia del filtro, el comportamiento de cada método depende fuertemente de la longitud de la
secuencia de entrada. En cualquier caso, los mejores resultados en cuanto a tiempo de ejecucion siempre

se consiguen con el método Propuesto.
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Grafica 5.2: Ratio Tiempo de Ejecucion en funcién de longitud del filtro.

Al igual que en el caso de la grafica 5.1, los resultados que se muestran en la grafica 5.2 se
corresponden a la media de los resultados obtenidos en 100 iteraciones del algoritmo correspondiente.
En cada iteracién, los valores de la secuencia de entrada y del filtro han sido generados de forma

aleatoria. La longitud de la secuencia de entrada se ha fijado a 218 muestras.

Como se aprecia, para valores de la longitud de la secuencia de entrada muy superiores a la longitud
del filtro, el comportamiento de cada algoritmo manifiesta una dependencia muy leve con la longitud del

filtro. En todos los casos, el método Propuesto es el que ofrece los mejores resultados.
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Podemos concluir, por tanto, que el tiempo de ejecuciéon disminuye en gran medida cuando
recurrimos a FFTs de entradas complejas, siendo el método propuesto el que ofrece mejores resultados

en cuanto a tiempo de ejecucion, requiriendo de un menor nimero de operaciones aritméticas.
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Capitulo 6

Conclusiones
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6. Conclusiones

El filtrado lineal es una operacién fundamental en el procesamiento digital de sefiales que
mayormente se aplica a sefiales reales, por lo que el estudio de herramientas para su calculo de forma

eficiente se convierte en una importante tarea.

Se conoce que la Transforma Discreta de Fourier permite calcular el filtrado lineal en el dominio de
la frecuencia y que la existencia de algoritmos rapidos para su calculo, como son los algoritmos FFT

descritos en el capitulo 2, la convierten en una eficiente herramienta para el calculo del filtrado.

En los métodos OLS y OLA tradicionales descritos en el capitulo 3, la secuencia de entrada al
proceso FFT es siempre real. Sin embargo, los algoritmos FFT son mas eficientes cuando trabajan con
sefiales complejas. Los métodos OLS y OLA modificados (Narasimha), expuestos en el capitulo 4, a
diferencia de los métodos tradicionales, trabajan con versiones complejas de la secuencia de entrada, lo
que permite una reduccioén del nimero total de operaciones aritméticas, a expensas de un incremento de

la latencia, siendo el doble que la de los métodos tradicionales.

El método propuesto, descrito en el capitulo 4, también aplica los procesos FFT sobre versiones
complejas de las secuencias reales pero, a diferencia del método Narasimha, no esta limitado al filtrado
en bloques y su latencia es la misma que la de los métodos tradicionales. En cuanto al nimero de
operaciones necesarias, el algoritmo propuesto es el que requiere el menor nimero de sumas con un

incremento poco significativo en el nimero de multiplicaciones.

Como se puede comprobar a partir de los resultados de las simulaciones del capitulo 5, el ahorro en
el tiempo de ejecucion de los algoritmos OLS no tradicionales (Narasimha y Propuesto), con respecto al
método OLS Tradicional es mucho mas significativo que lo que respecta al ahorro en complejidad
computacional, siendo el método propuesto el que presenta los mejores resultados en cuanto a tiempo de

ejecucion.

Podemos concluir, por tanto, que de los métodos que se analizan en este proyecto, el método

propuesto es el mas eficiente para el calculo del filtrado lineal de sefiales reales.
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A continuacion, se comentan algunas lineas de investigacion futuras que podrian ser de interés en la

busqueda de conseguir mejorar los resultados obtenidos por los métodos propuestos en este documento:

v Ademais de los algoritmos FFT, existen otros métodos que permiten realizar un cilculo de la
Transformada Discreta de Fourier de forma mas eficiente que el calculo directo. Teniendo en
cuenta la importancia del calculo de la DFT en el desarrollo de los métodos expuestos en este
proyecto, resultarfa interesante analizar alternativas a la FFT, realizando una comparativa en

cuanto a requerimientos computacionales (operaciones aritméticas) y tiempo de ejecucion.

v" Como se ha demostrado, el método OLS modificado (Narasimha) proporciona mejores
resultados, en cuanto a complejidad computacional y tiempo de ejecucion, que el método OLS
tradicional, en base a la eficiencia de aplicar los procesos FFT a secuencias complejas, en vez de
reales. Sin embargo, es un aspecto también importante a tener en cuenta el hecho de que el
método OLS incurre en operaciones redundantes ya que la FFT es aplicada sobre muestras
solapadas (concatenaciéon de bloques previos con bloques actuales). Analizar técnicas que
permitan reducir esta redundancia resultarfa de interés en la busqueda de algoritmos OLS mas

eficientes.
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A.1 Algoritmo OLS Tradicional: Programacion en C++

A continuacién se detalla el codigo fuente, programado en C++, para el calculo del algoritmo OLS

Tradicional:

#include <windows.h>
#include <iostream>
#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <time.h>
#include <math.h>

#include <unistd.h>

#include <fftw3.h>

using namespace std;
// Prototipos de funciones.
double gaussrng(void);
double etime(LARGE_INTEGER *a, LARGE_INTEGER *b);
double OLS(int length_h, int length_x, int nreal);
int main(void)
{

//// Establecimiento de los parametros generales. ////

int length_h = 65536; // Longitud vector h.

int length_x = 524288; // Longitud vector x.

int nreal = 100; // Numero de realizaciones del algoritmo.

double time_OLS|nreal]; // Declaracién de vector para almacenar los resultados finales.
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//// Estimacion del tiempo de procesamiento////
int realizacion = 0; // Contador nimero de realizacion.
for (int realizacion = 0; realizacion < nreal; realizacion++) {
// Calculamos el promedio.
time_OLS|realizacion]= OLS(length_h,length_x,nreal);
cout << "Tiempo Ejecucion Promedio OLS: " << time_OLS§|realizacion] << endl;}
getchar();

return 0;

double etime(LARGE_INTEGER *a, LARGE_INTEGER *b)

{
LARGE_INTEGER freq;

QueryPerformanceFrequency(&freq); // Frecuencia del contador interno de Windows.
double time = (double)(a->QuadPart - b->QuadPart) / (double)freq.QuadPart;

return time; // Tiempo transcurrido entre a y b.

double OLS(int length_h, int length_x, int nreal)
{

//// Establecimiento de los parametros generales. ////
intlength_c = length_h + length_x-1; // Longitud de la convolucion.

int latency = length_h; // La latencia se va a tomar igual a la longitud del filtro.

int N = length_h + latency; // Longitud de la DFT en cada iteracién del algoritmo.

int niter = (int) ceil((double) length_c/ (double) latency); // Nimero de iteraciones.

int length_y = niter*latency + latency; // Longitud total que ha de tener y (rellenando con ceros).
fftw_complex *ph, *px, *py, *pH, *pX, *pY; // Punteros a bloques complejos.

double *pin, *pout,; // Punteros a bloques reales.

fftw_plan planh, planx, plany; // Variables para crear los planes.
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LARGE_INTEGER t_ini_0, t_fin_0; // Variables para almacenar el tiempo transcurrido.

double secs = 0;

//// Generacién de los vectores a convolucionar. ////

srand(time(NULL)); // Se inicia aleatoriamente la semilla.

// Reserva de memoria
pin = (double*) fftw_malloc(sizeof(double)*length_y); // Puntero a la secuencia de entrada.

ph = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*N); // Puntero a h.

px = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*N); // Puntero a cada bloque de x.

pH = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*(N)); // Puntero a la DFT de h.

pX = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*(N)); // Puntero a DFT de bloque de x.
pY = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*N); // Puntero a cada bloque de Y.

py = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*N); // Puntero a resultado convolucién.

pout = (double*) fftw_malloc(sizeof(double)*length_y); // Puntero al resultado final.

// Creacion de los planes.

planh = ffew_plan_dft_1d(N, ph, pH, FFTW_FORWARD, FFTW_ESTIMATE); // Plan h.
planx = fftw_plan_dfe_1d(N, px, pX, FFTW_FORWARD, FFTW_ESTIMATE); // Plan x.
plany = fftw_plan_dft_1d(N, pY, py, FFTW_BACKWARD, FFTW_ESTIMATE); // Planyy.

for (int real = 0; real < nreal; real++) // Bucle para las realizaciones.
{
// Se crea el vector h y se calcula su DFT.
for (int ind=0; ind < length_h; ind++) {
phlind][0] = rand()%10;
phlind][0] = phlind][0];
phlind][1] = 0.0;}
for (int ind=length_h; ind < Nj ind++) {
ph[ind][0] = 0.0;
phlind][1] = 0.0;}
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// Se calcula la DFT de h.

tftw_execute(planh);

// Se crea el vector x.

for (int ind=0; ind < length_h; ind++) {pin[ind] = 0.0;}

for (int ind=length_h; ind < length_x+length_h; ind++) {pin[ind] = rand()%10;}
for (int ind=length_x+length_h; ind < length_y; ind++) {pin[ind] = 0.0;}

//// Ejecucién del algotitmo. ////

QueryPerformanceCounter(&t_ini_0);  // Se inicia el contador de Windows.

for (int iter=0; iter < niter; iter++) // Bucle para las iteraciones.

{

int s_init = iter*latency; // Posicién de la muestra inicial del bloque.
for (int ind=0; ind < N; ind++) {
px[ind][0] = pin[s_init+ind];

px[ind][1] = 0.0;} // Seleccién del bloque.

// Se calcula la DFT de px.

tttw_execute(planx);

// Se multiplican pH y pX.

for (intind = 0; ind < N; ind++)

{
pY[ind][0] = (pH[ind][0])*(pX[ind][0]) - (pH[ind][1])*(pX[ind][1]);
pYlind][1] = (pH[ind][0])*(pX[ind][1]) + (pH[ind][1])*(pX[ind][0]);}

// Se calcula la IDFT de Y.
fftw_execute(plany); // Se calcula la IDFT de Y.
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// Se copia el resultado en el vector de salida.

for (int ind=0; ind < latency; ind++) {pout[s_init+ind] = py[latency+ind][0]/N;}

-~

// Fin del bucle de las iteraciones.

QueryPerformanceCounter(&t_fin_0); // Paramos el contador de Windows.
secs += etime(&t_fin_0, &t_ini_0); // Evaluamos el tiempo transcurtido.

cout << "Iteracion: " << real+1 << ". Tiempo: " << etime(&t_fin_0, &t_ini_0) << endl;

-~

// Fin del bucle de las realizaciones.

secs /= nreal; // Dividimos entre el nimero de realizaciones.

//// Se libera la memoria reservada. ////

tttw_destroy_plan(planh); fftw_destroy_plan(planx); fftw_destroy_plan(plany);
tttw_free(pin); fftw_free(pout);

tttw_free(ph); tftw_free(px); fftw_free(py);

tttw_free(pH); tttw_free(pX); tftw_free(pY);

return Secs;

A.2 Algoritmo Narasimha: Programacion en C++

A continuacién se detalla el cddigo fuente, programado en C++, para el calculo del algoritmo OLS

Modificado (Narasimha):

#include <windows.h>
#include <iostream>
#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <time.h>
#include <math.h>

#include <unistd.h>
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#include <fftw3.h>

using namespace std;

// Prototipos de funciones.

double gaussrng(void);

double etime(LARGE_INTEGER *a, LARGE_INTEGER *b);
double OLS(int,int,int);

int main(void)
{
//// Establecimiento de los pardmetros generales. ////
intlength_h = 4; // Longitud vector h.

int length_x = 16; // Longitud vector x.

int nreal = 100; // Numero de realizaciones del algoritmo.

double time_OLS|nreal]; // Declaracién de vector para almacenar los resultados finales.

//// Estimacién del tiempo de procesamiento////
int realizacion = 0; // Contador nimero de realizacion.
for (int realizacion = 0; realizacion < nreal; realizacion++) {
// Calculamos el promedio.
time_OLS|realizacion]= OLS(length_h, length_x, nreal);
cout << "Tiempo Ejecucion Promedio OLS: " << time_OLS§|[realizacion] << endl;}
getchar();

return O;

}

double etime(LARGE_INTEGER *a, LARGE_INTEGER *b)

{
LARGE_INTEGER freg;

QueryPerformanceFrequency(&freq); // Frecuencia del contador interno de Windows.
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b

double time = (double)(a->QuadPart - b->QuadPart) / (double)freq.QuadPart;

return time; // Tiempo transcurrido entre a y b.

double OLS(int length_h, int length_x, int nreal)

{

//// Establecimiento de los parametros generales. ////
intlength_c = length_h + length_x-1; // Longitud de la convolucion.

bool fprint = 0; // Flag para representar resultados por pantalla.

int N = 2*length_h;  // Longitud de la DFT en cada iteracion del algoritmo. La latencia se va a
tomar igual a 2 veces la longitud del filtro.

int niter = (int) ceil((double) length_c/ (double)(2*N)); // Numero de iteraciones.

int length_y = N*niter + length_h; // Longitud total que ha de tener y (rellenando con ceros).

double *pin, *pout; //Punteros a los bloques reales.

fftw_complex *ph, *px,*pH, *pX,*pP,*pp;  // Punteros a los bloques complejos.

fftw_plan planx, planh, planp; // Variables para crear los planes.

LARGE_INTEGER t_ini_0, t_fin_0; // Variables pata almacenar el tiempo transcurrido.

double secs = 0;

//// Generacién de los vectores a convolucionar. ////

srand(time(NULL)); // Se inicia aleatoriamente la semilla.

// Reserva de memoria

pin = (double*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*length_y); // Puntero a la secuencia de entrada
ph = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*N); // Puntero a h.

px = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*N); // Puntero a cada bloque de x.

pH = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*(N)); // Puntero a la DFT de h.

pX = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*(N)); // Puntero a DFT de bloque de x.
pP = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*N); // Puntero a cada bloque de P.
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pp = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*N); // Puntero al resultado convolucion.

pout = (double*) fftw_malloc(sizeof(double)*length_y); // Puntero a cada bloque de y.

// Creacion de los planes.

planh = ffew_plan_dft_1d(N, ph, pH, FFTW_FORWARD, FFTW_ESTIMATE); // Plan para h.
planx = ffw_plan_dft_1d(N, px, pX, FFTW_FORWARD, FFTW_ESTIMATE); // Plan para x.
planp = fftw_plan_dft_1d(N, pP, pp, FFTW_BACKWARD, FFTW_ESTIMATE); //Plan para p.

for (int real = 0; real < nreal; real++) // Bucle para las realizaciones.
{
// Se crea el vector h y se calcula su DFT.
for (int ind=0; ind < length_h; ind++) {
ph[ind][0] = rand()%10;
phiind][0] = phlind] 0];
phlind][1] = 0.0;}

for (int ind=length_h; ind < N; ind++) {
phlind][0] = 0.0;
phfind][1] = 0.0;}

// Se calcula la DFT de h.

tftw_execute(planh);

// Se crea el vector x.

for (int ind=0; ind < length_h; ind++) {pin[ind] = 0.0;}

for (int ind=length_h; ind < length_x+length_h; ind++) {pin[ind] = rand()%10;}
for (int ind=length_x+length_h; ind < length_y; ind++) {pin[ind] = 0.0;}

//// Ejecucién del algotitmo. ////

QueryPerformanceCounter(&t_ini_0);  // Se inicia el contador de Windows.
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for (int iter=0; iter < niter; iter++) // Bucle para las iteraciones.

{

int s_init = iter*2*length_h; // Posicién de la muestra inicial del bloque.

for (int ind=0; ind < (N/2); ind++) {

px[ind][0] = pin[(iter+1)*N-+ind];
px[ind+(N/2)][0]=pin[iter*N+(N/2)+ind];
px[ind][1]=pin[iter*N+(N/2)+ind];
px[ind+(N/2)][1]=pin[iter*N+ind];} // Seleccién del bloque.

// Se calcula la DFT de px.

tttw_execute(planx);

// Se multiplican pH y pX.

for (int ind = 0; ind < N; ind++)

{
pP[ind][0] = (pH[ind][0])*(pX[ind][0]) - (PH[ind][1])*(pX[ind][1]);
pPlind][1] = (pH[ind][0])*(pX[ind][1]) + (pH[ind][1])*(pX[ind][0]);}

// Se calcula la IDFT de P.
fftw_execute(planp); // Se calcula la IDFT de P.

// Se copia el resultado en el vector pout.

for (int ind=0; ind < length_h; ind++){
pout[s_init+ind] = pp[ind][1]/N;}

for (int ind=0; ind < length_h; ind++){
pout[s_init-+ind+length_h]= pp[ind][0]/N;}

} // Fin del bucle de las iteraciones.

QueryPerformanceCounter(&t_fin_0); // Paramos el contador de Windows.
secs += etime(&t_fin_0, &t_ini_0); // Evaluamos el tiempo transcurtido.

cout << "Iteracion: " << real+1 <<". Tiempo: " << etime(&t_fin_0, &t_ini_0) << endl;
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} // Fin del bucle de las realizaciones.
secs /= nreal; // Dividimos entre el numero de realizaciones.

//// Se libera la memoria reservada. ////

tftw_destroy_plan(planh); fftw_destroy_plan(planx); fftw_destroy_plan(planp);
tttw_free(pin); fftw_free(pout); fftw_free(ph); fftw_free(px); fftw_free(pp);
tftw_free(pH); fftw_free(pX); fftw_free(pP);

return secs;

-

A.3 Algoritmo Propuesto: Programacion en C++

A continuacién se detalla el codigo fuente, programado en C++, para el calculo del algoritmo

Propuesto:

#include <windows.h>
#include <iostream>
#include <stdlib.h>
#Hinclude <stdio.h>
#include <time.h>
#include <math.h>
#include <unistd.h>
#include <complex.h>
#include <fftw3.h>

using namespace std;

// Prototipos de funciones.
double gaussrng(void);
double etime(LARGE_INTEGER *a, LARGE_INTEGER *b);

double OLS_Propuesto(int,int,int);
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int main(void)

{

endl;

//// Establecimiento de los parimetros generales. ////

intlength_h = 4; // Longitud vector h.

intlength_x = 16; // Longitud vector x.

int nreal = 100; // Numero de realizaciones del algoritmo.

double time_OLS_Propuesto[nreal]; // Declaracion de vector para almacenar resultados finales.

//// Estimacion del tiempo de procesamiento////

int realizacion = 0; // Contador nimero de realizacion.

for (int realizacion = 0; realizacion < nreal; realizacion++) {
// Calculamos el promedio.
time_OLS_Propuesto|realizacion]= OLS_Propuesto(length_h length_x,nreal);

cout << "Tiempo Ejecucion Promedio OLS: << time_OLS_Propuesto[realizacion] <<

b
getchar();

return 0;

double etime(LARGE_INTEGER *a, LARGE_INTEGER *b)

{

LARGE_INTEGER freq;

QueryPerformanceFrequency(&freq); // Frecuencia del contador interno de Windows.

double time = (double)(a->QuadPart - b->QuadPart) / (double)freq.QuadPart;

return time; // Tiempo transcurrido entre a y b.
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double OLS_Propuesto(int length_h, int length_x, int nreal)
{
//// Establecimiento de los pardmetros generales. ////
double pi=3.14;
double a;
double b;
intlength_y = length_h+length_x; // Longitud de la convolucién +1.
int M = length_y/2; // Longitud de las DFTs.

double *px, *ph, *py; //Punteros a la entrada, filtro y salida.

// Punteros a los bloques complejos.
tttw_complex *phc, *pxc, *pyc, *phe, *pho, *pHe, *pHo, *pHI, *pHII, *pXc, *pXc_cir, *pYc;
fftw_plan planhe, planho, planxc, planyc; // Variables para crear los planes.

LARGE_INTEGER t_ini_0, t_fin_0; // Variables para almacenar el tiempo transcurrido.

double secs = 0;

//// Generacion de los vectores a convolucionar. ////

srand(time(NULL)); // Se inicia aleatoriamente la semilla.

// Reserva de memoria

px = (double*) fftw_malloc(sizeof(double)*(length_y));

ph = (double*) fftw_malloc(sizeof(double)*(length_y)); // Puntero a h.

phe = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*M); // Puntero a he.

pho = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*M); // Puntero a ho.

pxc = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*M); // Puntero a xc.

pXc = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*M); // Puntero a la DFT de xc.
pXc_cir = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*M); // Puntero a ....

pHe = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*M); // Puntero a la DFT de he.
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hc.

ho.

XC.

yc.

pHo = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*M); // Puntero a la DFT de ho.
pHI = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*M); // Puntero a la DFT de HI.
pHII = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*M); // Puntero a la DFT de HIL
pyc = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*M); // Puntero a yc.
pYc = (fftw_complex*) fftw_malloc(sizeof(fftw_complex)*M); // Puntero a la DFT de yc.
py = (double*) fftw_malloc(sizeof(double)*(length_y)); // Puntero al resultado final.

// Creacion de los planes.
planhe = fftw_plan_dft_1d(M, phe , pHe, FFTW_FORWARD, FFTW_MEASURE); //Plan para
planho = fftw_plan_dft_1d(M, pho , pHo, FFTW_FORWARD, FFTW_MEASURE); //Plan para

planxc = fftw_plan_dft_1d(M, pxc , pXc, FFTW_FORWARD, FFTW_MEASURE); //Plan para

planyc = fftw_plan_dft_1d(M, pYc, pyc, FFTW_BACKWARD, FFTW_MEASURE); //Plan para

for (int real = 0; real < nreal; real++) // Bucle para las realizaciones.

{

// Se crea el vector h.
for (int ind=0; ind < length_h; ind++) {
ph[ind] = rand()%10;}
for (int ind=length_h; ind < length_y; ind++) {ph[ind] = 0.0;}

// Se generan los vectores he y ho.

for (int ind=0; ind<M; ind++) {

// Se calcula la DFT de he.

tttw_execute(planhe);
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// Se calcula la DFT de ho.

tftw_execute(planho);

// Se calculan H_T y H_IL.
for(int ind=0; ind<M; ind++){

a=cos(2*pi*ind/ (M));
b=sin(2*pi*ind/ (M));
pHI[ind][0]=pHeind] [0]-0.5*pHo[ind][0]*b+0.5*pHo[ind][1]*(a-1.0);
pHI[ind][1]=pHelind][1]-0.5*pHo[ind][1]*b+0.5*pHo[ind] [0]*(1.0-a);
pHI1[ind][0]=0.5*pHo[ind][0]*b-0.5*pHolind][1]*(a+1.0);
pHII[ind][1]=0.5*pHo[ind][1]*b+0.5*pHol[ind] [0]*(a+1.0);}

|
]

// Se crea el vector x.
for (int ind=0; ind < length_x; ind++) {px[ind] = rand()%010;}
for (int ind=length_x; ind < length_y; ind++) {px[ind] = 0.0;}

// Se genera el vector xc.

for (int ind=0; ind<M; ind++) {
pxc[ind][0]=px[2*ind];
pxclind][1]=px[2*ind+1];}

QueryPerformanceCounter(&t_ini_0);  // Se inicia el contador de Windows.
// Se calcula la DFT de xc.

tttw_execute(planxc);
//// Ejecucién del algoritmo. ///
// Se calcula Xc*((-k))M/2

pXc_cir[0][0] = pXc[0][0];
pXc_cit[0][1] = -pXc[0][1];
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for(int ind=1; ind<M; ind++) {
pXc_cit[ind][0]=pXc[M-ind][0];
pXc_cir[ind][1]=-pXc[M-ind][1];}

// Se calcula Yec.
for (int ind = 0; ind < M; ind++){

pYc[ind][0]=(pXc[ind][0])*(pHI[ind][0]) + (pXc_cir[ind] [(E

: : ) 1d][0])* (pHII[ind] [0])-
(pXc[ind|[1)*(pHI[ind][1])-(pXc_cir[ind][1])*(pHII[ind]

|
1)

pYc[ind][1]=(pXc[ind][0])*(pHI[ind][1])+ (pXc_cir[ind][0])*(pHIL[ind][1])+ (pXc[ind][1])*
(pHI[lnd][O])+q3Xc cirfind][1 ])*(pHH [ind][0]);}

// Se calcula la IDFT de Yec.
fftw_execute(planyc); // Se calcula la IDFT de Yc.

// Se genera y a partir de yc y se almacena el resultado en el vector de salida.

for (int ind=0; ind<M; ind++) {

py[2*ind] = pyc[ind][1]/M;
pylind+1] = pycl[ind][0] /M;}

QueryPerformanceCounter(&t_fin_0); // Paramos el contador de Windows.
secs += etime(&t_fin_0, &t_ini_0); // Evaluamos el tiempo transcurrido.
cout << "Iteracion: " << real+1 << ". Tiempo: " << etime(&t_fin_0, &t_ini_0) << endl;

} // Fin del bucle de las realizaciones.

secs /= nreal; // Dividimos entre el numero de realizaciones.

//// Se libera la memoria reservada. ////
tttw_destroy_plan(planhe); fftw_destroy_plan(planho);
tttw_destroy_plan(planxc); fftw_destroy_plan(planyc);
tttw_free(ph);
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tttw_free(px);

tttw_free(phe); fftw_free(pho);
fftw_free(pxc); fftw_free(pyc); fftw_free(py);
tttw_free(pXc); tftw_free(pXc_cir);
tttw_free(pHe); fftw_free(pHo);
tttw_free(pHI); tftw_free(pHII);
tttw_free(pYc);

return secs;
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