Capitulo 3

Energias

3.1. Calculo de la energia cinética

En este capitulo vamos a calcular las expresiones que definen la energia
cinética para cada uno de los sistemas de coordenadas definidos en el capitulo
anterior.

3.1.1. Coordenadas esféricas

La energia cinética de nuestro sistema viene dada por la siguiente expre-
sion:
L,

T = gm (3.1)

siendo la masa m la correspondiente a la masa situada en el extremo del
péndulo, ya que se ha considerado la masa de la varilla despreciable frente
a ésta. La velocidad v sera la que cambie segiin los distintos sistemas de
coordenadas elegidos, asi para el caso de las coordenadas esféricas tendremos
que:

v = (i*+ 9+ 22)%) (3.2)

donde

i2=1%(6%sin? @ sin® o + ? cos? A cos® ¢ — 20 sin O cos O sin @ cos @)
72=12(0? cos? 0 sin® ¢ + ¢? sin? f cos? @ + 20¢ sin f cos Osin pcos ) (3.3)
22=0? + I?¢? sin? p — 2lup sin @

Sustituyendo las expresiones (3.3) en la ecuacién de la energia cinética
y realizando algunas operaciones obtenemos la expresion final de la energia
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cinética en coordenadas esféricas:
1 .
T = §mﬁ(92 sin? p + ¢?) + §mu2 — mlip sin ¢ (3.4)

3.1.2. Coordenadas estereograficas

En estas nuevas coordenadas, al igual que en el caso anterior se tienen las
siguientes expresiones:

_ L (3.5)
p p

Sumando las expresiones anteriores llegamos a:

. 2 2 .2 2 . . 2 .

T T e A T N S (B ) NP -
Tyt +z2T = TJr?(xs +ys) +T—7(rp+rp) (3.6)
Usando un calculo matemético sencillo a través de la relacién del angu-

lo doble y teniendo en cuenta las relaciones trigonométricas dadas por las
expresiones (3.7) obtenemos las expresiones de r y 7 en funcién de  y p.

, r
sin p=-
T
tan LG
2 2] (3.7)
. P® 1
sin p=2tan = (—902)
1+ tan® —
+ tan 5
Asf las expresiones de r y 7 son:
4pl*
r=
412 + p?
(3.8)
. APAr - p?)

(4[2 + p2)2 p

Sustituyendo las expresiones (3.8) en la expresién (3.6) obtenemos el
término de la velocidad en funciéon de las coordenadas estereogréficas:
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161 9 9 32031
: 1 - . 39
Por ultimo sustituyendo la expresién (3.9) en la expresién (3.1) obtenemos
la energia cinética en funcién de las coordenadas estereograficas:

P+t =

8mil4 1 16mli31
T=— (224 ¢+ -mi® — —————pp 3.10
(4lg+p2)2($ + %) + gma ezt e (3.10)

siendo:
pr=al+

pp:xsgjs + ysys

3.2. Calculo de la energia potencial

3.2.1. Coordenadas esféricas

La energia potencial de nuestro sistema es debida al campo gravitatorio.
Tomando como origen de potenciales el punto O representado en la Figura
2.1, la energia potencial vendria dada por la siguiente expresion:

U = mgh

siendo h la vertical desde el punto O hasta la masa m; representando dicha
altura en funcién de nuestra coordenada z,obtendriamos la energia potencial
del sistema en coordenadas esféricas.

U = mgl(cos ¢ — 1) + mgu (3.11)

3.2.2. Coordenadas estereograficas

Al igual que en el caso anterior, para obtener la energia potencial en las
nuevas coordenadas basta con representar la altura A en funcién de éstas.Para
este nuevo caso tomamos como origen de coordenadas el punto O represen-
tado en la Figura 2.2. Ademas la coordenada z viene dada ahora por:

o 20p?
412 + p?)

y siendo h=z-[, nos resulta que la energia potencial sera:

Z=1U

(3.12)
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3.3. Energia disipativa

Para poder modelar el efecto del rozamiento en los sistemas se incluye un
nuevo término, en las ecuaciones de Lagrange, cuya expresion es de la forma:

1
Fr = -cv?
2
donde ¢ es un coeficiente de rozamiento que varia segin en el medio donde

nos encontremos.

3.3.1. Coordenadas esféricas

Para obtener el término disipativo en estas coordenadas basta con expre-
sar la velocidad v en coordenadas esféricas. Como vimos anteriormente la
velocidad en esféricas podemos obtenerla usando las expresiones (3.3) me-
diante:

v=(i%+ 9 + )2
Con todo esto obtendriamos que el término disipativo viene dado por la
siguiente expresion:

1 . 1
Fr= §cl2(02 sin® ¢ + %) + §Cﬂ2 — clugsin g (3.13)

3.3.2. Coordenadas estereograficas

En estas coordenadas la velocidad venia dada por la expresion (3.6). Te-
niendo en cuenta esta expresion la energia disipativa en dichas coordenadas
vendra dado por:

8cl* 1 16¢l31
Fr=——(2*+ ) + =ct® — —————pf 3.14
r (4l2+p2)2(x8 +y8) + 2CU (4[2+p2)210p ( )





