Capitulo 4

Ecuaciones de Movimiento.

4.1. Coordenadas esféricas

4.1.1. Funcién de Lagrange

Para hallar las ecuaciones de movimiento del sistema vamos a usar la
formulacion lagrangiana. Para esto calculamos primeramente la funcién de
Lagrange, la cual se define como:

L(gi, Gi, t) = T(qi, Gi, t) — Ulas) (4.1)

donde ¢; y ¢; son las coordenadas generalizadas y velocidades generalizadas
respectivamente.
Asi la funcion de Lagrange en coordenadas esféricas vendra dado por:

1 . 1
L= §m12(92 sin® ¢ + p?) — mlig sin p —mgl(cos p— 1) + §mu2 —mgu (4.2)

donde se han tenido en cuenta las expresiones (3.4) y (3.11) obtenidas en el
capitulo anterior.

4.1.2. Ecuaciones de Lagrange

Las ecuaciones de Lagrange vienen dadas por la siguiente expresion:

d (9L oL oF _
dt \ 0¢; oq  0¢;

(4.3)

Como nuestro sistema consta de dos grados de libertad, tendremos que aplicar
dichas ecuaciones por separado para cada uno de ellos con lo que obtendremos
las dos ecuaciones de movimiento que definen a nuestro problema.
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Grado de libertad 6

Obtenemos los siguientes términos:

L .
a—.:mlzﬁ sin? ¢

00

d aL o 2" .2 2'. .
pr (5) =m0 sin“ p 4+ 2ml~0y sin @ cos

oL
%—0

OF

2 —cl20 sin?
i 2

Sustituyendo todas estas expresiones en la expresiéon (4.3) obtenemos la
primera ecuacién de movimiento del sistema:

ml?0 sin? ¢ + 2mi*ph sin ¢ cos ¢ + cl?fsin® p = 0 (4.4)

Grado de libertad ¢

Obtenemos los siguientes términos:

L
a—_:mZng — mlusin ¢
ol
d (0L 120 i si L
— | == |=ml*p — mliisin ¢ — mluyp cos
TAGE ® ¥ pcose
aL 2 '2 . . e .
%:—ml 0° cos @ sin ¢ + mluy cos ¢ — mglsin ¢
OF
——=cl?¢ — clusin ¢
9

Sustituyendo todas estas expresiones en la expresién (4.3) obtenemos la
segunda ecuacién de movimiento del sistema:

mi?@g — mi?6? cos @ sin p — ml(iisin g + gsin @) + clp — clising = 0 (4.5)

siendo
i = —aw? cos wt
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4.2. Coordenadas estereograficas

4.2.1. Funcién de Lagrange

Sustituyendo las expresiones (3.10) y (3.12) en la definicién del lagran-
giano, la cual viene dada por la expresién (4.1) que vimos anteriormente, ob-
tenemos la expresién de la funcién de Lagrange en coordenadas estereografi-
cas:

8ml*t ., 16mi3a . 2mglp* 1

_ _ “ma? — 4.6
(412+p2)2(% Us) G+ 2’ T aEy g Ty~ mau (4.6)

Debido a la complicacion de dicha expresion, a continuacién vamos a adi-
mensionalizar dicha expresion, usando unas nuevas variables para hacerlo.
Dichas variables seran z’,y. y ul. Asi tenemos:

xs = 27
ys = 21y,
us = 2l

[gualmente para poder adimensionalizar el tiempo definimos otro parametro
T, tal que:
T=wt

con esta nueva variable convertimos lass derivadas temporales en derivadas
con respecto a esta nueva variable de modo que:

d d
—_— = W —
dt dr
Si introducimos estos cambios en la expresién (4.6) y adoptando una nomen-
clatura sencilla evitando los subindices y las tildes, nos resulta la siguiente
expresion del lagrangiano:
. 2 . 2 . . 2
it +y 2upp P Ly, 1
L = 4mi?? — + + U — —puu 4.7
21+ 22 (L+p22  1+p2 20 2F (47)
en esta ultima expresion cabe notar que se ha introducido un nuevo parametro
1 el cual representa la relacion que existe entre el cuadrado de la frecuencia
de caida del péndulo debida a la gravedad y el cuadrado de la frecuencia de
la excitaciéon armoénica aplicada en la base.

9

_
h= e
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A continuacién adimensionalizando obtenemos la expresién del lagrangiano
y de la energia disipativa también adimensionalizada, que seran las que pos-
teriormente se usaran para obtener las ecuaciones de Lagrange.

L
C Ami2w?
_F
 Aml2w?
i + 9 2upp pp 1., 1
- - “u? — = 48
TR R (R R e K L
c [ *+9? 2upp
F== - 4.9
m(2<1+p2>2 (it ) (49)

4.2.2. Ecuaciones de Lagrange

Antes de aplicar las ecuaciones de Lagrange vamos a pasar de las coorde-
nadas estereograficas a las coordenadas estereograficas polares, las cuales se
diferencian de las anteriores en que éstas describen el punto de interseccion,
en el plano que pasa por el polo superior de la esfera, mediante coordenadas
polares y no cartesianas. Segiin podemos observar en la figura siguiente:

Figura 4.1: Coordenadas estereogréaficas polares.
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Asi, si aplicamos el cambio (4.10), a la ecuacién del lagrangiano expresada
en el apartado anterior (4.8)

x = pcosl (4.10)
y = psenf

Obtenemos la funcién de Lagrange:

52 202 Y 2
p°+p0 2upp P L, 1

L= — —a? — = 4.11
20+ 22 (1+p27F "o(i4p2) 2" "M (4-11)

Aplicando el mismo cambio a la ecuacién de la energia disipativa obtenemos:

_c <p2+p292 __2upp ) (4.12)

m\20 122 L+ 2
Aplicando a estas ultimas expresiones las ecuaciones de Lagrange definidas
por la expresién (4.3), obtendremos las ecuaciones de movimiento asociadas

a cada uno de nuestros grados de libertad.

Grado de libertad p

oL p—2up
dp (1 + p?)?
d (OL\ p—2up— 2iip (5 2ip) 4pp
JR— —_ — J— J— u —_—
dt \ 0p (1+p%)? P e
oL pfp’ 2p°6” 25 Bup’p | pp pp’

dp (T+p2)? (1+p2)2 (A+p2)? (A+p2)3P 14+p> (1+p?)?

o (b )
o m\(I+77 1+

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (4.3), se obtiene la primera
ecuacion de movimiento:

dpp?  2pP02

14+p2 1+4p°

p= ( + p0? 4 (2 + p)p — %(p — 24p) (4.13)
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Grado de libertad 6

oL g
06 (1+p%)?
d(aL)_ P20 py 200 4p°p )
ai\ag) v e
oL
%—0
OF ¢ 020

96 m(1+ p2)?

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (4.3), se obtiene la segunda
ecuacion de movimiento:

2 —0 (4.14)

4.3. Consideraciones previas al analisis.
4.3.1. Introduccién

Una vez hemos obtenido todas las ecuaciones de movimiento de nuestro
sistema, tanto en coordenadas esféricas como en coordenadas estereograficas
polares, hemos de decidir sobre que sistema realizaremos nuestro analisis. Di-
cho analisis se hard tomando las coordenadas estereograficas polares debido
a la facilidad con la cual se puede identificar en ellas el momento angular,
para poder interpretar los resultados fisicamente, que a priori no podriamos
observar en otro tipo de coordenadas.
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4.3.2. Modificacion de las ecuaciones

Vamos a modificar las ecuaciones de movimiento obtenidas en al apartado
anterior de forma que en ellas aparezca el momento angular.

Partiendo de las parciales obtenidas para la coordenada # podemos iden-
tificar el momento angular, el cual vendria definido como:

oL 20

00  (1+p?)
Introduciendo este cambio en la ecuacién de movimiento de la coordenada 6
4.13, se obtiene una nueva ecuacion en funcién del momento angular.

6=-"0 (4.16)
m

[gualmente si introducimos dicho cambio en la ecuacién de movimiento dada
por la coordenada p (4.14), se obtiene la segunda ecuacién de movimiento en
funciéon del momento angular:

dpp*  20%*(1+p%)°  ©*(1+p*)*
- 2 + 3
L+p p p

j + (2ii+ p)p — —(p— 2ip) (4.17)

Para facilitar la resolucién de nuestro sistema de ecuaciones introduciremos
un cambio de variable (4.18), para poder convertir nuestra ecuacion (4.14)
en una ecuacién diferencial de primer orden.

p=R (4.18)

Asi obtenemos el sistema de ecuaciones que finalmente tendremos que resol-
ver sera:

6=—C0
m
dpp® 2031+ p?)?  ©X1+ p?)! y c,. ..
- - 2 — (-2
i P + e + (24 p)p — —(p — 2up)
p=R

(4.19)
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4.3.3. Singularidad del sistema

Nuestro sistema posee una caracteristica un tanto especial la cual nos va
a obligar a analizar el movimiento del sistema con el programa Dynamic
Solver y no con Auto2000 como en un principio se habia pensado. La ca-
racteristica, a la cual nos referimos, es la forma que presenta la solucién en
O(t), de la expresién (4.16), donde podemos observar que se trata de una
exponencial decreciente y que por tanto no oscilara para ninguna vibracién
que le apliquemos.

La caracteristica anterior, conlleva a que nos planteemos que las posibles
soluciones del sistema se encuentren, o bien en la vertical nula, o bien que se
establezcan una vez se extinga el movimiento de rotacién proporcionado por
el momento angular, es decir que el sistema termine oscilando en un plano.

El hecho de analizar las soluciones del sistema con Dynamic Solver y
no con Auto2000 se debe a que este tltimo solamente realiza la continua-
cion numérica de soluciones de equilibrio é periddicas y nosotros estamos
interesados en el régimen transitorio de cardcter exponencial que presenta el
momento angular.





