Capitulo 1

Introduccion

En el presente trabajo se estudia el efecto que la resonancia produce
en un sistema dinamico conservativo, formado por dos péndulos acoplados
mediante un mecanismo biela-manivela.

Una razén de ser de las matematicas aplicadas es el aporte que brin-
dan, con apoyo de las ecuaciones diferenciales, a una extensa variedad de
situaciones de las ciencias en sus distintas disciplinas clasificadas como cien-
cias naturales. Dentro de éstas podemos mencionar a las biologicas, quimi-
cas y econdmicas; aunque nos referimos, con especial énfasis por su valiosa
aportacion sobre la tecnologia, a la fisica. Es en esta tltima area en donde
regularmente se encuentran algunos fenémenos mecénicos y eléctricos (por
mencionar sélo dos clases) modelados por esta clasificaciéon de ecuaciones di-
ferenciales, tomando claramente en cada caso los ajustes pertinentes para la
simplificacion de tales modelos. Precisamente este proyecto trata de un tema
enmarcado en el contexto de las matemadticas aplicadas, concretamente se
trata de un sistema de la fisica.

Definimos algunos conceptos que usaremos durante el presente proyecto:

e Periodo:
Una senal que repite el mismo patron en el tiempo se llama periddica
y el periodo es el tiempo que abarca un ciclo o repeticién de la misma.

e Resonancia:

Segun la Real Academia de Lengua Espanola la resonancia es el fendmeno
de ampliacion de las oscilaciones que se presentan en un oscilador
armonico, cuando la frecuencia de las excitaciones exteriores es muy
proxima a la frecuencia propia del oscilador. En cambio, en nuestro ca-
S0 no existe excitacién externa, refieréndonos a la resonancia propia del
sistema, es decir, al cociente de niimeros enteros dado por la relacion
que guardan las frecuencias de los modos de vibracion w;:
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. w1
Resonancia = —
W2

Donde las w; son las partes imaginarias de los autovalores conjugados
imaginarios puros de nuestro sistema.

De la misma forma los periodos, como veremos en el transcurso del
presente proyecto, también guardan la misma proporcion que las fre-
cuencias, al estar relacionado el periodo con su frecuencia de la forma
siguiente:

e Péndulo:

El péndulo méas simple es un cuerpo idealizado que consiste en una
masa puntual suspendida por una barra de masa despreciable. Cuando
se toma la masa y se la separa hacia un lado de su posicion de equilibrio
soltdndola a continuacién, el péndulo comienza a oscilar en un plano
vertical por la influencia de la gravedad. El movimiento es periédico
y oscilatorio. Notese que el periodo es independiente de la masa de la
particula suspendida. Por lo general se considera como un sistema con
un solo grado de libertad. Los péndulos de nuestro caso seran péndulos
simples formados cada uno de ellos por una varilla de masa despreciable
de la que cuelga una masa puntual.

El desarrollo de los péndulos ha estado ligado con el desarrollo de los
relojes desde que en el ano 1600 cuando Galileo Galilei enuncia la ” Ley
del Péndulo”; gracias a esta ley, el matematico y fisico holandés Chris-
tian Huyghens en el anio 1650 aplica el péndulo en los relojes de pared
con curva cicloidal. Posteriormente, este péndulo cicloidal, perfecciona-
do y en combinacién con un instrumento meridiano, seria el medidor
principal del tiempo de un observatorio.

La curva cicloide es el lugar geométrico descrito por un punto p ubicado
en el borde de una circunferencia de radio a cuando esta se translada a
la vez que rota sin deslizar a lo largo de una linea recta como muestra
la siguiente figura.
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Y curva cicloide
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Figura 1.1: Formacion de la curva cicloide a través del punto p ubicado en la
circunferencia que esta rotando.

Una propiedad muy interesante de esta curva fue descubierta por Johan-
nes Bernoulli en 1727, quien demostré que para hacer llegar una bola
dejandola rodar desde un punto A a un punto B ubicado més abajo
sobre una linea vertical distinta de la que pasa por A en un tiempo
minimo, se necesita hacer rodar la bola sobre una curva cicloidal como
se muestra en la siguiente figura:

Figura 1.2: Desplazamiento de una bola a través de una curva cicloide.

Siendo 2a la diferencia de alturas entre A y B y 2 veces el radio del
circulo con el que se creo la curva cicloidal.

Seguidamente comparamos muy brevemente el péndulo cicloidal con el
péndulo simple. En el péndulo cicloidal el periodo es el mismo indepen-
dientemente de la amplitud, por tanto, es isécrono; ademas sera igual
al periodo del péndulo simple cuando tengan la misma longitud y estén
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oscilando en pequenas amplitudes. Por lo que podemos concluir que
el periodo del péndulo cicloidal no depende de la amplitud angular,
mientras que el periodo del péndulo simple, si lo hace.

e Mecanismo biela-manivela:

El mecanismo biela-manivela es un mecanismo compuesto por un ele-
mento giratorio llamado manivela, que va conectado a un barra rigida
llamada biela, la cual se desplaza describiendo un movimiento de vaivén
arrastrada por la manivela. Asi se consigue que el movimiento de giro
que produce la manivela se transforme en el movimiento rectilineo al-
ternativo que produce la biela. Es un mecanismo reversible, es decir, la
manivela mueve la biela o a la inversa. Este mecanismo es ampliamente
utilizado, principalmente en las maquinas de émbolos, tanto en motores
de vapor (poco utilizados hoy en dia), de explosién y de combustién
interna, como en compresores.

La idea del presente proyecto proviene de un fenémeno fisico que aparece
con frecuencia en la literatura cientifica mecénica (especificamente en el tema
de las oscilaciones pequenas); se trata de la modelacién y comportamiento
de movimientos oscilatorios acoplados, que en diversas situaciones consiste
en dos péndulos acoplados; por tanto, tendremos en todas las situaciones un
sistema con dos grados de libertad, siendo éstos los angulos que definen la
posicién en todo instante de cada uno de los péndulos que forman el sistema.

Existen diferentes formas de realizar el acoplamiento de dos péndulos. El
caso mas sencillo es el péndulo doble que se muestra en la figura 1.3, donde
podemos ver que el segundo péndulo acopla el extremo libre de su varilla a la
masa que cuelga en el primer péndulo; otro caso de acoplamiento, mostrado
en el lado derecho de la figura 1.3, seria el de un resorte colocado entre las
varillas de cada uno de los péndulos.

Figura 1.3: Ejemplos de péndulos acoplados.

Para el presente proyecto hemos escogido una nueva variante del acopla-
miento de dos péndulos, Fig. 1.4, realizando dicho acoplamiento mediante un
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mecanismo biela-manivela, ya que en una primera fase del mismo, busqueda
de informacién, no hemos sido capaces de encontrar literatura cientifica que
tratara un modelo como en el que pretendemos estudiar.

Figura 1.4: Modelo del sistema.

Objetivos del proyecto.

En el estudio de nuestro sistema habra dos partes bien diferenciadas,
una parte analitica y otra numérica; nos centraremos en esta ultima, ya
que debido a la complejidad de las ecuaciones mediante métodos analiticos
podemos llegar a conclusiones cualitativas mas que cuantitativas.

Los objetivos del presente proyecto son los siguientes:

e En la parte analitica:

— Estudiar el efecto que tiene sobre la resonancia la relacién en-
tre las longitudes del sistema de accionamiento, mecanismo biela-
manivela.

— Obtener las ecuaciones de movimiento del sistema definido por
nuestro modelo, Fig 1.4, utilizando la formulacion lagrangiana.

— A partir de las ecuaciones de movimiento obtener las ecuaciones de
equilibrio del sistema, asi como las posiciones de equilibrio corres-
pondientes.

— Calculo de la curva representativa de resonancia 2:1 en nuestro
sistema.

e En la parte numérica:

— Aprender el manejo del software de continuacion numérica AU-

T0O2000.
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— Mediante el software senalado realizar un estudio de las situaciones
de equilibrio correspondientes de nuestro sistema, estudiando la
estabilidad en cada uno de ellas.

— A partir de una posicién de equilibrio estable obtener solucio-
nes periddicas estables e inestables, representando graficamente
su evolucion en funcién de las coordenadas cartesianas.



