Capitulo 2

Estudio analitico del sistema

En este capitulo, se va realizar como su propio nombre indica el estudio
analitico del sistema, cuyo modelo se presenta seguidamente:

mjp m2

Figura 2.1: Modelo del sistema.

En la figura pueden verse las distintas coordenadas y parametros que
usaremos en nuestro estudio, para la determinacion de las ecuaciones que
regiran el movimiento del sistema.

2.1. Modelo del sistema.

El modelo escogido para nuestro estudio consta de dos grados de libertad 6
y ¢, teniendo en cuenta que ambas variables dependeran a su vez del tiempo.

En primer lugar se ha presentado en dos dimensiones el esquema grafico
del modelo (Figura 2.1), en éste se pueden observar los distintos parametros
que se van a emplear para describir las ecuaciones de movimiento del sistema
objeto de nuestro estudio.

En el sistema, situado en su totalidad en el plano vertical, se representa el
sistema pendular(péndulo) y el mecanismo biela-manivela al que se le acopla.
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Esta formado por tres barras de longitudes inicialmente distintas ¢;, ¢y y
{3, que experimentan sendos movimientos de rotacién; dos masas, de pesos
distintos, my y ms, la primera de ellas situada en el punto de unién de las
barras /1 y {5 que permite el giro entre ellas y la segunda en el extremo de la
barra /3; la corredera, con movimiento de traslacién en una tnica direccion,
en la que se dard la unién entre las barras f5 y f3; y un punto fijo(A) en el
que se fija el extremo libre de la barra ¢, fijando asi nuestro sistema.

En nuestro modelo, tomaremos como hipétesis de partida que las masas,
myi y ms, son puntuales y que ninguna de las barras tiene masa, lo cual
simplificara en gran medida el estudio de nuestro problema.

Como ya fue senalado con anterioridad, nuestro sistema viene definido por
dos grados de libertad 6 y ¢, los cudles definen respectivamente los dngulos
que separan la barra ¢; y la barra /3 de la vertical.

2.2. Relacién de longitudes.

Primeramente con la idea de simplificar las ecuaciones, vamos a estudiar
el efecto que tiene sobre la resonancia la relacion entre las longitudes ¢1 y £s.

2.2.1. Vector de posicién.

Figura 2.2: Modelo general.

Basandonos en los ejes cartesianos senalados en el esquema anterior, de-
finimos los vectores de posicion de cada una de las masas m, y meo.
Para la masa mj:
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x1=Vl; - sin(6)

y1=V{1 - cos(0) (2.1)
Para la masa my:
xTo=xh + {3 - sin(p)
o=ty - cos(9) 22
Donde z, se expresa de la forma siguiente:
xh={y - sin(f) + {5 - cos(w) (2.3)

2.2.2. Vector de velocidad.

Para obtener la velocidad de ambas masas en coordenadas cartesianas,
basta con derivar las expresiones del vector de posicion, en cada una de ellas,
con respecto al tiempo,resultando:

Para la masa mj:

iy=Ly - 6 - cos(6)

?Jl:—gl . 0 . sm(@) (24)

Para la masa my:

To=h + l3 - ¢ - cos(y)

ja=—ty - & -sin(p) (2:5)

Para expresar 7, se hace uso de relacion trigonométrica entre las lon-
gitudes ¢; y {3, observando el esquema del modelo general (Figura 2.2), y
de la regla de la cadena para la derivacion, consiguiendo asi eliminar de su
expresion la longitud f5:

Relacién trigonométrica:

ly 2

cos(f) sin(a) (2.6)
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Como puede verse en la relacion anterior el angulo a es funcién de 6,
(a = a(f)) por lo que vamos a despejar en la ecuacién (2.6) el sin(a) y
derivarlo con respecto a 6, aplicando la regla de la cadena:

Sin(oz):i—: - cos(#) (2.7)
: , do
Derivando y despejando 0
d 14
cos(a) - d_z:_f_; - sin(0)
doa £y sin(0) (2.8)

d6 0y cos(a)

Ya estamos en condiciones de derivar la expresién (2.3) respecto a 6,
aplicando la regla de la cadena, resultando:

‘ ) dae . |
wy=ty 0 cos(0) — Ly —5 -0 -sin(a) (2.9)

Ahora sustituimos en la expresién anterior (2.9), la obtenida en (2.8):

=ty -0+ cos(0) — £y - (—f—l> S0) 6 sin(a)

ly )  cos(a)

(2.10)

Finalmente operamos resultando la expresién de i, que estabamos bus-
cando, ya que se ha conseguido eliminar la longitud ¢y de la misma:

sin(6)
cos(av)

ih=01 - 0 - cos() + ¢ - -0 - sin(«)

(2.11)

Ademas de la expresion vectorial de la velocidad, también calcularemos
el cuadrado del médulo de la misma, ya que nos sera de utilidad en el calculo
de la energia cinética. Dicho valor viene dado en funcién de las velocidades
cartesianas para cada una de las masas por v? = &2 + 3%, Su valor para cada
una de las masas es el siguiente:

Para la masa mj:

2__ 92 02
vy={y -0 (2.12)
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Para la masa my:

VB=3 - 2 + i+ 2 it Ly - cos(p) (2.13)

Y sustituyendo las expresiones (2.7) y (2.11), en la anterior,resulta para
la masa ms:

(1 cos*(f) - sin*(6)

B= -+ B o) P g T e
f? 2 N2 Sin(e) % ]
+2: 7 - cos () -0 " eon(a) +2-l3-cos(p) - ¢- (fl'cose'e (2.14)
L4 cos(f) -sinh)
Uy cos(a)

2.2.3. Energia cinética del sistema.

La expresion de la energia cinética viene dada por T = % -m - v2. Sus-
tituyendo m y v? por las expresiones correspondientes para cada una de las
masas mi, v% y Mo, v% respectivamente, obtenemos:

T:%.ml.g%.g2+%.m2. {éﬁ-g‘ﬂ

o U cost(0) sn’0) 0 ., sin(0)
2. cos?(0) - 62 + = - 202 9. L cos2(0) - 62 .
+07 - cos*(0) - 6% + I cos?(a) 0 + 0 cos(0) - 0 cosl(a)
+2£3COS(QO)QD £1COSQQ+EJMQ
Uy cos(a)
(2.15)

Para ver el efecto que tiene la relacion de longitudes, le aplicamos a la
expresion de la energia cinética (2.15), la aproximacién cuadratica que resulta
haciendo:

cos(a)~1

sin(a)~0, con a — 0 (2.16)
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Con lo que obtenemos la siguiente expresion para la energia cinética del
sistema:

T:%.ml-e%e‘ug.mz-(ﬁ%-w%'92+2-€1'€3'¢'9> (2.17)

Como se puede ver la longitud /5 no aparece en la expresion de la energia
cinética del sistema (2.17) al tener en cuenta la aproximacién (2.16), anterior-
mente senalada, de igual manera tampoco apareceréa en la energia potencial
del sistema.

Por lo tanto para este proyecto la relacion entre las longitudes ¢; y ¢ no
serd relevante, ya que no influird en la resonancia que sufre el sistema por
lo que no tampoco crea movimientos interesantes para el estudio que en este
proyecto desea abordarse.

Por todo lo anterior se toma como relacién entre las longitudes ¢; y /s,
para nuestro estudio cinemaético, el valor 1.

b

—=1
l

(2.18)

2.3. Ecuaciones de movimiento.

En este apartado, hallaremos las ecuaciones diferenciales que rigen el
movimiento de nuestro modelo simplificado empleando las ecuaciones de La-
grange, que se muestra en la siguiente figura.

Figura 2.3: Modelo simplificado.
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2.3.1. Vector de posicién.

Basandonos en los ejes cartesianos senalados en el esquema anterior, de-
finimos los vectores de posicién de cada una de las masas my y ms.
Para la masa my:

x1=Vl; - sin(6)

y1="01 - cos(0) (2.19)
Para la masa my:
xo=xh + l3 - sin(yp)
Yol - cos(0) (2.20)
Donde zf, se expresa de la forma siguiente:
xh=Ly - sin(@) + ¢ - cos(w) (2.21)

Aplicaremos a la expresién anterior (2.21), la relacién trigonométrica si-
guiente:

0 2

cos(f) sin(a) (2.22)

Dicha relacién se obtiene de la observacion del modelo simplificado (Fi-
gura 2.3), pudiéndose escribir en la forma:

sin(a)=cos(f)

cos(a)=sin(0) (2.23)

La expresién (2.21), teniendo en cuenta la relacion mostrada en (2.23),
nos queda de la siguiente manera:

xh=2-{; - sin(h) (2.24)
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2.3.2. Vector de velocidad.

Para obtener la velocidad de ambas masas en coordenadas cartesianas,
basta con derivar las expresiones del vector de posicion, en cada una de ellas,
con respecto al tiempo,resultando:

Para la masa my:

iy1=ly - 0 - cos(6)

j1=—"Ly - 0 - sin(0) (225)
Para la masa my:
Bo=i + L3 - - cos(p)
Yo=—V3 - ¢ - sin(p) (2.26)
Donde &4 viene dado como sigue, tras su derivacién:
ih=2 -y - 0 - cos(f) (2.27)

Y sustituyendo la expresion de i, (2.27) en la expresién de la coordenada
T (2.26) del vector velocidad de la masa mg, llegamos a:

i9=2 Ly -0 -cos(f) + 3 - - cos(p)

. .. 2.28
Yo=—"l3 - - sin(yp) (2.28)

Ademas de la expresion vectorial de la velocidad, también calcularemos
el cuadrado del médulo de la misma, ya que nos sera de utilidad en el calculo
de la energia cinética. Dicho valor viene dado en funcién de las velocidades
cartesianas para cada una de las masas por v? = 2% + g?. Su valor para cada
una de las masas es el siguiente:

Para la masa mj:

2_92 2
vy=_y -0 (2.29)

Para la masa my:

V=02 2440307 cos®(0) +4 -0y - U360 - -cos(h) - cos(p) (2.30)
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2.3.3. Energia cinética del sistema.

La expresion de la energia cinética viene dada por T = % -m - v% Sus-
tituyendo m y v? por las expresiones correspondientes para cada una de las
masas m;y, v? y ma, v5 respectivamente, obtenemos:

T=%-my-03-0°+ 1 -my- (£§-¢2+4'€%~92'0082(9)

| (2.31)
40yl 0 - - cos(d) - 008(90>>

2.3.4. Energia potencial.

La energia potencial varia inicamente con la altura de m, ya que en el
apartado (2.1), establecimos como hip6tesis que las barras de nuestro modelo
no tenian masa, y que las inicas masas a considerar serian m; y mso.

La expresién de la energia potencial es V. = m - g - Ah, donde el Ah
la diferencia de altura que experimenta cada una de las masas m; y mao, al
dejar su posicién de reposo, dada para la nulidad de los dangulos (0 = ¢ = 0),
ya que hemos tomado dicha posicién como origen de potencial en cada una
de las masas. Consecuencia directa de tomar asi el origen es que la energia
potencial siempre sera positiva. Su valor es el siguiente:

V=m-g-l- (1 - cos(@)) +mg-g-ls- <1 - cos(gp)) (2.32)

2.3.5. Ecuaciones de Lagrange.

Una vez halladas las dos energias que intervendran en las ecuaciones de
Lagrange, planteamos nuestras ecuaciones de movimiento para cada uno de
nuestros grados de libertad 6 y ¢.

En primer lugar, escribimos las ecuaciones de Lagrange para una coorde-
nada generalizada ¢ y en funcion de las energias cinética y potencial.

d (0L\ 0L d (0T\ OT oV
%(a_q)_a_q_o _ E(a_q>_a_q+a_q_o (2.33)

Ahora particularizamos la ecuacién (2.33) para nuestros dos grados de
libertad 6 y .
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Grado de libertad 6

%:ml~€%-9+4-m2-€%-9-0082(0)

+2-mg - by - U3 - cos() - cos(p)

d /9T i} i} . .
7 (%) =my-03-0+4-my-03- (0 -cos?(0) — 2 6% - cos(0) - 8111(9))

+2-my -l - Uy - <gb - cos() - cos(p) — 0 - ¢ - sin(f) - cos(p)
—p? - cos(0) - sin(gp))

ar
a6
ov
26

——4-my - L% 62 cos(0)sin(@) —2-my -y - £3-6 - ¢ -sin(h) - cos(p)

=my - g -y -sin(6)

Sustituyendo cada uno de los términos anteriores en las ecuaciones de
Lagrange (2.33) se obtiene, para el grado de libertad 6, la ecuacién diferencial
siguiente:

O=my - £2-0+4-my - 02 (0 -cos2(f) — 2 6% - cos(h) - sin(@))

+2-mg -l - U5 (gb - cos(f) - cos(p) — 8 - fsin(f) cos(p) — @* - cos(h) sin(go))

+4-my - 26 cos(0) sin(0) +2-my - £y - 3 -6 - ¢ - sin(h) - cos(p)

+my - g - {y - sin(6)

(2.34)
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Grado de libertad ¢

T .
g—¢:m2-€§-¢+2-m2-€1-53-9-008(0)-008(@

% <2_Z) =mg-l3-5+2-mg-ly-ls- (9 - cos(0) - cos(p) — 62 - sin(f) - cos()

—6- ¢ - cos(h) - Sin(sO))

oT S .
%2—2 g -y L3+ 0 - cos() - sin(p)
ov .

%:WLQ - g - {3 -sin(yp)

Sustituyendo cada uno de los términos anteriores en las ecuaciones de
Lagrange (2.33) se obtiene, para el grado de libertad ¢, la ecuacion diferencial
siguiente:

O=mg-03-G+2-mg-ly-l3- (9 - cos() - cos(p) — 62 - sin(f) - cos()

—0 - - cos(0) - sin(gp)) +2-my Ly -Lls-0-¢-cos(f) - sin(p)

+mg - g - U3 - sin(yp)
(2.35)

Las ecuaciones de Lagrange nos han permitido obtener las dos ecuaciones
de movimiento (2.34) y (2.35) correspondientes a los dos grados de libertad
0 y ¢. En dichas ecuaciones, se pueden simplificar términos semejantes, ob-
teniendo finalmente las dos ecuaciones de movimiento de segundo orden que
regirdn nuestro sistema:
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O=my-62-0+4-my 03 <6 - cos2() — 6% - cos(h) - sin(&))

+2-mg -l - U3 (gb - cos(f) - cos(p) — ¢ - cos(h) sin(gp)) (2.36)

+my - g -4y - sin(6)

O=mg-03-p+2-mg-ly 3" (0 - cos(8) - cos(yp) — 62 - sin(h) - Cos(go))

+mg - g - U3 - sin(p)

(2.37)

En las ecuaciones anteriores (2.36) y (2.37) ha de notarse la existencia
de términos cruzados, debido a la que en el movimiento del sistema los dos
grados de libertad € y ¢ permanecen relacionados entre si.

2.3.6. Ecuaciones diferenciales adimensionalizadas.

El siguiente paso es adimensionalizar el tiempo en las ecuaciones (2.36)

y (2.37), con lo cuél obtenemos dos parametros adimensionales.

5 g . -
= =, las ecuaciones quedan en la forma siguiente:

b

SeaT=w-tconw

0=0+4-v - cos(h) - <é cos(f) — 62 - sm(e))

(2.38)
+2 - pu-v-cos(f) - (gb - cos(yp) — @* - sin(cp)) + sin(0)

O=p - @+ 2-cos(p) - (9 - cos(6) — 62 - sin(@)) + sin(p) (2.39)

Donde p y v son:
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14
» Relacion de longitudes p = 3

b

En este parametro comparamos las longitudes de los tres brazos del sis-
tema, dos de ellos de longitudes iguales ¢; pertenecientes al mecanismo
biela-manivela y el otro de longitud /3 perteneciente al péndulo.

m

= Relacién de masas v = —>.

my

Este parametro comparamos las dos masas puntuales de nuestro siste-

ma mi y mes

2.4. Ecuaciones y valores de equilibrio.

A partir de las ecuaciones de movimiento adimensionales (2.38) y (2.39),
obtenidas en el apartado anterior, calculamos las que ecuaciones que cum-
pliran los distintos puntos de equilibrio de nuestro problema. Para encontrar
dichas ecuaciones la tnica condiciéon a imponer es que las coordenadas gene-
ralizas en nuestras ecuaciones 6 y ¢, permanezcan constantes con el tiempo,
matematicamente se expresa de la forma siguiente:

qg=¢=>0, con g =16, .

Imponiendo esta condicion, las ecuaciones de equilibrio nos vienen dadas
por:

sin(6)=0

sin(p)=0 (2.40)

Por tanto los valores de las coordenadas generalizadas que cumplen nues-
tro equilibrio, expresados en radianes, seran:

sin(f) =0 = 60=0,7

sinfp) =0 = ¢=0,7 (2:41)

Lo que nos presenta cuatro posibles situaciones de equilibrio, dadas por
las combinaciones dos a dos de las soluciones. Debemos notar que estas cuatro
posibles situaciones de equilibrio se encuentran todas en la vertical del punto
fijo de nuestro sistema (situaciones facilmente imaginables por el lector con
lo que no se cree oportuno el uso de un esquema grafico que las represente).
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2.5. Estudio de la resonancia.

En este apartado calculamos la curva de resonancia 2:1; para que se dé di-
cha curva los autovalores de nuestro sistema deben de ser una pareja de auto-
valores conjugados imaginarios puros. Ademas al tratarse de la resonancia 2:1
los valores de la partes imaginarias serdan el doble, en modulo, entre si. Dadas
las cuatro posibles situaciones de equilibrio, senaladas antes, nos centramos
en la situacion 8 = ¢ = 0,ya que es la tinica que cumple esta condicién, como
veremos en el proximo capitulo,

Debido a que las coordenadas generalizas son ambas nulas,para la situa-
cion de equilibrio elegida, podemos linealizar las ecuaciones de movimiento
adimensionales (2.38) y (2.39), obtenidas en el apartado (2.3.6), con la apro-
ximacién para angulos pequenos. Dicha aproximacién se expresa matemati-
camente, para un angulo genérico a, de la forma siguiente:

cos(a)~1

sin(a)~0, con a — 0 (2.42)

Aplicando la aproximacion que acabamos de senalar, obtenemos las ecua-
ciones siguientes (en las que ya se han despreciado los términos superiores al
segundo orden):

(144-v)-642-v-p-$+60=0
. ) 2.43
20 +p-9p+9=0 (2.43)

Expresandolo matricialmente, se tiene:

) g e e

Para el calculo de la curva correspondiente, se van a ensayar en el sistema
anterior (2.44) soluciones del tipo:

(i) =Mt (2.45)

Donde A = w-i y v representan los autovalores y autovectores correspon-
diente al sistema (2.44) respectivamente.



CAPITULO 2. ESTUDIO ANALITICO DEL SISTEMA 21

Para ello es necesario derivar dos veces (2.45),obteniendo la expresién

siguiente:

0 2 At

(..)z)\ et (2.46)
2

Ya estamos en disposicién de aplicar la solucién elegida al sistema (2.44);
para ello sustituimos en éste las expresiones antes obtenidas (2.45) y (2.46).
De esta forma obtenemos la siguiente ecuacion matricial:

1+4-v 2-p-v 42 At 1 0 Coxt
{ 5 p ] A e vty 1| v=0 (2.47)

La ecuacién matricial (2.47) se puede agrupar en la forma que se presenta
en la siguiente ecuacion:

[(1+4~u)~>\2+1 2~u'u-)\2}.€)\.t' y

5 2 S =0 (2.48)

El determinante correspondiente, a la expresién (2.48), es:

. .2 . . .2
'(1+4 v) N4l 2-pev- N (2.49)

2-)\2 AN+l

Operando el determinante anterior (2.49), se obtiene la ecuacion siguiente:

X (144 v 1) X4+ 1=0 (2.50)

Las potencias de los autovalores pueden expresarse, a partir de su expre-
sion inicial, de la forma siguiente:

A=w-i = M=-w = \M=u! (2.51)

Vamos a sustituir en (2.50) el valor de las potencias de los autovalo-
res (2.51), queddndonos en la ecuacién sélo con valores reales de la parte
imaginaria de los autovalores:
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Wt = (144 v+pu) W?*+1=0 2.52
v Y

Para poder resolver con la expresion de la ecuacion de segundo orden, lla-
mamos S = w? y S? = w*, y resolviendo en la forma indicada se obtiene,para
S, la expresiéon siguiente:

2
<1+4-u—|—u>j:\/<1—|—4-1/+u> 4y

g —
2.1

En la expresién anterior, al contener los dos parametros p y v, se dificulta
su resolucion analitica. Para salvar este inconveniente, recordamos que el
objeto de nuestro estudio es la resonancia 2:1, debido a lo cual sabemos la
solucién de la ecuacion para ésta, siendo wy = 2 y wy = 1, correspondiendo
wy Y wy a tomar en la expresién anterior el signo positivo o negativo de la
raiz, respectivamente.

Ahora ya estamos en condiciones de hallar la curva en ejes p y v, senalada
al principio de este apartado. Para ello vamos a dividir las dos soluciones,
haciendo uso de la expresién anterior, obteniendo, tras simplificar adecuada-
mente, lo siguiente:

i\/<1+4-u—|—,u>2—4~,u:4
(

2
1—|—4-1/—|—,u> —4-pu

w%_ )

(1+4-y+u +

Si operamos la expresién anterior y despejamos el valor de u, en funcién
de v, se obtiene la expresion siguiente:

2
—<8-u—§)i\/<8-u—§) —4-(16-1/2+8-u—l—1>
2

La expresion anterior nos permite tener para cada valor de v un par de
valores de u, correspondientes a tomar el signo positivo o negativo de la raiz.
Seguidamente mostramos su representacién grafica:
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35f E

25r- b

15 b

0.5 b

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Figura 2.4: Curva de resonancia 2:1.

En la grafica anterior hemos representado tanto la rama correspondiente
a tomar el signo positivo, en rojo, como la rama correspondiente al signo
negativo, en azul.



