
Caṕıtulo 3

Continuación numérica de
equilibrios.

En el caṕıtulo anterior, obtuvimos las ecuaciones diferenciales de movi-
miento, aśı como una curva representativa de la resonancia 2:1 y las posibles
situaciones de equilibrio para nuestro problema, todo ello de forma anaĺıtica.

En este caṕıtulo, mediante el programa de continuación numérica AU-
TO2000, y a partir de las ecuaciones diferenciales de movimiento y de la
curva representativa para la resonancia 2:1, vamos a realizar en primer lugar
un estudio de las situaciones de equilibrio, y a partir de éste pasaremos a la
continuación numérica de órbitas periódicas estudiando para ellas el compor-
tamiento de nuestro sistema.

3.1. Introducción.

Para realizar la continuación numérica de una función escalar o vectorial,
lo primero que debemos saber es que el número de incógnitas sólo puede ser
uno más que el de ecuaciones, es decir, que sólo podemos tener un parámetro
de continuación. Esto se debe, a que la continuación numérica, se encarga de
evaluar nuestra función para cada valor del parámetro, y aśı se va obteniendo
una serie de puntos que definen nuestros equilibrios u órbitas periódicas,
según sea el caso. Una excepción al caso anterior, son los puntos especiales
como puntos ĺımite, puntos de bifurcación, puntos de Hopf, etc, ya que cuando
se continúa uno de estos puntos, impĺıcitamente se impone una ecuación más
(un autovalor cero en caso de puntos ĺımite, por ejemplo), lo cuál nos permite
variar dos parámetros en lugar de uno sólo.

En el caso concreto de nuestro sistema, las ecuaciones que rigen el mo-
vimiento del péndulo son dos ecuaciones diferenciales de segundo orden con
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cuatro variables (ϕ, θ, µ y ν):

0=θ̈ + 4 · ν · cos(θ) ·
(

θ̈ cos(θ)− θ̇2 · sin(θ)

)

+2 · µ · ν · cos(θ) ·
(

ϕ̈ · cos(ϕ)− ϕ̇2 · sin(ϕ)

)
+ sin(θ)

(3.1)

0=µ · ϕ̈ + 2 · cos(ϕ) ·
(

θ̈ · cos(θ)− θ̇2 · sin(θ)

)
+ sin(ϕ) (3.2)

Para poder utilizar el programa de continuación numérica anteriormente
señalado, debemos preparar el sistema de ecuaciones que a éste se le intro-
ducirá. Deberemos tener un sistema de ecuaciones en el que las ecuaciones
sean de primer orden.

Para ello las dos ecuaciones (3.1) y (3.2), con derivadas de segundo
orden, se pueden transformar en cuatro ecuaciones en derivadas primeras
introduciendo dos variables:

ψ = ϕ̇

Θ = θ̇

Realizando este cambio de variable se obtienen las siguientes ecuaciones:

0=Θ̇ + 4 · ν · cos(θ) ·
(

Θ̇ · cos(θ)−Θ2 · sin(θ)

)

+2 · µ · ν · cos(θ) ·
(

ψ̇ · cos(ϕ)− ψ2 · sin(ϕ)

)
+ sin(θ)

(3.3)

0=µ · ψ̇ + 2 · cos(ϕ) ·
(

Θ̇ · cos(θ)−Θ2 · sin(θ)

)
+ sin(ϕ) (3.4)

Debemos despejar Θ̇ y ψ̇ de las ecuaciones anteriores. Como en ambas
ecuaciones aparecen Θ̇ y ψ̇, para obtener las ecuaciones deseadas, lo que hace-
mos es despejar de ambas una de las variables Θ̇ o ψ̇ e igualar, seguidamente
de la ecuación resultante se despeja la otra variable Θ̇ o ψ̇, según el caso, ob-
teniendo aśı una ecuación en la forma deseada. Análogamente se haŕıa para
la otra variable. No se expone el desarrollo matemáticamente intermedio, por
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pensar que puede resultar pesado para el lector, y directamente exponemos
las dos ecuaciones resultantes:

Θ̇=

(
4 · µ · ν · cos(θ) · sin2(ϕ)

)
·Θ2 +

(
2 · µ2 · ν cos(θ) · sin(θ)

)
· ψ2

µ ·
(

1 + 4 · ν · cos2(θ) · sin2(ϕ)

)

·
µ ·

(
2 · ν · cos(θ) · cos(ϕ) sin(ϕ)− sin(θ)

)

µ ·
(

1 + 4 · ν · cos2(θ) · sin2(ϕ)

)

(3.5)

ψ̇=

(
4 · µ · ν cos2(θ) · sin(θ) · cos(ϕ)

)
· ψ2 −

(
2 · sin(θ) cos(ϕ)

)
·Θ2

−µ ·
(

1 + 4 · ν · cos2(θ) · sin2(ϕ)

)

−

(
2 · cos(θ) · sin(θ) · cos(ϕ)− sin(ϕ)− 4 · ν cos2(θ) · sin(ϕ)

)

−µ ·
(

1 + 4 · ν · cos2(θ) · sin2(ϕ)

)

(3.6)

Con lo que el sistema de ecuaciones para la continuación numérica queda
como sigue:

θ̇ = Θ (3.7)

ϕ̇ = ψ (3.8)
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Θ̇=

(
4 · µ · ν · cos(θ) · sin2(ϕ)

)
·Θ2 +

(
2 · µ2 · ν · cos(θ) · sin(θ)

)
· ψ2

µ ·
(

1 + 4 · ν · cos2(θ) · sin2(ϕ)

)

·
µ ·

(
2 · ν · cos(θ) · cos(ϕ) · sin(ϕ)− sin(θ)

)

µ ·
(

1 + 4 · ν · cos2(θ) · sin2(ϕ)

)

(3.9)

ψ̇=

(
4 · µ · ν · cos2(θ) · sin(θ) · cos(ϕ)

)
· ψ2 −

(
2 · sin(θ) · cos(ϕ)

)
·Θ2

−µ ·
(

1 + 4 · ν · cos2(θ) · sin2(ϕ)

)

−

(
2 · cos(θ) · sin(θ) · cos(ϕ)− sin(ϕ)− 4 · ν · cos2(θ) · sin(ϕ)

)

−µ ·
(

1 + 4 · ν · cos2(θ) · sin2(ϕ)

)

(3.10)

Ya tenemos el sistema preparado para realizar la continuación numéri-
ca, aśı en el siguiente apartado explicamos el funcionamiento del programa
utilizado, realizando la continuación en apartados posteriores.

3.2. Funcionamiento de AUTO2000.

AUTO2000 es el software de continuación numérica que manejaremos en
el presente proyecto. En este apartado explicaremos básicamente, los ficheros
que hay que introducirle a AUTO para su funcionamiento, las órdenes nece-
sarias para que funcione y los ficheros que genera después de la continuación.
Posteriormente, en los apartados sucesivos, iremos particularizando todo ello
para nuestro sistema.

El funcionamiento de AUTO se basa en dos tipos de archivo:

Fichero xxx.c contiene varias subrutinas en C, en las que se introducen
las ecuaciones diferenciales del movimiento, aśı como las condiciones
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iniciales tales como un punto de equilibrio, las condiciones de contorno,
etc. . .

Fichero c.xxx en el que se refleja la dimensión del sistema, los parámetros
a continuar, las tolerancias admisibles, el número de iteraciones, etc. . .

Vamos a mostrar un ejemplo de cada uno de estos ficheros y daremos
unas nociones básicas de los parámetros que hay que introducirles.

Para empezar, mostraremos un fichero tipo xxx.c a modo de ejemplo y
veremos como funciona.

#include "auto_f2c.h" /*

-------------------------------------------------------------*/ /*

-------------------------------------------------------------*/

int func (integer ndim, const doublereal *u, const integer *icp,

const doublereal *par, integer ijac,

doublereal *f, doublereal *dfdu, doublereal *dfdp) {

doublereal phi,theta,psi,Theta,mu,nu;

/*...*/

phi = u[0];

theta = u[1];

psi = u[2];

Theta = u[3];

mu=par[0];

nu=par[1];

f[0]= psi;

f[1]= Theta;

f[2]= ((4*mu*nu*cos(theta)*cos(theta)*sin(theta)*cos(phi))

*psi*psi-(2*sin(theta)*cos(phi))*Theta*Theta

-(2*cos(theta)*sin(theta)*cos(phi)-sin(phi)

-4*nu*cos(theta)*cos(theta)*sin(phi)))/(-mu

*(1+4*nu*cos(theta)*cos(theta)*sin(phi)*sin(phi)));

f[3]= ((4*mu*nu*cos(theta)*sin(theta)*sin(phi)*sin(phi))
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*Theta*Theta+(2*mu*mu*nu*cos(theta)*sin(theta))

*psi*psi+(mu*(2*nu*cos(theta)*cos(phi)*sin(phi)

-sin(theta))))/(mu*(1+4*nu*cos(theta)*cos(theta)

*sin(phi)*sin(phi)));

return 0;

}

/* -------------------------------------------------------------*/

/* -------------------------------------------------------------*/

int stpnt (integer ndim, doublereal t,

doublereal *u, doublereal *par) {

/* Parámetros iniciales */

par[0] = (doublereal)0.5;

par[1] = (doublereal)2.0;

/* Solución inicial */

u[0] = (doublereal)0.0;

u[1] = (doublereal)0.0;

u[2] = (doublereal)0.0;

u[3] = (doublereal)0.0;

return 0;

}

/* Las siguientes subrutinas no son usadas aquı́, */ /* pero

deben aparecer en el fichero. */

/* -------------------------------------------------------------*/

/* -------------------------------------------------------------*/

int bcnd (integer ndim, const doublereal *par, const integer *icp,

integer nbc, const doublereal *u0, const doublereal

*Teta, integer ijac, doublereal *fb, doublereal *dbc) {

return 0;
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} /*

-------------------------------------------------------------*/ /*

-------------------------------------------------------------*/

int icnd (integer ndim, const doublereal *par, const integer *icp,

integer nint, const doublereal *u, const doublereal

*uold, const doublereal *udot, const doublereal *upold,

integer ijac, doublereal *fi, doublereal *dint) {

return 0;

} /*

-------------------------------------------------------------*/ /*

-------------------------------------------------------------*/

int fopt (integer ndim, const doublereal *u, const integer *icp,

const doublereal *par, integer ijac,

doublereal *fs, doublereal *dfdu, doublereal *dfdp) {

return 0;

} /*

-------------------------------------------------------------*/ /*

-------------------------------------------------------------*/

int pvls (integer ndim, const doublereal *u,

doublereal *par) {

return 0;

} /*

-------------------------------------------------------------*/ /*

-------------------------------------------------------------*/

En este fichero, podemos distinguir dos funciones:

func es la encargada de pasar a AUTO las ecuaciones diferenciales y de
definir las variables independientes y los parámetros.

stpnt es la función que AUTO emplea cuando se le indica que comience la
continuación a partir de una solución inicial.

Como hemos dicho antes, además de las funciones func y stpnt, existen
cuatro más (bcnd, icnd, fopt y pvls) que se utilizan cuando se definen
condiciones de contorno, condiciones de integración, etc. . . y que, aunque no
contengan nada, deben incluirse en este fichero.

Este fichero, sólo es necesario modificarlo si se quiere partir de otra solu-
ción inicial, para lo cuál tendŕıamos que variar únicamente la función stpnt.
En cualquier otro caso, al permanecer las ecuaciones diferenciales inaltera-
bles, no seŕıa necesaria su modificación.
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Una vez mostrado un fichero tipo xxx.c, explicaremos el otro fichero
necesario para trabajar con AUTO, el c.xxx.

Este fichero será el que dé a AUTO las condiciones en las que debe realizar
la continuación de las ecuaciones definidas en xxx.c. Veamos un ejemplo:

Vamos a explicar los parámetros más importantes de este fichero:

NDIM indica la dimensión del sistema de ecuaciones. En el caso que
nos aborda tenemos cuatro ecuaciones en derivadas primeras.

IPS define el tipo de problema. Nosotros nos moveremos entre dos de
sus valores:

• IPS=1 Soluciones estacionarias de ecuaciones diferenciales ordi-
narias con detección de bifurcaciones de Hopf.

• IPS=2 Para continuación de soluciones periódicas.

IRS define la etiqueta de la solución donde la continuación comenzará.
Si su valor es cero, como en este caso, el programa tomará como solución
inicial la indicada en la función stpnt.

ILP tiene dos valores posibles:

• ILP=0 No detecta los posibles pliegues de la continuación.

• ILP=1 Detecta los pliegues de la continuación (puntos LP). Es el
valor recomendado.

NICP indica el número de parámetros que tiene nuestro sistema. En
nuestro caso,inicialmente, son µ y ν, y por ello le hemos asignado a esta
variable el valor 2. En realidad, el número de parámetros está definido
en el archivo xxx.c con un vector llamado PAR[ ], y en el NICP lo
único que indicaremos es cuántos de ellos queremos que aparezcan por
pantalla al ejecutar AUTO.
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ICP depende del valor que hallamos asignado a NICP. Deberemos
indicar qué parámetros serán los que aparecerán en la continuación y
según el orden, cuál será el parámetro de continuación principal y cuál
el secundario. En nuestro caso, hemos indicado un valor de NICP=2,
luego hemos elegido los dos parámetros de continuación; PAR[0] en
primer lugar (µ) como parámetro de continuación principal y PAR[1]
(ν) como segundo parámetro de continuación.

ISP es el parámetro que controla la detección de puntos de bifurca-
ción (BP), puntos de bifurcación de doble peŕıodo (PD), etc. Nosotros
emplearemos dos valores de esta variable:

• ISP=1 Este valor detecta puntos de bifurcación (HB) para solu-
ciones que no sean periódicas, y no detecta puntos de bifurcación
de doble peŕıodo (PD).

• ISP=2 Este valor detecta todos los puntos especiales y es el que
emplearemos cuando trabajemos con órbitas periódicas.

ISW indica el tipo de continuación que realizaremos. Nosotros emplea-
remos tres valores:

• ISW=1 Se utiliza para continuar equilibrios con un solo parámetro
y para trazar una órbita periódica a partir de un punto de Hopf.

• ISW=2 Se utiliza para continuar puntos ĺımite (PL) y puntos de
Hopf (HB), ya que al añadirse impĺıcitamente una ecuación en
estos puntos, se nos permite variar un segundo parámetro.

• ISW=−1 Se utiliza en órbitas periódicas para continuar puntos de
bifurcación (BP) y puntos de bifurcación de doble peŕıodo (PD).

NMX indica el número máximo de iteraciones que le vamos a permitir
a la continuación.

RL0, RL1 indican el valor mı́nimo y máximo, respectivamente, que
puede tomar el parámetro de continuación principal, en este caso µ.

NPR Si su valor es inferior a NMX, entonces se mostrarán por pantalla
los resultados cada NPR iteraciones. Si su valor es igual a NMX, sólo
se mostrarán por pantalla los puntos especiales encontrados (dichos
puntos también aparecerán en el caso anterior).

DS indica el tamaño de paso normal entre dos puntos de la misma
rama. Además, un cambio de signo, provoca que la continuación se
realice en sentido contrario.
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DSMIN, DSMAX indican en valor absoluto los tamaños de paso
mı́nimo y máximo admisibles entre dos puntos de l misma rama.

Una vez introducidos los ficheros, nos situamos en el directorio donde se
encuentran y desde consola ejecutamos el programa escribiendo auto (escri-
bir en minúsculas). El resultado será algo parecido a la Figura 3.1.

Figura 3.1: Ejecución de AUTO.

Dentro del programa, tenemos que cargar los ficheros xxx.c y c.xxx, lo
cuál se puede hacer de dos formas:

Cargando primero el fichero de ecuaciones y luego el fichero de cons-
tantes:

AUTO>ld(’xxx’) AUTO>r(c=’xxx’)

Cargando los dos ficheros a la vez:

AUTO>r(e=’xxx’,c=’xxx’)

Una vez ejecutadas estas órdenes, el programa nos devuelve tres ficheros
fort con las extensiones 7, 8 y 9:

fort.7 contiene los valores de los parámetros de continuación para cada una
de las iteraciones que nos permitirán dibujar el diagrama de bifurcación.

fort.8 contiene información más extensa de cada una de las órbitas etique-
tadas.

fort.9 contiene mensajes de diagnóstico, convergencia de las soluciones, au-
tovalores, etc. . .

Será por medio de estos tres ficheros que podamos representar gráfica-
mente la continuación y podamos obtener los autovalores.
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3.3. Continuación numérica de los equilibrios.

En el caṕıtulo anterior calculamos las distintas situaciones de equilibrio
para nuestro sistema. En este apartado, empezaremos recordando dichas si-
tuaciones de equilibrio, posteriormente se realizará la continuación numérica,
estudiando los autovalores, que nos devuelva el programa AUTO2000, para
cada uno de ellos.

3.3.1. Situaciones de equilibrio.

Para facilitar la comprensión de las distintas situaciones de equilibrios,
empezamos recordando el modelo de nuestro sistema:

q

m1 m2

j

l1                     l2                                l3

Figura 3.2: Modelo del sistema.

Las situaciones de equilibrio en el sistema anterior, vienen dadas por:

sin(θ) = 0 =⇒ θ = 0, π

sin(ϕ) = 0 =⇒ ϕ = 0, π
(3.11)

Por lo que las cuatro posiciones de equilibrio, combinando dos a dos los
valores de las variables θ y ϕ, son las siguientes:

1. θ = 0 y ϕ = 0

2. θ = 0 y ϕ = π

3. θ = π y ϕ = 0

4. θ = π y ϕ = π

Como puede verse las cuatro posiciones de equilibrio de nuestro sistema
están en el eje vertical, por lo que podemos intuir que los resultados obtenidos
para uno de ellos serán representativos para el resto.
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3.3.2. Continuación de los equilibrios.

En este apartado, comenzaremos a utilizar AUTO para continuar los equi-
librios hallados anteriormente.

En primer lugar, creamos cuatro ficheros llamados equi1.c, equi2.c,
equi3.c y equi4.c, los cuáles tienen la misma función func, ya que todos
tienen las mismas ecuaciones, y distinta función stpnt, ya que cada uno de
ellos corresponde a uno de los equilibrios y tienen distintas condiciones ini-
ciales, que son las distintas situaciones de equilibrio señaladas en el apartado
anterior.

Del mismo modo, creamos ahora cuatro ficheros llamados c.equi1, c.equi2,
c.equi3 y c.equi4, los cuáles contienen los parámetros de continuación de
AUTO. Estos cuatro ficheros son iguales, pero como ya se dijo en la intro-
ducción de este caṕıtulo deben existir por pareja los ficheros. Mostraremos
uno de ellos como ejemplo:

Los parámetros más destacables de este fichero son:

IRS=0 Partimos del equilibrio que nos da la función stpnt.

ISW=1 Continuamos un sólo parámetro (en este caso µ).

NMX=180 Haremos un máximo de 180 iteraciones.

NPR=180 Se mostrarán sólo las etiquetas especiales.

Una vez creados los ocho archivos mencionados, dos por cada tipo de equi-
librio, ejecutaremos AUTO y veremos los resultados obtenidos por pantalla.
Para ello, abriremos la consola, e iremos al directorio donde hemos creado
los ocho ficheros. Una vez alĺı teclearemos lo siguiente:

auto AUTO>ld(’equi1’) AUTO>r(c=’equi1’)

La salida por consola se muestra en la figura anterior 3.3. En ella pode-
mos observar como AUTO nos da el valor de los parámetros para las ite-
raciones 1 y 180 en este caso, ya que no ha existido ningún punto especial
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Figura 3.3: Ejemplo de fichero.

entre ellos. Si en el archivo c.equi1 le hubiéramos dado a la constante NPR
un valor inferior a 180, podŕıamos ver más etiquetas en puntos intermedios
y además la evolución de los distintos parámetros y variables independien-
tes. Sin embargo, no lo hacemos de esta manera porque AUTO es capaz de
representarnos gráficamente la solución de la continuación, donde se ve el
resultado más claramente. Además podemos ver como AUTO nos etiqueta
los puntos representados con unos determinados números que, como veremos
posteriormente, nos servirán para hacer referencia a dichos puntos.

Para guardar los cambios, utilizamos el siguiente comando:

AUTO>sv(’equi1’)

Al utilizar el comando save o sv, se generan los siguientes ficheros:

b.equi1 que contiene los valores de los parámetros de continuación para
cada una de las iteraciones, y nos permitirá dibujar el diagrama de
bifurcación.

s.equi1 que contiene información más extensa de cada una de las iteraciones
etiquetadas.

d.equi1 que contiene mensajes de diagnóstico, convergencia de soluciones,
autovalores, etc.

Para representar gráficamente la solución recurrimos al comando plot o pl.
Si lo llamamos sin pasarle ningún argumento, representará lo que encuentre
en los ficheros fort7, fort8 y fort9. Sin embargo, si queremos que nos represente
la gráfica de unos determinados ficheros b.xxx, s.xxx y d.xxx, entonces le
tendremos que pasar como parámetro ‘xxx’. Mostraremos como ejemplo lo
que tendŕıamos que escribir por consola para representar la gráfica de ‘equi1’:
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AUTO>pl(’equi1’)

Debido a que el entorno gráfico de AUTO no es demasiado preciso, he-
mos optado por representar las gráficas de este documento con MATLAB
importando los datos que genera AUTO en el fichero ‘b.xxx’.

Ahora estamos en disposición de estudiar cada una de las situaciones
de equilibrio. Al ejecutar los archivos anteriormente citados, para cada uno
de los equilibrios, no se produce la continuación de equilibrio buscada con
éstos, permaneciendo el sistema en la posición de equilibrio de partida aunque
se vaŕıe el valor del parámetro de continuación, para cualquiera de los dos
parámetros posibles que podemos usar como parámetros de continuación.
En la siguiente gráfica 3.4 se representa la amplitud frente a la variación del
parámetro de continuación µ:

3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
 L2−norm

µ 

Figura 3.4: Amplitud frente a µ.

En ella podemos ver como la amplitud se mantiene en cero, para cualquier
valor del parámetro, como tiene que ser.
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3.3.3. Estabilidad de los equilibrios.

En este apartado exponemos la estabilidad de nuestro sistema, en cada
una de las situaciones de equilibrio que hemos obtenido.

La estabilidad de una posición de equilibrio depende de sus autovalores. Si
los cuatro autovalores para una posición de equilibrio son imaginarios puros,
entonces será una posición de equilibrio estable.

Para que AUTO2000 nos muestre los autovalores, por ejemplo para nues-
tro fichero ´equi1’, lo hacemos mediante la orden ev, eg o eigenvalue de la
siguiente forma:

AUTO>ev(’equi1’)

Los espectro de los cuatro autovalores en cada situación son:

• Primera posición de equilibrio, θ = 0 y ϕ = 0:

Im

Re

Figura 3.5: Espectro de autovalores(primera situación)

Por lo anterior, esta posición de equilibrio siempre será estable.

• Segunda posición de equilibrio, θ = 0 y ϕ = π:
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Im

Re

Figura 3.6: Espectro de autovalores(segunda situación)

Por lo anterior, esta posición de equilibrio siempre será inestable.

• Tercera posición de equilibrio, θ = π y ϕ = 0:

Im

Re

Figura 3.7: Espectro de autovalores(tercera situación)

Por lo anterior, esta posición de equilibrio siempre será inestable.

• Cuarta posición de equilibrio, θ = π y ϕ = π:
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Im

Re

Figura 3.8: Espectro de autovalores(cuarta situación)

Por lo anterior, esta posición de equilibrio siempre será inestable.

En los gráficos anteriores se han representado el espectro de los cuatro
autovalores, en un punto cualquiera como representativo de todos los pun-
tos de la evolución, para cada una de las situaciones de equilibrio ya que
no habrá cambios en la posición, en toda la evolución, que nos afecte a la
estabilidad. Aśı que sólo la primera situación, θ = 0 y ϕ = 0, es estable y
será esta posición la que tomemos como inicial en los siguientes apartados.


