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Capitulo 1

Introduccion

En el presente trabajo se estudia el efecto que la resonancia produce
en un sistema dinamico conservativo, formado por dos péndulos acoplados
mediante un mecanismo biela-manivela.

Una razén de ser de las matematicas aplicadas es el aporte que brin-
dan, con apoyo de las ecuaciones diferenciales, a una extensa variedad de
situaciones de las ciencias en sus distintas disciplinas clasificadas como cien-
cias naturales. Dentro de éstas podemos mencionar a las biologicas, quimi-
cas y econdmicas; aunque nos referimos, con especial énfasis por su valiosa
aportacion sobre la tecnologia, a la fisica. Es en esta tltima area en donde
regularmente se encuentran algunos fenémenos mecénicos y eléctricos (por
mencionar sélo dos clases) modelados por esta clasificaciéon de ecuaciones di-
ferenciales, tomando claramente en cada caso los ajustes pertinentes para la
simplificacion de tales modelos. Precisamente este proyecto trata de un tema
enmarcado en el contexto de las matemadticas aplicadas, concretamente se
trata de un sistema de la fisica.

Definimos algunos conceptos que usaremos durante el presente proyecto:

e Periodo:
Una senal que repite el mismo patron en el tiempo se llama periddica
y el periodo es el tiempo que abarca un ciclo o repeticién de la misma.

e Resonancia:

Segun la Real Academia de Lengua Espanola la resonancia es el fendmeno
de ampliacion de las oscilaciones que se presentan en un oscilador
armonico, cuando la frecuencia de las excitaciones exteriores es muy
proxima a la frecuencia propia del oscilador. En cambio, en nuestro ca-
S0 no existe excitacién externa, refieréndonos a la resonancia propia del
sistema, es decir, al cociente de niimeros enteros dado por la relacion
que guardan las frecuencias de los modos de vibracion w;:
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. w1
Resonancia = —
W2

Donde las w; son las partes imaginarias de los autovalores conjugados
imaginarios puros de nuestro sistema.

De la misma forma los periodos, como veremos en el transcurso del
presente proyecto, también guardan la misma proporcion que las fre-
cuencias, al estar relacionado el periodo con su frecuencia de la forma
siguiente:

e Péndulo:

El péndulo méas simple es un cuerpo idealizado que consiste en una
masa puntual suspendida por una barra de masa despreciable. Cuando
se toma la masa y se la separa hacia un lado de su posicion de equilibrio
soltdndola a continuacién, el péndulo comienza a oscilar en un plano
vertical por la influencia de la gravedad. El movimiento es periédico
y oscilatorio. Notese que el periodo es independiente de la masa de la
particula suspendida. Por lo general se considera como un sistema con
un solo grado de libertad. Los péndulos de nuestro caso seran péndulos
simples formados cada uno de ellos por una varilla de masa despreciable
de la que cuelga una masa puntual.

El desarrollo de los péndulos ha estado ligado con el desarrollo de los
relojes desde que en el ano 1600 cuando Galileo Galilei enuncia la ” Ley
del Péndulo”; gracias a esta ley, el matematico y fisico holandés Chris-
tian Huyghens en el anio 1650 aplica el péndulo en los relojes de pared
con curva cicloidal. Posteriormente, este péndulo cicloidal, perfecciona-
do y en combinacién con un instrumento meridiano, seria el medidor
principal del tiempo de un observatorio.

La curva cicloide es el lugar geométrico descrito por un punto p ubicado
en el borde de una circunferencia de radio a cuando esta se translada a
la vez que rota sin deslizar a lo largo de una linea recta como muestra
la siguiente figura.
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Y curva cicloide

ﬁ“‘/
Y.

Figura 1.1: Formacion de la curva cicloide a través del punto p ubicado en la
circunferencia que esta rotando.

Una propiedad muy interesante de esta curva fue descubierta por Johan-
nes Bernoulli en 1727, quien demostré que para hacer llegar una bola
dejandola rodar desde un punto A a un punto B ubicado més abajo
sobre una linea vertical distinta de la que pasa por A en un tiempo
minimo, se necesita hacer rodar la bola sobre una curva cicloidal como
se muestra en la siguiente figura:

Figura 1.2: Desplazamiento de una bola a través de una curva cicloide.

Siendo 2a la diferencia de alturas entre A y B y 2 veces el radio del
circulo con el que se creo la curva cicloidal.

Seguidamente comparamos muy brevemente el péndulo cicloidal con el
péndulo simple. En el péndulo cicloidal el periodo es el mismo indepen-
dientemente de la amplitud, por tanto, es isécrono; ademas sera igual
al periodo del péndulo simple cuando tengan la misma longitud y estén
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oscilando en pequenas amplitudes. Por lo que podemos concluir que
el periodo del péndulo cicloidal no depende de la amplitud angular,
mientras que el periodo del péndulo simple, si lo hace.

e Mecanismo biela-manivela:

El mecanismo biela-manivela es un mecanismo compuesto por un ele-
mento giratorio llamado manivela, que va conectado a un barra rigida
llamada biela, la cual se desplaza describiendo un movimiento de vaivén
arrastrada por la manivela. Asi se consigue que el movimiento de giro
que produce la manivela se transforme en el movimiento rectilineo al-
ternativo que produce la biela. Es un mecanismo reversible, es decir, la
manivela mueve la biela o a la inversa. Este mecanismo es ampliamente
utilizado, principalmente en las maquinas de émbolos, tanto en motores
de vapor (poco utilizados hoy en dia), de explosién y de combustién
interna, como en compresores.

La idea del presente proyecto proviene de un fenémeno fisico que aparece
con frecuencia en la literatura cientifica mecénica (especificamente en el tema
de las oscilaciones pequenas); se trata de la modelacién y comportamiento
de movimientos oscilatorios acoplados, que en diversas situaciones consiste
en dos péndulos acoplados; por tanto, tendremos en todas las situaciones un
sistema con dos grados de libertad, siendo éstos los angulos que definen la
posicién en todo instante de cada uno de los péndulos que forman el sistema.

Existen diferentes formas de realizar el acoplamiento de dos péndulos. El
caso mas sencillo es el péndulo doble que se muestra en la figura 1.3, donde
podemos ver que el segundo péndulo acopla el extremo libre de su varilla a la
masa que cuelga en el primer péndulo; otro caso de acoplamiento, mostrado
en el lado derecho de la figura 1.3, seria el de un resorte colocado entre las
varillas de cada uno de los péndulos.

Figura 1.3: Ejemplos de péndulos acoplados.

Para el presente proyecto hemos escogido una nueva variante del acopla-
miento de dos péndulos, Fig. 1.4, realizando dicho acoplamiento mediante un
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mecanismo biela-manivela, ya que en una primera fase del mismo, busqueda
de informacién, no hemos sido capaces de encontrar literatura cientifica que
tratara un modelo como en el que pretendemos estudiar.

Figura 1.4: Modelo del sistema.

Objetivos del proyecto.

En el estudio de nuestro sistema habra dos partes bien diferenciadas,
una parte analitica y otra numérica; nos centraremos en esta ultima, ya
que debido a la complejidad de las ecuaciones mediante métodos analiticos
podemos llegar a conclusiones cualitativas mas que cuantitativas.

Los objetivos del presente proyecto son los siguientes:

e En la parte analitica:

— Estudiar el efecto que tiene sobre la resonancia la relacién en-
tre las longitudes del sistema de accionamiento, mecanismo biela-
manivela.

— Obtener las ecuaciones de movimiento del sistema definido por
nuestro modelo, Fig 1.4, utilizando la formulacion lagrangiana.

— A partir de las ecuaciones de movimiento obtener las ecuaciones de
equilibrio del sistema, asi como las posiciones de equilibrio corres-
pondientes.

— Calculo de la curva representativa de resonancia 2:1 en nuestro
sistema.

e En la parte numérica:

— Aprender el manejo del software de continuacion numérica AU-

T0O2000.
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— Mediante el software senalado realizar un estudio de las situaciones
de equilibrio correspondientes de nuestro sistema, estudiando la
estabilidad en cada uno de ellas.

— A partir de una posicién de equilibrio estable obtener solucio-
nes periddicas estables e inestables, representando graficamente
su evolucion en funcién de las coordenadas cartesianas.



Capitulo 2

Estudio analitico del sistema

En este capitulo, se va realizar como su propio nombre indica el estudio
analitico del sistema, cuyo modelo se presenta seguidamente:

mjp m2

Figura 2.1: Modelo del sistema.

En la figura pueden verse las distintas coordenadas y parametros que
usaremos en nuestro estudio, para la determinacion de las ecuaciones que
regiran el movimiento del sistema.

2.1. Modelo del sistema.

El modelo escogido para nuestro estudio consta de dos grados de libertad 6
y ¢, teniendo en cuenta que ambas variables dependeran a su vez del tiempo.

En primer lugar se ha presentado en dos dimensiones el esquema grafico
del modelo (Figura 2.1), en éste se pueden observar los distintos parametros
que se van a emplear para describir las ecuaciones de movimiento del sistema
objeto de nuestro estudio.

En el sistema, situado en su totalidad en el plano vertical, se representa el
sistema pendular(péndulo) y el mecanismo biela-manivela al que se le acopla.

7
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Esta formado por tres barras de longitudes inicialmente distintas ¢;, ¢y y
{3, que experimentan sendos movimientos de rotacién; dos masas, de pesos
distintos, my y ms, la primera de ellas situada en el punto de unién de las
barras /1 y {5 que permite el giro entre ellas y la segunda en el extremo de la
barra /3; la corredera, con movimiento de traslacién en una tnica direccion,
en la que se dard la unién entre las barras f5 y f3; y un punto fijo(A) en el
que se fija el extremo libre de la barra ¢, fijando asi nuestro sistema.

En nuestro modelo, tomaremos como hipétesis de partida que las masas,
myi y ms, son puntuales y que ninguna de las barras tiene masa, lo cual
simplificara en gran medida el estudio de nuestro problema.

Como ya fue senalado con anterioridad, nuestro sistema viene definido por
dos grados de libertad 6 y ¢, los cudles definen respectivamente los dngulos
que separan la barra ¢; y la barra /3 de la vertical.

2.2. Relacién de longitudes.

Primeramente con la idea de simplificar las ecuaciones, vamos a estudiar
el efecto que tiene sobre la resonancia la relacion entre las longitudes ¢1 y £s.

2.2.1. Vector de posicién.

Figura 2.2: Modelo general.

Basandonos en los ejes cartesianos senalados en el esquema anterior, de-
finimos los vectores de posicion de cada una de las masas m, y meo.
Para la masa mj:
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x1=Vl; - sin(6)

y1=V{1 - cos(0) (2.1)
Para la masa my:
xTo=xh + {3 - sin(p)
o=ty - cos(9) 22
Donde z, se expresa de la forma siguiente:
xh={y - sin(f) + {5 - cos(w) (2.3)

2.2.2. Vector de velocidad.

Para obtener la velocidad de ambas masas en coordenadas cartesianas,
basta con derivar las expresiones del vector de posicion, en cada una de ellas,
con respecto al tiempo,resultando:

Para la masa mj:

iy=Ly - 6 - cos(6)

?Jl:—gl . 0 . sm(@) (24)

Para la masa my:

To=h + l3 - ¢ - cos(y)

ja=—ty - & -sin(p) (2:5)

Para expresar 7, se hace uso de relacion trigonométrica entre las lon-
gitudes ¢; y {3, observando el esquema del modelo general (Figura 2.2), y
de la regla de la cadena para la derivacion, consiguiendo asi eliminar de su
expresion la longitud f5:

Relacién trigonométrica:

ly 2

cos(f) sin(a) (2.6)
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Como puede verse en la relacion anterior el angulo a es funcién de 6,
(a = a(f)) por lo que vamos a despejar en la ecuacién (2.6) el sin(a) y
derivarlo con respecto a 6, aplicando la regla de la cadena:

Sin(oz):i—: - cos(#) (2.7)
: , do
Derivando y despejando 0
d 14
cos(a) - d_z:_f_; - sin(0)
doa £y sin(0) (2.8)

d6 0y cos(a)

Ya estamos en condiciones de derivar la expresién (2.3) respecto a 6,
aplicando la regla de la cadena, resultando:

‘ ) dae . |
wy=ty 0 cos(0) — Ly —5 -0 -sin(a) (2.9)

Ahora sustituimos en la expresién anterior (2.9), la obtenida en (2.8):

=ty -0+ cos(0) — £y - (—f—l> S0) 6 sin(a)

ly )  cos(a)

(2.10)

Finalmente operamos resultando la expresién de i, que estabamos bus-
cando, ya que se ha conseguido eliminar la longitud ¢y de la misma:

sin(6)
cos(av)

ih=01 - 0 - cos() + ¢ - -0 - sin(«)

(2.11)

Ademas de la expresion vectorial de la velocidad, también calcularemos
el cuadrado del médulo de la misma, ya que nos sera de utilidad en el calculo
de la energia cinética. Dicho valor viene dado en funcién de las velocidades
cartesianas para cada una de las masas por v? = &2 + 3%, Su valor para cada
una de las masas es el siguiente:

Para la masa mj:

2__ 92 02
vy={y -0 (2.12)
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Para la masa my:

VB=3 - 2 + i+ 2 it Ly - cos(p) (2.13)

Y sustituyendo las expresiones (2.7) y (2.11), en la anterior,resulta para
la masa ms:

(1 cos*(f) - sin*(6)

B= -+ B o) P g T e
f? 2 N2 Sin(e) % ]
+2: 7 - cos () -0 " eon(a) +2-l3-cos(p) - ¢- (fl'cose'e (2.14)
L4 cos(f) -sinh)
Uy cos(a)

2.2.3. Energia cinética del sistema.

La expresion de la energia cinética viene dada por T = % -m - v2. Sus-
tituyendo m y v? por las expresiones correspondientes para cada una de las
masas mi, v% y Mo, v% respectivamente, obtenemos:

T:%.ml.g%.g2+%.m2. {éﬁ-g‘ﬂ

o U cost(0) sn’0) 0 ., sin(0)
2. cos?(0) - 62 + = - 202 9. L cos2(0) - 62 .
+07 - cos*(0) - 6% + I cos?(a) 0 + 0 cos(0) - 0 cosl(a)
+2£3COS(QO)QD £1COSQQ+EJMQ
Uy cos(a)
(2.15)

Para ver el efecto que tiene la relacion de longitudes, le aplicamos a la
expresion de la energia cinética (2.15), la aproximacién cuadratica que resulta
haciendo:

cos(a)~1

sin(a)~0, con a — 0 (2.16)
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Con lo que obtenemos la siguiente expresion para la energia cinética del
sistema:

T:%.ml-e%e‘ug.mz-(ﬁ%-w%'92+2-€1'€3'¢'9> (2.17)

Como se puede ver la longitud /5 no aparece en la expresion de la energia
cinética del sistema (2.17) al tener en cuenta la aproximacién (2.16), anterior-
mente senalada, de igual manera tampoco apareceréa en la energia potencial
del sistema.

Por lo tanto para este proyecto la relacion entre las longitudes ¢; y ¢ no
serd relevante, ya que no influird en la resonancia que sufre el sistema por
lo que no tampoco crea movimientos interesantes para el estudio que en este
proyecto desea abordarse.

Por todo lo anterior se toma como relacién entre las longitudes ¢; y /s,
para nuestro estudio cinemaético, el valor 1.

b

—=1
l

(2.18)

2.3. Ecuaciones de movimiento.

En este apartado, hallaremos las ecuaciones diferenciales que rigen el
movimiento de nuestro modelo simplificado empleando las ecuaciones de La-
grange, que se muestra en la siguiente figura.

Figura 2.3: Modelo simplificado.
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2.3.1. Vector de posicién.

Basandonos en los ejes cartesianos senalados en el esquema anterior, de-
finimos los vectores de posicién de cada una de las masas my y ms.
Para la masa my:

x1=Vl; - sin(6)

y1="01 - cos(0) (2.19)
Para la masa my:
xo=xh + l3 - sin(yp)
Yol - cos(0) (2.20)
Donde zf, se expresa de la forma siguiente:
xh=Ly - sin(@) + ¢ - cos(w) (2.21)

Aplicaremos a la expresién anterior (2.21), la relacién trigonométrica si-
guiente:

0 2

cos(f) sin(a) (2.22)

Dicha relacién se obtiene de la observacion del modelo simplificado (Fi-
gura 2.3), pudiéndose escribir en la forma:

sin(a)=cos(f)

cos(a)=sin(0) (2.23)

La expresién (2.21), teniendo en cuenta la relacion mostrada en (2.23),
nos queda de la siguiente manera:

xh=2-{; - sin(h) (2.24)
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2.3.2. Vector de velocidad.

Para obtener la velocidad de ambas masas en coordenadas cartesianas,
basta con derivar las expresiones del vector de posicion, en cada una de ellas,
con respecto al tiempo,resultando:

Para la masa my:

iy1=ly - 0 - cos(6)

j1=—"Ly - 0 - sin(0) (225)
Para la masa my:
Bo=i + L3 - - cos(p)
Yo=—V3 - ¢ - sin(p) (2.26)
Donde &4 viene dado como sigue, tras su derivacién:
ih=2 -y - 0 - cos(f) (2.27)

Y sustituyendo la expresion de i, (2.27) en la expresién de la coordenada
T (2.26) del vector velocidad de la masa mg, llegamos a:

i9=2 Ly -0 -cos(f) + 3 - - cos(p)

. .. 2.28
Yo=—"l3 - - sin(yp) (2.28)

Ademas de la expresion vectorial de la velocidad, también calcularemos
el cuadrado del médulo de la misma, ya que nos sera de utilidad en el calculo
de la energia cinética. Dicho valor viene dado en funcién de las velocidades
cartesianas para cada una de las masas por v? = 2% + g?. Su valor para cada
una de las masas es el siguiente:

Para la masa mj:

2_92 2
vy=_y -0 (2.29)

Para la masa my:

V=02 2440307 cos®(0) +4 -0y - U360 - -cos(h) - cos(p) (2.30)
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2.3.3. Energia cinética del sistema.

La expresion de la energia cinética viene dada por T = % -m - v% Sus-
tituyendo m y v? por las expresiones correspondientes para cada una de las
masas m;y, v? y ma, v5 respectivamente, obtenemos:

T=%-my-03-0°+ 1 -my- (£§-¢2+4'€%~92'0082(9)

| (2.31)
40yl 0 - - cos(d) - 008(90>>

2.3.4. Energia potencial.

La energia potencial varia inicamente con la altura de m, ya que en el
apartado (2.1), establecimos como hip6tesis que las barras de nuestro modelo
no tenian masa, y que las inicas masas a considerar serian m; y mso.

La expresién de la energia potencial es V. = m - g - Ah, donde el Ah
la diferencia de altura que experimenta cada una de las masas m; y mao, al
dejar su posicién de reposo, dada para la nulidad de los dangulos (0 = ¢ = 0),
ya que hemos tomado dicha posicién como origen de potencial en cada una
de las masas. Consecuencia directa de tomar asi el origen es que la energia
potencial siempre sera positiva. Su valor es el siguiente:

V=m-g-l- (1 - cos(@)) +mg-g-ls- <1 - cos(gp)) (2.32)

2.3.5. Ecuaciones de Lagrange.

Una vez halladas las dos energias que intervendran en las ecuaciones de
Lagrange, planteamos nuestras ecuaciones de movimiento para cada uno de
nuestros grados de libertad 6 y ¢.

En primer lugar, escribimos las ecuaciones de Lagrange para una coorde-
nada generalizada ¢ y en funcion de las energias cinética y potencial.

d (0L\ 0L d (0T\ OT oV
%(a_q)_a_q_o _ E(a_q>_a_q+a_q_o (2.33)

Ahora particularizamos la ecuacién (2.33) para nuestros dos grados de
libertad 6 y .
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Grado de libertad 6

%:ml~€%-9+4-m2-€%-9-0082(0)

+2-mg - by - U3 - cos() - cos(p)

d /9T i} i} . .
7 (%) =my-03-0+4-my-03- (0 -cos?(0) — 2 6% - cos(0) - 8111(9))

+2-my -l - Uy - <gb - cos() - cos(p) — 0 - ¢ - sin(f) - cos(p)
—p? - cos(0) - sin(gp))

ar
a6
ov
26

——4-my - L% 62 cos(0)sin(@) —2-my -y - £3-6 - ¢ -sin(h) - cos(p)

=my - g -y -sin(6)

Sustituyendo cada uno de los términos anteriores en las ecuaciones de
Lagrange (2.33) se obtiene, para el grado de libertad 6, la ecuacién diferencial
siguiente:

O=my - £2-0+4-my - 02 (0 -cos2(f) — 2 6% - cos(h) - sin(@))

+2-mg -l - U5 (gb - cos(f) - cos(p) — 8 - fsin(f) cos(p) — @* - cos(h) sin(go))

+4-my - 26 cos(0) sin(0) +2-my - £y - 3 -6 - ¢ - sin(h) - cos(p)

+my - g - {y - sin(6)

(2.34)
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Grado de libertad ¢

T .
g—¢:m2-€§-¢+2-m2-€1-53-9-008(0)-008(@

% <2_Z) =mg-l3-5+2-mg-ly-ls- (9 - cos(0) - cos(p) — 62 - sin(f) - cos()

—6- ¢ - cos(h) - Sin(sO))

oT S .
%2—2 g -y L3+ 0 - cos() - sin(p)
ov .

%:WLQ - g - {3 -sin(yp)

Sustituyendo cada uno de los términos anteriores en las ecuaciones de
Lagrange (2.33) se obtiene, para el grado de libertad ¢, la ecuacion diferencial
siguiente:

O=mg-03-G+2-mg-ly-l3- (9 - cos() - cos(p) — 62 - sin(f) - cos()

—0 - - cos(0) - sin(gp)) +2-my Ly -Lls-0-¢-cos(f) - sin(p)

+mg - g - U3 - sin(yp)
(2.35)

Las ecuaciones de Lagrange nos han permitido obtener las dos ecuaciones
de movimiento (2.34) y (2.35) correspondientes a los dos grados de libertad
0 y ¢. En dichas ecuaciones, se pueden simplificar términos semejantes, ob-
teniendo finalmente las dos ecuaciones de movimiento de segundo orden que
regirdn nuestro sistema:
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O=my-62-0+4-my 03 <6 - cos2() — 6% - cos(h) - sin(&))

+2-mg -l - U3 (gb - cos(f) - cos(p) — ¢ - cos(h) sin(gp)) (2.36)

+my - g -4y - sin(6)

O=mg-03-p+2-mg-ly 3" (0 - cos(8) - cos(yp) — 62 - sin(h) - Cos(go))

+mg - g - U3 - sin(p)

(2.37)

En las ecuaciones anteriores (2.36) y (2.37) ha de notarse la existencia
de términos cruzados, debido a la que en el movimiento del sistema los dos
grados de libertad € y ¢ permanecen relacionados entre si.

2.3.6. Ecuaciones diferenciales adimensionalizadas.

El siguiente paso es adimensionalizar el tiempo en las ecuaciones (2.36)

y (2.37), con lo cuél obtenemos dos parametros adimensionales.

5 g . -
= =, las ecuaciones quedan en la forma siguiente:

b

SeaT=w-tconw

0=0+4-v - cos(h) - <é cos(f) — 62 - sm(e))

(2.38)
+2 - pu-v-cos(f) - (gb - cos(yp) — @* - sin(cp)) + sin(0)

O=p - @+ 2-cos(p) - (9 - cos(6) — 62 - sin(@)) + sin(p) (2.39)

Donde p y v son:
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14
» Relacion de longitudes p = 3

b

En este parametro comparamos las longitudes de los tres brazos del sis-
tema, dos de ellos de longitudes iguales ¢; pertenecientes al mecanismo
biela-manivela y el otro de longitud /3 perteneciente al péndulo.

m

= Relacién de masas v = —>.

my

Este parametro comparamos las dos masas puntuales de nuestro siste-

ma mi y mes

2.4. Ecuaciones y valores de equilibrio.

A partir de las ecuaciones de movimiento adimensionales (2.38) y (2.39),
obtenidas en el apartado anterior, calculamos las que ecuaciones que cum-
pliran los distintos puntos de equilibrio de nuestro problema. Para encontrar
dichas ecuaciones la tnica condiciéon a imponer es que las coordenadas gene-
ralizas en nuestras ecuaciones 6 y ¢, permanezcan constantes con el tiempo,
matematicamente se expresa de la forma siguiente:

qg=¢=>0, con g =16, .

Imponiendo esta condicion, las ecuaciones de equilibrio nos vienen dadas
por:

sin(6)=0

sin(p)=0 (2.40)

Por tanto los valores de las coordenadas generalizadas que cumplen nues-
tro equilibrio, expresados en radianes, seran:

sin(f) =0 = 60=0,7

sinfp) =0 = ¢=0,7 (2:41)

Lo que nos presenta cuatro posibles situaciones de equilibrio, dadas por
las combinaciones dos a dos de las soluciones. Debemos notar que estas cuatro
posibles situaciones de equilibrio se encuentran todas en la vertical del punto
fijo de nuestro sistema (situaciones facilmente imaginables por el lector con
lo que no se cree oportuno el uso de un esquema grafico que las represente).
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2.5. Estudio de la resonancia.

En este apartado calculamos la curva de resonancia 2:1; para que se dé di-
cha curva los autovalores de nuestro sistema deben de ser una pareja de auto-
valores conjugados imaginarios puros. Ademas al tratarse de la resonancia 2:1
los valores de la partes imaginarias serdan el doble, en modulo, entre si. Dadas
las cuatro posibles situaciones de equilibrio, senaladas antes, nos centramos
en la situacion 8 = ¢ = 0,ya que es la tinica que cumple esta condicién, como
veremos en el proximo capitulo,

Debido a que las coordenadas generalizas son ambas nulas,para la situa-
cion de equilibrio elegida, podemos linealizar las ecuaciones de movimiento
adimensionales (2.38) y (2.39), obtenidas en el apartado (2.3.6), con la apro-
ximacién para angulos pequenos. Dicha aproximacién se expresa matemati-
camente, para un angulo genérico a, de la forma siguiente:

cos(a)~1

sin(a)~0, con a — 0 (2.42)

Aplicando la aproximacion que acabamos de senalar, obtenemos las ecua-
ciones siguientes (en las que ya se han despreciado los términos superiores al
segundo orden):

(144-v)-642-v-p-$+60=0
. ) 2.43
20 +p-9p+9=0 (2.43)

Expresandolo matricialmente, se tiene:

) g e e

Para el calculo de la curva correspondiente, se van a ensayar en el sistema
anterior (2.44) soluciones del tipo:

(i) =Mt (2.45)

Donde A = w-i y v representan los autovalores y autovectores correspon-
diente al sistema (2.44) respectivamente.
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Para ello es necesario derivar dos veces (2.45),obteniendo la expresién

siguiente:

0 2 At

(..)z)\ et (2.46)
2

Ya estamos en disposicién de aplicar la solucién elegida al sistema (2.44);
para ello sustituimos en éste las expresiones antes obtenidas (2.45) y (2.46).
De esta forma obtenemos la siguiente ecuacion matricial:

1+4-v 2-p-v 42 At 1 0 Coxt
{ 5 p ] A e vty 1| v=0 (2.47)

La ecuacién matricial (2.47) se puede agrupar en la forma que se presenta
en la siguiente ecuacion:

[(1+4~u)~>\2+1 2~u'u-)\2}.€)\.t' y

5 2 S =0 (2.48)

El determinante correspondiente, a la expresién (2.48), es:

. .2 . . .2
'(1+4 v) N4l 2-pev- N (2.49)

2-)\2 AN+l

Operando el determinante anterior (2.49), se obtiene la ecuacion siguiente:

X (144 v 1) X4+ 1=0 (2.50)

Las potencias de los autovalores pueden expresarse, a partir de su expre-
sion inicial, de la forma siguiente:

A=w-i = M=-w = \M=u! (2.51)

Vamos a sustituir en (2.50) el valor de las potencias de los autovalo-
res (2.51), queddndonos en la ecuacién sélo con valores reales de la parte
imaginaria de los autovalores:
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Wt = (144 v+pu) W?*+1=0 2.52
v Y

Para poder resolver con la expresion de la ecuacion de segundo orden, lla-
mamos S = w? y S? = w*, y resolviendo en la forma indicada se obtiene,para
S, la expresiéon siguiente:

2
<1+4-u—|—u>j:\/<1—|—4-1/+u> 4y

g —
2.1

En la expresién anterior, al contener los dos parametros p y v, se dificulta
su resolucion analitica. Para salvar este inconveniente, recordamos que el
objeto de nuestro estudio es la resonancia 2:1, debido a lo cual sabemos la
solucién de la ecuacion para ésta, siendo wy = 2 y wy = 1, correspondiendo
wy Y wy a tomar en la expresién anterior el signo positivo o negativo de la
raiz, respectivamente.

Ahora ya estamos en condiciones de hallar la curva en ejes p y v, senalada
al principio de este apartado. Para ello vamos a dividir las dos soluciones,
haciendo uso de la expresién anterior, obteniendo, tras simplificar adecuada-
mente, lo siguiente:

i\/<1+4-u—|—,u>2—4~,u:4
(

2
1—|—4-1/—|—,u> —4-pu

w%_ )

(1+4-y+u +

Si operamos la expresién anterior y despejamos el valor de u, en funcién
de v, se obtiene la expresion siguiente:

2
—<8-u—§)i\/<8-u—§) —4-(16-1/2+8-u—l—1>
2

La expresion anterior nos permite tener para cada valor de v un par de
valores de u, correspondientes a tomar el signo positivo o negativo de la raiz.
Seguidamente mostramos su representacién grafica:
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35f E

25r- b

15 b

0.5 b

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Figura 2.4: Curva de resonancia 2:1.

En la grafica anterior hemos representado tanto la rama correspondiente
a tomar el signo positivo, en rojo, como la rama correspondiente al signo
negativo, en azul.



Capitulo 3

Continuacion numérica de
equilibrios.

En el capitulo anterior, obtuvimos las ecuaciones diferenciales de movi-
miento, asi como una curva representativa de la resonancia 2:1 y las posibles
situaciones de equilibrio para nuestro problema, todo ello de forma analitica.

En este capitulo, mediante el programa de continuaciéon numérica AU-
TO2000, y a partir de las ecuaciones diferenciales de movimiento y de la
curva representativa para la resonancia 2:1, vamos a realizar en primer lugar
un estudio de las situaciones de equilibrio, y a partir de éste pasaremos a la
continuacion numeérica de orbitas periddicas estudiando para ellas el compor-
tamiento de nuestro sistema.

3.1. Introduccion.

Para realizar la continuacién numeérica de una funcion escalar o vectorial,
lo primero que debemos saber es que el niimero de incognitas sélo puede ser
uno mas que el de ecuaciones, es decir, que s6lo podemos tener un parametro
de continuacién. Esto se debe, a que la continuacién numeérica, se encarga de
evaluar nuestra funcién para cada valor del pardmetro, y asi se va obteniendo
una serie de puntos que definen nuestros equilibrios u érbitas periddicas,
seguin sea el caso. Una excepcién al caso anterior, son los puntos especiales
como puntos limite, puntos de bifurcacion, puntos de Hopf, etc, ya que cuando
se continta uno de estos puntos, implicitamente se impone una ecuacién mas
(un autovalor cero en caso de puntos limite, por ejemplo), lo cuél nos permite
variar dos parametros en lugar de uno sélo.

En el caso concreto de nuestro sistema, las ecuaciones que rigen el mo-
vimiento del péndulo son dos ecuaciones diferenciales de segundo orden con

24
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cuatro variables (¢, 0, uy v):

0=0 44 - v - cos(6) - (é cos(h) — 62 - sin(Q))

(3.1)
+2 - p-v-cos(f) - (g’b - cos(yp) — % - sin(go)) + sin(6)

O=p- P+ 2-cos(p) - (6 - cos(f) — 62 - sin(@)) + sin(yp) (3.2)

Para poder utilizar el programa de continuacion numérica anteriormente
senalado, debemos preparar el sistema de ecuaciones que a éste se le intro-
ducird. Deberemos tener un sistema de ecuaciones en el que las ecuaciones
sean de primer orden.

Para ello las dos ecuaciones (3.1) y (3.2), con derivadas de segundo
orden, se pueden transformar en cuatro ecuaciones en derivadas primeras
introduciendo dos variables:

V=9
O =40

Realizando este cambio de variable se obtienen las siguientes ecuaciones:

0=0 +4-v-cos(f) - (@ -cos(f) — ©2 - sin(@))
' (3.3)
+2-p-v-cos(f) - (w - cos(yp) — P2 - sin(gp)) + sin(6)

O=p1 - 1) 4 2 - cos(¢p) - (@ -cos(f) — 62 - sin(@)) + sin(p) (3.4)

Debemos despejar © y ¥ de las ecuaciones anteriores. Como en ambas
ecuaciones aparecen © y 1&, para obtener las ecuaciones deseadas, lo que hace-
mos es despejar de ambas una de las variables © o 4 ¢ igualar, seguidamente
de la ecuacién resultante se despeja la otra variable © o ¢, segin el caso, ob-
teniendo asi una ecuacién en la forma deseada. Analogamente se haria para
la otra variable. No se expone el desarrollo matematicamente intermedio, por
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pensar que puede resultar pesado para el lector, y directamente exponemos
las dos ecuaciones resultantes:

(4 v cos(6) - Sin2(g0)> L0+ (2 42 - vcos(f) - sin(9)> 2

o I (1 +4-v-cos?(f) - sin2(go))
fr- (2w cos(f) - cos(p)sin(p) — sin(6)
a )
e (1 +4-v-cos(f) - sin2(gp))
(3.5)
i <4 - veos®(6) - sin(6) - Cos(go)) Yt — (2 - sin(6) cos(gp)) . 9?2

i (1 +4-v-cos() - sinz(so))

(2 - cos(0) - sin(0) - cos(p) — sin(p) — 4 - v cos?(6) - sin(go))

- (1 +4-v-cos?(f) - sin2(90))
(3.6)

Con lo que el sistema de ecuaciones para la continuaciéon numérica queda
como sigue:

=0 (3.7)

=1 (3-8)
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N (4 u-v-cos(f) - sin2(90)> 0% + (2 v - cos(6) .Sin(9)> P

- (1 +4-v-cos?(f) - sin2(90))

- (2 cos(0) - cont) sinfip) — sin(o) )

- (1 +4-v-cos?(h) - sin2(<p))
(3.9)

(4 v cos?(6) - sin(6) - cos(gp)) - (2 - sin(6) - COS(gp)) .02

J= e (140w os0) (o)

<2 -cos(0) - sin(f) - cos(p) — sin(p) — 4 - v - cos*(A) - sin(go))

. (1 +4-V~c082(9)'81n2<90))
(3.10)

Ya tenemos el sistema preparado para realizar la continuacién numéri-
ca, asi en el siguiente apartado explicamos el funcionamiento del programa
utilizado, realizando la continuacién en apartados posteriores.

3.2. Funcionamiento de AUT0O2000.

AUTO2000 es el software de continuacién numérica que manejaremos en
el presente proyecto. En este apartado explicaremos béasicamente, los ficheros
que hay que introducirle a AUTO para su funcionamiento, las érdenes nece-
sarias para que funcione y los ficheros que genera después de la continuacién.
Posteriormente, en los apartados sucesivos, iremos particularizando todo ello
para nuestro sistema.

El funcionamiento de AUTO se basa en dos tipos de archivo:

Fichero xxx.c contiene varias subrutinas en C, en las que se introducen
las ecuaciones diferenciales del movimiento, asi como las condiciones
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iniciales tales como un punto de equilibrio, las condiciones de contorno,
ete. ..

Fichero c.xxx en el que se refleja la dimensién del sistema, los pardametros
a continuar, las tolerancias admisibles, el niimero de iteraciones, etc. ..

Vamos a mostrar un ejemplo de cada uno de estos ficheros y daremos
unas nociones basicas de los pardmetros que hay que introducirles.

Para empezar, mostraremos un fichero tipo xxx.c a modo de ejemplo y
veremos como funciona.

#include "auto_f2c.h" /x

int func (integer ndim, const doublereal *u, const integer *icp,
const doublereal *par, integer ijac,
doublereal *f, doublereal *dfdu, doublereal *dfdp) {
doublereal phi,theta,psi,Theta,mu,nu;

/x. .. %/
phi = u[0];
theta = ul1];
psi = ul2];
Theta = ul3];

mu=par [0] ;

nu=par[1];

f[0]= psi;

f[1]= Theta;

f[2]= ((4*mu*nuxcos(theta)*cos(theta)*sin(theta)*cos(phi))
*xpsi*psi-(2*sin(theta)*cos(phi))*Theta*Theta
-(2xcos(theta)*sin(theta)*cos(phi)-sin(phi)
-4*nu*cos (theta) *cos(theta)*sin(phi)))/(-mu

* (1+4*nu*cos (theta) *cos(theta) *sin(phi)*sin(phi)));

f[3]= ((4*mu*nu*cos(theta)*sin(theta)*sin(phi)*sin(phi))
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*Theta*Theta+ (2*mu*mu*nu*cos (theta)*sin(theta))
*xpsi*psi+(mu* (2*nu*cos(theta)*cos(phi)*sin(phi)
-sin(theta))))/(mux(1+4*xnu*xcos (theta)*cos(theta)

*sin(phi)*sin(phi)));
return O;
}
K *x/
K *x/

int stpnt (integer ndim, doublereal t,
doublereal *u, doublereal *par) {

/* Parametros iniciales */
par[0] = (doublereal)0.5;
par[1] = (doublereal)2.0;

/* Solucién inicial */

ul[0] = (doublereal)0.0;
ul[1l] = (doublereal)0.0;
ul[2] = (doublereal)0.0;
u[3] = (doublereal)0.0;
return O;

/* Las siguientes subrutinas no son usadas aqui, */ /* pero
deben aparecer en el fichero. */

int bcnd (integer ndim, const doublereal *par, const integer *icp,
integer nbc, const doublereal *uO, const doublereal
xTeta, integer ijac, doublereal *fb, doublereal *dbc) {
return O;
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int icnd (integer ndim, const doublereal *par, const integer *icp,
integer nint, const doublereal *u, const doublereal
*uold, const doublereal *udot, const doublereal *upold,
integer ijac, doublereal *fi, doublereal *dint) {
return O;

F/*

int fopt (integer ndim, const doublereal *u, const integer *icp,
const doublereal *par, integer ijac,
doublereal *fs, doublereal *dfdu, doublereal *dfdp) {

return O;
Y /*
————————————————————————————————————————————————————————————— x/ /x*
————————————————————————————————————————————————————————————— */
int pvls (integer ndim, const doublereal *u,

doublereal *par) {

return O;
Y /*
————————————————————————————————————————————————————————————— x/ /x*
————————————————————————————————————————————————————————————— */

En este fichero, podemos distinguir dos funciones:

func es la encargada de pasar a AUTO las ecuaciones diferenciales y de
definir las variables independientes y los parametros.

stpnt es la funcién que AUTO emplea cuando se le indica que comience la
continuacion a partir de una solucién inicial.

Como hemos dicho antes, ademas de las funciones func y stpnt, existen
cuatro mas (bcnd, icnd, fopt y pvls) que se utilizan cuando se definen
condiciones de contorno, condiciones de integracion, etc. ..y que, aunque no
contengan nada, deben incluirse en este fichero.

Este fichero, solo es necesario modificarlo si se quiere partir de otra solu-
cién inicial, para lo cudl tendriamos que variar inicamente la funcién stpnt.
En cualquier otro caso, al permanecer las ecuaciones diferenciales inaltera-
bles, no seria necesaria su modificacién.
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Una vez mostrado un fichero tipo xxx.c, explicaremos el otro fichero
necesario para trabajar con AUTO, el c.xxx.

Este fichero sera el que dé a AUTO las condiciones en las que debe realizar
la continuacion de las ecuaciones definidas en xxx.c. Veamos un ejemplo:

4101 NDIM IPS IRS ILP
201 NICP,(ICPMD.I=1 NICP)

1004311000 NTST.NCOLIAD ISP, ISW IPLT NEC NINT
180 0 100 0 100 MM RLO,RL1, A0 A1

5528750 NPR,MXBF ID ITMX ITHW MWTH JAC
1e-7 1e-7 1e-5 EPSL, EPSU,EPSS

0.0010.0010.011 DS DSMIN DSMA IADS

0 NTHL, (/I THL(T), I=1 N THL)

0 NTHT,(, LTHUI) =1 NTH)

0 NUZE, ¢, LPAR(T),I=1 NTTZR)

Vamos a explicar los parametros mas importantes de este fichero:

= NDIM indica la dimensién del sistema de ecuaciones. En el caso que
nos aborda tenemos cuatro ecuaciones en derivadas primeras.

= IPS define el tipo de problema. Nosotros nos moveremos entre dos de
sus valores:

e [PS=1 Soluciones estacionarias de ecuaciones diferenciales ordi-
narias con deteccién de bifurcaciones de Hopf.

e [PS=2 Para continuacién de soluciones periddicas.

= IRS define la etiqueta de la solucién donde la continuacién comenzara.
Si su valor es cero, como en este caso, el programa tomara como solucion
inicial la indicada en la funciéon stpnt.

= ILP tiene dos valores posibles:

e ILP=0 No detecta los posibles pliegues de la continuacion.

e ILP=1 Detecta los pliegues de la continuacién (puntos LP). Es el
valor recomendado.

= NICP indica el nimero de parametros que tiene nuestro sistema. En
nuestro caso,inicialmente, son p y v, y por ello le hemos asignado a esta
variable el valor 2. En realidad, el nimero de parametros esta definido
en el archivo xxx.c con un vector llamado PAR][ |, y en el NICP lo
unico que indicaremos es cuantos de ellos queremos que aparezcan por
pantalla al ejecutar AUTO.
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= ICP depende del valor que hallamos asignado a NICP. Deberemos
indicar qué parametros seran los que apareceran en la continuacion y
segun el orden, cudl sera el parametro de continuacién principal y cuél
el secundario. En nuestro caso, hemos indicado un valor de NICP=2,
luego hemos elegido los dos pardmetros de continuacién; PAR[0] en
primer lugar (u) como pardmetro de continuacién principal y PAR[1]
(v) como segundo pardametro de continuacién.

s ISP es el parametro que controla la deteccion de puntos de bifurca-
cién (BP), puntos de bifurcaciéon de doble periodo (PD), etc. Nosotros
emplearemos dos valores de esta variable:

e ISP=1 Este valor detecta puntos de bifurcacién (HB) para solu-
ciones que no sean periddicas, y no detecta puntos de bifurcacion

de doble periodo (PD).

e [SP=2 Este valor detecta todos los puntos especiales y es el que
emplearemos cuando trabajemos con orbitas periddicas.

= ISW indica el tipo de continuacién que realizaremos. Nosotros emplea-
remos tres valores:

e [SW=1 Se utiliza para continuar equilibrios con un solo parametro
y para trazar una érbita periddica a partir de un punto de Hopf.

e [SW=2 Se utiliza para continuar puntos limite (PL) y puntos de
Hopf (HB), ya que al anadirse implicitamente una ecuacién en
estos puntos, se nos permite variar un segundo parametro.

e [SW=—1 Se utiliza en orbitas periddicas para continuar puntos de
bifurcacién (BP) y puntos de bifurcacién de doble periodo (PD).

= NMX indica el nimero méaximo de iteraciones que le vamos a permitir
a la continuacion.

= RLO, RL1 indican el valor minimo y méximo, respectivamente, que
puede tomar el pardmetro de continuacién principal, en este caso p.

= NPR Si su valor es inferior a NMX, entonces se mostraran por pantalla
los resultados cada NPR iteraciones. Si su valor es igual a NMX, sélo
se mostrardn por pantalla los puntos especiales encontrados (dichos
puntos también apareceran en el caso anterior).

= DS indica el tamano de paso normal entre dos puntos de la misma
rama. Ademas, un cambio de signo, provoca que la continuacién se
realice en sentido contrario.
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= DSMIN, DSMAX indican en valor absoluto los tamanos de paso
minimo y maximo admisibles entre dos puntos de 1 misma rama.

Una vez introducidos los ficheros, nos situamos en el directorio donde se
encuentran y desde consola ejecutamos el programa escribiendo auto (escri-
bir en mintsculas). El resultado serd algo parecido a la Figura 3.1.

Bl Flil -_-!-'_--'..-'J!'_.:F_::-a-.-_.-r-!:.h

the FCHTL module

ore information.

Figura 3.1: Ejecucién de AUTO.

Dentro del programa, tenemos que cargar los ficheros xxx.c y c.xxx, lo
cual se puede hacer de dos formas:

= Cargando primero el fichero de ecuaciones y luego el fichero de cons-
tantes:

AUTO0>1d(’xxx’) AUTO>r(c=’xxx’)
= Cargando los dos ficheros a la vez:
AUTO>r (e=’xxx’,c="xxx’)

Una vez ejecutadas estas érdenes, el programa nos devuelve tres ficheros
fort con las extensiones 7, 8 y 9:

fort.7 contiene los valores de los parametros de continuacion para cada una
de las iteraciones que nos permitiran dibujar el diagrama de bifurcacion.

fort.8 contiene informacién mas extensa de cada una de las orbitas etique-
tadas.

fort.9 contiene mensajes de diagndstico, convergencia de las soluciones, au-
tovalores, etc. ..

Sera por medio de estos tres ficheros que podamos representar grafica-
mente la continuacion y podamos obtener los autovalores.
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3.3. Continuacion numérica de los equilibrios.

En el capitulo anterior calculamos las distintas situaciones de equilibrio
para nuestro sistema. En este apartado, empezaremos recordando dichas si-
tuaciones de equilibrio, posteriormente se realizara la continuacién numérica,
estudiando los autovalores, que nos devuelva el programa AUTO2000, para
cada uno de ellos.

3.3.1. Situaciones de equilibrio.

Para facilitar la comprensién de las distintas situaciones de equilibrios,
empezamos recordando el modelo de nuestro sistema:

mp m2

Figura 3.2: Modelo del sistema.
Las situaciones de equilibrio en el sistema anterior, vienen dadas por:

sin(f) =0 = 0=0,7

sinfp) =0 = ¢=0,7 (3.11)

Por lo que las cuatro posiciones de equilibrio, combinando dos a dos los
valores de las variables 6 y ¢, son las siguientes:

1.0=0y =0
22.0=0yp=m
3. 0=myp=0

W

0=mmyp=m

Como puede verse las cuatro posiciones de equilibrio de nuestro sistema
estan en el eje vertical, por lo que podemos intuir que los resultados obtenidos
para uno de ellos seran representativos para el resto.
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3.3.2. Continuacién de los equilibrios.

En este apartado, comenzaremos a utilizar AUTO para continuar los equi-
librios hallados anteriormente.

En primer lugar, creamos cuatro ficheros llamados equil.c, equi2.c,
equid.c y equid.c, los cudles tienen la misma funcién func, ya que todos
tienen las mismas ecuaciones, y distinta funcién stpnt, ya que cada uno de
ellos corresponde a uno de los equilibrios y tienen distintas condiciones ini-
ciales, que son las distintas situaciones de equilibrio senaladas en el apartado
anterior.

Del mismo modo, creamos ahora cuatro ficheros llamados c.equil, c.equi2,
c.equid y c.equi4, los cudles contienen los parametros de continuacion de
AUTO. Estos cuatro ficheros son iguales, pero como ya se dijo en la intro-
duccion de este capitulo deben existir por pareja los ficheros. Mostraremos
uno de ellos como ejemplo:

4101 MODIM, IPS,IRS,ILP

201 MICP, (ICP{IT,I=1 MICP)

100 4 311000 MTST, MCOL, IAD, ISP, I5W, IPLT, NBC, NINT
180 0 100 O 100 R, RLO, RLL, &0, A1

180 5 2 8 7 5 0 MPR, MxBF, IID, TTMx, TThW, MeTMN, 182
le-7 le-7 le-5 EPSL, EPSU, EPSS

0.001 0.001 0.01 1 D5, DSMIN, DSMAX, TADS

a MTHL, ¢/, I, THLEI D, I=1, NTHL]

0 MTHU, (/, I, THULI ) ), I=1, NTHU)

0 MUZR, (/, I, PARCT ), I=1, NUZR)

Los parametros mas destacables de este fichero son:

IRS=0 Partimos del equilibrio que nos da la funcién stpnt.
ISW=1 Continuamos un sélo parametro (en este caso ).
NMX=180 Haremos un maximo de 180 iteraciones.

NPR=180 Se mostraran solo las etiquetas especiales.

Una vez creados los ocho archivos mencionados, dos por cada tipo de equi-
librio, ejecutaremos AUTO y veremos los resultados obtenidos por pantalla.
Para ello, abriremos la consola, e iremos al directorio donde hemos creado
los ocho ficheros. Una vez alli teclearemos lo siguiente:

auto AUT0>1d(’equil’) AUTO>r(c=’equil’)
La salida por consola se muestra en la figura anterior 3.3. En ella pode-

mos observar como AUTO nos da el valor de los parametros para las ite-
raciones 1 y 180 en este caso, ya que no ha existido ningin punto especial
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Figura 3.3: Ejemplo de fichero.

entre ellos. Si en el archivo c.equil le hubiéramos dado a la constante NPR
un valor inferior a 180, podriamos ver mas etiquetas en puntos intermedios
y ademas la evolucion de los distintos parametros y variables independien-
tes. Sin embargo, no lo hacemos de esta manera porque AUTO es capaz de
representarnos graficamente la solucién de la continuacién, donde se ve el
resultado mas claramente. Ademas podemos ver como AUTO nos etiqueta
los puntos representados con unos determinados niimeros que, como veremos
posteriormente, nos serviran para hacer referencia a dichos puntos.
Para guardar los cambios, utilizamos el siguiente comando:

AUTO>sv(’equil’)
Al utilizar el comando save o sv, se generan los siguientes ficheros:

b.equil que contiene los valores de los parametros de continuacién para
cada una de las iteraciones, y nos permitira dibujar el diagrama de
bifurcacién.

s.equil que contiene informacién mas extensa de cada una de las iteraciones
etiquetadas.

d.equil que contiene mensajes de diagnéstico, convergencia de soluciones,
autovalores, etc.

Para representar graficamente la solucion recurrimos al comando plot o pl.
Si lo llamamos sin pasarle ningin argumento, representara lo que encuentre
en los ficheros fort7, fort8 y fort9. Sin embargo, si queremos que nos represente
la grafica de unos determinados ficheros b.xxx, s.xxx y d.xxx, entonces le
tendremos que pasar como parametro ‘xxx’. Mostraremos como ejemplo lo
que tendriamos que escribir por consola para representar la grafica de ‘equil’:
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AUTO>pl(’equil’)

Debido a que el entorno grafico de AUTO no es demasiado preciso, he-
mos optado por representar las graficas de este documento con MATLAB
importando los datos que genera AUTO en el fichero ‘b.xxx’.

Ahora estamos en disposicién de estudiar cada una de las situaciones
de equilibrio. Al ejecutar los archivos anteriormente citados, para cada uno
de los equilibrios, no se produce la continuacion de equilibrio buscada con
éstos, permaneciendo el sistema en la posicion de equilibrio de partida aunque
se varie el valor del pardmetro de continuacién, para cualquiera de los dos
parametros posibles que podemos usar como parametros de continuacién.
En la siguiente grafica 3.4 se representa la amplitud frente a la variacién del
pardmetro de continuacion pu:

L2-norm
1

0.8 b

0.6 A

0.4 B

0.2 b

_l | | | | | | | | “
3 3.2 34 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8
Figura 3.4: Amplitud frente a pu.

En ella podemos ver como la amplitud se mantiene en cero, para cualquier
valor del parametro, como tiene que ser.
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3.3.3. Estabilidad de los equilibrios.

En este apartado exponemos la estabilidad de nuestro sistema, en cada
una de las situaciones de equilibrio que hemos obtenido.

La estabilidad de una posicién de equilibrio depende de sus autovalores. Si
los cuatro autovalores para una posicion de equilibrio son imaginarios puros,
entonces serd una posicion de equilibrio estable.

Para que AUTO2000 nos muestre los autovalores, por ejemplo para nues-
tro fichero “equil’, lo hacemos mediante la orden ev, eg o eigenvalue de la
siguiente forma:

AUTO>ev(’equil’)
Los espectro de los cuatro autovalores en cada situacion son:
e Primera posiciéon de equilibrio, 6 =0y ¢ = 0:

Im
h

Figura 3.5: Espectro de autovalores(primera situacién)

Por lo anterior, esta posiciéon de equilibrio siempre sera estable.

e Segunda posicion de equilibrio, § =0y ¢ = m:
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Im

Figura 3.6: Espectro de autovalores(segunda situacion)

Por lo anterior, esta posicién de equilibrio siempre sera inestable.

e Tercera posicion de equilibrio, 8 =7y ¢ = 0:

Im
A

Figura 3.7: Espectro de autovalores(tercera situacion)

Por lo anterior, esta posicion de equilibrio siempre serd inestable.

e Cuarta posicion de equilibrio, § =7y ¢ = 7
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Im

Figura 3.8: Espectro de autovalores(cuarta situacién)

Por lo anterior, esta posicion de equilibrio siempre serd inestable.

En los graficos anteriores se han representado el espectro de los cuatro
autovalores, en un punto cualquiera como representativo de todos los pun-
tos de la evolucién, para cada una de las situaciones de equilibrio ya que
no habra cambios en la posicion, en toda la evolucién, que nos afecte a la
estabilidad. Asi que sélo la primera situacion, 8 = 0y ¢ = 0, es estable y
sera esta posicion la que tomemos como inicial en los siguientes apartados.



Capitulo 4

Continuacion numérica de
orbitas periodicas.

En este capitulo pasamos al estudio de las érbitas peridédicas que se ob-
tienen a partir de los puntos de equilibrio hallados en el capitulo anterior.
Realmente, s6lo vamos a partir desde la posicion de equilibro para 6§ = 0
y ¢ = 0. Para el estudio de las érbitas periddicas usaremos, de nuevo, el
programa de continuacién numérica AUTO2000, y a partir de las ecuaciones
diferenciales de movimiento y de la curva representativa para la resonancia
2:1, realizaremos la continuacion numeérica de las orbitas periddicas, estu-
diando para ellas el comportamiento de nuestro sistema.

4.1. Introduccion.

Como ya hemos senalado el estudio esta centrado en el efecto de la reso-
nancia sobre nuestro sistema pendular. También hemos senalado que usare-
mos la resonancia 2:1 para dicho estudio, esta resonancia nos producira pun-
tos especiales al continuar en orbitas periddicas la posicién de equilibrio 8 = 0
y ¢ = 0. En la curva representativa de la resonancia 2:1, que se muestra en la
Fig (4.1), existen dos tramos bien diferenciados por los colores, rojo o azul,
estos tramos los obtuvimos, como ya se explicd en el capitulo 2, de tomar
signo positivo o negativo, respectivamente, en la raiz para el calculo de los
valores del parametro p, a partir de valores del parametro v.

41
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Figura 4.1: Curva representativa de la resonancia 2:1.

Por lo anterior, en este capitulo haremos dos estudios, uno para cada
uno de los tramos, partiendo de valores para p y v proximos a la curva
representativa, Fig (4.1), en cada tramo. Estos valores son los siguientes:

e n=3yvr=0,07
e u=1yvr=0,12
Recordamos que para ambos casos la posicién de equilibrio de partida es:

e 0=0yp=0

4.2. Ficheros necesarios de AUT0O2000.

Para comenzar la continuacién de las 6rbitas peridédicas es necesario partir
como origen de las mismas de puntos Hopf, puntos que tienen al menos una
pareja de autovalores conjugados en el eje imaginario, en nuestro caso, seran
las dos parejas de autovalores las cumplan esta condicién.

Por tanto, lo primero serd el célculo del punto Hopf(HB) de partida. Para
el calculo del mismo hemos tenido que modificar tanto el fichero xxx.c, como
el c.xxx.
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En el fichero xxx.c hemos tenido que modificar las ecuaciones diferen-
ciales de movimiento de nuestro sistema de forma que AUTO2000 pueda
encontrar un punto Hopf(HB), cosa que no ocurria con las ecuaciones ini-
ciales. Mostramos unicamente del fichero xxx.c los ecuaciones diferenciales
cambiadas:

f[2]= ((4*mu*nu*cos(theta)*cos(theta)*sin(theta)*cos(phi))
*xpsi*psi-(2*sin(theta)*cos(phi))*Theta*Theta
-(2xcos(theta)*sin(theta)*cos(phi)-sin(phi)
-4*nu*cos (theta)*cos(theta)*sin(phi)))/(-mu
* (1+4*nu*cos (theta) *cos(theta)*sin(phi)*sin(phi)))
+beta*Theta;

f[3]= ((4*mux*nu*cos(theta)*sin(theta)*sin(phi)*sin(phi))
*Theta*Theta+ (2*mu*mu*nu*xcos (theta)*sin(theta))
*xpsi*psi+(mu* (2*nu*cos(theta)*cos(phi)*sin(phi)
-sin(theta))))/(mu* (1+4*nu*cos(theta)*cos(theta)
*sin(phi)*sin(phi)))+betax*psi;

Como puede verse en las ecuaciones anteriores se han anadido dos térmi-
nos disipativos que hacen que el sistema ya no sea conservativo, uno en cada
una, 3 - © para la primera y (- para la segunda. Lo cual nos incluye un
nuevo parametro de continuacién 5 que serd nuestro PAR[2]. Inicialmente
a dicho parametro 3 se le dara el valor 3 = 0,01. Deberemos vigilar que
dicho parametro cuando se detecte el punto Hopf y a partir de éste en las
sucesivas continuaciones se mantenga siempre en cero, aunque el cero exacto
nunca se consigue y lo que obtenemos son valores muy préximos a cero, acep-
tando valores a partir del orden 1E-08. Es muy importante que hagamos la
comprobacion anterior en las sucesivas continuaciones ya que de no cumplir-
se estarfamos alejandonos de las ecuaciones diferenciales de movimiento que
definen nuestro sistema conservativo, y por tanto los resultados obtenidos no
serian representativos para su estudio.

Un ejemplo del fichero c.xxx para la deteccién del punto Hopf seria el
siguiente:

Debemos notar que el parametro de continuacién serd nuestro PAR[2](/3).Seguidamente
explicamos los valores de los pardmetros propios de este tipo de ficheros:

e IPS=1 Define el problema para soluciones estacionarias de ecuaciones
diferenciales ordinarias con deteccion de bifurcaciones de Hopf.

e TRS=0 Partimos desde el equilibrio inicial dado en la funcién stpnt.
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4101 MDIM, IFS,IRS,ILP
3201 MICP, (ICPLID,I=1 NICP)
1004 311000 MTST,NCOL, IAD, ISP, ISW, IPLT, NEC, NIMT
180 =100 100 0 100 MM, RLO, RLL, AQ, AL
55 28750 MPR, M<BF, IID, ITMX, IThW, NwTHN, JAC
le-7 le-7 le-5 EFsL, EPSU, EPSS
-0,001 0.0001 0,001 1 05, DSMIN, DSMAx, TADS
0 MTHL, (/. I, THL{ID), I=1,NTHLD
0 MTHU, (/. I, THUCI ), I=1,NTHU)
0 MUZR, (7, I,PARCIN, I=1,NUZR)

e ISP=1 Este parametro controla la deteccién de puntos especiales, en
nuestro caso el valor 1 es el adecuado para los puntos de bifurcacion
Hopf.

e ISW=1 Para continuar a partir del equilibrio con un solo parametro.

Una vez detectado el punto Hopf, debemos continuar a partir de éste,
con las érbitas periddicas, para ellos se usa el fichero c.xxx que pasamos a
comentar:

4 2211 MDIM,IPS,IRS,ILP

4 2101 0 NICP, (ICP(ID,I=1 MICP)
204321000 MTST,MCOL, TAD, ISP, ISW, IPLT, NEC, NINT
1000 -100 100 0 100 MM, RLO, RLL, a0, a1

180 5 2 8 7 5 0 MPR, M<BF, TID, ITMx, ITTHNwW, NwTH, JAC
le-3 le-3 le-1 EPSL, EPSU, EPSS

0,01 Q00000001 0,002 1 DS, DSMIMN, DSMAX, IADS

0 MTHL, €/, I, THL{I], I=1, MTHL)

o] NTHU, €/, I, THUCI D), I=1, MTHU)

0 MUZR, (/,I,PARCI ), I=1, MUZR)

Ahora como continuamos a partir de un punto Hopf, se nos permite hacer-
lo con dos pardmetros, el primero serd, de nuevo, el parametro PAR[2|(3) y
el segundo serd el parametro PAR[10], es decir, el periodo(T). En este fichero
explicamos los siguientes valores:

e IPS=2 Define el problema para la continuacion de soluciones periodi-
cas.

e TRS=21 Define la etiqueta de la solucién donde la continuacién comien-
za, en este caso etiqueta 21 que es la que marca al punto Hopf, que
detectamos con el fichero anterior, en lugar de partir desde el equilibrio
inicial dado en la funcion stpnt.

e ILP=1 Detecta los pliegues de la continuacién (puntos LP).

e ISP=2 Este parametro controla la deteccion de puntos especiales, aho-
ra el valor 2 es el adecuado para que detecte, por ejemplo, los puntos
de bifurcacién de doble periodo (PD).
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e ISW=1 Para trazar una orbita periédica a partir de un punto Hopf.

Con el fichero anterior AUTO2000 detectara puntos especiales, fijamos
nuestro estudio en los puntos de bifurcacién de doble periodo (PD) porque
a partir de ellos realizaremos la siguiente continuacién en orbitas periddicas.
Mostramos el fichero c.xxx correspondiente:

4 2 207 1 MDIM, IPS, IRS, ILP

4 21001 MICP, (ICP(IJ,I=1 NICP)
204321000 MTST, MCOL, TAD, ISP, ISW, IPLT, MEC, MINT
180 -100 100 0 100 MR, RLO, RLL, A0, A1

180 5 2 87 5 0 MPR,MxBF, TID, TThx, TTH, NWTH, 140
le-3 1e-3 1le-1 EPSL,EPSU, EPSS

—0.01 0.0000001 0,002 1 DS, DSMIN, DSMAX, TADS

0 MTHL, (I, THL{I), I=1, NTHL)

] MTHU, (/, I, THUCI ), I=1, NTHU)

0 MUZR, /, I,PARCI)), I=1, NUZR)

De nuevo continuamos en dos pardmetros, el PAR[2|(3), como primer
pardmetro de continuacién, y el PAR[10](T), como segundo pardmetro de
continuacion.

e IPS=2 Define el problema para la continuacién de soluciones periédi-
cas.

e TRS=207 Define la etiqueta de la solucién donde la continuacién comien-
za, en este caso etiqueta 207 que es la que marca al punto de bifurcacion
de doble periodo(PD),en lugar de partir desde el equilibrio inicial dado
en la funcién stpnt.

e ILP=1 Detecta los pliegues de la continuacién (puntos LP).

e ISP=2 Este parametro controla la deteccion de puntos especiales, aho-
ra el valor 2 es el adecuado para que detecte, por ejemplo, la existencia
de nuevos puntos de bifurcacién de doble periodo (PD).

e ISW=-—1 Para trazar una oérbita periédica a partir de un punto de
bifurcacién de doble periodo(PD).

Por ultimo, conviene saber que, en las érbitas periddicas, la estabilidad
no viene marcada por los autovalores, sino que existen unos valores similares
a éstos llamados multiplicadores.

Para que AUTO2000 nos muestre los multiplicadores lo hacemos mediante
la orden fl o floquet de la siguiente forma:

AUTO>f1 (P xxx’)
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Y con ellos la estabilidad se establece siguiendo las siguientes reglas:

e Trazar una circunferencia de radio unidad centrada en el origen.

Dibujar los multiplicadores segin sus coordenadas reales e imaginarias.

Si los cuatro multiplicadores estan en el interior de la circunferencia,
estamos ante una érbita estable.

Si alguno de los cuatro multiplicadores quedara fuera de la circunferen-
cia, estarifamos ante una Orbita inestable.

Establecidas ya unas pautas iniciales para manejar AUTO2000 con 6rbi-
tas periodicas, comenzamos con el estudio de las mismas para cada uno de
los puntos que hemos senalado.

4.3. Continuacién numérica de érbitas periédi-
cas para u=1y v =0,12.

Empezamos este apartado senalando todos los valores iniciales en el punto
de equilibrio del que se parte en este apartado:

e 0=0yp=0
e =001, p=1yv=0,12

m
Recordando que p = 6_3 y v = —2, tomamos los siguientes valores para
1 my
las longitudes y las masas:

e /1 =1y /¢3=1 (en unidades de longitud)

e m; =1y my=0,12 (en unidades de masa)

4.3.1. Deteccién del punto de bifurcacién Hopf (HB).

En este apartado vamos a detectar el punto de bifurcacion Hopf, como
ya se dijo necesario como origen de las orbitas periddicas.

Como los ficheros necesarios ya fueron explicados al principio de este
capitulo, pasamos a describir las érdenes que introducimos en AUTO2000
por consola:
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AUT0>1d(’equip’)
AUTO>r (c=’equip’)

Guardamos los cambios y eliminamos los ficheros intermedios con las
siguientes ordenes:

AUTO>sv(’equip’)
AUTO>c1()

El punto de bifurcacién de Hopf (HB) es detectado en el punto 100
correspondiente a la etiqueta 21. Lo primero es comprobar que el valor de 3
es cero, lo cual vemos que se cumple en el valor siguiente:

B = —1,00000E — 08

En este punto debemos haber alcanzado la resonancia 2:1, para com-
probarlo vamos a pedirle a AUTO2000 que nos muestre los valores de los
autovalores, con la siguiente orden:

AUTO>ev(’equip’)

Los valores de los autovalores, copiados directamente de la consola, son
los siguientes:

Eigenvalue 1 -5.000000E-09 -7.118904E-01
Eigenvalue 2 -5.000000E-09 1.404711E4-00
Eigenvalue 3 -5.000000E-09 -1.404711E+00

Eigenvalue 4 -5.000000E-09 7.118904E-01

Como podemos ver tenemos dos parejas de autovalores conjugados, y
debido a que hemos alcanzado la resonancia 2:1, la parte real de dichos auto-
valores es despreciable y, por tanto, dichos autovalores son imaginarios puros;
en cuanto a las partes imaginarias comprobamos que dichas partes son el do-
ble, en moédulo entre si. De esta forma hemos comprobado que se cumple la
condicién para la existencia de un punto de bifurcacién de Hopf citada al
principio de este capitulo.

Las partes imaginarias nos ofrecen dos posibles periodos de los que parti-
remos para la continuacién de orbitas peridédicas. Calculamos los dos periodos
usando la ecuacion siguiente:
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e
w

Siendo w la parte imaginaria de cada una de las parejas de autovalores
conjugados en el punto de bifurcacion de Hopf. Si aplicamos la ecuacién
anterior, se obtiene:

e 771 = 8,826057 para wy = 0,711890.
o Th =4472938 para wy = 1,404711.

Una vez obtenido el punto de bifurcacion de Hopf y los dos posibles
periodos de continuacion, ya estamos en disposicion de realizar la continua-
cion de orbitas periddicas a partir de dicho punto con cada uno de dichos
periodos. Al existir dos periodos hemos creado dos parejas tipos ficheros
equip.c y c.equip, una para cada uno, equipl.c y c.equipl y equip2.c y
c.equip2 para el primer y segundo periodo respectivamente. Hemos ejecu-
tado y grabado dichos ficheros de la forma descrita en este apartado, para su
uso en los apartados siguientes.

4.3.2. Continuacion de érbitas periddicas a partir del
punto de Hopf para T} = 8,826057.

En este apartado a partir del punto de Hopf (HB), hallado antes, reali-
zamos la continuacion de orbitas periddicas. Tomamos como parametros de
continuacién, PAR[2]() como primer parametro y PAR[10](T) como segun-
do parametro de continuacion.

Debemos asegurarnos de que partimos con el periodo deseado 77 = 8,826057,
para ello en el fichero s.equipl al punto de Hopf (HB) (punto 100, etiqueta
21) le asignamos dicho periodo, ya que es este archivo el que usard AUT02000
para iniciar la continuacién desde el punto de Hopf (HB).

El fichero que usamos para la continuacién es c.perpl, cuya estructura
fue explicada al principio de este capitulo, asi que pasamos a describir las
ordenes que introducimos en AUTO2000 por consola:

AUT0>1d(’equipl’)
AUTO>r (c="perpl’, s=’equipl’)

Con estas 6rdenes, lo que le estamos diciendo a AUTO2000 es que par-
tiendo de la solucién “equipl’, ejecutemos el fichero de constantes “perpl’,
basandonos siempre en las ecuaciones que hemos cargado anteriormente con
el comando load. Esto también lo podriamos hacer en una sola orden, que
seria la siguiente:
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AUTO>r (e=’equipl’,c=’perpl’,s=’equipl’)

De esta forma, en lugar de cargar primero el fichero de ecuaciones y lue-
go el de constantes y la solucion, lo hemos hecho todo en un sélo paso. Sin
embargo, esto tiene un inconveniente, que sélo carga el fichero de ecuacio-
nes para el fichero de constantes especificado luego, en una préoxima orden
tendremos que volver a llamar al fichero de ecuaciones, y si siempre es el mis-
mo, como es nuestro caso, incurrimos en una pérdida de tiempo al usar esta
forma. No debemos olvidar, asegurarnos que el parametro [ sigue valiendo
Ccero.

Guardamos los cambios y eliminamos los ficheros intermedios con las
siguientes ordenes:

AUTO>sv (’perpl’)
AUT0>c1()

Mostramos seguidamente las graficas que obtenemos:

e En la siguiente gréfica(4.2) representamos una medida de la amplitud
de la rama de drbitas periédicas,L2-INORM., frente al periodo (a partir
de esta grafica al darnos una medida de la amplitud en dicha rama nos
referiremos a la L2-NORM como la amplitud en dicha rama):

L2-NORM

2 T

18-

16

141

12F

1h

081

0.6

0.4r

021

0

I I I I I I I I I
8 8.1 8.2 8.3 8.4 8.5 8.6 8.7 8.8 8.9 9

Figura 4.2: La amplitud frente al periodo para la rama de orbitas peridédicas
con origen en el punto de Hopf.
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En la gréfica anterior(4.2) los valores de la amplitud de la rama de
orbitas periddicas son del orden de décimas, lo cual quiere decir que
nos hemos alejado ya del la posicion de equilibrio inicial § =0y ¢ =0
de partida.

En la gréfica anterior(4.2) hemos marcado un par de puntos de bifur-
cacién de doble periodo (PD), de entre todos los que AUTO2000 ha
detectado. Cada vez que el programa etiqueta un punto como PD quie-
re decir que hemos alcanzado la resonancia 2:1, en dicho punto y, por
tanto, a partir de este punto si continuamos orbitas peridédicas veremos
como el periodo se duplica. Este tipo de puntos seran los siguientes
puntos de continuacién.

e Con el siguiente par de graficas(4.3) y (4.4) mostramos la existencia de
periodicidad en la solucion obtenida, en ellas representamos los angulos
0 y ¢ frente al tiempo, respectivamente, en punto representativo de la
rama de orbitas periddicas.

e Representacion del angulo 6 frente al tiempo.

)

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08 1 1 1 1 1 1 1 1 I t
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.3: 6 frente al tiempo en un punto de la rama de érbitas periddicas
con origen en el punto de Hopf.

e Representacion del angulo ¢ frente al tiempo.
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Figura 4.4: ¢ frente al tiempo en un punto de la rama de érbitas periddicas
con origen en el punto de Hopf.

e En la siguiente grafica(4.5) representamos el dngulo ¢ frente al dngulo
0, en punto representativo de la rama de dérbitas periddicas:

¢

0.15

0.1

0.05

-0.05-

-0.1

-0.15-

-0.2 ‘ : ‘ ‘ ‘ : : 8]

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

Figura 4.5: ¢ frente a € en un punto de la rama de érbitas peridédicas con
origen en el punto de Hopf.



CAPiTULO 4. CONTINUACION NUMERICA DE ORBITAS
PERIODICAS. 52

En la grafica anterior(4.5) podemos ver que los dngulos se mantienen en
fase, es decir, las masas de nuestro sistema se moveran en el mismo sen-
tido, manteniendo la siguiente relacién entre angulos, para cualquiera
de los puntos:

@ =2,055-0 (4.1)

La siguiente gréfica(4.6), en la que hemos pasado a coordenadas car-
tesianas a partir de los valores de los angulos 6 y ¢, muestra este mo-
vimiento, en la gréfica se han colocado unas lineas que van marcando
la posicién relativa entre las dos masas, m;( en la curva azul) y ms(en
la curva verde), en los diferentes instantes de tiempo, numerados de
forma que podamos seguir el movimiento relativo de dichas masas en
el tiempo:

-0.99 m2

-0.995

ml

-1 L 1 I
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1

Figura 4.6: Las masas frente al tiempo en un punto representativo de la rama
de 6rbitas peridédicas con origen en el punto de Hopf.

En la grafica anterior podemos ver que ambas masas, m;( en la curva
azul) y ma(en la curva verde), llegan a pararse, su velocidad se hace
cero, lo que se deduce al ver que los movimientos que dichas masas
describen son arcos en lugar de curvas completas; pardndose las masas
en los extremos de dichos arcos.

En el siguiente apartado continuamos a partir de uno de los puntos de
bifurcacién de doble periodo (PD), senalados en la grafica(4.2).
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Estabilidad de esta rama de orbita periddica.

En los siguientes gréaficos se muestra la evolucién de los multiplicadores:

Im

Re

1N
K/

N
N
s
N

S\J

ITT

s
NV,
NP

Figura 4.7: Multiplicadores para la rama de érbitas periddicas con origen en
el punto de Hopf.

De la observacién de los graficos anteriores podemos senalar:

Inicialmente, grafico I, dos de ellos estaran en el valor 1, mientras los
otros dos se desplazan siguiendo la circunferencia de radio unidad hacia
el valor —1.

En un segundo instante, grafico I, la segunda de pareja de multiplica-
dores ya estan sobre el valor —1.

En el gréifico III la pareja de multiplicadores anterior se esta despla-
zando desde el valor —1 hacia el valor 1.

Por tltimo el grafico IV representa un instante posterior a la llegada
de la pareja de multiplicadores al valor 1, podemos ver como un multi-
plicador se sale de la circunferencia de radio unidad mientras de nuevo
una pareja de multiplicadores se desplaza hacia el valor —1, debido a
la existencia de un punto de bifurcacién BP; en los siguientes instantes
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siempre tendremos al menos un multiplicador fuera de la circunferen-
cia. Por tanto, a partir de la existencia del punto de bifurcacion BP la
rama de Orbitas periddicas pasara a ser inestable.

4.3.3. Continuacion de o6rbitas periddicas a partir del
punto de bifurcacién de doble periodo PD1.

En este apartado a partir del punto de bifurcacion de doble periodo
(PD1), obtenido en el apartado 4.3.2, realizamos la continuacién de érbi-
tas periédicas (tomamos a PD1 como punto representativo de este tipo de
ramas de Orbitas periddicas, y no desarrollaremos PD2 ya que nos ofre-
ce resultados similares al PD1 en esta rama de érbitas periddicas). Toma-
mos como parametros de continuacién, PAR[2]() como primer pardmetro y
PARJ10](T) como segundo parametro de continuaciéon. E1 PD1 es para AU-
TO2000 el punto 634 (etiqueta 207). Inicialmente el valor del periodo en este
punto es T' = 8,37526, una vez realicemos la continuacién de érbitas periodi-
cas a partir del mismo veremos como se duplica dicho periodo, y volveremos
a analizar el movimiento de nuestro sistema en la rama que obtengamos.

El fichero que usamos para la continuacion es c.pdl, cuya estructura fue
explicada al principio de este capitulo, asi que pasamos a describir las 6rdenes
que introducimos en AUTO2000 por consola:

AUT0>1d(’equipl’)
AUTO>r(c="pdl’, s=’perpl’)

Con estas 6rdenes, lo que le estamos diciendo a AUTO2000 es que partien-
do de la solucion “perpl’, ejecutemos el fichero de constantes “pdl’, seguimos
las ecuaciones originales cargadas con el comando load. No debemos olvidar,
asegurarnos que el pardametro (3 sigue valiendo cero.

Guardamos los cambios y eliminamos los ficheros intermedios con las
siguientes ordenes:

AUTO>sv(’pd1?)
AUTO>c1()

Primero comprobamos que el periodo se ha duplicado, obtenemos:

T, = 837526 — T; = 16,75050 (4.2)

Mostramos seguidamente las graficas que obtenemos:
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e La primera grafica representa la evolucion de la amplitud frente al
periodo:

L2-NORM

117

1.165

1.16

1.1551~

T

I I I I I I I I
16.75 16.76 16.77 16.78 16.79 16.8 16.81 16.82 16.83 16.84

Figura 4.8: La amplitud frente al periodo para la rama de 6rbitas periddicas
con origen en el punto de doble periodo.

En ella podemos que ver que estamos ya bastante alejados de la posicion
de equilibrio de la que partimos, ya que la amplitud toma valores de
orden unidad.

e La segunda grafica representa el angulo ¢ frente al angulo €, en punto
representativo de la rama de érbitas periddicas:
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-15 I I I I I I e
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 4.9: ¢ frente a € en un punto de la rama de drbitas periédicas con
origen en el punto de doble periodo.

En la grafica anterior (4.9) podemos ver que hemos perdido el movi-
miento en fase, que tenfamos antes de duplicar el periodo, ya que ahora
para un valor de uno de los angulos tenemos al menos dos valores pa-
ra el otro. En la grafica 4.10 vamos a ver lo que ésto conlleva en el
movimiento real de nuestro sistema.

e La siguiente grafica(4.10), en la que hemos pasado a coordenadas car-
tesianas a partir de los valores de los angulos 6 y ¢, muestra este mo-
vimiento; en la grafica se han colocado unas lineas que van marcando
la posicién relativa entre las dos masas, my( en la curva azul) y mo(en
la curva verde), en los diferentes instantes de tiempo, numerados de
forma que podamos seguir el movimiento relativo de dichas masas con
el tiempo:
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Figura 4.10: Las masas frente al tiempo en un punto representativo de la
rama de orbitas periddicas con origen en el punto de doble periodo.

En ella podemos ver como las masas de nuestro sistema ya no se mueven
en fase. En su movimiento la masa m; se para al llegar a los extremos
del arco que describe en su trayectoria. En cambio, la masa my en este
caso deja de realizar un movimiento pendular simple, para describir en
su trayectoria dos curvas completas que se cruzan; lo que nos indica
que en su movimiento la masa ms no llega a pararse.

Estabilidad de esta rama de orbitas periddicas.
En los siguientes graficos se muestra la evolucion de los multiplicadores:

Im Im

I IT

NIPANIVA

Figura 4.11: Multiplicadores para la rama de érbitas periédicas con origen
en el punto de doble periodo.
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De la observacién de los graficos anteriores podemos senalar:

e Inicialmente, grafico I, dos de ellos estardn en el valor 1, mientras los
otros dos se desplazan siguiendo la circunferencia de radio unidad hacia
el valor —1. .

e En el grafico IT vemos como uno de los multiplicadores que estaban en
el valor 1 se ha salido de la circunferencia de radio unidad, pasando a
ser inestable la rama de érbitas periddicas a partir de este instante.

4.3.4. Continuacion de 6rbitas periddicas a partir del
punto de Hopf para T, = 4,472938.

En este apartado a partir del punto de Hopf (HB), hallado antes, rea-
lizamos la continuacién de orbitas periddicas, para el periodo 7. Toma-
mos como parametros de continuacién, PAR[2]() como primer pardmetro y
PARJ10)(T) como segundo pardmetro de continuacion.

Debemos asegurarnos de que partimos con el periodo deseado Ty = 4,472938,
para ello en el fichero s.equip2 al punto de Hopf (HB) (punto 100, etiqueta
21) le asignamos dicho periodo, ya que es este archivo el que usard AUT02000
para iniciar la continuacién desde el punto de Hopf (HB).

El fichero que usamos para la continuacién es c.perp2, cuya estructura
fue explicada al principio de este capitulo, asi que pasamos a describir las
ordenes que introducimos en AUTO2000 por consola:

AUT0>1d(’equip2’)
AUTO>r (c="perp2’, s=’equip2’)

Con estas ordenes, lo que le estamos diciendo a AUTO2000 es que par-
tiendo de la solucién “equip2’, ejecutemos el fichero de constantes “perp2’,
basandonos en las ecuaciones que hemos cargado anteriormente con el coman-
do load.

No debemos olvidar, asegurarnos que el parametro ( sigue valiendo cero,
para los puntos obtenidos en la continuacién.

Guardamos los cambios y eliminamos los ficheros intermedios con las
siguientes ordenes:

AUTO>sv (’perp2’)
AUT0>c1()

Mostramos seguidamente las graficas que obtenemos:
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e En la siguiente grafica(4.12) representamos la amplitud de la rama de
orbitas periddicas,L2-NORM, frente al periodo:

L2-NORM
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Figura 4.12: La amplitud frente al periodo.

En la grafica anterior(4.12) los valores de la amplitud de la rama de
orbitas periddicas son del orden de décimas, comprobando de nuevo
que nos hemos alejado ya del la posicién de equilibrio inicial § = 0 y
¢ = 0 de partida.

En la gréfica anterior(4.12) hemos marcado un par de puntos de bi-
furcacion de doble periodo (PD), de entre todos los que AUT02000
ha detectado. Cada vez que el programa etiqueta un punto como PD
quiere decir que hemos alcanzado la resonancia 2:1, en dicho punto y,
por tanto, a partir de este punto si continuamos las érbitas periédi-
cas veremos como el periodo se duplica. Este tipo de puntos seran los
siguientes puntos de continuacion.

e Con el siguiente par de graficas(4.13) y (4.14) mostramos la existen-
cia de periodicidad en la solucién obtenida, en ellas representamos los
angulos 0 y ¢ frente al periodo, respectivamente, en punto representa-
tivo de la rama de orbitas periddicas.



CAPiTULO 4. CONTINUACION NUMERICA DE ORBITAS
PERIODICAS. 60

I I I I I I I I I
0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.13: 6 frente al tiempo.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.14: ¢ frente al tiempo.

e En la siguiente grafica(4.15) representamos el déngulo ¢ frente al &ngulo
0, en punto representativo de la rama de érbitas periddicas:
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Figura 4.15: ¢ frente a 6.

En la grafica anterior(4.15) podemos ver que los angulos en esta rama
de orbitas periddicas estan ahora en contrafase, es decir, las masas de
nuestro sistema se moveran en sentido contrario, aunque sigue existien-
do una relacién entre los angulos, para cualquiera de los puntos:

o =—4128-0 (4.3)

e La siguiente grafica(4.16), en la que hemos pasado a coordenadas car-
tesianas a partir de los valores de los angulos 6 y ¢, muestra este mo-
vimiento, en la gréfica se han colocado unas lineas que van marcando
la posicién relativa entre las dos masas, my( en la curva azul) y ms(en
la curva verde), en los diferentes instantes de tiempo, numerados de
forma que podamos seguir el movimiento relativo de dichas masas en
el tiempo:
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Figura 4.16: Las masas frente al tiempo.

Vemos en la grafica que ambas gréficas realizan un movimiento pendu-
lar simple, moviéndose en contrafase, ya que como puede verse con las
lineas cuando una masa esta a un lado del cero la otra esta en el contra-
rio. De nuevo, estamos en el caso de que ambas masas se paran al llegar
al extremo de los arcos que describen en sus respectivas trayectorias.

En el siguiente apartado continuamos a partir de uno de los puntos de
bifurcacién de doble periodo (PD), senalados en la grafica(4.12).

Estabilidad de esta rama de orbitas peridodicas.

En los siguientes graficos se muestra la evolucién de los multiplicadores:
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Figura 4.17: Multiplicadores para la rama de orbitas peridédicas con origen
en el punto de Hopf.

De la observacién de los graficos anteriores podemos senalar:

e Inicialmente, grafico I, dos multiplicadores estan en el valor 1, mientras
los otros dos estan sobre el valor —1.

e En un segundo instante, grafico I, los dos multiplicadores que estaban
en el valor —1 se desplazan hacia el valor 1.

e Por iltimo el grafico III representa un instante posterior a la llega-
da de la pareja de multiplicadores al valor 1, podemos ver como un
multiplicador se sale de la circunferencia de radio unidad, debido a la
existencia de un punto de bifurcacion BP; en los siguientes instantes
siempre tendremos al menos un multiplicador fuera de la circunferen-
cia. Por tanto, a partir de la existencia del punto de bifurcacion BP la
rama de Orbitas periddicas pasara a ser inestable.

4.3.5. Continuacion de dérbitas peridodicas a partir del
punto de bifurcacién de doble periodo PD1.

En este apartado a partir del punto de bifurcacion de doble periodo
(PD1), obtenido en el apartado 4.3.4, realizamos la continuacién de érbitas
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periddicas (tomamos a PD1 como punto representativo de este tipo de ra-
mas de érbitas periédicas, y no desarrollaremos PD2 ya nos ofrece resultados
similares al PD1 en esta rama de érbitas periddicas). Tomamos como pardme-
tros de continuacién, PAR[2](() como primer pardmetro y PAR[10](T) como
segundo parametro de continuaciéon. E1 PD1 es para AUTO2000 el pun-
to 223(etiqueta 111). Inicialmente el valor del periodo en este punto es
T = 4,62809, una vez realicemos la continuacién de orbitas periddicas a
partir del mismo veremos como se duplica dicho periodo, y volveremos a
analizar el movimiento de nuestro sistema en la rama que obtengamos. En
este caso debemos notar que cuando se duplica el periodo nos vamos a valo-
res de éste del orden del apartado 4.3.2, asi los resultados que obtengamos
deberén ser proximos a los que alli obtuvimos.

El fichero que usamos para la continuacion es c.pd1l, cuya estructura fue
explicada al principio de este capitulo, asi que pasamos a describir las érdenes
que introducimos en AUTO2000 por consola:

AUT0>1d(’equip2’)
AUTO>r(c="pdl’, s=’perp2’)

Con estas 6rdenes, lo que le estamos diciendo a AUTO2000 es que partien-
do de la solucién “perp2’, ejecutemos el fichero de constantes “pd1’, seguimos
las ecuaciones originales cargadas con el comando [oad. No debemos olvidar,
asegurarnos que el parametro 3 sigue valiendo cero.

Guardamos los cambios y eliminamos los ficheros intermedios con las
siguientes ordenes:

AUTO>sv(’pdl’)
AUTO>c1()

Primero comprobamos que el periodo se ha duplicado, obtenemos:

T, =4,62809 = T, =9,25618 (4.4)

Mostramos seguidamente las graficas que obtenemos:

e La primera grafica representa la amplitud de la rama de orbitas pe-
riddicas frente a la variacién del periodo en la misma:
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Figura 4.18: La amplitud frente al periodo.

En ella podemos que ver que estamos ya bastante alejados de la posicion
de equilibrio de la que partimos, ya que la amplitud toma valores de
orden décimas de la unidad.

e La segunda grafica representa el angulo ¢ frente al angulo €, en punto
representativo de la rama de orbitas periddicas:
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Figura 4.19: ¢ frente a 6.
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En la grafica anterior (4.19) podemos ver que aunque hemos duplicado
el periodo, los angulos siguen estando en contrafase, por tanto que se
duplique el periodo no conlleva que perdamos la contrafase. La relacion
entre los angulos es ahora:

o =—4,093-0 (4.5)

Como la relaciéon es proxima a la del caso sin duplicar, y seguimos
estando en contrafase en la grafica 4.20 del movimiento en cartesianas
obtendremos una grafica andloga a la grafica (4.20), pero con valores
menores para los angulos.

e La siguiente grafica(4.20), en la que hemos pasado a coordenadas carte-
sianas a partir de los valores de los dngulos 6 y ¢, muestra el movimiento
en el mismo punto representativo de la rama de 6rbitas periddicas to-
mado para las curvas anteriores; en la gréafica se han colocado unas
lineas que van marcando la posicién relativa entre las dos masas, m; (
en la curva azul) y ms(en la curva verde), en los diferentes instantes
de tiempo, numerados de forma que podamos seguir el movimiento re-
lativo de dichas masas en el tiempo. Como la relacién es préxima a
la del caso sin duplicar, y seguimos estando en contrafase la grafica es
andloga a la gréfica (4.16), pero con valores menores para los angulos:
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-0.97 q
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Figura 4.20: Las masas frente al tiempo.
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Por tanto, de forma andloga a lo que vimos en la grafica (4.16) , vemos
como seguimos teniendo un movimiento pendular simple en ambas ma-
sas, parandose éstas al llegar a los extremos de los arcos que describen
en su trayectoria, propio de la contrafase antes senalada.

Estabilidad de esta rama de 6rbitas periddicas.

En los siguientes graficos se muestra la evolucion de los multiplicadores:

I Im II Im

CN L
N N

Re

Figura 4.21: Multiplicadores para la rama de érbitas periédicas con origen
en el punto de doble periodo.

De la observacion de los graficos anteriores podemos senalar:

e Inicialmente, grafico I, los cuatro multiplicadores estan en el valor 1.

e En un segundo instante, grafico II, dos de los multiplicadores se des-
plazan hacia el valor —1.

e En el gréafico III uno de los multiplicadores que estaban en el valor 1,
se sale de la circunferencia de radio unidad, pasando a ser inestable la
rama de orbitas periddicas.
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4.4. Continuacion numérica de orbitas periodi-
cas para u =3y v = 0,07.

Empezamos este apartado senalando todos los valores iniciales en el punto
de equilibrio del que se parte en este apartado:

e 0=0yp=0
e 3=001, p=3yv=0,07

63 meo .
Recordando que p = —= y v = —, tomamos los siguientes valores para

gl mq
las longitudes y las masas:

e (1 =1y {3 =3 (en unidades de longitud)

e m; =1y my=0,07 (en unidades de masa)

4.4.1. Deteccién del punto de bifurcacién Hopf (HB).

En este apartado vamos a detectar el punto de bifurcacién Hopf, como
ya se dijo necesario como origen de las orbitas periddicas.

Como los ficheros necesarios ya fueron explicados al principio de este
capitulo, pasamos a describir las érdenes que introducimos en AUT0O2000
por consola:

AUT0>1d(’equip’) AUTO>r(c=’equip’)

Guardamos los cambios y eliminamos los ficheros intermedios con las
siguientes ordenes:

AUTO>sv(’equip’) AUTO>c1l()

El punto de bifurcacién de Hopf (HB) es detectado en el punto 100
correspondiente a la etiqueta 21. Lo primero es comprobar que el valor de 3
es cero, lo cual vemos que se cumple en el valor siguiente:

3 = —1,00000F — 08

En este punto debemos haber alcanzado la resonancia 2:1, para com-
probarlo vamos a pedirle a AUTO200 que nos muestre los valores de los
autovalores, con la siguiente orden:
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AUTO>ev(’equip’)

Los valores de los autovalores, copiados directamente de la consola, son
los siguientes:

Eigenvalue 1 -5.000000E-09 -1.064084E+-00
Eigenvalue 2 -5.000000E-09 1.064084E4-00
Eigenvalue 3 -5.000000E-09 5.425798E-01
Eigenvalue 4 -5.000000E-09 -5.425798E-01

Como podemos ver tenemos dos parejas de autovalores conjugados, y
debido a que hemos alcanzado la resonancia 2:1, los valores de las partes
imaginarias de dichas parejas son el doble, en médulo, entre si. Ademds
podemos ver que se cumple la condicion para la existencia de un punto de
bifurcacién de Hopf, ya que la parte real es despreciable, es decir, puede
tomarse como valor cero, lo que nos lleva a tener dos parejas de autovalores
conjugados en el eje imaginario, cumpliendo la condicién para estos puntos
citada al principio de este capitulo.

Las partes imaginarias nos ofrecen dos posibles periodos de los que parti-
remos para la continuacién de orbitas peridédicas. Calculamos los dos periodos
usando la ecuacién siguiente:

o

w

Siendo w la parte imaginaria de cada una de las parejas de autovalores
conjugados en el punto de bifurcaciéon de Hopf. Si aplicamos la ecuacion
anterior, se obtiene:

e T} = 5908859 para w; = 1,064084.
e 75, =11,61101 para wy = 0,542579.

Una vez obtenido el punto de bifurcacion de Hopf y los dos posibles
periodos de continuacion, ya estamos en disposicion de realizar la continua-
cion de érbitas periddicas a partir de dicho punto con cada uno de dichos
periodos. Al existir dos periodos hemos creado dos parejas tipos ficheros
equip.c y c.equip, una para cada uno, equipl.c y c.equipl y equip2.c y
c.equip2 para el primer y segundo periodo respectivamente. Hemos ejecu-
tado y grabado dichos ficheros de la forma descrita en este apartado, para su
uso en los apartados siguientes.
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4.4.2. Continuacion de orbitas peridédicas a partir del
punto de Hopf para 7} = 5,908859.

En este apartado a partir del punto de Hopf (HB), hallado antes, reali-
zamos la continuacion de orbitas periddicas. Tomamos como parametros de
continuacién, PAR|[2](3) como primer pardmetro y PAR[10](T) como segun-
do parametro de continuacion.

Debemos asegurarnos de que partimos con el periodo deseado T} = 5,908859,
para ello en el fichero s.equipl al punto de Hopf (HB) (punto 100, etiqueta
21) le asignamos dicho periodo, ya que es este archivo el que usarda AUT02000
para iniciar la continuacién desde el punto de Hopf (HB).

El fichero que usamos para la continuacién es c.perpl, cuya estructura
fue explicada al principio de este capitulo, asi que pasamos a describir las
ordenes que introducimos en AUTO2000 por consola:

AUT0>1d(’equipl’)
AUTO>r (c="perpl’, s=’equipl’)

Con estas ordenes, lo que le estamos diciendo a AUTO2000 es que par-
tiendo de la solucién “equipl’, ejecutemos el fichero de constantes “perpl’,
basandonos siempre en las ecuaciones que hemos cargado anteriormente con
el comando load. No debemos olvidar, asegurarnos que el parametro (3 sigue
valiendo cero.

Guardamos los cambios y eliminamos los ficheros intermedios con las
siguientes ordenes:

AUTO>sv (’perpl’)
AUT0>c1()

Mostramos seguidamente las graficas que obtenemos:

e En la siguiente grafica(4.22) representamos la amplitud de la rama de
orbitas periddicas,L2-INORM, frente al periodo:
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Figura 4.22: La amplitud frente al periodo.

En la grafica anterior(4.22) los valores de la amplitud de la rama de
orbitas periddicas son del orden de décimas, comprobando de nuevo
que nos hemos alejado ya del la posiciéon de equilibrio inicial § = 0 y
¢ = 0 de partida.

En la gréfica anterior(4.12) hemos marcado un par de puntos de bi-
furcacion de doble periodo (PD), de entre todos los que AUT02000
ha detectado. Cada vez que el programa etiqueta un punto como PD
quiere decir que hemos alcanzado la resonancia 2:1, en dicho punto y,
por tanto, a partir de este punto si continuamos las érbitas periédi-
cas veremos como el periodo se duplica. Este tipo de puntos seran los
siguientes puntos de continuacién.

e Con el siguiente par de graficas(4.23) y (4.24) mostramos la existen-
cia de periodicidad en la solucién obtenida, en ellas representamos los
angulos 0 y ¢ frente al periodo, respectivamente, en punto representa-
tivo de la rama de orbitas periddicas.
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Figura 4.23: 6 frente al tiempo.
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Figura 4.24: ¢ frente al tiempo.

e En la siguiente grafica(4.25) representamos el angulo ¢ frente al angulo
0, en punto representativo de la rama de érbitas periddicas:
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Figura 4.25: ¢ frente a 6.

En la gréfica anterior(4.25) podemos ver que los angulos en esta rama
de orbitas periddicas estan ahora en contrafase, es decir, las masas de
nuestro sistema se moveran en sentido contrario, aunque sigue existien-
do una relacién entre los angulos, para cualquiera de los puntos:

¢ =10,936-0 (4.6)

Con esta relacion a diferencia que en los casos anteriores, ahora la masa
my se movera en un arco mayor que la masa msy, por ser # mayor que
© en este caso.

e La siguiente grafica(4.26), en la que hemos pasado a coordenadas car-
tesianas a partir de los valores de los angulos 6 y ¢, muestra este mo-
vimiento, en la grafica se han colocado unas lineas que van marcando
la posicién relativa entre las dos masas, m;(en la curva azul) y ms(en
la curva verde), en los diferentes instantes de tiempo, numerados de
forma que podamos seguir el movimiento relativo de dichas masas en
el tiempo:
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Figura 4.26: Las masas frente al tiempo.

Vemos en la grafica que ambas masas realizan un movimiento pendu-
lar simple, moviéndose en contrafase, ya que como puede verse con las
lineas cuando una masa estd a un lado del cero la otra esta en el con-
trario; ambas masas siguen parandose al alcanzar los extremos de los
arcos que describen en sus respectivas trayectorias. Ademas podemos
comprobar en la grafica que la masa m, se mueve con angulos mayores
a la masa mq, como se dijo antes.

El siguiente apartado continuamos a partir de uno de los puntos de bi-
furcacién de doble periodo (PD), sefialados en la grafica(4.22).

Estabilidad de esta rama de orbitas periddicas.

En los siguientes graficos se muestra la evolucion de los multiplicadores:
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Figura 4.27: Multiplicadores para la rama de érbitas periédicas con origen
en el punto de Hopf.

De la observacién del grafico anterior podemos senalar:

e Inicialmente, grafico I, dos de ellos estaréan en el valor 1 y los otros dos
en el valor —1.

e En un segundo instante, grafico II, los que estan en el valor —1 empe-
zaran a desplazarse siguiendo la circunferencia de radio unidad.

e En el grafico ITI vemos que ya estan los cuatro multiplicadores en el
valor 1.

e Por tultimo en el gréfico IV vemos como dos de los multiplicadores se
salen del valor 1, uno adentrandose en la circunferencia de radio unidad
y el otro saliendo de ella. Esto es debido a que hemos encontrado un
punto de bifurcacion BP, y a partir de este punto siempre tendremos
al menos un multiplicador fuera de la circunferencia. Por tanto, a partir
de este punto la rama de orbitas peridédicas pasara a ser inestable.

4.4.3. Continuacion de dérbitas peridodicas a partir del
punto de bifurcacién de doble periodo PD1.

En este apartado a partir del punto de bifurcacion de doble periodo
(PD1), obtenido en el apartado 4.4.2, realizamos la continuacién de 6rbi-
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tas periddicas. Tomamos como parametros de continuaciéon, PAR|[2]() como
primer pardmetro y PAR[10](T) como segundo pardmetro de continuacion.
El PD1 es para AUTO2000 el punto 115(etiqueta 75). Inicialmente el valor
del periodo en este punto es T = 5,94527, una vez realicemos la continua-
cion de drbitas periddicas a partir del mismo veremos como se duplica dicho
periodo, y volveremos a analizar el movimiento de nuestro sistema en la ra-
ma de Orbitas periddicas que obtengamos. En este caso debemos notar que
cuando se duplica el periodo nos vamos a valores de éste del orden del apar-
tado 4.4.2, asi los resultados que obtengamos deberan ser préximos a los que
alli obtuvimos.

El fichero que usamos para la continuacion es c.pd1l, cuya estructura fue
explicada al principio de este capitulo, asi que pasamos a describir las 6rdenes
que introducimos en AUTO2000 por consola:

AUT0>1d(’equipl’)
AUTO>r(c="pdl’, s=’perpl’)

Con estas 6rdenes, lo que le estamos diciendo a AUTO2000 es que partien-
do de la solucion “perpl’, ejecutemos el fichero de constantes “pdl’, seguimos
las ecuaciones originales cargadas con el comando load. No debemos olvidar,
asegurarnos que el pardametro ( sigue valiendo cero.

Guardamos los cambios y eliminamos los ficheros intermedios con las
siguientes ordenes:

AUTO>sv(’pd1?)
AUTO0>c1()

Primero comprobamos que el periodo se ha duplicado, obtenemos:

T, =59452 = T;= 11,8905 (4.7)

Mostramos seguidamente las graficas que obtenemos:

e La primera gréafica representa la evolucion de la amplitud de la rama
de 6rbitas periddicas frente al periodo:



CAPiTULO 4. CONTINUACION NUMERICA DE ORBITAS
PERIODICAS. 77

L2-NORM

0.65

02 I I I I I I I I I
11.85 11.9 11.95 12 12.05 12.1 12.15 12.2 12.25 12.3 12.35

Figura 4.28: La amplitud frente al periodo.

En ella podemos que ver que estamos ya bastante alejados de la posicion
de equilibrio de la que partimos, ya que la amplitud toma valores de
orden décimas de la unidad.

e La segunda grafica representa el angulo ¢ frente al angulo €, en punto
representativo de la rama de orbitas periddicas:
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Figura 4.29: ¢ frente a 0s.
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En la grafica anterior vemos que hemos perdido la propiedad de la
contrafase, correspondiendo para un valor de # al menos tres valores de
. En este caso el movimiento en cartesianas ya no sera simple para la
masa ms, sino que ahora describird en su trayectoria una curva que se
cruza con ella misma.

e La siguiente grafica(4.30), en la que hemos pasado a coordenadas car-
tesianas a partir de los valores de los angulos 6 y , muestra este mo-
vimiento, en la gréfica se han colocado unas lineas que van marcando
la posicién relativa entre las dos masas, mq( en la curva azul) y mso(en
la curva verde), en los diferentes instantes de tiempo, numerados de
forma que podamos seguir el movimiento relativo de dichas masas en

el tiempo:
y
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Figura 4.30: Las masas frente al tiempo.

Como podemos ver se cumple lo que ya senalamos, después de analizar
la curva (4.29), el movimiento de la masa my describe en su trayectoria
una especie de ocho; en este caso al describir la masa ms una curva
cerrada podemos senalar que no llega a pararse en su movimiento,
mientras que la masa m; sigue parandose al llegar al extremo del arco
que describe en su movimiento.
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Estabilidad de esta rama de orbitas periddicas.

Este es un caso totalmente distinto a los anteriores. Vemos su grafico
correspondiente:

Re

Figura 4.31: Multiplicadores para la rama de érbitas periédicas con origen
en el punto de doble periodo.

Como podemos ver en el grafico siempre tenemos al menos un multiplica-
dor fuera de la circunferencia de radio unidad y por tanto, la 6rbita siempre
sera inestable.

4.4.4. Continuacién de orbitas peridédicas a partir del
punto de Hopf para 7, = 11,61101.

En este apartado a partir del punto de Hopf (HB), hallado en el apar-
tado 4.4.1, realizamos la continuacién de érbitas periddicas. Tomamos como
pardmetros de continuacién, PAR[2](3) como primer parametro y PAR[10](T)
como segundo pardametro de continuacion.

Debemos asegurarnos de que partimos con el periodo deseado T, = 11,61101,
para ello en el fichero s.equip2 al punto de Hopf (HB) (punto 100, etiqueta
21) le asignamos dicho periodo, ya que es este archivo el que usara AUT0O2000
para iniciar la continuacién desde el punto de Hopf (HB).

El fichero que usamos para la continuacién es c.perp2, cuya estructura
fue explicada al principio de este capitulo, asi que pasamos a describir las
6rdenes que introducimos en AUTO2000 por consola:

AUT0>1d(’equip2’)
AUTO>r (c="perp2’, s=’equip2’)

Con estas ordenes, lo que le estamos diciendo a AUTO2000 es que par-
tiendo de la solucién “equip2’, ejecutemos el fichero de constantes “perp2’,
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basandonos siempre en las ecuaciones que hemos cargado anteriormente con
el comando load. No debemos olvidar, asegurarnos que el parametro (3 sigue
valiendo cero.

Guardamos los cambios y eliminamos los ficheros intermedios con las
siguientes ordenes:

AUTO>sv (’perp2’)
AUTO>c1()

Mostramos seguidamente las graficas que obtenemos:

e En la siguiente grafica(4.32) representamos la amplitud de la rama de
orbitas periddicas,L2-NORM., frente al periodo:

L2-NORM

0.4

0.351-

0.3

0.25

0.2r-

0.151-

0.1r-

0.051

0 T L I 1
11.58 11.585 11.59 11.595 116 11.605 11.61 11.615 11.62 11.625

Figura 4.32: La amplitud frente al periodo.

En la gréfica anterior(4.22) los valores de la amplitud de la rama de
orbitas peridédicas son del orden de décimas, comprobando de nuevo
que nos hemos alejado ya del la posicién de equilibrio inicial # = 0 y
¢ = 0 de partida.

En este caso no se han detectado puntos de bifurcacién de doble periodo.

e Con el siguiente par de graficas(4.33) y (4.34) mostramos la existen-
cia de periodicidad en la solucién obtenida, en ellas representamos los
angulos 0 y ¢ frente al periodo, respectivamente, en punto representa-
tivo de la rama de érbitas periddicas.
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I I I I I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 t

Figura 4.33: 6 frente al tiempo.

-0.4 I I I I I I I I I t
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.34: ¢ frente al tiempo.

e En la siguiente grafica(4.35) representamos el angulo ¢ frente al angulo
0, en punto representativo de la rama de érbitas periddicas:
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Figura 4.35: ¢ frente a 6.

En la gréfica anterior(4.35) podemos ver que los dngulos en esta érbita
estan ahora en fase, es decir, las masas de nuestro sistema se moveran
en el mismo sentido. Sigue existiendo una relacion entre los angulos,
para cualquiera de los puntos:

©=524-0 (4.8)

Debemos hacer notar con esta relacion que en su movimiento la masa
msy describe trayectorias mucho mayores que la masa m;.

e La siguiente grafica(4.36), en la que hemos pasado a coordenadas car-
tesianas a partir de los valores de los angulos 6 y ¢, muestra este mo-
vimiento, en la grafica se han colocado unas lineas que van marcando
la posicién relativa entre las dos masas, my( en la curva azul) y my(en
la curva verde), en los diferentes instantes de tiempo, numerados de
forma que podamos seguir el movimiento relativo de dichas masas en
el tiempo:
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Figura 4.36: Las masas frente al tiempo.

Vemos en la grafica que ambas graficas realizan un movimiento pendu-
lar simple, moviéndose en fase, ya que como puede verse con las lineas
ambas masas se mueven a la vez al mismo lado del valor cero. En este
caso la masa moy vuelve a describir angulos mayores a los de la masa
my. De nuevo, ambas masas se paran al llegar a los extremos de los
arcos que describen en sus respectivas trayectorias.

Estabilidad de esta 6rbita periddica.

En los siguientes graficos se muestra la evolucion de los multiplicadores:
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Figura 4.37: Multiplicadores para la rama de érbitas periédicas con origen
en el punto de Hopf.

De la observacién de los graficos anteriores podemos senalar:

e Inicialmente, grafico I, los cuatro multiplicadores estan en el valor 1.

e En un segundo instante, grafico II, dos de los multiplicadores se des-
plazan hacia el valor —1.

e En el grafico IIT los dos multiplicadores anteriores vuelven hacia valor
1.

e Por ultimo el grafico IV representa un instante posterior a la llega-
da de la pareja de multiplicadores al valor 1, podemos ver como un
multiplicador se sale de la circunferencia de radio unidad, debido a la
existencia de un punto de bifurcacién BP; en los siguientes instantes
siempre tendremos al menos un multiplicador fuera de la circunferen-
cia. Por tanto, a partir de la existencia del punto de bifurcacion BP la
rama de Orbitas periddicas pasara a ser inestable.



Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de los tres capitulos anteriores del proyecto, hemos estudiado
analitica y numéricamente nuestro sistema, Fig 5.1, con el objetivo de calcular
el efecto de la resonancia 2:1, Fig 5.2, sobre su comportamiento, en cuanto
a estabilidad y movimiento se refiere, tanto en posiciones de equilibrio como
en 6rbitas periddicas, por medio de la formulacién lagrangiana.

my m2
Figura 5.1: Modelo del sistema.
Debido a que las ecuaciones diferenciales de nuestro modelo son comple-

jas, el estudio analitico se ha visto muy reducido, y el mayor peso del proyecto
se lo ha llevado la parte numérica realizada con AUT02000.

85
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Figura 5.2: Curva de resonancia 2:1.

Se han obtenido cuatro posibles situaciones de equilibrio, centrando nues-
tro estudio en la posicion 8 = 0 y ¢ = 0, al ser esta posicién la unica que
produce soluciones estables, tanto de equilibrio como de érbitas periddicas;
al ser una posicion de equilibrio estable permite que se alcance la resonancia
2:1, ya que sus cuatro autovalores forman dos parejas de autovalores conju-
gados imaginarios puros permitiendo que tanto las frecuencias propias como
sus periodos correspondientes guarden una proporcién determinada expre-
sable como un cociente de nimeros enteros. El siguiente grafico muestra el
espectro de autovalores correspondiente a esta posicion de equilibrio estable:

Im

Re
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Con el desarrollo numérico hemos podido comprobar que la posicién de
equilibrio, 8 = 0 y ¢ = 0, se obtiene para cualquier valor tanto de las masas
como de las longitudes de las barras de nuestro sistema, como muestra la
siguiente grafica, obtenida al realizar la continuacién de equilibrios utilizando

L ls
como parametro de continuacion pu = ——:

0

L2-norm
1

3 32 32 36 38 r 22 24 26 a8 M
Figura 5.3: Amplitud frente a pu.

En cuanto a la continuacion de érbitas periddicas, partimos de dos puntos
distintos de coordenadas (u, ) =(3,0.07) y (1,0.12) , préximos a la curva de
resonancia 2:1, Fig 5.2, para que al alcanzar la resonancia el programa de
continuacion numérica AUTO2000 detecte un punto de bifurcacién de Hopf
para cada uno de ellos. A partir de dichos puntos de Hopf hemos podido
realizar la continuacién de érbitas periddicas con dos posibles periodos ini-
ciales, guardando estos periodos entre si una proporcion doble debido a la
resonancia usada. Ademas cada vez que la resonancia es alcanzada durante
la continuacién nos aparecen puntos especiales, como por ejemplo, puntos de
bifurcacién doble periodo, en los cuales se duplica el periodo de las orbitas
periodicas que se contintan a partir de ellos.

En el capitulo anterior se han desarrollado extensamente los resultados
obtenidos a partir de la continuacién de las érbitas periddicas para ambos
casos. No obstante senalamos en este capitulos los tres movimientos relativos
entre las masas m; y ms de nuestro sistema, asi como un ejemplo de la
estabilidad en las ramas de orbitas periddicas. Hemos obtenido las graficas
de dichos movimientos al pasar a coordenadas cartesianas los valores de los
angulos 0 y ¢ que AUT0O2000 nos ha ido proporcionando:

e Movimiento en fase.

Ambos masas se mueven en el mismo sentido, manteniendo una relacion
constante entre los dangulos que describen en su trayectoria.
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-0.99 m2

-0.995

ml

En la grafica anterior podemos ver que ambas masas, m; y ms, llegan
a pararse, su velocidad se hace cero, lo que se deduce al ver que los
movimientos que dichas masas describen son arcos en lugar de curvas
completas, parandose las masas en los extremos de dichos arcos.

e Movimiento en contrafase.

En este movimiento las masas se mueven en sentido contrario, pero
siguen manteniendo una relacién constante entre sus angulos.
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De nuevo, ambas masas se paran al llegar al extremo de los arcos que
describen en sus respectivas trayectorias.

e Mouvimiento de transicion entre los dos anteriores.

Para este tipo de movimiento no existe una relacién entre los angulos
que describen las masas, m; y ms, de nuestro sistema, debido a que ya
no estamos ni en fase ni en contrafase.

En ella vemos que mientras la masa m, sigue describiendo un arco en su
trayectoria (parandose al llegar a los extremos de dicho arco), como en
los dos movimientos anteriores, la masa ms ya no describe un arco en
su trayectoria sino que ahora ésta viene dada por dos curvas cerradas,
lo que nos indica que la masa ms no llega a pararse en su movimiento.

En los siguientes graficos se muestra un ejemplo de la evolucion de los
multiplicadores, en ella vemos el cambio de estabilidad en una rama de érbitas
periddicas:
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Figura 5.4: Multiplicadores para la rama de érbitas periddicas con origen en
el punto de Hopf.

De la observacién del grafico anterior podemos senalar:

e Inicialmente, grafico I, dos de ellos estaran en el valor 1 y los otros dos
en el valor —1.

e En un segundo instante, grafico II, los que estan en el valor —1 empe-
zaran a desplazarse siguiendo la circunferencia de radio unidad.

e En el grafico IIT vemos que ya estan los cuatro multiplicadores en el
valor 1.

e Por dltimo en el grafico IV vemos como dos de los multiplicadores se
salen del valor 1, uno adentrandose en la circunferencia de radio unidad
y el otro saliendo de ella. Esto es debido a que hemos encontrado un
punto de bifurcacion BP. Por tanto, a partir de este punto la rama de
orbitas periddicas pasara a ser inestable.

Por todo lo anterior queda demostrado el conocimiento del programa
AUTO2000 para la continuacion de equilibrios y érbitas periddicas en funcién
de uno o dos pardmetros (relaciéon de masas y de longitudes de las barras),
lo cual era un objetivo implicito en la realizacion del proyecto.
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