2. Métodos empleados.

CAPITULO 2. METODOS EMPLEADOS.

En este apartado se presentan las distintas técnicas empleadas a la hora de resolver el
problema que se ha planteado. En primer lugar se describe sucintamente el método de los
elementos finitos, entrando en mayor profundidad en las caracteristicas especificas del
problema como el contacto y el submodelado en el programa de MEF empleado.

Ademéas se describe un método analitico que se ha utilizado entre otros para validar en
cierto modo la resolucion del modelo empleado. Este método proporciona la solucion para la
entrada en contacto entre eje y cubo.

Por ultimo se describe el criterio empleado para el calculo de la vida. Este método es el
de Smith-Watson y Topper que es el mas adecuado para el problema ante el que nos

encontramos.

2.1. El Método de los Elementos Finitos.

Son muchas las facetas de la ingenieria en las que se precisa determinar la distribucion
de tensiones y deformaciones en un medio continuo. Para vencer la dificultad que representa la
solucion de problemas continuos reales, en los que el numero de grados de libertad es infinito,
se han ido proponiendo a través de los afios diversos métodos de discretizacion. La aplicacion
de estos métodos supone una aproximacidon, que se acercard mas a la realidad conforme
aumente el nimero de variables discretas.

Como métodos numéricos mas importantes se puede destacar: el Método de las
Diferencias Finitas, el Método de los Elementos de Contorno y el Método de los Elementos
Finitos (MEF).

El método de los elementos finitos supone una metodologia general aplicable a los
sistemas discretos. Esto, tanto desde el punto de vista conceptual como del numérico es de la
mayor importancia. Conceptualmente permite una mejor comprension del problema, y
numéricamente establece un criterio unificado para abordar una gran variedad de problemas y
desarrollar procedimientos generales de calculo. Todos los anélisis con el método de los
elementos finitos (MEF en adelante) siguen un patron general que puede adaptarse
universalmente a todos los sistemas discretos, de ahi su aceptacion. Todo lo que se va a
comentar a continuacion se refiere al MEF, que es el que se ha empleado en la realizacion de

este proyecto fin de carrera.



2. Métodos empleados.

2.1.1. Fundamento tedrico.

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de un s6lido deformable sometido a

un estado de cargas general son las siguientes.

- equilibrio: o, +X,=0 (2.1.1)
- compatibilidad: & = %(u[,_/ +u,,) = e =Bu (2.1.2)
- comportamiento: o, =406, +2Ge, = c=D¢ (2.1.3)

donde oes el tensor de tensiones, € el de deformaciones, u el vector de desplazamientos y X las
fuerzas de volumen. Las ecuaciones (2.1.3) son conocidas como ecuaciones de Lamé, donde A4
es la constante de Lamé, G el modulo de elasticidad tangencial y € el cambio unitario de
volumen.

Para la unicidad de la solucion se han considerar ademas las condiciones de contorno, ya

sean en términos de fuerzas o de desplazamientos.

u, = u, en oD, (2.1.4)
T" =t en 0D, (2.1.5)
oD = oD, U oD, (2.1.6)

donde u; son los desplazamientos conocidos en la zona con desplazamiento impuesto 0D, y ¢,

es la carga aplicada en el contorno del dominio 0D,.
Esta es una formulacion diferencial, es decir, que se imponen las ecuaciones en cada
punto del continuo elastico. El Teorema de los Trabajos Virtuales supone la formulacion

integral o formulacion débil. Este en formulacion matricial es:

[ eoav ={ y'Xav+[ y"¢ds 2.1.7)

donde:

- 0, Xy £ son respectivamente el campo de tensiones, de fuerzas de volumen y de fuerzas
de contorno en equilibrio.

- &, wy v representan un campo de deformaciones y desplazamientos compatibles,
aunque no necesariamente la solucion del problema eléstico para el sistema de tensiones
en equilibrio.

En el Teorema de los Trabajos Virtuales (en adelante TTV) se pueden imponer las

relaciones y condiciones de contorno anteriores. De esta manera, y operando como se indica a
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2. Métodos empleados.

continuacion se llega a una ecuacidon con una sola incégnita. Esta ecuacioén estd en forma
matricial y la incognita es el campo de desplazamientos.
El primer paso es la definicion de los vectores tension, deformacion y desplazamientos

como se muestra a continuacion.

8): O-X
y O-}’ ux
£ o
£=9.° o=4_° U=qu (2.1.8)
yxy Txy Y
uZ
j/XZ TXZ
7/\/2 TyZ
La relacion entre las deformaciones y los desplazamientos es la siguiente:
g=Lu (2.1.9)

donde L es un operador diferencial tal que esta ecuacion es equivalente a (2.1.2) escrita
en forma compacta
Las tensiones se relacionan con las deformaciones mediante la Ley de Comportamiento.
o=D¢ (2.1.10)
Sustituyendo las dos expresiones anteriores se llega a la relacion entre los desplazamientos y las

tensiones.

o=DLu (2.1.11)

Introduciendo en el TTV estos vectores y las relaciones entre ellos se obtiene la formulacion

que sigue.

[ "L -DLuav=| u”-fav+| u”rds (2.1.12)
D D oD

donde:

- fy tson respectivamente las fuerzas de volumen y de contorno.
- & =Lu esel sistema virtual de desplazamientos y deformaciones compatible.

La proxima operacion que se realiza es la discretizacion matematica del problema. En
primer lugar se discretiza la geometria del problema, pasando de un niimero infinito de grados
de libertad a un numero finito de los mismos. En segundo lugar se discretizan los
desplazamientos, los cuales se obtienen en los nodos.

La compatibilidad se impone forzando a que los nodos coincidentes en posicion pero

pertenecientes a distintos elementos tengan desplazamientos iguales.
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2. Métodos empleados.

La discretizacion de los desplazamientos se realiza mediante funciones de pequefio
soporte o funciones de forma N que aproximan, el campo de desplazamientos en esa zona del
solido. Esta discretizacion se realiza aproximando con las mismas funciones los
desplazamientos del problema real y del virtual, para que la matriz de rigidez resulte simétrica
como se verd mas adelante. Cuando se utilizan las mismas funciones para aproximar la
geometria y los desplazamientos se tienen los denominados elementos isoparamétricos.

La aproximacion queda de la siguiente manera.

- Sistema real de desplazamientos. u=N-o (2.1.13)
- Sistema virtual de desplazamientos. u =N§ (2.1.14)
- Deformaciones en el sistema real. e=LN-o E=B0o (2.1.15)

e =B§  (2.1.16)

- Deformaciones en el sistema virtual. g* =L'No6 ’
Introduciendo las expresiones anteriores en el PTV se obtiene la formulacion final.

8" (],B"-DBdVySs=8" (| N-N-av)f+5" [ N'-N-dS)t (21.17)

La expresion anterior se debe cumplir para cualquier campo virtual de desplazamientos

* . .. . .
nodales 0 *, con lo que se obtiene, eliminando los desplazamientos virtuales:

K-é:i+§ (2.1.18)
donde:

- Kesla matriz de rigidez del sistema K= J.DBT'Q'B'(JIV

- Presel vector de fuerzas de volumen: = ID N"-N-dv)- f

- P;esel vector de fuerzas de contorno n= (J:?D N"-N-ds)t

Sobre la eleccion de las funciones de aproximacion de los desplazamientos como
funciones de pequefio soporte hay que comentar que debido a esto, muchos términos de la
matriz K seran nulos, y los que no lo sean estaran definidos sobre una pequefia parte del
dominio. De esta manera se reduce el numero de operaciones a realizar y por tanto el tiempo de
calculo. Ademas estas funciones deberan tener su derivada no nula ya que en la matriz B estan

contenidas las derivadas de las funciones de forma.
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2. Métodos empleados.

Respecto a la matriz K comentar que tiene un claro sentido fisico. El elemento Kj
representa la fuerza que aparece en el nodo i al dar un desplazamiento unidad en el nodo j

manteniendo cero todos los demas desplazamientos.

2.1.2. Funciones de formay convergencia.

Las funciones de forma utilizadas al formular los problemas de elasticidad por el
método de los desplazamientos tienen que satisfacer los siguientes criterios de convergencia:

- Deben presentar continuidad entre elementos, es decir, continuidad Cy. No se requiere
continuidad de las derivadas primeras. Con esto se asegura la compatibilidad
interelemental.

- La funcién ha de permitir la representacion de cualquier forma lineal de manera que se
satisfaga el criterio de deformacién constante (primera derivada constante).

En el MEF no se exige compatibilidad en las lineas interelementales. Lo que si se pide
es la convergencia de la solucidon conforme aumenta el nivel de refinamiento de la malla, es
decir, que cumpla el test de la parcela. Este test es una condicién necesaria y suficiente de
convergencia. Ademas valora la velocidad de convergencia del elemento probado, prueba la
robustez del algoritmo y resulta un buen procedimiento para desarrollar nuevas formas de
elementos.

El test de la parcela consiste basicamente en aplicar una deformacion constante a una
parcela de elementos. Si cuando la parcela se hace lo suficientemente pequefia reproduce
exactamente el comportamiento constitutivo del material y proporciona las tensiones correctas,
entonces se puede argumentar que la aproximacion de elementos finitos converge.

Las integrales necesarias para la obtencién de la matriz de rigidez se realiza mediante

cuadraturas de Gauss, cuya expresion monodimensional es:
[reodx=3" r&ym, (2.1.19)
X i=1

donde:
- nges igual al nimero de puntos de cuadratura.
- & son las coordenadas naturales.
- w; son los pesos, que dependen del nimero de puntos de evaluacion.
Haciendo un cambio de variables para que los limites de integraciéon no dependan del

tamafio del elemento se tiene la expresion anterior en funcion de los ejes &

[1&5e=3 1G] (2.1.20)
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2. Métodos empleados.

donde J representa el Jacobiano de la funcion.

Esta expresion integra de forma exacta polinomios de orden 2-7,-1.

Una vez obtenidos los desplazamientos se pueden obtener las tensiones a partir de:

oc=DBS (2.1.21)

La matriz B contiene las derivadas de las funciones de forma, por lo que la
aproximacion de las tensiones es de un orden menor que los desplazamientos. Para obtener un
error menor en las tensiones, se evaluan en los puntos de integracion (puntos de Gauss), ya que
una cuadratura de un orden menor a la funcién del integrando da resultados exactos si se evaltua
en los puntos de integracion. Una vez obtenidas las tensiones en los puntos de Gauss se
extrapola el resultado a los nodos. Las tensiones nodales de cada elemento no tienen por que ser
iguales en los elementos que concurren en un mismo nodo. ANSYS ® soluciona este problema

asignando en cada nodo la media de los valores nodales obtenidos en los elementos contiguos.

2.1.3. Problemas no lineales en el MEF.

Se pueden dar dos clases de problemas no lineales. La no linealidad del material, que
implica leyes de comportamiento no lineales, y la no linealidad geométrica, debidas a
variaciones no infinitesimales en la geometria del problema. Del primer tipo, un caso tipico es
el del andlisis elasto-plastico de estructuras, donde la relacion tension-deformacién no es lineal.
Del segundo tipo se tiene un caso caracteristico que es el de pandeo de estructuras, caso
particular de grandes desplazamientos.

Para la resolucion de problemas no lineales se pueden utilizar tres tipos de técnicas: las
incrementales, las iterativas y las mixtas.

Para la explicacion nos centraremos en procedimientos en los que se usa la solucion de
ecuaciones de la forma

Ko=F (2.1.22)

En el caso que nos ocupa es el cambio en la zona de contacto el que hace que varie la
matriz de rigidez. Esta no linealidad es del segundo tipo. Por tanto puede expresarse de la forma
K=K(,F) (2.1.23)

En primer lugar estan las técnicas incrementales. Estas se basan en dividir la carga total
a aplicar en pequefios incrementos de carga. De esta forma se resuelve el problema como la
resolucién consecutiva de varios subproblemas. Al inicio de cada incremento de carga se
calcula la matriz K continuando con el valor calculado hasta el final de dicho incremento de

carga. Se puede formular como sigue:
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2. Métodos empleados.

KA, = AF, (2.1.24)

donde la matriz de rigidez se obtiene con la evaluacion de las variables en el paso
anterior:

K, =K, _(6.,F.) (2.1.25)

¥
Solucicn Increm idal
Fi
A o @ Solncidn Exacta
Fi1 Ki
ko
1
An =k Ap
i -1 i
H

(£, ug) Hjq "j

Figura 2.1. Procedimiento incremental.

En segundo lugar se tienen las técnicas iterativas. De este tipo existen diferentes
variantes. Todas aplican la carga en su totalidad al inicio. Se calcula la rigidez llegdndose a una
situacion en la que no se ha alcanzado el equilibrio. A partir de ahi se aplica la carga no
equilibrada (residuo) para la siguiente iteracion.

La principal y més usada es el método de Newton-Raphson. En este método se tiene, en

una iteracion general, una carga F a aplicar y una carga equilibrada F, ;; en el paso anterior.

Fi=F-Fe.i (2.1.26)
Los incrementos de desplazamientos se obtienen en cada paso mediante la relacion:
Kir OFF; (2.1.27)

los desplazamientos totales se obtienen en cada iteracion mediante:

i

8, =5, +) AJ, (2.1.28)

Jj=1
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2. Métodos empleados.

Finalmente F,; se calcula como la carga necesaria para mantener los desplazamientos 9.
Con este valor de la carga equilibrada y teniendo en cuenta la ecuacion (2.1.26) se continua con
la siguiente iteracion.

Este algoritmo produce una rapida convergencia, siendo de hecho cuadratica. Pero
resulta caro computacionalmente ya que se ha de formar la nueva matriz K para cada iteracion y
ademas hay casos en los que no es simétrica, como es el de contacto.

Por ello se utiliza a veces el método de Newton-Raphson modificado en el que la matriz
de rigidez usada en cada iteracion es la misma e igual a la inicial. En este caso la relacion entre

los desplazamientos y las fuerzas quedaria segun la siguiente ecuacion.

Ky OFF; (2.1.29)
Fi Fh
Fa /r’"’f Fa - "
R
e For

Ui Ui Hiz u
a) b)
Figura 2.2. Métodos iterativos. a) Newton-Raphson y b) Newton-Raphson modificado.

Las técnicas mixtas usan las dos anteriores conjuntamente. Es decir, se divide la carga
total en incrementos de carga y en cada incremento se aplica una de las técnicas iterativas

anteriormente expuestas.
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Fi

Figura 2.3. Técnica mixta.

2.1.4. El software de MEF.

Para la resolucion del problema se ha utilizado la version 7.1 del programa ANSYS®. En
primer lugar se explicard como resuelve internamente las situaciones que se plantean en el

problema y posteriormente se vera como se trabaja con ANSYS®.

2.1.4.1. El MEF en ANSYS®.

En ANSYS® se utilizan las formulaciones generales explicadas mas arriba, basadas en el
Principio de los Trabajos Virtuales. Se utiliza como norma general la formulacion clasica que
como se ha comentado anteriormente tiene como unica incognita los desplazamientos. A partir
de estos se obtienen el resto de variables, ya sean deformaciones, tensiones u otras variables.

En el proceso de resolucion de problemas no lineales se suelen utilizar técnicas de las
llamadas anteriormente mixtas, en las que se utilizan conjuntamente las incrementales con las
iterativas. El mas utilizado es el método de Newton-Raphson, que es el que se ha utilizado en el
presente proyecto.

ANSYS® integra mediante cuadraturas de Gauss. De esta forma se obtienen en primer
lugar las variables como tensiones y deformaciones en los puntos de Gauss, mientras que para
los nodos se extrapolan estos valores. El esquema de integracion que utiliza depende del tipo de
elemento, y se definira a la hora de describir los elementos utilizados. En los elementos
hexaédricos de 8 nodos se tiene generalmente un esquema 2x2x2. Tiene 8 puntos de Gauss o de

integracion en el interior del elemento como se muestra en la siguiente figura.
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I

o | .:./ft

3
g i
M
il —
gy
| = K
1 __zlf
D e

Figura 2.4. Puntos de integracion en un elemento hexaédrico de 8 nodos.

La integracion en este tipo de elementos es segln la siguiente expresion.

111

J.j.[f(x,y,z)dxdydz = Zn:izl:HkHjHif(xi,yj,zk) (2.1.30)

55 k=1 j=I i=l
donde f{x,y,z) es la funcién que se integra
H; H,, H; son los pesos de integracion.
X;, ¥, zxson las posiciones de los puntos de integracion.
[, m, n son los nimeros de puntos de integracion.

Los elementos tipo so6lido, ya sean hexaedros o tetraedros, deben satisfacer una serie de
restricciones referentes a su geometria. De esta manera se evita que se produzcan errores por un
mallado incorrecto en el que existen elementos con una geometria muy distorsionada. Una de
estas restricciones es la relacion de aspecto, que relaciona dos dimensiones del elemento entre
si comprobando que no tenga una forma demasiado alargada o “aplastada”. Otras
comprobaciones son la de paralelismo entre las caras opuestas de un elemento o de
perpendicularidad en las caras contiguas del mismo. También se comprueba que las caras de los
elementos no se encuentran demasiado alabeadas y se limita el jacobiano del elemento a un
rango de valores. Con todas estas comprobaciones se evita tener elementos con geometrias tan

distorsionadas que introducirian errores en los céalculos.

2.1.4.2. El problema de contacto.

El problema de contacto requiere una gran capacidad computacional debido a su
caracter altamente no lineal. El programa identifica el contacto gracias a los pares de contacto
que son la pareja de superficies pertenecientes a distintos s6lidos que pueden entrar en contacto
en cualquier momento del proceso de carga-descarga. Estos pares de contacto se identifican por
los elementos de contacto que utiliza el programa y que estan superpuestos al solido al que

pertenece dicha superficie. El mayor coste computacional se requiere para encontrar los puntos
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de una y otra superficie que se encuentran en contacto, asi como detectar cudndo cambia el
estado de alglin par de contacto. Otro factor importante es la friccidon, como se comentara mas
adelante.

ANSYS® divide el contacto en dos tipos principales: el contacto rigido-flexible y el
flexible-flexible. El segundo es el caso general, y el primero es un caso particular en el que una
de las superficies se puede considerar infinitamente rigida respecto a la otra.

También se divide segtn el algoritmo de deteccidon del contacto en otros tres tipos, que
son nodo-nodo, nodo-superficie y superficie-superficie. A partir de ahora se explicard el
contacto superficie-superficie y flexible-flexible, que es el que se adapta al problema que se
quiere resolver.

Para que el programa sepa que existe un contacto entre dos superficies, a éstas hay que
asignarles un par de contacto. Este consiste en mallar una superficie, la llamada tipo contact,
con elementos tipo CONTAI73 o CONTA174, y la otra, la tipo target, con elementos tipo
TARGEI170. A cada pareja de superficies contact-targe que pueden entrar en contacto se les
asigna una constante real para que en caso de haber mas de una, el programa distinga cual entra
en contacto con cual.

Los pasos para resolver el problema de contacto a partir de la geometria mallada son los
siguientes:

- Identificar los pares de contacto. Hay que identificar cuales son las superficies que
entraran en contacto durante la resolucion del modelo. Estas superficies deben ser lo
suficientemente grandes para abarcar cualquier situacion de posible contacto, pero no
excesivamente grandes, para minimizar el tiempo de computacién. Ello requiere un
conocimiento previo del problema para poder identificar correctamente los pares de
contacto.

- Designar las superficies contact y target de cada par de contacto. Los puntos de Gauss
de la superficie contact no podran atravesar la superficie target, mientras que a la
inversa si es posible. Por ello se elige como superficie target la mas rigida. Cuando no
estd claro cudl es la superficie mas rigida, como se da en el caso flexible-flexible, se
elige como superficie farget la plana o céncava, la de malla mas grosera, la que lleve
elementos de menor orden o la que sea mas grande.

- Mallado de las superficies de contacto con los elementos de designados. Se eligen los
nodos pertenecientes a dicha superficie de contacto y sobre estos se malla con los
elementos de contacto. De este modo los elementos de contacto transmitiran las

reacciones resultantes del contacto a los elementos que tienen bajo ellos. La orientacion
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es un factor importante a la hora de mallar las superficies de contacto. Todos los
elementos de contacto deben tener la misma orientacion y estar enfrentados a los del
correspondiente par de contacto para una adecuada deteccion del contacto por parte del
programa.

- Imposicion de las constantes reales. Los parametros mas importantes que utiliza el
programa son: el factor de rigidez FKN, rigidez que utiliza para calcular la fuerza con la
que expulsa los nodos de la superficie contact de la target en cada iteracion del proceso
de resolucidn; la penetracidon maxima tolerada FTOLN y el tamaio de la region en la
que se evalua la posibilidad de contacto PINB.

- Seleccién del comportamiento de la superficie de contacto. Existen varios tipos:
contacto unilateral estandar, en el que no se considera contacto si la presion normal se
anula; contacto perfectamente rugoso, en el que una vez alcanzado el contacto se tiene
deslizamiento nulo o w=c0; contacto sin separacion, en el que se permite deslizamiento
pero no separacion entre las superficies; y contacto vinculado, en el que las superficies
de contacto se mueven solidariamente en todas direcciones. El comportamiento que se
utiliza aqui es el unilateral estandar que es el que mejor se ajusta a las propiedades del
modelo.

- Resolucion del modelo.

El procedimiento que utiliza ANSYS® para resolver problemas con contacto con
interferencia inicial es el siguiente. Se parte del estado inicial en el que existe cierta
interferencia. Lo primero que se hace es intentar expulsar los nodos de la superficie contact con
una fuerza proporcional a la rigidez del contacto considerada (FKN). Si tras esta iteracion no se
reduce la penetracion hasta un valor menor que la penetracion maxima permitida FTOLN se
procede a la siguiente iteraciéon en la que se acta de la misma manera. El valor de la
penetracion tras el proceso de resolucion deberia ser nulo en un caso ideal, pero numéricamente
es inviable por lo que se define el valor FTOLN.

El modelo de friccion que se utiliza es el modelo bésico de friccion de Coulomb. En este
modelo se tiene que las tensiones tangenciales aumentan linealmente con la presion, como se
observa en la siguiente grafica, hasta que se llega al limite impuesto por el coeficiente de
friccion . En la gréfica se presenta la tension tangencial 7 que se puede transmitir entre ambas
superficie para cada valor de la la presion normal p. Se le puede dar un valor de cohesion b que

indica la capacidad de soportar tensiones tangenciales para una presion nula.
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¥

Figura 2.5. Modelo de friccién de Coulomb

La fricciéon influye muy decisivamente a la hora de elegir el método de resolucion que
utiliza ANSYS®. Por defecto el programa resuelve el problema aproximando la matriz de
rigidez por una simétrica. Por tanto para valores del coeficiente de friccion no muy elevados
existen algoritmos que utilizan una matriz de rigidez simétrica. Pero para valores elevados esta
aproximacion no es valida provocando problemas de convergencia, por lo que suele resultar

mas eficiente la resolucion con la matriz de rigidez completa.

2.1.4.3. Submodelado.

El submodelado es una técnica de MEF utilizada para conseguir unos resultados mas
exactos en una region concreta del modelo en estudio. Su utilizacion esté justificada cuando en
el modelo a estudiar se quieren conseguir unos resultados muy exactos en cierta zona que
requiere un mallado demasiado fino.

En el problema que se estudia se justifica el empleo del submodelado por crearse, en el
caso de no utilizar dicha técnica, un modelo con un nimero de grados de libertad tan elevado
que hace muy lenta la resolucion e inviable la optimizacion. Con el submodelado se consigue
reducir un problema de muy costosa resolucion a dos problemas de mas factible resolucion.
Uno es el modelo completo que se denomina grosero por tener una malla mas grosera, mientras
que el otro es el submodelo. Estos modelos son tales que el tiempo de computacion de los dos
es bastante menor que el del modelo original.

Con el submodelado se consigue reducir o eliminar complicadas regiones de transicion
en el modelo de elementos finitos, se puede experimentar con diferentes disefios de la region de

interés. Presenta restricciones como que so6lo es valido para elementos tipo shell y tipo solid, y
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que la frontera de corte debe estar suficientemente alejada de los concentradores de tension. En
el caso que nos ocupa esto no se cumple al tener que cortar por el concentrador de tensiones,
pero si se cumple que la zona que se estudia esta lo suficientemente alejado de la frontera de
corte. De esta forma la influencia de cortar por una singularidad no afecta a la zona en la que se
estudia la solucién. En cualquier caso hay que comprobar que la frontera de corte esta
suficientemente alejada de la zona de interés.

El submodelado, también conocido como el método de los desplazamientos de la
frontera de corte, sigue un procedimiento que es el siguiente.

1. Generacion y resolucion del modelo grosero. En este paso se crea y se resuelve como
en cualquier otro problema el modelo completo.

ii. Generacion del submodelo. En este paso se genera tanto la geometria como la malla
del submodelo.

iii. Definir la frontera de corte. Esta seran las zonas del submodelo por donde se han
realizado los cortes a partir del modelo completo. En este paso se escriben en un archivo los
nodos que pertenecen a la frontera de corte.

iv. Interpolacion de los desplazamientos en la frontera de corte. Es en este paso donde se
relacionan el modelo completo o grosero y el submodelo. A partir del archivo de nodos frontera
se interpolan los desplazamientos de la solucion del modelo completo para obtener los
desplazamientos en dichos nodos. De este modo se genera otro archivo en el que a cada nodo de
la frontera de corte se le asigna un desplazamiento procedente de la interpolacion.

v. Imposicion de los desplazamientos en la frontera de corte. Los desplazamientos
obtenidos del paso anterior se imponen en los correspondientes nodos del submodelo.

vi. Resolucion del submodelo. Con los desplazamientos impuestos en la frontera de
corte y con las cargas que haya en la zona del submodelo si las hubiere, se resuelve el
submodelo.

vii. Validacion del submodelo. Para ello se comprueba que los resultados a lo largo de la

frontera de corte sean semejantes entre el modelo completo y el submodelo.

2.1.4.4. Trabajando en ANSYS®.

En ANSYS® se sigue un procedimiento de trabajo bastante claro que se puede dividir
en tres partes.

a) Preproceso, en el que se construye el modelo. En primer lugar se definen los
parametros, se seleccionan los tipos de elementos que se van a utilizar, sus constantes reales, y

las propiedades del material. Posteriormente se crea la geometria del modelo. Cuando la
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geometria es muy complejas a veces se utilizan programas graficos externos para la creacion de
la misma. Por ultimo en este paso se genera la malla, que no es mas que la discretizacion de la
geometria. El proceso de mallado es muy importante para una resolucion eficiente, por lo que
es complejo y se puede encontrar controlado por multitud de pardmetros como en el modelo
estudiado.

b) Solucion. Aqui se aplican generalmente las cargas, aunque también se pueden aplicar
en el preproceso. Dentro de las cargas se incluyen las cargas como tal, que son las fuerzas y
momentos tanto distribuidos como concentrados, presiones y fuerzas de inercia, y las
condiciones de contorno, en las que lo que se imponen son desplazamientos en ciertos nodos.
En la solucion ademas se indica el tipo de andlisis que se va a realizar, asi como las opciones de
resolucion. Estas opciones son el nimero de iteraciones maximas, los pasos de carga, los
subpasos, el procedimiento de resolucion, criterios de convergencia, etc. Los pasos y subpasos
de carga se utilizan para la resoluciéon de problemas no lineales, y estan directamente
relacionados con las técnicas mixtas explicadas en el apartado 2.1.3. En el apartado de solucion
también se da la orden de resolucion del modelo. Durante la resolucidn, que se realiza segun
todos los datos aportados en el preprocesado y postprocesado, se puede seguir la evolucion del
proceso iterativo.

c¢) Postproceso. Tras la resolucion del problema se pueden obtener y manipular los
resultados, a esto se le llama postproceso. De esta manera se obtiene casi cualquier resultado a
partir del campo de desplazamientos obtenidos por el proceso de resolucion. Aqui se pueden

estudiar los resultados asi como su evolucion durante el analisis.

2.2. Calculo analitico de la entrada en contacto.

Este calculo se utiliza principalmente como problema de comprobacién de la resolucion
mediante el MEF. También es usado como medio de célculo de la presion media a lo largo de la
superficie de contacto para otros fines como el célculo de los limites del intervalo de la
interferencia como se comentara en posteriores apartados.

Se trata de resolver el problema de interferencia entre dos cilindros concéntricos que
tendran generalmente un radio interior y uno exterior.

En primer lugar se considera un cilindro en el que las paredes interna y externa se
encuentran sometidas a una presion uniforme. Tras hallar la solucion de este problema se
calculara la del problema de interferencia a partir de las soluciones obtenidas para un cilindro

con presion.
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Sea un cilindro de pared gruesa sometido a presion interna y externa. Esta presion
provocara una deformacion y un estado de tensiones que serd simétrico respecto al eje de
revolucion. Tras aplicar simetria queda el elemento diferencial con las tensiones que se

muestran en la siguiente figura:

[

Figura 2.6. Elemento diferencial cilindrico tras aplicar simetria.

Haciendo equilibrio de fuerzas en un elemento diferencial y despreciando términos de
orden superior se llega a la ecuacion de equilibrio que relaciona la tension tangencial o; con la
radial o;.

0
o —o —r2r=0 (2.2.1)
or

Se tienen dos incognitas que son las tensiones tangencial y radial, mientras que se
dispone de una tUnica ecuacion. La otra ecuacion necesaria se obtiene considerando la
deformacion del cilindro. Se sabe que es simétrica respecto al eje, por lo que consiste en un
movimiento puramente radial de todos los puntos de la pared del cilindro. Este desplazamiento
varia con el radio, por lo que serd una funcion del mismo.

Si se denota u al desplazamiento radial en un punto que estd a un radio r, el

desplazamiento en r+dr serd u + d—dr . Por lo tanto el alargamiento unitario en la direccion
r

radial serd ¢, = o El alargamiento unitario en direccidon tangencial serd por tanto igual al
r

alargamiento unitario del radio correspondiente, es decir, &, =—. Sustituyendo en las relaciones
r

entre tensiones y deformaciones y aplicando la hipdtesis de deformacion plana se tienen las

siguientes ecuaciones
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yo E [(di
"o 1-pt \dr "

o B[
Col=-ut\r 'udr

donde u es el coeficiente de rozamiento.

(2.2.2)

Sustituyendo las anteriores relaciones en (2.2.1) se tiene la siguiente ecuacion en
desplazamientos.

2
du_ ldu_u _, (2.2.3)

dr* rdr r?

La solucion general de esta ecuacion es del tipo

u:C1r+2 (2.2.4)

r

donde las constantes C; y C, se obtienen al imponer las condiciones de contorno de
presion en las superficies interior y exterior del cilindro. Estas condiciones de contorno son:

(O_r )r:b =P (2.2.5)

(o, )r:a =D

donde el segundo miembro de cada condicién de contorno es negativo por tomarse
como positivo las tensiones de traccion, siendo p, y p; las presiones externa e interna

respectivamente.

Sustituyendo los valores que se obtienen de las constantes en la ecuacion (2.2.4) se

obtienen los desplazamientos:

—ualp —b? *b*(p, -
,_l-ua 2 2p0r+1+ﬂa 2(Pz zpo)l (2.2.6)
E b’-a E b* —a r

Introduciendo los desplazamientos en (2.2.2) se llega a la solucidon general en tensiones

del cilindro de pared gruesa sometido a presion en sus caras interna y externa:

272 2 2
b*(p, — P a’ — pb
o 40y —p) 1 pia = p,

: b* -a’ r’ b* —a’
2p2 _ 25 p? (2.2.7)
__abpy-p) 1  pa —p
a b* -a’ r’ b* —a’

donde a y b son los radios interior y exterior del cilindro.

Como se observa, la suma de las dos tensiones permanece constante, lo que implica que
la deformacion de todos los elementos en la direccion del eje del cilindro es la misma, y las
secciones rectas del mismo permanecen planas después de la deformacion. Esto no es mas que

la hipdtesis de la deformacion plana.
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Una vez que se tiene esta solucion se busca la del problema de interferencia. En este se
monta un cilindro dentro de otro, donde el radio externo del cilindro interior es mayor que el
radio interior del cilindro exterior. Se supone que se monta mediante calentamiento del cilindro
externo, que tras su enfriamiento entra en contacto con el interno hasta alcanzar la posicion de
equilibrio que es la que se tiene en la siguiente figura. Para alcanzar el equilibrio se produce una

presion constante p en las caras que entran en contacto.

Figura 2.7. Problema de interferencia entre dos cilindros de pared gruesa.

En dicho equilibrio se impone que el incremento del radio interno del cilindro exterior
mas la disminucion del radio externo del cilindro interior producidos por p debe ser igual a la

interferencia o.

Figura 2.8. Interferencia entre dos cilindros de pared gruesa.

Particularizando la ecuacion (2.2.6) para un cilindro sometido Unicamente a presion

interna se obtiene el desplazamiento en la superficie interior:
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2 2
ap,(a” +b
u)._, =— + 2.2.8
e 229
Y para el caso de presion interna nula, el desplazamiento en la cara exterior es el
siguiente:
bp, (a® +b*
u)_, =—- — 2.2.9
( )ifb E [bz _ a2 ,U ( )
Como la interferencia es la suma de los dos desplazamientos calculados anteriormente,
con po=p;=p:
bp(b” +c? bp(a®>+b*
E(Cz—b2 ,u] E\b*-a’ a ( )

de donde se obtiene la presion del contacto p

sl ol )
P= b 2b2(cz—a2)

(2.2.11)

Una vez que se tiene la solucién del problema de interferencia se pueden calcular

diversos valores como las tensiones en la superficie externa del cilindro interno.

2 2
o :p(b +c )
t iCZ _bZ)
o, =-p (2.2.12)
_Eé’cz(b2 —a’)

T
"2 (e? —a?)

que particularizando para el caso en estudio, en el que se tiene un eje macizo se tiene:

pe ES (cz—bz)

 2bc?
2 2

o :p(b +c )

icz —b? ) (2.2.13)
O,=-p

Eo
Tmax =

2b

Todo el procedimiento que se ha seguido para el calculo de la presion media del ajuste
eje-cubo supone que tanto el eje como el cubo tienen la misma longitud. Esto no es asi, ya que
la zona del eje exterior al cubo se opone a la compresion induciendo un aumento de la presion
en el borde del cubo. Este mismo fenomeno se produce con las secciones del cubo que no estan

en contacto con el eje, es decir, las que se encuentran por encima del radio de acuerdo del cubo.
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Por tanto, esta presion obtenida de forma analitica saldrd menor que la real, pero sirve como

primera aproximacion de las que se obtengan.

2.3. Estudio de la vida a fatiga.

La definicion de fatiga segin ASTM (American Society for Testing and Materials) es la
siguiente: “El proceso de cambio estructural, permanente, progresivo o localizado ocurrido en
un material sujeto a condiciones que produzcan tensiones y deformaciones fluctuantes en algun
punto o puntos, y que pueda culminar en grietas o fractura completa después de un namero
suficiente de fluctuaciones”.

Para el diseno a fatiga se requieren dos consideraciones: un juicio sobre si existe la
posibilidad de fallo por fatiga y el conocimiento de los factores que pueden agravar o disminuir

su efecto.

2.3.1. La fatiga bajo condiciones de fretting.

Los fallos en muchos componentes mecanicos estan causados por la fatiga. Las grietas
que se crean pueden ser debidas a defectos macroscdpicos o, en caso de componentes altamente
cargados, a regiones cercanas a un concentrador de tensiones. De hecho algunos concentradores
de tensién pueden estar causados por alguna inclusion en el material o por algin defecto
inadvertido de mecanizado. Otra causa de dafio de la superficie es el deslizamiento relativo
entre superficies causado generalmente pos una carga tangencial ciclica. El dafio ocasionado
por el fretting puede llevar a diversos problemas de desgaste, pero es su influencia en la
iniciacion de grietas lo que nos lleva a su estudio para hallar la resistencia a fatiga del sistema
mecanico que nos ocupa.

En el disefio de un componente mecénico dos criterios juegan un papel muy importante:
evitar la plastificacion del material y evitar la fractura fragil.

El disefio contra la plastificacion del material es bastante sencillo. Basta con encontrar
en cada punto un parametro de tensiones compuestas a partir de los valores individuales de las
tensiones y mantenerlo bajo el limite eldstico del material.

El disefio frente a la fractura fragil es mas complejo. No requiere tinicamente el calculo
de las tensiones, sino que ademas es necesaria cierta especulacion sobre la forma, localizacion y
origen de los defectos iniciales, que generalmente crecen durante la vida de servicio del
componente hasta que provocan la rotura fragil del mismo.

Es importante hacer notar que la vida a fatiga de una grieta tiene dos fases diferentes.

Estas son las fases de iniciacion y propagacion. La proporcion de cada una de las dos fases en la
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vida total varia en gran medida con muchos parametros. En estructuras soldadas o con acabados
superficiales deficientes existirda desde la generacion de las mismas cierto numero de defectos
de tamafio apreciable debido a la soldadura, a inclusiones o a escoria. En componentes de este
tipo no hay apenas vida de iniciacidn asi que toda la vida del componente es en propagacion de
la grieta. Sin embargo, los componentes mecanicos criticos en aplicaciones de alta tecnologia
estan fabricados por otros procedimientos, y el acabado de las superficies es habitualmente muy
bueno. Por ello no existen defectos macroscopicos y es complicado especular con donde se van
a formar. De hecho es mision del disefiador del componente el intentar que las probabilidades
de que se inicie la grieta se reduzcan al minimo. Esto se consigue reduciendo los
concentradores de tension como radios de acuerdo, chavetas, abruptos cambios de seccion y
roscas. Con ello se consigue mantener el estado de tensiones lo mas uniforme posible, y resulta
positivo cuando los sitios posibles de iniciaciéon se encuentran en una superficie libre. Sin
embargo cuando existe un contacto entre dos superficies como en el caso en estudio otra forma
de iniciacion de grietas aparece. Este es el fretting.

El fretting ocurre cuando una unién entre dos componentes estd sujeta a una fuerza
oscilatoria, dando lugar a desplazamiento tangencial relativo en al menos parte de la union. En
la mayoria de los casos se da en uniones atornilladas o mecénicas.

Para que se inicie la grieta es necesario un estado de tensiones tangenciales inversas de
manera que se creen las condiciones adecuadas para formar bandas de deslizamiento. Esto
implica que un elevado coeficiente de friccion unido con una elevada fuerza tangencial,
limitada obviamente por el coeficiente de friccion, produce unas condiciones muy exigentes. La
presencia de una tension de traccion paralela a la superficie también ayuda al desarrollo de la
grieta, probablemente porque ayuda a mantener la grieta abierta.

El deslizamiento relativo tiene una marcada influencia. En primer lugar, cuando se tiene
un deslizamiento relativo de pequefia amplitud la influencia del fretting es pequefia. Segun
aumenta el deslizamiento relativo aumenta el fendmeno de fretting hasta cierto valor a partir del
cual vuelve a decrecer para grandes amplitudes. Se acepta que esta disminucion del efecto
fretting para grandes amplitudes se debe a que el defecto que se genere es eliminado por el
desgaste producido por el deslizamiento.

Cabe destacar que la iniciacion se ve muy poco afectada por la plasticidad, y si en gran
medida por las tensiones necesarias para causar el deslizamiento de una dislocacion en cierto
grano del material.

Con ello se justifica el calculo a fatiga que se va a realizar en el presente proyecto. En

este calculo se va a hallar la vida de iniciacion, que va a ser un valor muy importante en la vida
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total del componente. Ademés se comprueba que el problema que se intenta resolver encaja
perfectamente con las condiciones y causas que se han descrito para la aparicion del fendmeno
de fretting fatiga.

Para modelos complejos es necesaria su resolucion con métodos numéricos, y en la
mayoria de los casos el elegido serd el modelado mediante el MEF. Con una malla
suficientemente fina en la zona critica del contacto se obtienen las tensiones y deslizamientos

en dicha zona, que son los que van a determinar el nacimiento de la grieta.

2.3.2. Consideraciones tedricas.
Los términos utilizados en el ensayo de traccion para el disefio a fatiga son los
siguientes: limite elastico S, (MPa), tension ultima S, (MPa), tension real de fractura oy (MPa),

la deformacion real de fractura o ductilidad & (mm/mm), el exponente de dureza en

deformacion n y el coeficiente de resistencia K (MPa). Y se tienen las siguientes relaciones:

SmaxZSm+Sa (23 1)
Smin :Sm'Sa (232)
R=Sin/ S (2.3.3)

donde S, es la tensidon maxima en el ciclo, S,, es la tensiéon media, S,.;, es la tension
minima en el ciclo, S, es la amplitud de la tension y R el coeficiente de asimetria del ciclo.

A la hora del estudio a fatiga, las curvas mas empleadas son las S-N (tension-numero de
cilos). En estas curvas S es la tension ciclica aplicada, generalmente S,, y N es la vida o nimero
de ciclos de carga hasta que se produce el fallo. Normalmente se representan en escala
logaritmica. Una caracteristica importante de estas curvas es el limite de fatiga, S, que es el
valor limite de la resistencia media a fatiga que se tiene para un nimero elevado de ciclos.

Este tipo de curvas S-N suelen tener la forma que se muestra en la siguiente figura.

S

.

105-107 N

Figura 2.9. Curva S-N estandar.
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En un componente en el que existe un concentrador con cargas ciclicas externas es mas
adecuado el considerar el comportamiento del material en términos de deformaciones, a partir
de las restricciones elasticas que existen en el entorno de la zona plastica local de la entalla. De
esta manera se puede obtener un valor aceptable de la vida a fatiga basado en la iniciacion de la
grieta a partir del conocimiento de la evolucion temporal de las deformaciones locales en el
concentrador del componente y de las propiedades de fatiga del material sin entalla.

Es de considerar que para que se de el fallo a fatiga el nivel de tensiones debe ser
suficientemente alto no sélo en el punto de méximas tensiones, si no que también debe serlo a
cierta distancia del mismo. La mayoria de las teorias indican que el pardmetro mas relevante es
la media sobre cierto volumen critico, pero por razones de calculo se simplifica a las tensiones
en cierto punto. Este punto se toma a cierta distancia del concentrador. Esta distancia depende
del material. Se encontraron leyes empiricas para materiales especificos, pero se obtenian
grandes errores por las estimaciones realizadas sobre el material. Actualmente se acepta que el
valor de esta distancia critica esta relacionado con el parametro de El-Haddad [17] ay,
previamente definido para problemas de grietas pequefias. El valor de este parametro viene

dado por la siguiente expresion.

a, = l(AK’hJ (2.3.4)

|\ Ao,
donde AK, es el incremento del factor de intensidad de tensiones umbral
Ao, es el limite de fatiga del material en amplitud

Ambos pardmetros anteriores deben ser evaluados para una relacion de carga R
apropiada a la que se produce en el punto a estudiar.

Tanaka [8] consider6 dos raices posibles como solucioén. En una se utiliza inicamente el
valor en un punto que es ay/2, mientras que en la otra se calcula la media en una distancia que
es 2ay. Es el primer método el que se va a utilizar en el presente proyecto debido a dos factores.
El primero es que el postproceso es mas facil de implementar debido a que basta con obtener en
un punto el estado de tensiones y deformaciones. El segundo es que debido a la singularidad
que aparece en el borde del contacto, no se conocerd la solucion en los dos elementos mas
cercanos a dicha singularidad. Esto implica que para obtener la solucidon en esos elementos
habria que realizar algin tipo de extrapolacion de los resultados. Por lo tanto se calculara el

pardmetro que defina la vida a fatiga a una profundidad de a,/2 de la superficie de contacto.
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2.3.3. Criterio de calculo de vida.

La amplitud total de la deformacion puede dividirse en sus componentes eldstica y
pléstica: la componente plastica serd predominante para grandes deformaciones (vidas cortas), y
lo serd la elastica para pequenas deformaciones (vidas largas). En el caso que se estudia se
intenta buscar vida larga por lo que se tendra componente elastica predominante. Por tanto, se
tiene la siguiente ecuacion para la vida, en términos de deformacion, para elementos axiales
lisos pequefios:

E_Age_I_AE
2 2 2

p_a.f'(ZN)b+ "(2N)¢ 2.35
=7 £,'(2N) (2.3.5)

Ag, Ao o,
2 2FE E

con (2.3.6)

donde or” y & son los coeficientes de resistencia y ductilidad a fatiga, b y ¢ son los
exponentes de resistencia y ductilidad a fatiga, £ es el modulo de elasticidad y g, es la amplitud
de la tension.

En estas ecuaciones se han incluido las relaciones dadas por Basquin (1910) [18] segun
el cual el comportamiento eléstico lineal se puede transformar segun 40/2 = g, = af’-(ZN)b, y
por Manson [19] y Coffin [20] que relaciona vida y deformacion plastica segin Ae,/2 =
& (2N)".

2N)’ +¢,'(2N)¢ 2.3.7
5 7 N +e/2N) (2.3.7)
Otra ecuacion de vida, basada en la deformacion y fractura obtenida a través de las

tensiones principales, es la dada por Smith, Watson y Topper [21]:
O € E =(0,)"2N)*" +0, "¢, "E-(2N)"* (2.3.8)
siendo este el criterio a utilizar durante el proyecto, donde o,,c=0nt0, v &, es la

amplitud de la deformacién. Para el caso en que la tension mdxima sea nula, la ecuacion
anterior predice vida infinita.

Al término W se le conoce como el pardmetro de Smith-Watson y Topper
(SWT).

A continuacion se aclara el criterio de SWT. En éste se considerard como punto mas
desfavorable el de mayor parametro de SWT, es decir, aquel en el que el producto del
incremento de deformacion principal maxima (entre carga y descarga) por la tension méxima en

el ciclo en la direccion de deformacion principal maxima sea mas elevado.
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2.3.4. Aplicacion al problema.

En definitiva se aplica conjuntamente el criterio SWT con las conclusiones de Tanaka
[8]. Es decir, se calcula el parametro de SWT a una distancia ay/2 del contacto en toda la zona
critica del problema. Dado que al aumentar dicho pardmetro disminuye el nimero de ciclos,
sera el valor méaximo obtenido el que se utilice para el célculo de la vida.

Como se ha explicado anteriormente en el problema se ha optado por realizar la
evaluacion del parametro SWT en ay/2 y no la integral en 2-ay por sencillez de implementacion
y debido a la singularidad que aparece en el borde del contacto.

El material utilizado es un AISI/SAE 1045 con acabado Quenched & Tempered. Las

propiedades de este material para el calculo de la vida a fatiga son las siguientes:

- Moédulo de Young 210 Gpa

- Coeficiente de resistencia a la fatiga (o) 1225 Mpa
- Exponente de resistencia a la fatiga (b) -0.095

- Coeficiente de ductilidad a la fatiga (/") 1

- Exponente de ductilidad a la fatiga (c) -0.66

- AK, (R=-1) 3.8

Para un namero de 10’ ciclos se tiene que:

o,=0,"(2N)" =248MPa

Tanto para AK,, como Ao, han de ser calculados para la relacion de carga R que se
tenga en el punto de estudio, por lo que sera dependiente de la solucion. Por ello se estudiara en
el apartado de resultados.

Finalmente, al no considerarse deformacion plastica en la resolucién del problema, el

criterio SWT queda segun la siguiente ecuacion:
O-max.ga E = (Gf')z.(ZN)Zb (239)

en la que se ha eliminado el término referente a la deformacion plastica dado por

Manson-Coffin.
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