3. Optimizacién no lineal

CAPITULO 3. OPTIMIZACION NO LINEAL.

3.1. Introduccion.

En el presente capitulo se describe el método de optimizacion no lineal con restricciones
que se ha desarrollado. Un proceso de optimizacion consta de varias partes a definir:

- Funcién objetivo: Es la variable o combinacion de variables que se quieren

minimizar o maximizar.

- Variables de disefio: Son las variables independientes que definen el disefo del
problema mecanico. Normalmente son parametros geométricos.

- Restricciones: Son inecuaciones que se deben cumplir para que el Optimo
alcanzado sea valido. Estas podran incluir tanto variables dependientes como
independientes.

Si por ejemplo se quiere optimizar la cantidad de material utilizado en una viga de
seccion cuadrada, y se quiere que esta seccidn mantenga una cierta relacion de aspecto,
entonces se tentra:

- Funcion objetivo: Volumen del material utilizado en la viga

- Variables de disefio: El ancho y el canto de la seccion de la viga

- Restricciones: Que no se supere el limite elastico del material, que la flecha sea
menor que una dada y que la relacion entre ancho y canto se encuentre dentro
de cierto intervalo.

Ademas las variables de disefio deberan estar dentro de cierto intervalo. La formulacion

de este problema se presenta a continuacion:

Funcion objetivo. Minimizar Volumen de material.
O-Eq\/ S JE

. <
Restricciones. U= Upax
H/B < rell
rel, < H/B

HbBl <H>B < H23B2

donde H'y B son el canto y ancho de la viga.

El primer paso para resolver este tipo de problemas es transformar el problema con
restricciones en uno sin restricciones. Esto se consigue mediante la penalizacion de la funcion
objetivo que se realiza mediante funciones de penalizacion del tipo interior extendida. De esta

manera se pueden aplicar los algoritmos de optimizacion sin restricciones. Posteriormente se
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3. Optimizacién no lineal

estudia la optimizacion multidimensional sin restricciones, haciendo consideraciones tedricas
de los métodos de primer y de segundo orden, en los que se explica el método del gradiente (o
método de Cauchy) y el de Davidon-Fletcher-Powell [14] (algoritmo de métrica variable)
respectivamente. Estos métodos se diferencian principalmente en la forma en la que se obtiene
la direccion de busqueda.

Ambos métodos descritos anteriormente necesitan de una blisqueda monodimensional
en la direccion de busqueda que se obtiene. Para ello se describe el método de busqueda
monodimensional que es el método mas basico asi como el primordial en cualquier proceso de
optimizacion.

Todo el proceso de optimizacion se puede condensar en la siguiente formula:

=+ spedy (3.1.1)

donde s; es el pardmetro de busqueda monodimensional en la iteracion k-ésima, )Lk son
las variables de disefo en la iteracion k-ésima, y dy es la direccion de busqueda en la iteracion
k-ésima.

En cada iteracion se calcula una direccion de busqueda d;. La forma de calcularla
dependera de si se utiliza el método del gradiente o el de Davivon-Fletcher-Powell. El siguiente
paso consiste en buscar el minimo de la funcidén objetivo penalizada en dicha direccion
mediante la busqueda monodimensional. Esta buisqueda, que se realiza como se ha comentado
con el método de la seccion durea, proporciona un valor de s; que serd el que se utilice para el
calculo del siguiente estado x**/. Una vez que este proceso converge se actualiza el parametro
de penalizacion y se obtiene una nueva funcién objetivo penalizada que vuelve a ser
optimizada. Este proceso se termina cuando se da la convergencia del proceso de optimizacioén
global.

Por ultimo se explica la implementacion tanto del algoritmo de primer orden como del
de segundo orden. Esta implementacion se realiza tanto en lenguaje de programacion de
ANSYS® como en lenguaje de programacion de FORTRAN.

El programa de elementos finitos que se va a utilizar para la resolucion del problema
incluye un modulo de optimizacion. A pesar de esto se ha decidido realizar la implementacion
de los algoritmos de optimizacioén debido a ciertas incongruencias que aparecen en el manual de
dicho médulo. En primer lugar se presenta un método de orden (. Este método no requiere la
evaluacion de las derivadas y utiliza una aproximacion de la funcidon objetivo penalizada
mediante ajustes cuadraticos.

Estas incongruencias son las siguientes:

- En el método de orden O:
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3. Optimizacién no lineal

0 Las funciones de penalizacion, que segun dice son del tipo interior extendida,

quedan definidas en funcion de ciertos pardmetros:

Wiw,) = d1+d2/(W—v"\fi}I R S i
I'

dg +dglW—R) i Wi 2 @ — (W - w,

(i=12,3,..m)

3.1.2)

donde d;, d», d; y d; son pardmetros “internamente calculados” y ¢ es un

“numero positivo muy pequefio”, lo que impide cualquier tipo de control sobre

las funciones de penalizacion.

0 Dice que el parametro de penalizacion se incrementa cuando debe
decrementarse como corresponde a la penalizacion interior extendida.

0 El parametro que utiliza para la actualizacion de las variables de disefio
tampoco se indica como se obtiene.

i+ _ ylb) +Q:ﬁ(j) - x(h:') 3.1.3)

donde x™ es el estimado anterior y C es un parametro que varia entre 0 y 1
“internamente elegido”.

En el método de primer orden:
0 Las funciones de penalizacion son dejadas en funcion de pardmetros no

conocidos.

(3.1.4)
donde A es “un entero de valor muy elevado”.
0 Indica que para las variables de disefio se aplica penalizacion exterior, pero
no la muestra.

0 No se define el parametro de penalizacion.

Ademas, ANSYS® carece de método de segundo orden. Estos algoritmos proporcionan
una convergencia mas rapida en problemas donde la region factible sea muy amplia o

problemas altamente no lineales.

Estos hechos justifican la implementacion de dos algoritmos de optimizacion: uno de

primer orden y otro de segundo orden, que conseguiria mejorar la convergencia en problemas

en los que la funcion objetivo no se aproxime bien de forma lineal.
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3. Optimizacién no lineal

3.2. Optimizacion con restricciones.

Se trata del problema mas general. Optimizacion de una funcioén no lineal sujeto también

a restricciones, que en el caso mas general seran no lineales. Este problema se formula como

sigue:
Minimizar:  f(x) 3.2.1)
Sujeto a: g(x)<0 j=1,m 3.2.2)
he (x)=0 k=1, (3.2.3)
xie[x/ xi’]. (3.2.4)

El procedimiento que se sigue es intentar formular el problema como un problema sin
restricciones. Para ello se penaliza la violacion de las restricciones. Si inicialmente se
penalizaran completamente las restricciones se obtendrian discontinuidades. Estas
discontinuidades en la frontera de la region factible daria lugar a problemas mal condicionados.
Por ello se impone inicialmente la penalizacion de una forma moderada, aumentdndose dicha
penalizacion a medida que avanza la penalizacion. Esto implica que se tengan que resolver
varios problemas de optimizacion sin restricciones para la resolucion de uno con restricciones.
De ahi el nombre de estos métodos: sequential unconstrained minimization techniques (SUMT).
Existe multitud de teoremas y aspectos teoricos sobre SUMT pero dado que el proposito que se
tiene es el de implementar un algoritmo para un disefio de ingenieria se limitara la discusion a
un aspecto mas general y practico de estos métodos.

La pseudo-funcién objetivo que se emplea en estos métodos son de la forma:

#(x.2,) = f(x)+ 4, P(x) (3.25)

donde f'(x) es la funcidn objetivo original y P (x) es la funcion de penalizacion.

La forma de la funcion de penalizacion es lo que diferencia los distintos métodos que
existen para transformar un problema de optimizaciéon no lineal con restricciones en un
problema de optimizacion no lineal sin restricciones. Los métodos que se discuten a
continuacion son tres. El primero y mas facil de implementar es el de la penalizacion exterior,
llamado asi porque so6lo se penaliza la funcidén objetivo cuando las restricciones no se cumplen
y se puede partir de un estimado fuera de la region factible. El segundo se conoce como el
método de la penalizacion interior, en el que se va penalizando conforme se acerca a la frontera
de la region factible pero sin dejar nunca que se viole. En este segundo hay que partir de un
estimado factible. Las ventajas de estos dos métodos se incorporan al tercero, conocido como el

método de penalizacion interior extendida. Estudios mds recientes indican que cuando se dan
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3. Optimizacién no lineal

problemas numéricos por mal condicionamiento del mismo estos se pueden reducir con el uso

de los multiplicadores de Lagrange.

3.2.1. Método de la penalizacion exterior.

En este método la funcion penalizacion viene dada de la siguiente forma:
m !
P =2 max{0. g, 0]+ X @F (32.6)
= =
Como se observa, en caso de que no se cumplan las restricciones existe penalizacion de
éstas, pero si se estan cumpliendo la penalizacion es nula (gj (x) <0, 4 (x) = 0). La penalizacion
es la propia restriccion al cuadrado. Asi se consigue continuidad de la derivada primera de la

pseudo-funcion objetivo ¢(x,4,) en la frontera. Pero al no ser continua la derivada segunda,

puede conllevar problemas numéricos en caso de usar un método de segundo orden.
Considerando ahora el factor 4,, se observa en la figura 3.1 que un valor pequefio del
mismo facilitaria la minimizacidén pero implicaria una mayor violacion de las restricciones. Un
valor alto conllevaria un cumplimiento bastante satisfactorio de las restricciones peor implicaria
un pero condicionamiento del problema desde el punto de vista numérico. De este modo
generalmente se comienza con un valor bajo del factor 4,, optimizando la pseudo-funcion

objetivo ¢(x,4,) posteriormente. A continuacion se aumenta el valor de 4, para volver a
optimizar ¢(x,4,) partiendo de la solucion anterior, credndose asi un proceso iterativo que

termina cuando se obtienen unos resultados satisfactorios. La aplicacion de este método al
problemas siguiente se muestra en la figura 3.2. (b), mientras que en la 3.2. (a) se muestra la

funcion objetivo y las restricciones originales:

2
Minimizar: M
20
1-x <0
. . 2
Restricciones.
x—2£0
2

38



3. Optimizacién no lineal

} $(Ap=100)
$(hp=10)

FLX)

Regién \
factible \

.

@ (b)

Figura 3.1. (a) Funcion objetivo F(x) y funciones de penalizacion g(x); (b) Pseudo funcion objetivo mediante

el método de la penalizacion externa.

3.2.2. Método de la penalizacién interior

La ventaja de este método respecto al anterior reside en que la serie de soluciones que se
van alcanzando a lo largo del proceso iterativo son todas factibles. Como desventaja se tiene
que el problema de minimizacion resultante es algo més complejo y que es necesario que el
estimado inicial sea factible.

La funcion de penalizacion mas comunmente utilizada en este método es, para las

restricciones de desigualdad:

P(x)= i g,_(lx) (3.2.7)

mientras que para las de igualdad son las dadas por el método de la penalizacion exterior ya que
se busca que /(x) sea lo mas cercana posible a cero. Quedando la pseudo-funcién objetivo

como sigue:

5.2y 2,) = @+ 2,2 w2, T F (3:2.8)

que es una pseudo-funcion objetivo bastante méas compleja que la del método anterior. Cabe

destacar que el factor 4,' va decreciendo a lo largo del proceso, mientras que el 4, crece, ya

que se trata de penalizacion exterior. Este proceso se muestra en la siguiente figura, sobra la

misma funcion objetivo y restricciones utilizadas en el método de penalizacion anterior.
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Figura 3.2. Pseudo funcion objetivo mediante el método de la penalizacion interna.

Para que la soluciéon sea factible es necesario que gj(x) sea menor que cero,

observandose que —1/ gj(x) es mayor que cero, tendiendo ademads a infinito conforme se acerca a

la restriccion.

3.2.3. Método de la penalizacién interior extendida.

Este método intenta incorporar las ventajas de los anteriores para las restricciones de
desigualdad. Para las restricciones de igualdad utiliza penalizacion exterior, por lo que se
omitirdn en la explicacion por brevedad.

La funcién de penalizacion tiene la siguiente forma:

P(x) = ]an;gj (x) (3.2.9)
donde: |

g,(x)= gj_(lz) si g <e (3.2.10)
g,(x)= —28_—‘?@ si g>e (3.2.11)

El parametro ¢ es un valor pequeiio que indica el punto en el que se pasa de penalizacion
interior de la ecuacion (3.2.9) a la extendida de la ecuacion (3.2.10). La eleccidon de € debe ser
tal que la pendiente de la pseudo-funcién objetivo en la frontera de la region factible sea

positiva. El valor recomendado por Haftka y Starnes [16] es:

g=-c(1,f con 13<a<1/2 (3.2.12)
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3. Optimizacién no lineal

donde C es una constante. Al principio de la optimizacion estos autores eligen un £€[-0.3,-0.1],

y escogen A4,' de tal forma que los dos términos de la derecha de la ecuacién (3.2.5) sean

iguales. De este modo se define el valor de C. Con esta eleccion de valores se asegura pendiente
positiva en la frontera, lo que conlleva una secuencia de soluciones factibles.

Durante la optimizacion se va disminuyendo A," de forma que la solucién se va

acercando al 6ptimo deseado como se muestra a continuacion.

Este es el método que se ha utilizado en el presente proyecto debido a sus ventajas ya
comentadas, es decir, que la serie de soluciones que se van alcanzando a lo largo del proceso de
optimizacién son factibles y que el estimado inicial puede encontrarse fuera de la region

factible.

Region
factible

Figura 3.3. Pseudo funcion objetivo mediante el método de la penalizacion interna.

3.3. Optimizacion sin restricciones

En muchas ocasiones se presentan problemas de optimizacion sin restricciones o uno
con restricciones que se ha transformado en otro sin restricciones. En estos problemas solo se
busca el minimo de la funcién objetivo. Hay que aclarar que en caso de que lo que se desee sea
maximizar, basta con minimizar la funcion cambiada de signo, por ello, en lo que sigue se habla
de minimizar sin pérdida alguna de generalidad.

Los métodos de optimizacion se pueden clasificar en directos y en indirectos. Los
indirectos son bastante complejos ya que hay que resolver unas ecuaciones que son fuertemente
no lineales. Estas son obtenidas tras imponer la condicion de minimo, que no es otra que anular

el gradiente.
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3. Optimizacién no lineal

Los métodos directos de optimizacion son iterativos. Se parte de un estimado inicial x” y
tras calcular la direccion de bisqueda @', se llega al punto x’ tras la busqueda monodimensional
en dicha direccion. Segin el método que se utilice se calculard la direccion de busqueda de una
u otra manera. Generalizando para la iteracion k-ésima se tiene:

=2+ sedy (3.3.1)
donde sy es el parametro calculado en la biisqueda monodimensional. En ésta se minimiza la
funcién objetivo mediante la variacion del parametro s; dentro de su intervalo factible [sys,sx2]-.
Este intervalo vendra dado por la imposicion de los limites de las variables de disefio.

Min. fix* + sidy) ske[skn5r] (3.3.2)

Segun coémo se obtenga la direccion de busqueda los métodos se clasifican

principalmente en primer y segundo orden como se explica a continuacion.

3.3.1. Métodos de primer orden.

Reciben su nombre porque utilizan el gradiente para el calculo de la direccion de
busqueda. Son métodos lentos en general pero que en muchos casos, en los que la funcion a
minimizar se asemeje a una funcion lineal en el intervalo, da muy buenos resultados debido a su
simplicidad. Asi mismo dan malos resultados para funciones con derivadas primeras
discontinuas en los que son mas convenientes métodos de optimizacion sin derivadas.

La forma de evaluar el gradiente pude ser analitica o numérica por diferencias finitas. Si
se toma como direccion de busqueda la dada por el gradiente se tiene el método del gradiente,
también llamado de Cauchy.

El método del gradiente es el mas inmediato, siendo en el que se basan otros mas
complejos.

El algoritmo es el siguiente:

1. Se parte de un punto inicial x*.

.. . k . . . .7 J4 .
11. Si HVf (x )H <& se termina la optimizacion. x* es el dptimo buscado y ¢ es un

valor lo suficientemente pequeno para suponer que el gradiente se anula (condicion de minimo).

En otro caso se ir a iii.

L, , VI(x")
1. Se define la direccion de busqueda: d, = ———=—
Ve
1v. Busqueda monodimensional en la direccion di . Se minimiza f{ )_ck +sy * di ) con

SkE[Sk1,Sk2]-

k

V. Se define el nuevo estado x**'= x* + ;- di
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3. Optimizacién no lineal

vi. Irai.

3.3.2. Métodos de segundo orden.

Estos métodos utilizan las derivadas primeras y las derivadas segundas de la funcién a
optimizar. El método de Newton es el que mejor representa a los métodos de esta familia. Se
utiliza para la busqueda de raices de funciones de una variable o para resolver sistemas de
ecuaciones. Ademas, como al optimizar se busca que las derivadas parciales primeras se anulen,
el método de Newton también se puede aplicar a este tipo de problemas.

El método de Newton aproxima la funcion en el entorno del minimo mediante una
funcién cuadratica, que es la que se minimiza exactamente. Dicha aproximacion cuadratica es

la representacion de Taylor hasta el segundo orden de la funcidon. En esta aproximacion se
impone gradiente nulo Vf (gk) =0 y se aprovecha que la matriz hessiana H ()_ck) =V’f (gk) es
simétrica para llegar a la ecuacion recurrente del método de Newton:

X —H )V N (3.3.3)

k+1
X

En la practica el calculo de la matriz hessiana puede ser muy costoso, por lo que se suele
recurrir a otros métodos. También puede ocurrir que la matriz hessiana sea singular o no sea
definida positiva, por lo que este método no podria usarse o tendria que usarse conjuntamente
con otros que actuaran cuando el invertir la matriz hessiana no fuera posible. Debido a esto se
han desarrollado los métodos de Newton Modificados. Uno de ellos consiste en modificar la
matriz hessiana, sustituyéndola por otra proxima a ella pero que si sea definida positiva. Ain
asi no se soluciona el problema del coste computacional que conlleva el calculo de la matriz
hessiana. Ademas de ser costoso el calculo de la matriz hessiana, también lo es el calculo de su
inversa.

Para solventar estos problemas surgen los algoritmos de métrica variable. En éstos la
direccion de busqueda viene definida como d, =-S"VT £(x"), donde S es una matriz

definida positiva. La matriz S* debe reflejar las propiedades de la hessiana de la funcion para
conseguir una convergencia rapida del problema. Para el calculo de S* no se necesitan las
derivadas segundas, reduciéndose asi considerablemente el coste del calculo de la direccion de
busqueda. El método de Cauchy, visto anteriormente, no es mas que un caso particular de este

método, en el que S*=I. La velocidad de convergencia de los métodos de métrica variable

dependera de lo cerca que se encuentre S* de H ' (x").
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La idea fundamental de estos métodos es la construcciéon de una aproximacion a la
matriz inversa del hessiano. Para una mejor convergencia esta aproximacion debe ser buena en

el entorno del 6ptimo. La aproximacion que se hace del hessiano es la siguiente:

oY (J—Cx;?j{ ) (3.3.4)

denominando gk =Vf (x"h -Vf (x") y Ek =x""—x"la expresion anterior resulta en:
¢'=HE")p' (335)

Si se supone que el hessiano puede considerarse constante en n sucesivos pasos del

algoritmo se podré hacer:
¢ =Hp" Vk=12,..n (3.3.6)

y queda determinado H para que se cumplan el anterior sistema de ecuaciones.
Para un problema en vias de resolucion, si el nimero de pasos resueltos es k < n, la

matriz H' no podra ser construida totalmente y el sistema de ecuaciones
8"q'=p' 1<i<n (3.3.8)

admite infinitas soluciones de la matriz S. Los distintos métodos se distinguen en como se
defina S. Existen varios métodos, pero el que se ha usado es el método de Davidon-Fletcher-
Powell. La matriz aproximada de la inversa del hessiano se actualiza en cada paso del algoritmo
sumandole dos matrices simétricas de rango unidad. Por ello también se conoce como método

de correccion de rango dos. Partiendo de (3.3.8) se supone la matriz S/ de la forma:
st =5+ 4" (3.3.9)
Sustituyendo la ecuacion anterior en (3.3.8) se obtiene un sistema de ecuaciones:

A'q" =p"-5"4¢" (3.3.10)

cuya solucion es de la forma:

k kT k__k__kT
o p'y S q"z
Kk

T kT k
Yy q 9

(3.3.11)

donde »*", 2 son vectores arbitrarios no ortogonales a ¢". Estos se elegiran de tal manera que
A" sea simétrica ya que se sabe que H ' lo es. La forma mas inmediata de imponer la simetria de
A" es hacer Y = p* y ZF = 4. Sustituyendo en (3.3.11) se obtiene la formula de Davidon-

Fletcher-Powell:

k_ka §k_ k_qkr_gk
Tk k&

4 ¢"S"q

[N

+5" (3.3.12)

k+1
ST =

=

I
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Se demuestra que si S* es definida positiva S también lo sera. Por esto basta escoger
una matriz inicial S’ definida positiva, como puede ser una matriz diagonal con escalares
positivos a lo largo de la diagonal, por ejemplo la matriz identidad.

El algoritmo basado en el presente método es el siguiente:

1. Definicion de una matriz inicial $° definida positiva y de un punto inicial x’.
il. Obtencion de la direccion de bisqueda d;=S"g*, donde g* =V f(x").
1. Minimizacion de f{x*+s-d;) para s> 0, obteniéndose el nuevo estimado x**' y por

tanto también g =V’ £(x*")

iV. Deﬁnir de gk — Vf(EkH)_vf(Ek) :§k+l —Ek , Bk :Ekﬂ _xk y

k kT k k kT k
wm PP Sqq S
S == T TS
P q q Sq

3.4. Busqueda monodimensional.

Para la buisqueda monodimensional es necesario tener definido un intervalo de la
variable independiente en el que se va a realizar la bisqueda del minimo. La funciéon a
optimizar debe ser unimodal en dicho intervalo, es decir, que solo presente un 6ptimo local en
el intervalo, garantizandose asi la unicidad de la solucion.

En este caso la busqueda monodimensional se encuentra integrada en un proceso de
busqueda multivariable. Por ello para aplicar este método se crea el parametro s; que varia en la
direccién de busqueda. Este sera el que se utilice como variable independiente en dicho
proceso.

)_ckH = )_ck + spdy (3.4.1)

El método que se ha empleado para la busqueda monodimensional es el de la Seccion
Aurea. La principal ventaja de este método es que reduce considerablemente el nimero de
evaluaciones de la funcion objetivo con el consiguiente ahorro de tiempo, especialmente en
resoluciones de elevado coste computacional.

Para la aplicacion de este método se requiere tener un intervalo [a”, b"] de aplicaciéon
del mismo. Como en cualquier método de busqueda se requiere encontrar el minimo en dicho
intervalo mediante la evaluacion de la funcion en distintos puntos. La particularidad del método
de la seccion 4urea reside en la relacion existente entre dos intervalos consecutivos. De esta
manera en un intervalo se utilizan valores del intervalo anterior, evitindose asi nuevas

evaluaciones.
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En primer lugar se realiza la evaluacion de la funcion objetivo en dos puntos x;" y x,"

que cumplen la relacion:

xzn _a}’l _ bi’l _xll’l _ ﬂ/ (3'4.2)
b"—-a" b"-a"

Al evaluarse la funcion en dichos puntos pueden darse dos casos:

e f(x/") <f(x,"). El nuevo intervalo de incertidumbre sera [a", x,"] y los nuevos puntos en
<, , + + . .y
los que evaluar la funcién serian x,"™ = x;" y x,"*' se obtiene de la expresion (3.4.2),

quedando:

'Hl_ n+l n___n
, —d™ % -a" (3.4.3)

n+l _ n+l n n
b a x, —a

o [ (x/") > fixy"). El nuevo intervalo de incertidumbre sera [x;", b"], luego la funcion se

4 +1 +1 . - s
evaluara en los puntos x;""" = x," y el nuevo x,""* vendra dado por la expresion:

n+l n+l n__ n
b —x _b"-x (3.4.4)

n+l _ n+l n n
b a b" —x,

1+\/§

De las expresiones anteriores se deduce que A :Tz0.618, que es el numero

aureo, el cual da nombre al presente algoritmo.
A

Sixl
Ax")
a’ x x” | b >
2 i
art x x At prtt

Figura 3.4. Ejemplo de dos intervalos consecutivos del algoritmo de la Seccion Aurea

Iterando el proceso anterior se va cerrando el intervalo entorno al minimo de la funcion.
Para salir de la iteracion se definen unas tolerancias para el tamafio del intervalo de

incertidumbre y para la variacion de la funcion entre dos intervalos consecutivos. Una vez que
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3. Optimizacién no lineal

se sale del proceso iterativo por cualquiera de estos dos motivos, se realiza un ajuste cuadratico

de los puntos del tltimo intervalo:

f(x)=Ax*+Bx+C (3.4.5)
De esta manera se puede calcular el minimo y su posicion derivando la funcién anterior.
B
X=—— 3.4.6
31 (3.4.6)

La obtencion de los parametros se realiza a partir de los tres puntos conocidos del ultimo

intervalo mediante el siguiente sistema de ecuaciones de tres incognitas. Invirtiendo la matriz se

llega a obtener 4 By C:
(a n+l1 )2 an+1 1 A f(a n+l1 )
() ot 1| B|=| S0 (3.4.7)
(xznﬂ )2 x2n+1 1l c f(x2n+1)

Por ultimo basta la sustitucion de la ecuacion (3.4.6) en (3.4.5) para la obtencion del

valor de la funcién en el minimo.

3.5. Implementacion de los algoritmos de optimizacion.

En primer lugar se han implementado los algoritmos en FORTRAN para poder
comprobar su funcionamiento con problemas matematicos. A continuaciéon se procedidé a su
implementacion en APDL, lenguaje paramétrico de Ansys. Se han comparado los resultados
dados por ANSYS y FORTRAN mediante su aplicacion a problemas de solucion analitica
conocida. De esta manera se comprueba el correcto funcionamiento de los algoritmos
implementados en APDL. Los archivos que componen los programas de optimizacion tanto en

APDL como en FORTRAN se adjuntan en el ANEXO A.

3.5.1. Algoritmo de primer orden.

Se ha implementado el algoritmo del método del gradiente, método basico de
optimizaciéon no lineal. Es un método bastante general aunque de convergencia lenta,
caracteristica que se atentia frente a otros métodos cuando se tiene una region factible pequeiia,
en la que la funcion no se diferencia en gran medida de una funcion lineal.

La implementacion, tanto en FORTRAN como en APDL, ha requerido la creacion de
varias funciones debido a la complejidad del algoritmo resultante, creandose asi una estructura
clara que ayuda a la comprension del proceso de optimizacion. Hay que decir que los

programas de optimizacidon también son paramétricos, es decir, sirven para cualquier problema
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con s6lo cambiar algunos parametros como el numero de restricciones o de variables de disefio,
asi como sus valores iniciales e intervalos.

En primer lugar hay que tener bien definido el problema mecénico a estudiar mediante
el MEF. De esta manera es necesario que el problema esté definido de forma paramétrica, para
que pueda recibir en cada resolucion las variables de disefio que el programa de optimizacion
vaya requiriendo. Una vez resuelto el problema, éste debe devolver al programa de
optimizacion el valor de las distintas variables que forman parte de la funcidn objetivo o de las
restricciones. A continuaciéon se forma la funcién objetivo penalizada con las variables
devueltas por el modelo. A esta funcion se le busca el 6ptimo mediante el método del gradiente
y se comprueba la convergencia, actualizando a su vez el parametro de penalizacion. Una vez

actualizado éste, se tiene otra funcion penalizada que se vuelve a optimizar mediante el método

Modelo.inp
"f(x)"

)@,lfi,gp@;,wz‘,m,

del gradiente.

Y

Asignacion
2“0

.

>

Y

Crear funcion
objetivo
Q=QtQ,
Actualizacién \l/

de A

A

Busqueda de
optimo

Y

NO

Convergencia en A

Figura 3.5. Diagrama de flujo del proceso de optimizacion.
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La funcion objetivo penalizada resultante es del siguiente tipo:

O(Y)=Pr+A(PgtPy+Py) (3.5.1)
donde Q es la funcion objetivo penalizada, A el pardmetro de penalizacion, P, la funcion
objetivo adimensionada y P,, P, y P, las funciones de penalizacion de las restricciones segun el
signo de la inecuacion. La funcion objetivo original se adimensiona con su valor en el estimado
inicial segun la siguiente ecuacion:

P=F/F) (3.5.2)
donde F es el valor de la funcion objetivo en el estimado inicial.

En los siguientes diagramas de flujo se muestra el proceso de penalizacion siguiendo el
método de penalizacion interior extendida que se explica en el apartado 3.2.3. asi como la

generacion de la funcidn objetivo penalizada.

Funci(')g objetivo F Restriccion genérica;
Restricciones: _
— g-g<0
g=g _ C~( . )a
h>h &= »
w<wsw lgagl
- 3 2
X<Xx<Xx
Y
g—-g<0
_ p= -1
x—x<0 g—g_§

Crear funciones Penalizacion de cada
restriccion.

P, P, P,
Y
Q(1) = P+ A (P, + Py + P,
Q) = Q1+ Q,
Y
F;\‘ ]
(a) (b)

Figura 3.6. Creacion de la funcién objetiva penalizada (a) y penalizacion de una restriccion genérica.
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Una vez que se calcula la funcion objetivo se procede al célculo de la direccion de
busqueda, que en el método del gradiente viene dada por la de mdxima disminucién de la
funcién objetivo. El célculo del gradiente se realiza mediante diferencias finitas. Para ello,
partiendo del valor inicial, se aplican pequefos incrementos a cada variable de disefo,
calculandose el valor de la funcion objetivo penalizada para el incremento de cada variable por
separado. Por cada variable se tendrd que formar una funcidén objetivo penalizada, lo que
implica la resolucién de un modelo mecénico por cada variable de disefio para el calculo del
gradiente. Una vez se tiene la direccion se calcula el intervalo de busqueda que sera entre el
estimado actual y el valor de las variables de disefio que haga que una llegue a uno de sus
limites del rango de validez. De esta manera se imponen la ecuacion (3.4.4). El siguiente paso
es la minimizacién monodimensional para la que se utiliza el algoritmo de la seccion aurea.
Esta busqueda se realiza segin la ecuacion (3.3.2). Este proceso de minimizacién mediante el
método del gradiente se muestra en el siguiente diagrama de flujo.

En la figura 3.8 se muestra el proceso de obtencion del valor limite de las variables de
disefio en la direccion de busqueda. Como se observa se utiliza un pardmetro s que va a
caracterizar todo el proceso monodimensional, en primer lugar calculando su valor maximo s,
para que las variables de disefio se encuentren en su intervalo de validez y posteriormente
siendo el parametro a variar durante la busqueda monodimensional mediante el método de la
seccion durea.

El proceso de busqueda monodimensional, mostrado en la figura 3.9, mediante el
método de la seccion éaurea se realiza evaluando la funcion objetivo en unos puntos
determinados en direccion del gradiente. Se comparan sus valores y se va reduciendo el
intervalo de minimizacion, aprovechando para cada iteracion de busqueda todos los valores
calculados anteriormente menos uno. Es decir, para cada iteracion en la busqueda
monodimensional se evaltia una vez la funcidon objetivo. Llega un momento en que el intervalo
o la variacion de la funcidn objetivo en dicho intervalo es tan pequeiio que se pueden ajustar los
puntos mediante una parabola con suficiente aproximacion. Lo que se hace llegado a este punto
es obtener el minimo de dicha parabola.

Una vez finalizada cada iteracién de optimizacion se actualiza el punto inicial de las
variables de disefio con el Optimo de la iteracion anterior. Cuando el 6ptimo obtenido en una
iteracion se encuentra lo suficientemente proximo al 6ptimo anterior se termina el proceso de
optimizacion mediante el método del gradiente. Si el proceso global de optimizacién no ha

terminado se actualiza el pardmetro de penalizacion /4, y se vuelve a realizar el proceso de

50



3. Optimizacién no lineal

optimizacion de la funcién objetivo, penalizada con el nuevo 4,, mediante el método del
gradiente.

El proceso global de optimizacioén finaliza si se dan alguna de las dos situaciones
siguientes: que el optimo obtenido se encuentre proximo al dptimo obtenido en la anterior

iteracion o que el gradiente sea nulo (condicidon de 6ptimo).

Qxo)
Y
V. 0(x) <V, 0(x))

Y
Obtencion del
j (—_]+1 gradiente.
V.0

Y

. v ("
B = s, f(x")

v/
¥

Calcular "S,,.."

max
Minimizar
Seccion Aurea

Sa
>

Convergencia

Figura 3.7. Proceso de minimizacion mediante el método del gradiente.
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INICIO
Dadas la Direccion de busqueda y punto de partida

VXQ:VXQ
Xo = X0
i=l.n

FIN por dptimo

NO
s T=85 Sax = St

i<«i+l

NO

Figura 3.8. Obtencion del valor limite de las variables de disefio en la direccion de busqueda.
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X1 :Smaxs10lg,Tol,

v

ab

n=1

Y

Q(2),Q(b)

SI

0(a)—-0(b)
O(a)

<Tol,

x;<--b Xy <--a
b<--a a<--b
a b

x <-- Ajuste
cuadratico

o>

Figura 3.9. Proceso de busqueda monodimensional mediante el algoritmo de la Seccion Aurea.
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3.5.2. Algoritmo de segundo orden.

El método del gradiente presenta una convergencia lenta, necesitdindose gran numero de
iteraciones para llegar a la solucién Optima. Cuando el tiempo de resolucion del modelo
mecanico es elevado, resulta interesante la aplicacion de métodos de segundo orden. Estos
métodos consiguen una convergencia mas rapida, reduciéndose asi, en general el tiempo de
resolucion. A pesar de requerir menos iteraciones necesita realizar mas operaciones en cada
iteracion, pero son operaciones matriciales y de almacenamiento de datos que no suponen
pérdida de tiempo en la resolucion a no ser que se tuviera un nimero muy elevado de variables
de disefio. Aln asi, el tiempo requerido para estas operaciones adicionales al método del
gradiente es varios ordenes de magnitud inferior, en general, al de resolucién de un problema
mecanico complejo mediante el MEF. Solo en el caso de un problema de muy rapida resolucion
en MEF, y con un numero muy elevado de variables de disefio se veria incrementado
apreciablemente el tiempo de resolucion del calculo de la direccion de busqueda mediante un
método de segundo orden.

El algoritmo de segundo orden implementado es el método de Davidon-Fletcher-Powell.
Lo que lo diferencia del método del gradiente es el célculo de la direccion de busqueda. Como
se comento en la explicacion del método, se aproxima la inversa de la matriz hessiana por una
matriz S* que se construye gracias a los gradientes ya calculados en iteraciones anteriores.
Como en la primera iteracion no se posee la informacion de gradientes en iteraciones anteriores,
se elige arbitrariamente la matriz S con la unica condicion de que sea definida positiva. En la
implementacion se ha tomado la matriz identidad, por lo que la primera direccion de busqueda
es la dada por el método del gradiente. A partir de aqui el proceso es idéntico al del método del

gradiente s6lo que cuando se calcula la direccion de busqueda ésta viene dada por:
d; =-8"f(x") (35.1)

El diagrama de flujo de este método se muestra en la figura 3.10.
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A

Q(xo)
~]
dk :Sk.gk
Y
Obtencion del
gradiente.
k->k+1
V.0
A Y
k
K+l _k . Vf (1 )
pk % Slﬁqk qkTSA X =X =5 v P
N P i i e
pa 4859 v
A
Calcular "S,,."
g/Hrl :Vf(zkﬂ) V
k e kHl k k+ k
q =V )-Vfx)=¢g -g
Minimizar

Seccion Aurea

NO

Convergencia

Figura 3.10. Proceso de optimizacion multidimensional mediante el algoritmo de Davidon-Fletcher-Powell.
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