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7.3 Splines cubicos

El spline cubico (k=3) es el spline mas empleado, debido a que proporciona un excelente ajuste a los
puntos tabulados y su calculo no es excesivamente complejo.

Sobre cada intervalo [to, t1];[t1,%2];- - -, [fn—1,tn], S esta definido por un polinomio cubico diferente.

Sea S; el polinomio ctbico que representa a S en el intervalo [#;,t+1], por tanto:

So(z) z € [to,t1)
S(z) = 25'1{$] m € [t1,t2)

Su-1(2) 7 € [tat, ta)

Los polinomios Sj-1 y S; interpolan el mismo valor en el punto #;, es decir, se cumple:

Sia(t) =yi=5Sit) (l<i<n—1)

por lo que se garantiza que S S'y §" son
continuas, condicioén que se emplea en la deduccion de una expresion para la funcion del spline cubico.

Aplicando las condiciones de continuidad del spline S'y de las derivadas primera §' y segunda S", es
posible encontrar la expresion analitica del spline. No vamos a obtener esta expresion, ya que su
demostracion queda fuera del &mbito de estos apuntes. Simplemente diremos que la expresion resultante
es:

Si(z) = F(tiv1—2) + Gz 1)
+ (%‘—"'.'—1+ zi"ﬁ‘—h‘) (z—t)+ (ﬁf — E*Th") (ti41 — )

En la expresion anterior, h;7=tj+1-t; y #0:#1;---3%n son incognitas. Para determinar sus valores,

utilizamos las condiciones de continuidad que deben cumplir estas funciones. El resultado (que tampoco
vamos a demostrar) es:

hi—1zi-1 +2(hi +hi-1)zi + hiziq1 = %{yiﬂ — ¥i) — %{?ﬁ — ¥Yi-1)

La ecuacion anterior, con + = 1,2,...,n—1 genera un sistema de n-1ecuaciones lineales con n+1
incognitas #0; #1;- - - 3 €n . Podemos elegir zo y z1

resultante para obtener los valores de #1;%2; -- -3 #n—1. Una eleccion especialmente adecuada es

hacer zo=z1=0. La funcion spline resultante se denomina spline cubico natural y el sistema de ecuaciones
lineal expresado en forma matricial es:
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Figure:Algoritmo para encontrar los coeficientes z; de un

spline cubico.

input n:{ti ]:{y'i ]
fori=0,1,...,n—1do
hi «tiy1 — ¢t
bi  6(yir1 — i) /B
end

Uy {—E{hﬂ +h1]
v b —bo
fori=2,3,...,n—1do
wi ¢ 2(hi +hio1) — By fui
vi < b — bi—1 — hi—1vi—1/ui—1
end

Zn 0
fﬂf‘i=ﬂ_15n_2:"'31 do
i & (Vi — Bizig1) [

end
Zo+ 0
output (z; )

(70)

(71)



Este sistema de ecuaciones, que es tridiagonal, se puede resolver mediante eliminacién gaussiana sin
pivoteo como se muestra en la figura (18 t)yel

conjunto de los valores de la funcidon correspondiente (y;) y produce un vector con los vectores z;. Por

ultimo, el valor del spline S en un punto x
empleando la siguiente expresion:

Si(z) =yi +(z — i) [Ci + (z — &) [Bi + (z — ti)Ai]] (72)
en donde

1
4i = ﬁ_h;{zi"'l — %)

Z
Bizg

: . 1
C; = —%zm — %zt + E{ym — Yi) (73)

Veamos un ejemplo para ilustrar el empleo de los splines cubicos para interpolar los valores de una tabla.
En la tabla (1) se muestran algunos valores de una serie de valores tabulados a intervalos regulares de la

funcion f(Z) = V/Z en el intervalo [0,2.25]. También se indican los valores interpolados empleando el

correspondiente spline ciibico asi como el error absoluto cometido. Obsérvese que el error es cero para los
nudos. En la figura (19) se representan graficamente los valores tabulados.



Table:Valores interpolados mediante un
spline cubico para la funcion ¥ = i/l'E e

indicacion del error cometido (en valor
absoluto).

x vz Si(x) lea(z)]

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000E+00

0.0625 0.1426 1.0732E-01
0.1250 0.2782 7.5266E-02
0.1875 0.3997 3.3261E-02
0.2500 0.5000 0.5000 0.0000E+00
0.3125 0.5744 1.5440E-02
0.3750 0.6285 1.6155E-02
0.4375 0.6701 8.6732E-03

0.5000 0.7071 0.7071 0.0000E+00

1.7500 1.3228 1.3228 0.0000E+00

1.8125 1.3462 6.8994E-07
1.8750 1.3693 5.9953E-06
1.9375 1.3919 8.7004E-06
2.0000 1.4142 1.4142 0.0000E+00
2.0625 1.4361 2.4522E-05
2.1250 1.4577 4.7329E-05
2.1875 1.4790 4.6215E-05

2.2500 1.5000 1.5000 0.0000E+00

En la figura (20) se muestra otro ejemplo. Se representan graficamente los puntos interpolados mediante
una funcion spline cubica para la funcidon y=sen(x).
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Figure:Representacion de la funcion ¥ = 1/5 . Los

circulos representan los valores tabulados de la funciéon y la
linea continua los puntos interpolados mediante una
funciodn spline cubica.
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Figure:Representacion de la funcion y=sen(x). Los
circulos representan los valores tabulados de la funcion y la
linea continua los puntos interpolados mediante una
funcién spline cubica.
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