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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Pandeo de un elemento unidimensional
de seccién constante sometido a su pro-
pio peso

Cuando tenemos un elemento unidimensional de seccién constante de una de-
terminada longitud y una cierta rigidez, como puede ser un cable de pléstico,
que se encuentra en posicién vertical y restringido en su extremo inferior a
unas condiciones de contorno, como pueden ser las de empotramiento en una
base, podemos ir incrementandole la longitud poco a poco hasta que llegue
un momento en el que debido a la accién de la gravedad pierda la estabilidad
y se empiece a doblar. Este fenémeno es el que se conoce como pandeo y en
base a ¢l vamos a ir haciendo distintas pruebas en este proyecto.

Para poder predecir la longitud critica a partir de la cual se produce el
pandeo tenemos la Teoria de Euler, la cual mediante una férmula permite
despejar la longitud de pandeo en funcién de las condiciones de contorno, de
las propiedades de la seccién, y de la carga que actie en el elemento. Lo que
ocurre es que esta teorfa no es del todo exacta porque para su desarrollo se
hicieron una serie de hipdtesis que no tienen por qué cumplirse siempre.

En 1881 Alfred G. Greenhill dio una importante contribucién con el estu-
dio que realizé de la mayor longitud que un cilindro podfa alcanzar antes de
que se doblara debido a su propio peso. En el estudio determiné la méxima
altura que podia tener una pértiga de salto, y también determiné la méxima
altura a la que podia crecer un arbol de unas proporciones dadas.

Existen programas que hacen cédlculos mediante el método de los elemen-
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tos finitos con los que podemos resolver el problema que estamos plantean-
do de un elemento longitudinal empotrado en un extremo y sometido a su
propio peso, y obtener todas las incégnitas como son los desplazamientos,
fuerzas, momentos...Mediante esta resolucién podemos saber si con los datos
que hemos introducido se ha producido el pandeo por los valores obtenidos
de los desplazamientos, pero estos programas no pueden hacer por sf mismos
un proceso iterativo que detecte el valor de la longitud a partir del que se
produce el pandeo.

Cuando un elemento, sometido a unas condiciones determinadas, pierde
la estabilidad debido a una perturbaciéon como puede ser un aumento de la
longitud y comienza a pandear, es posible actuar sobre el sistema y hacer que
dicho elemento recupere su estado de equilibrio estable. Cabe la posibilidad
de introducirle al sistema un movimiento vertical sinusoidal paramétrico de
una cierta amplitud e ir probando para distintas frecuencias cada vez mayores
hasta que el elemento vuelva a la situacién de estabilidad. En 1908 Stephen-
son probé que se podia mantener un péndulo en posicion vertical invertida si
se le aplicaba un movimiento vertical sinusoidal de pequena amplitud y alta
frecuencia. En 1993 Acheson y Mullin demostraron que una cadena forma-
da por un nimero N de péndulos podia estabilizarse en la posicién vertical
invertida con un movimiento vertical sinusoidal de una frecuencia bastante
alta. Mullin demostré mediante experimentos que la estabilidad es remar-
cadamente robusta incluso para perturbaciones bastante grandes. Pero de-
safortunadamente, cuando el sistema de péndulos se asemejaba a una cuerda,
que es cuando el nimero N de péndulos tendia a infinito, la frecuencia que
habfa que aplicar también tendfa a infinito. Sin embargo, en 1998 Acheson
y Mullin probaron que una cuerda con cierta rigidez a flexién, como es la
legendaria 'Indian wire trick’, se podia estabilizar en la posicién vertical rec-
ta con una frecuencia finita. Pero sobre esto no se publicé ninguna teorfa ni
ningin resultado experimental.
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Figura 1.1: Experimento desarrollado por el grupo de Mullin con un cable de
cortina

En el presente proyecto se va a hacer, mediante continuacién numérica,
el estudio en estatico de la inestabilidad por pandeo de un filamento con una
seccion y longitud determinadas, que estando empotrado en un soporte, se en-
cuentra inicamente sometido a su propio peso. La parte dindmica correspon-
diente a la recuperacion de la estabilidad por la introduccién de movimientos
de excitaciéon paramétrica en el soporte del filamento no se va a abordar de-
bido a la complejidad que supone su estudio mediante continuacién numérica.

1.2. Objetivos del proyecto

El presente proyecto va a consistir en la realizacién de diferentes continua-

ciones numéricas que se van a ir haciendo para estudiar la estabilidad de

un sistema compuesto de un filamento en posicién vertical que estd empo-

trado a un soporte que vamos a considerar que no tiene movimiento. Estas

continuaciones se haran en diferentes condiciones pero siempre en estética.
Los principales objetivos del proyecto los citamos a continuacién:

= Obtener las ecuaciones que rigen el comportamiento del sistema de
forma analitica y definir las condiciones de contorno.

= Obtener unas condiciones iniciales que cumplan las ecuaciones del sis-
tema y nos sirvan como punto de partida de las continuaciones numéri-
cas.
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Aprender el manejo del software de continuacién numérica AUTO2000,
que va a ser el que vamos a emplear a lo largo de todo el proyecto. Medi-
ante este software de continuacién numérica que hemos escogido, estu-
diar la estabilidad del sistema con la variacién de diferentes pardmetros
relativos a la geometria y a las propiedades del material en condiciones
estaticas. Una vez hecho el estudio de continuacién numérica, comparar
los resultados obtenidos con los que se obtienen de la férmula tedrica.

Comprobar, mediante el software de continuacién numérica, que los re-
sultados también son coherentes cuando se considera una carga puntual
en el extremo como pardmetro de continuacion.

Mediante el software de continuacién numérica, estudiar la estabilidad
en condiciones estdticas con la variaciéon de un pardametro en diferentes
condiciones de geometria relativas a la seccién del filamento.

Hacer el estudio de la estabilidad del sistema en condiciones estati-
cas, mediante continuacién numérica, cuando el material presenta un
comportamiento no lineal.



Capitulo 2

Obtencion de ecuaciones

2.1. Ecuaciones de Kirchhoff-Love de una vi-
ga 3D

\L 0

T

ACos ot

Figura 2.1: Esquema del problema

El problema que tenemos que modelar es el de un sistema dindmico formado
por un filamento de unas dimensiones determinadas que se encuentra con el
extremo inferior empotrado en una base que tiene un movimiento vertical
sinusoidal paramétrico, con el extremo superior libre, y que estd sometido
uinicamente a su propio peso. Para ello tendremos que empezar planteando
las ecuaciones que van a definir el problema. El sistema de referencia que
tenemos para el filamento se muestra en el siguiente dibujo:

5
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3.pdf

Figura 2.2: Sistemas de referencia

Para deducir las ecuaciones que van a modelar el problema vamos a des-
cribir el filamento como un elemento unidimensional constituido por su linea
media donde cada punto de dicha linea tiene asociado una seccién del fila-
mento.

El sistema de referencia que tenemos para definir el problema consta de
un triedro fijo de referencia, de otro triedro de referencia mévil al que va
unido el extremo inferior del cable en el origen y por tanto se va a mover
con el triedro, y de un sistema de ejes asociado a cada seccién del filamento
con el origen en su centro. En el sistema de triedros tenemos un vector que
apunta del triedro fijo al mévil, un vector que apunta del triedro mévil al
triedro de una seccién genérica, y un vector que apunta desde cada uno de
los tres triedros a un punto genérico de la seccién genérica. El vector ds del
triedro asociado a la seccion tiene la direccion tangente a la linea media del
filamento, estando los otros dos vectores contenidos en el plano definido por
la seccién.

La notacién que vamos a emplear es la siguiente:

{ 1,5,k } : Son los ejes del triedro fijo de referencia.

{g , €2, €3 } : Son los ejes del triedro mévil de referencia al que va unido
el extremo empotrado del filamento.

{ dy,dy,ds } : Son los ejes del triedro asociado a cada seccién del filamento.
Este sistema es el llamado triedro de Cosserat.
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X : Es el vector que va desde el triedro fijo de referencia hasta un punto
genérico de una seccién del filamento.

P : Es el vector que va desde el triedro fijo de referencia hasta el triedro
movil de referencia.

X : Es el vector que va desde el triedro mévil de referencia hasta un
punto genérico de una seccién del filamento.

z(s,t) : Es el vector que va desde el triedro mévil de referencia hasta el
centro de una seccién del filamento. Este vector es funcién del pardmetro
’s’, que es el que mide la longitud sobre la linea media del filamento, y del
parametro 't’, que es el tiempo.

r : Es el vector que va desde el centro de una seccién del filamento hasta
un punto genérico de la misma seccién.

Tenemos las siguiente relaciones entre los vectores:

szg(s,t)—i-[,
r=&-di+8&-dy
szg(&t)_‘_glﬁ_'—éé@ )

X=X"+P

P=A-cos(wp-t) -k .

Tenemos que &; v & son las coordenadas del punto genérico de la seccién
en los ejes d; y dy respectivamente.

El vector P lo consideramos un vector que produce un movimiento vertical
sinusoidal paramétrico en la base del filamento unida al sistema de referencia
mévil {ﬂ,e_g,e_g}.

X=X"4+A-cos(wp-t) k ,

X=a(s,t)+& -di+ & -dyg+A-cos(wy-t) -k .

Una vez que tenemos definida la referencia geométrica, vamos a obtener
las ecuaciones que definen nuestro sistema.
Hacemos un equilibrio de las fuerzas que actian en una seccién:
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Figura 2.3: Fuerzas existentes en una seccién del filamento

La notacién que vamos a emplear para las derivadas es la siguiente:

_9
ot
_ 9
s
oOF
(E—i—a—;‘ds)—ﬂzﬂ—i-& ;

F = / f(&,&)-dS , donde F es la resultante de esfuerzos internos sobre la seccion.
S(s)

Fr = / p-ds X -dS , donde Fj es la resultante de las fuerzas de inercia.

Fy=p-As-ds-g-k ,donde Fj es la resultante de las fuerzas de gravedad.

Sustituyendo:

—_-ds—p-As-ds-g-E:p-ds-/ X-ds .
Js S(s)
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Desarrollando la integral:

/X(s,gl,fg,t)-dS:/ (i(s,t)+§1-£+§2-@—A-wg-cos(wo.t)-@)-dgl-d@:
S(s) S(s)

= A, x2(s,t) —A-wp - Ay -cos(wp - t) - k.
La ecuacién queda:

E/-dS—p-As-dS'g-Ezp'dS-As-

~ N

i(s,t)—A-w%-cos(wo-t)-E> ,
/ - - 2
E_pAsgﬁipAS(&_Awocos(wot)k>

Finalmente llegamos a una ecuacién que es la de equilibrio de fuerzas:

F=p- A [i+(g— 0wl cos(wn-1) K] - (1)

Ahora hacemos el equilibrio de momentos sobre una seccién:

A\

‘5/
-
_f_

N

SR

Figura 2.4: Fuerzas sobre una seccién del filamento para el equilibrio de
momentos
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Uy

Figura 2.5: Elemento diferencial de la seccién del filamento

-+l
A

-~ cll

arigen
cle
momentos

Figura 2.6: Seccién del filamento vista de perfil

ds —xr=—.d
s STL O0s ¥

—rx fedS=M+M,
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(r 4+ dl)x (i —i—ﬂ)dS—fxi-dS— ([-i— %) X p-ds-dS-g-k = <£—|— %) ><,0~ds-dS-X ,

(f Xdf +dl X f+dlx ﬁ)-dS—zxp-ds-dS-g-E—%xp-ds-dS-g-E = pr'dS'dS'X—F

—I—%Xp-ds-dS-X :

0 0
(fX:‘i'dS_‘_@ dsxi+a:x-ds><=f-ds>-dS—z><p-ds-dS-g-E—

0 ds ds ds
——-a:x-dsXp-ds-dS-g@:fxp~ds-dS'X+—-@dsxp-ds-dS-X,
2 0s 2 0Os

o .
[/ f><=f-d5+/ g’xf-dS—/ (fxp-g-k)-dS}-ds:/ rxp-X-dS-ds .
S(s) Js S(s) - S(s) S(s)

Las referencias geométricas para definir un punto dentro de una seccién
las podemos ver en la siguiente figura:

/I\d2

Sz

L> d:

Figura 2.7: Referencias geométricas en una seccién del filamento
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&1y & son los valores de las coordenadas en el sistema de referencia de
una seccién en las direcciénes d; y ds respectivamente.

r=%&-d+&-dy .

Definimos el siguiente valor promedio del momento resultante que crean
las derivadas de los esfuerzos internos:

M = /S(S) X f1(&1,&) - d

Tenemos que:

/()[(fl'ﬁ*l-@'@)XP'Q'E}'CZSZO :
S(s

La ecuacién cambia a la siguiente forma:

M/JF@XE_/ (fxp'g'@'dSZ/)'/ (KXX)-dS.
S(S) S(S)

Desarrollando las integrales por separado:

/ (rxp-g-k)-dS= [ [(&-di+& do)xp-g-k]-dS=0,
S(s) S(s)

/ <7’><X> dS—/ gl'ﬁ+£2'@)x(i+§1'£+§2'£_>

S(s)

/ (gl-ﬁx£>-d5+/ <§§-@x§>-d6’:
S(s)

[ Xd1+[1 ngdz,

(—A - wj - cos (wp - t)
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donde
I, = / &.dS , I = ¢€2-dS . son los momentos de inercia de la seccién.
S(s) S(s)

Llegamos a la ecuacién de equilibrio de momentos:
M’—i—@xﬁzp-(]Q-@xi—l—]l-@x@). 2)

La siguiente ecuacién es la de tangente a la linea media:

g':@. (3)

La evolucién del triedro asociado a un punto de la linea media (triedro de
Cosserat) con respecto a la longitud de arco ’s’ viene dada por la siguiente
ecuacion :

d =k xd; . (4)

3
donde k£ = Zkl - d; , siendo cada k; la curvatura de la linea media

i=1
alrededor de cada d; , respectivamente. De esta forma k;y ks son curvaturas
de flexién y ks es curvatura de torsion.

Por 1ltimo tenemos la ecuacién de comportamiento, que es la siguiente:

El material que vamos a tomar es un material viscoeldstico [2].
E es el Médulo de Young y v es la constante de amortiguamiento. Los
pardmetros G y J se definen de la siguiente manera:

FE
= =71 I .
G T J 1+ 1o
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2.2. Adimensionalizacion de ecuaciones

Vamos a trabajar con cantidades adimensionales y para ello hacemos uso de
la longitud del filamento ’I’ para adimensionalizar las variables con unidad
de longitud y la frecuencia de excitacién de la base del filamento 'wy’ para
adimensionalizar las variables con unidad de tiempo. Los vectores de fuerzas
y de momentos se adimensionalizan con unas constantes A’ y ’B’, respec-
tivamente, que habra que determinar. Las variables adimensionalizadas son
las siguientes:

_ s - _ F - M - 3 -
S_Z ) t_t'(’UOa E_Z7 M_Ea £_77 k=k
S N R B
Y= 0788_1 ag? at_Oa;

A continuacién introducimos estas variables en las ecuaciones:

%.Q_(A.E):p.qu.

2
l-w§~8—2i+(g—A‘w§~cos(wo-t))~E]
Js n

ot

Multiplico ambos miembros por ﬁ y ya no colocamos las barras encima
0
de las variables adimensionales:

LE/:pAS [£+( égl_gcos(wot))kl

2.2 .
12 wg W

Se define

K 1
A=p A, o212 {—g-mQ-—-mQ} = [N] .

m3 52
La primera ecuacién queda de la siguiente forma:

F'=x+(0—¢c-cos(wp-t)) k. (1)
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Con

M—}—@XA-E:p-wg-(R-ﬁxiqL@xé)-ll.

Al cociente entre los momentos de inercia de la seccién se le ha llamado

7R7:

Cuando la seccién del filamento es cuadrada o circular los dos momentos
de inercia son iguales y 'R’ vale uno.

B
—— = Para hacer este cociente adimensional defino B = p-wg-I;-l .
l . p . ]1 . wo
A CAgwd P AP
5 S 2% = = @ (A este cociente se le denomina Q) .
p-wo-fl p-wo-ll [1

La segunda ecuacién queda (sin poner las barras de las variables adimen-
sionales):

M +Q-dsx F=R-dy xdy+dyxdy. 2)
Las ecuaciones tercera y cuarta quedan de la misma forma pero teniendo

en cuenta que las variables son ya adimensionales (aunque se omiten las
barras):

@l = d3 y (3>
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(4)

S,

[
[
T
[\V]
~|Z -
w
Q.
w

_ _ k _
B-M = E-I, — T 72 dy+G-J- 734_7.

- gL (- _ - E-L (- - - :

E-I E-1 E
L — L = P (A este cociente se le denomina P) .

Bl pw2Li-l-1 p-uwil2

 E-L ER _, .

Bl B
B-l p-wp-Ii-1-1 p-w-l?

G-J G- (I + 1) B E-(R+1) B (R+1)
Bl pw}-L-l-1 2-(1+v)p-wi-2 2-(1+v)

La quinta ecuacién (sin las barras de las variables adimensionales) queda:

- ~ R+1 -
o 2T 11w o
(5)
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2.3. Desarrollo de las ecuaciones

Vamos a descomponer cada una de las cinco ecuaciones vectoriales en tres
vectoriales mediante la proyeccion en los sistemas de referencia.
Descomponemos la primera ecuacion:

F=x+(0—e-cos(wy 1)k, (1)

Descomponiendo cada vector en los sistemas de referencia:
F=F -di+F-d+tF-d=f -ea+f-eatfs e,
T =T1-€ + Ty €+ T3-€3 .
Derivamos:

F'=fl-ei+ fo-ea+ f5-e3,

T=x1-€ +To-€2+ T3 €3 .
La ecuacién queda descompuesta en las tres ecuaciones escalares sigui-
entes:

f{ = *,1}.1 ) (1&)
fr=12, (1b)
fo=a3+ (6 —-cos(wp-t)) . (1c)

Descomponemos la segunda ecuacién:

M +Q - dyx F=R-dy xdi+dyxdy, (2)
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+(ZM"'@'9>'€_2+<ZMV%'@>'6_37

M = (My - dyy + My - day + Ms - day)-e1+(My - dio + My - dyg + Ms - dsp)-ea+

dy1 dio dis my
+ (My - dyz + My - dog + Ms - dsg)-e3 = [My My Ms]-| day dog daz | = | ma |
d31 dsg dss ms

M =mi e +my-ex+my-es= (M -dyy+ M -dyy + My - dog + My - dyy + My - dsi+
+ (M7 - diz + My - dys + My - dog + My - dyg + My - ds3 + Ms - di3) - €3,

<%

ep ez €3 d3z - f3 — d33 - f2 0 —dsz da fi B
dsxF'=| d3i dspdss | = | dsz-fr—ds1-f3 | = | ds3 0 —ds1 |-| fo| =ds
h 2 fs dsi - fo —dsz - f1 —dszy  d3 0 f3

Q- dsxF=Q-dy- f,

dixd;, —, i=12,
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_ 0 —diz  dip . dll
di = | di 0  —da ; di=1 dy | >
—dip dp 0 iy
) 0 —diz dis di1 —dy3 - dya + dy2 - dy3
dy X dy = dig 0 —dy | - dig | = dyz - dyy — dyy - dig ’
_d d 0 . . .
2 H dy3 —dyg - dyy + diy - dig
3 0 —dys da da1 —da3 + dog + day - da3
dy X dy = das 0 —dy | - dyy | = daz - dag — day - dag
—d d 0 - - -
- 2 da3 —dgg - day + da1 - dag

Tenemos las tres ecuaciones siguientes:

(M7 - dyy + My - doy + My - dzy)+(My - dyy + My - dyy + Ms - dy) )+Q-(dsa - f3 — daz - f2) =

=R- <d12 ~dig — diz - d12> + <d22 “dog — da3 - d22> ) (2a)

(M} - dyg + Mj - dag + M - dyo)+(M, - diy + Mo - dyy + My - dsyy)+Q-(dsy - f1 — gy - f5) =

=R <d13 ~dip —diy - d13> + <d23 “do1 — dy - d23> ) (2b)

(M7 - diz + My - dag + Mj - dgz)+(My - dig + Ms - dyg + M3 - dig)+Q-(ds1 - fo — dsa - f1) =

=R- <d11 : d12 - d12 : dll) + <d21 : d22 - d22 ' d21> . (2C>
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Descomponemos la tercera ecuacién:

£/ - % ) (3)
.Z'Il = d31 N (3&)
.17/2 = d32 y (Sb)
l’é = d33 . (3C)

Descomponemos la cuarta ecuacion:

d=kxd;, (4)
k=Y ki-d;,

i=1=d,=kxd = (ki -di+ky-dy+ks-ds) xdy =

—=dy =ks-dy— ko ds, (4a)

— dy=ki-dy—ky-di (4b)

i=3=dy=kxdg=(ki-ditho-dp+hs dg) x dyg =

— dy=ky-dy— ki ds (4c)

Descomponemos la quinta ecuacion:
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M:mlg—kmgg—l—mgg:Mlﬁ—i—]\@@—i—Mg@:P(kl—i-’ykl)ﬁ—i-

: P-(R+1) :
‘R. . dy T k) - d
+P-R </€2—|—’7 kz) _2+ 2-(1—|—l/) <3+7 3) as (5)
E Iy
P = R=—
prws -2 I’

My - dyy + My - doy + My - dgy = P - (klﬂ-k}l) .dy+P-R- (k:ﬁ—v-k}g) dor +

ZE )) <k3+7-k3)-d31, (5)

Ml'd12+M2~d22+M3'd32:P'(k)l—i"}/'l{;l)'dlg—f-P'R'(kZQ—i"Y'l{;Q)'dgg‘f‘

P-(R+1) )
_f_m-(kg—f-’y-k?g)'dw; (5b)

Ml'd13+M2'd23+M3'd33—P (/{714‘”}//{71) d13—|—PR (/{72+”}/1{72) 'd23+
L (R4 ( '
]{33 + - k?3) . d33 . (5C)
PR
En total son 21 ecuaciones con 21 incégnitas que son las siguientes:

{f1, f2, f3, My, My, M3, x1, o, T3, d11, dr2, di3, do1, dog, dog, ds1, dsa, dss, k1, ko, k3}

Condiciones de contorno:

» En s=0:
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El extremo estd empotrado en un soporte que tiene un movimiento verti-
cal sinusoidal paramétrico. Tenemos entonces que en este extremo se super-
pone el triedro asociado a la seccién con el triedro movil de referencia cuyo
origen va ligado a este extremo empotrado. Esto se traduce en las siguientes
condiciones:

Estas son 12 condiciones de contorno.

s En s=1:

El extremo estd libre sin ninguna restriccién de movimiento y ninguna
fuerza aplicada. Esto se traduce en las siguientes condiciones:

F=F -di+F-d+tF-d=f-ea+f-et+fz-e3=0,
MZZM'@:Q

De estas dos igualdades se tiene:
fiLt) = f2(1,1) = fs(L,1) =0,
M (1,t) = My(1,t) = M3 (1,t) =0 .
Estas son 6 condiciones de contorno
En total son 18 condiciones de contorno.

De las 21 ecuaciones las 3 iltimas son dlgebraicas y permiten expresar
las curvaturas en funcién de los momentos (cuando no haya dependencia
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temporal) con lo cual el sistema se reduce a 18 ecuaciones diferenciales con
18 condiciones de contorno.

2.4. Desarrollo de ecuaciones para el caso es-
tatico

Las ecuaciones definitivas que se van a analizar con el programa son las que se
obtienen de eliminar la dependencia con el tiempo ’t’ de las cinco ecuaciones
vectoriales que hemos obtenido.

Eliminando la dependencia con el tiempo, la primera ecuacién queda de
la siguiente forma:

F'=0—¢c-cos(wg-t)k=Ak, (1)
__9 _A
5_w§~l ) e=-

Descomponemos el vector de fuerzas y lo derivamos:

E:ZE.%:Fl.ﬁ_i_FQ.@_’_FS.%’
F'=F -d+F-d+F-d+F-d+F-ds+ Fs-dj .

Teniendo en cuenta las ecuaciones (4):

d_isz'@_kZ'@a

tenemos que:
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F'=F-di+F-(ks-dy—ko-dg)+ Fy-do+ Fo- (k1 - ds — ks - dy) + F§ - ds+

A Fs-(ky-dy—ky-dy) = (Fl — Fy-ks+ Fy - ko) - dy + (Fy+ Fy - ks — Fy - ky) - dyt
—|—(Fé—F1]<72+F2]{71)%

Para obtener cada una de las ecuaciones escalares se multiplica la ecuacién
a ambos lados por cada vector del triedro respectivamente. Al multiplicar el
miembro de la derecha de la ecuacién por cada vector del triedro {d;, ds, d3}
se tiene:

Ackedy=A-dy,
Ak dy=A-doy,
AE%:Adgg

Las tres ecuaciones resultantes de multiplicar ambos miembros de la
ecuacién (1) por cada uno de los tres vectores {d, ds, d3} son:

FI/—FQ']{?3+F3']€2:A'd13:(5—€'COS(WO't))'d13 — F{:Fg'l{fg—Fg'l{?Q—f-
+(d —e-cos(wg-t))-ds ,

F2/+F1']€3—F3'k1:A'd23:(5—€'COS(WO't))'d23 — Féng'kjl—Fl'k’g—f-
+ (6 —e-cos(wp-t))-das ,

Fé—Fl'kQ—f-FQ'kl:A'd33:(5—€'COS(WO't))'d33 — Fé:Fl'k‘Q—Fg'k’l—f-
+ (6 —e-cos(wp-t))-dsz,

F/=Fy, ky—F3-ko+ (0 —e-cos(wg-t))-diz, (1a)
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FQ':Fg-kl—F1-k3+(5—5-cos(w0-t))-d23, (].b)

Fé:Fl'kQ—FQ'kl+(5—€'COS(WO't))'d33. (1C)

Eliminando la dependencia temporal en la segunda ecuaciéon tenemos:

M+Q -dxF=0, (2)
A, - 12
Q_ [1 7
I
R=2=2 (I, > L)
L

Descomponemos el vector de momentos y lo derivamos:

M =Y "M-di=M-dy+M-dy+ Ms-ds,

M/:ZM{.%_FZM,L..C[_;:M{.ﬁ_i_Mé.@_i_Mé.%_i_Ml.d_ll+M2.d_12+M3.d_g:M{.é_i_
+ My dy+ My ds+ My - (ks dy — ko - ds) + My (k1 ds — ks dy) + My - (ke dy — ki - do)
M,:(M{—Mg'kg—i-Mg'kQ)'ﬁ—F(Mé—{—Ml'k’g—Mg'kl)'@—F(Mé—Ml'k‘g—i—Mz'k‘l)'@.

Operamos con el producto vectorial:
dyx F=dyx (Fi-dy+ By dy+ Fyds) = Fiody— Fy o

Las tres ecuaciones escalares quedan:

M{—My-ks+ Mz -ko—Q-Fo =0 = M{ = My-ks—Ms3-ko+Q-Fy, (2a)

Mé‘i‘Mlkg—Mgkl‘i‘QFl:O > MéZMg'kl—Ml’]ﬂ;g—Q'Fl, (2b)
Mé—Ml'kJQ—FMQ'le:O:Mé:M1~k32—M2'k'1. (2C)

La tercera ecuacién queda de la misma forma porque no tiene dependencia
temporal:
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7 =ds . (3)

Descomponiendo en las tres ecuaciones escalares:

.I/l = d31 y (3&)
.13/2 = d32 N (3b)
xé = d33 . (3C)

La cuarta ecuaciéon tampoco tiene dependencia temporal y sigue siendo
la misma:

di =k xdi, (4)
k=Y ki-d; ,
dy=ky-dy—hy-dy, (1)
dy =Ky -dg — ks - du (4b)
d_g:kg'ﬁ—k’l'@. (4C)

La relacién entre los momentos y las curvaturas se obtiene de las ecua-
ciones que resultan de eliminar la dependencia temporal en las tres ecuaciones
escalares que corresponden a la quinta ecuacion:

M
k1:?17
M,
kQ_P'R’
2-(1+v)
ks = ———— - M5 .
TP (R+1)

Sustituyendo esta relacién en las ecuaciones (4):

d/11 d21 d31
dig p=hks- ¢ dop p—ky-S dzp p =
d,13 d23 d33
/ M2
d11:kS'd2l_k2'd31:F'M3'd21_P.R'd?,l 5 (4&1)
! M2
d12 = k‘g . d22 — k’g . d32 = F . M3 . d22 — . d32 , (4&2)

P-R
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M-
d/13 = ]Cg d23 — kQ . d33 = F M3 d23 — P 2R . d33 s (4&3)
d,21 d31 dll
d/22 = ]fl . dgg — kg . d12 —
d/23 d33 d13
r Ml
d21 = ]fl d31 kg dll = ? d31 —F- M3 dll y (4b1)
! Ml
d22 = k‘l d32 ]{?3 d12 = ? . d32 —F. M3 . d12 N (4b2)
! o Ml
d23 = k?l d33 ]{73 dlg = ? . d33 — F . M3 . dlg y (4b3>
ds, di do
dyg ¢ =ko-{ dia p—ki-q doo p =
dég d13 d23
M- M
dgl—k2'd11—]€1 dQI_P-QR'dH_?l dar (4C1)
M- M
dgz—k}Q'dlg—k’l dgg— P.2R'd12—?1'd22 5 (4C2)
M. M
dég—k2‘d13_k1 d23_P~2R.d13_?1 das (403)
donde:
P2 | p- 2-(4v) p_ b

p-wd-l?

Estas son las 18 ecuaciones con las 18 incégnitas que son:

{F17F2,F3,MlaMz,M3,1’1,552,373,d117d12,d137d217422>d237d31,d32,d33} .

Los pardmetros que tenemos son:

g: gravedad

wy : frecuencia de excitacién del movimiento vertical sinusoidal paramétri-
co
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longitud total del filamento

modulo de Young del material del filamento
densidad del material del filamento

médulo de Poisson del material del filamento

NS e

A partir de estos pardmetros se construyen las variables auxiliares, que
son las siguientes:

b - h g AP I

s=beh b= b= 6w§~l’Q Lot
E 2-(1+v)
P=——F— F=-—-2"7"
prwd-1?’ P-(R+1)

Las condiciones iniciales para resolver en AUTO son las siguientes:

Parametros

Los pardmetros van a permanecer constantes en todas las iteraciones que
hagamos para estudiar el cambio de estabilidad menos uno de ellos, llama-
do pardmetro principal de la continuacién, que es el que va a ir variando.
Los valores iniciales que van a tomar para introducirlos en AUTO son los
siguientes:

g =9.8m/s? wy=lrad/s, | = 55-10*m, E = 2.1.10"' N/m?, p = 7850K g/m* v = 0.3 .

La longitud del filamento y la frecuencia de excitacién se han tomado de
manera arbitraria, mientras que los valores de las propiedades del material
que se han tomado son los correspondientes al acero A-42.

Incognitas

Los valores iniciales para las 18 incdgnitas son las correspondientes a la
situacién de filamento recto y estdtico:

F, =0 s 1 =0 ) d21=0,
Fy, =0 s x9 =0 ) dyy =1,
CAgog-(s—1
Fszp J (S ) $3=f s dyz =0
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M, =0 , d, =1 d3; =0,
My =0 , dip =0 dsp =0,
M; =0 , diz=0 , dy=1 ,

La fuerza ’F3’ en cada punto de la linea media es igual al peso de la parte
del filamento que queda por encima de dicho punto; siendo esta fuerza cero en
el extremo superior por no haber peso por encima, y conforme nos movemos
por la linea media hacia el extremo empotrado, la fuerza va aumentando
porque cada vez es mayor el peso que hay por encima.

Las condiciones de contorno son las 18 que se explicaban en el desarrollo
de las ecuaciones:

s En s=0

Tenemos empotramiento.Son 12 condiciones:

x1 =20 , dip =1 ,  dyy =0 ; d3;1 =0

{232:0 s d12:0 s d22:1 s d32:0,

x3 =10 , dizg=0 dyg =0 dsz =1,
s En s=1

Tenemos el extremo libre.Son 6 condiciones:

J1=0 = Fi-dy+Fy-dy+ F3-d3 =0,

f2:0 et Fl-d12+F2'd22+F3'd32:07

J3=0 = Fi-diz+Fy-dy+F3-ds3s=0,

my =0 = M;-dy+ My-doy+ Msz-ds3; =0,

m2:0 — Ml'd12+M2'd22+M3'd32:05
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mg =0 = M- diz+ My-dyz+ Mz-dszz=0.

Entonces para resolver el problema se introducen en AUTO las ecua-
ciones, las condiciones iniciales y las condiciones de contorno.



Capitulo 3

Continuacion numeérica de las
ecuaciones del modelo

El objetivo de este capitulo es obtener mediante el programa de continuacion
numérica AUTO2000, las curvas que representan todos los equilibrios del
sistema segin vayan variando el pardmetro establecido en cada caso.

3.1. Fundamento de la continuaciéon numeéri-

ca

Las ideas bésicas sobre continuacién fueron formuladas en los anos sesen-
ta por Haselgrove, Klopfenstein, Deist y Sefor. A finales de esa década y
principios de la siguiente, estas técnicas fueron introducidas en aplicaciones
cientificas y de ingenierfa. Hoy dia, su utilizacién estd ampliamente extendi-
da, existiendo incluso software especializado como AUTO o MATCONT.

Se considera el siguiente sistema continuo:

r = f(z,p), (1)

donde z € R", p € R y f es una funcién continuamente derivable de (z, p).
El anilisis de bifurcacién del sistema (1) no es més que la reconstruccién de su
diagrama de bifurcacién en funcién del pardmetro p, en particular, el estudio

31
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de la dependencia de los equilibrios con el pardmetro, y la localizacién de los
puntos de bifurcacion.
Los puntos de equilibrio de (1) satisfacen:

f(z,p) =0, (2)

esto es, un sistema no-lineal de n ecuaciones escalares dependiente de n
variables y un pardmetro. En general, las ecuaciones (2) definen una curva
M en R™*!. Computando esa curva de equilibrios se obtiene la dependencia
de los equilibrios de (1) con respecto al pardmetro 'p’.

El problema de computar la curva M es un problema de continuacién
finito-dimensional, lo cual significa encontrar una curva en R™*! definida por
n ecuaciones del tipo

F(y)=0, F:R"" —=R" (3)

donde y=[z1, 7y, ..., 74, ..., 7,,, p]*. Supongamos que se tiene un punto y)
€ R™™!, para un cierto j entero no negativo, que verifica las siguientes condi-
ciones:

» C.1 Pertenencia a la curva, esto es, satisface F|( yU)) = 0,

= C.2 No degeneracién = rango(F,( y))) = n.

El simbolo F), usado en C.2 denota el jacobiano, nz(n+1), de F. En estas
condiciones, el Teorema de la Funcion Implicita garantiza la existencia, en
un entorno del punto y), de una tinica curva solucién del sistema (3), que
pasa por dicho punto. La continuacién numérica no es més que la obtencién
del siguiente punto sobre la curva yU+Y), partiendo de los datos conocidos en
yY). De esta forma, se genera la curva M con la exactitud deseada.

El método de continuacion se puede dividir en tres pasos principalmente:
(1) eleccién del paso de continuacién, k), (2) prediccién del nuevo punto,
7YY tomando un vector tangente a la curva, y (3) correccién mediante el
método de Newton-Raphson. Como se puede observar, este método tiene la
tipica estructura predictor-corrector. El primer punto y(© debe ser conocido
y normalmente se corresponde con un equilibrio z(®) y pardmetro p(® ficiles
de obtener, por ejemplo, la solucién trivial del sistema. A continuacién se
van a estudiar cada una de las tres etapas descritas anteriormente con mas
detalle.
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Eleccién del paso de continuacién

Existen varias posibilidades en cuanto a la eleccién del paso de contin-
uacion en cada iteracién del algoritmo. Lo m4s fécil serfa fijar a priori un paso
h(® vy mantenerlo constante a lo largo de todo el proceso, es decir, hU) =
R, j =1,2,3, ... Sin embargo, es més acertado permitir que el paso sea
variable, determindndose su magnitud en funcién de la velocidad de conver-
gencia del método de Newton que se usa en el corrector. De esta forma, una
convergencia lenta anima a reducir el paso, mientras que si ésta es buena se
aumentaria.

Predictor

En esta fase del algoritmo se calcula el punto gUtY) a partir del punto
conocido %) y del vector v\, que debe ser tangente a la curva en dicho
punto y cumplir ||v)|| = 1. De esta forma se tiene

guth = y0) 4 g0 . U, (4)

cominmente llamada prediccion de tangente. Para calcular el vector tan-
gente v/, se va a suponer que la curva estd parametrizada en la forma, y(s),
donde s es el parametro. Ademds, se sabe que la funcién F(y) definida en
(3) se anula sobre la curva, F(y(s)). Derivando esta tltima expresién con

respecto al pardmetro, que se denota por (), se tiene que F,(y(s))y(s) = 0,

donde y(s) es el vector tangente a la curva en y(s). Si se elige sU) tal que
y(s9)) =y, se puede escribir

Fy(y(j))v(j) =0, (5)

que es equivalente a un sistema de n ecuaciones con (n+1) incégnitas.

De alguna forma, es necesario imponer el sentido en el que se estd realizando

la continuacién, ya que de otra forma, el proceso podria avanzar y retroceder

indistintamente por la curva. Para ello, y conociendo el vector tangente en
el paso anterior, se impone la siguiente condicion

(WINT .0 = 0 < 1, (6)

que garantiza que las dos tangentes apuntan en el mismo sentido de la
curva. Anadiendo esta condicién al sistema de n ecuaciones, definido por
(5), se tiene un sistema cerrado que proporciona el vector tangente v0). Este
sistema tiene solucién siempre que se cumpla la condicién C.2 y el paso de
continuaciéon no sea demasiado grande, provocando la no convergencia del
método. Para finalizar es conveniente normalizar el vector v,
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Corrector

Una vez obtenida la prediccién, U+, se corrige mediante el método de
Newton-Raphson, obteniéndose yU+1).

El método de Newton-Raphson para la resolucion de sistemas algebraicos
no-lineales del tipo G(z) = 0, consiste en, a partir de una primera aproxi-
macién 29, obtener la sucesién 20, (), 2 tal que el término (k+1) se
obtiene del (k)-ésimo resolviendo el sistema linelizado alrededor de z*),

G(EM) + G0 - 2) =0, (7)
donde G, denota el jacobiano del vector. En nuestro caso, el problema
a resolver viene dado por (3) con la aproximacién, gUtY, calculada medi-

ante el predictor. El problema es que este sistema tiene mds incégnitas que
ecuaciones. Por lo tanto, es necesario anadir una ecuacién al sistema (3). La
condicién de pseudo longitud de arco es la eleccién mas comtin, siendo utiliza-
da por ejemplo, tanto en AUTO2000, como en MATCONT. Esta condicién
se expresa matematicamente como

gD () = (y —yW)T .0l — B = . (8)

La interpretacion geométrica de esta regla consiste en que la longitud del
paso de continuacién, h¥), se toma igual a la proyeccién ortogonal del vector
(y — y)) sobre v¥). Dicho esto, el sistema de ecuaciones a resolver mediante
el método de Newton-Raphson, anteriormente descrito, es

o] =1o] ®)

a partir de la semilla gU+b.

Por otro lado, en las bifurcaciones de las ramas (varias soluciones sobre
el mismo punto, y puntos donde en general falla el teorema de la funcién im-
plicita) la continuacién puede hacerse en varias direcciones. Es necesario por
tanto, anadir algunas condiciones adicionales para realizar la continuacién.

3.2. Funcionamiento de AUT0O2000

AUTO2000 es el software de continuacién numérica que manejaremos en el
presente proyecto. En este apartado explicaremos bésicamente los ficheros
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que hay que introducirle a AUTO para su funcionamiento, las érdenes nece-
sarias para que funcione y los ficheros que genera después de la continuacion.
Posteriormente,en los apartados sucesivos, iremos particularizando todo ello
para nuestro proyecto.

El funcionamiento de auto se basa en dos tipos de archivo:

Fichero xxx.c: Contiene varias subrutinas en C, en las que se introducen
las ecuaciones diferenciales del movimiento, asi como las condiciones iniciales
tales como un punto de equilibrio, las condiciones de contorno, etc...

Fichero c.xxx: En él se refleja la dimensién del sistema, los pardmetros
a continuar, las tolerancias admisibles, el nimero de iteraciones, etc...

Las letras xxx’ son una notacién genérica que se refieren a cualquier
nombre que le queramos dar al fichero en particular.

Vamos a mostrar un ejemplo de cada uno de estos ficheros y daremos
unas nociones bdsicas de los pardmetros que hay que introducirles.

Para empezar, mostraremos un fichero tipo xxx.c a modo de ejemplo y
veremos como funciona.

Supongamos que tenemos el siguiente sistema :

Uy = Uz,

! Uul
Ug = —P1-€

con las condiciones de contorno

uy (0) =0,uy(1) =0.

El contenido del fichero xxx.c para el problema planteado es el que se
muestra a continuacién:

#include "auto f2c.h”

/* */
/* exp : A boundary value problem (Bratu’s equation) */
/* -*/
int func (integer ndim, const doublereal *u, const integer *icp,
const doublereal *par, integer ijac,

doublereal *f, doublereal *dfdu, doublereal *dfdp) {
doublereal e;

e = exp(u[0]);

fl0] = u[1];

f11] = -parl0] * e
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return 0;

¥

/* -/

/* */

int stpnt (integer ndim, doublereal t,

doublereal *u, doublereal *par) {

par[0] = 0.;

u[0] = (doublereal)0.;

u[l] = (doublereal)0.;

return 0;

¥

/* */

/* -/

int bend (integer ndim, const doublereal *par, const integer *icp,
integer nbc, const doublereal *u0, const doublereal *ul, integer ijac,
doublereal *fb, doublereal *dbc) {

fb[0] = u0[0];
fb[1] = ul[0];
return 0;

¥

/* */

/* */

int icnd (integer ndim, const doublereal *par, const integer *icp,
integer nint, const doublereal *u, const doublereal *uold,

const doublereal *udot, const doublereal *upold, integer ijac,
doublereal *fi, doublereal *dint) {

return 0;

}

/* -/
/* */
int fopt (integer ndim, const doublereal *u, const integer *icp,
const doublereal *par, integer ijac,

doublereal *fs, doublereal *dfdu, doublereal *dfdp) {

return 0;

¥

/* */
/* */
int pvls (integer ndim, const doublereal *u,

doublereal *par)

{

return 0;
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¥

/* -*/

/* - %/

En este fichero podemos distinguir seis funciones de las cuales las maés
importantes son las tres primeras; ya que son las que van a ser distintas para
cada problema concreto, mientras que las tres iltimas permanecen siempre
igual sea cual sea el problema. Tenemos:

func: Es la encargada de pasar a AUTO las ecuaciones diferenciales y de
definir las variables independientes y los pardmetros. En este ejemplo tenemos
un pardmetro p; que se define mediante el vector par[ | como par[0] y dos
variables independientes u; y us que se definen mediante el vector u[ | como
u[0] y u[1] respectivamente. Las ecuaciones diferenciales quedan definidas en
el vector f[ |.

stpnt: Es la funcién que AUTO emplea cuando se le indica que comience
la continuacion a partir de una solucién inicial. En este caso se inicializa el
pardmetro a cero y las dos variables también a cero; todo ello a través de los
vectores correspondientes que los definen.

bcend: Es la funcién donde se imponen las condiciones de contorno del
problema en cuestién. Se definen mediante el vector fb[ |. A la variable que
se le impone la condicién se le pone un niimero delante del corchete que hace
referencia al extremo donde se estd imponiendo dicha condicién.

Las funciones icnd, fopt y pvls se utilizan cuando se definen condiciones
de contorno, condiciones de integracién,etc... y aunque no contengan nada,
deben incluirse siempre en este fichero sin ninguna alteracién.

Este fichero, sélo es necesario modificarlo si se quiere partir de otra solu-
cién inicial, para lo cual tendriamos que variar inicamente la funcién stpnt.
En cualquier otro caso, al permanecer las ecuaciones diferenciales inalter-
ables, no serfa necesaria su modificacién.

Una vez mostrado un fichero tipo xxx.c, explicaremos el otro fichero
necesario para trabajar con AUTO, el c.xxx.

Este fichero serd el que dé a AUTO las condiciones en las que debe realizar
la continuacién de las ecuaciones definidas en xxx.c. A continuacién vemos
el ejemplo correspondiente al sistema de dos ecuaciones con dos condiciones
de contorno considerado anteriormente:

24 01 NDIM,IPS,IRS,ILP

10 NICP,(ICP(I),I=1 NICP)

54311320 NTST,NCOL,IAD,ISP,ISW.IPLT,NBC,NINT

50 0.04.00.0 50.0 NMX,RLO,RL1,A0,A1

5010 28530 NPR,MXBF IID ,ITMX,ITNW NWTN,JAC

1le-06 1e-06 0.0001 EPSL,EPSU,EPSS

0.01 0.001 1.0 1 DS,DSMIN,DSMAX,IADS
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0 NTHL,(/,1, THL(I)),I=1,NTHL)
0 NTHU,(/,1, THU(I)),I=1,NTHU)
1 NUZR,(/,1,PAR(I)),I=1,NUZR)
0 2.0

Pasemos a explicar los pardmetros mas importantes de este fichero:

NDIM indica la dimensién del sistema de ecuaciones. En nuestro ejemplo
tenemos dos ecuaciones en derivadas primeras.

IPS define el tipo de problema:

IPS=1 Soluciones estacionarias de ecuaciones diferenciales ordinarias con
deteccién de bifurcaciones de Hopf.

IPS=2 Para continuacién de soluciones periddicas.

IPS=4 Para problemas con condiciones de contorno.

IRS define la etiqueta de la solucién donde la continuacién comenzaré. Si
su valor es cero, como en este caso, el programa tomard como solucién inicial
la indicada en la funcién stpnt.

ILP tiene dos valores posibles:

ILP=0 No detecta los posibles pliegues de la continuacién.

ILP=1 Detecta los pliegues de la continuacién (puntos LP).

NICP indica el nimero de pardmetros que tiene nuestro sistema. En
realidad, el nimero de pardmetros estd definido en el archivo xxx.c con un
vector llamado par][ |, y en el NICP lo tnico que indicaremos es cudntos de
ellos queremos que aparezcan por pantalla al ejecutar AUTO.

ICP depende del valor que hallamos asignado a NICP. Deberemos indicar
qué pardmetros serdn los que aparecerdn en la continuacién y segtn el orden,
cuial serd el pardmetro de continuacién principal y cial el secundario. En el
ejemplo tenemos NICP=1 porque tenemos un sélo pardmetro y al vector ICP
le ponemos un cero porque queremos continuar dicho pardmetro que ocupa
la posicién cero en el vector de pardmetros par| | definido en el fichero xxx.c.

ISP es el pardametro que controla la deteccién de puntos de bifurcacién
(BP), puntos de bifurcacién de doble periodo (PD), etc.

ISP=1 Este valor detecta puntos de bifurcacién para soluciones que no
sean periddicas, y no detecta puntos de bifurcacién de doble periodo.

ISP=2 Este valor detecta todos los puntos especiales y es el que se emplea
cuando se trabaja con orbitas periédicas.

ISW indica el tipo el tipo de continuacién que se va a realizar. Los tres
valores que se emplean son:

ISW= 1 Se utiliza para continuar equilibrios con un solo pardmetro y
para trazar una Orbita periédica a partir de un punto de Hopf.

ISW= 2 Se utiliza para continuar puntos limite (PL) y puntos de Hopf
(HB), ya que al anadirse implicitamente una ecuacién en estos puntos, se nos
permite variar un segundo pardametro.
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ISW= -1 Se utiliza en ¢rbitas periddicas para continuar puntos de bifur-
cacién (BP) y puntos de bifurcacién de doble periodo (PD).

NMX indica el nimero méaximo de iteraciones que le vamos a permitir
a la continuacién.

RLO, RL1 indican el valor minimo y méximo, respectivamente, que
puede tomar el pardmetro de continuacién principal.

NPR Si su valor es inferior a NMX, entonces se mostrardn por pan-
talla los resultados cada NPR iteraciones. Si su valor es igual a NMX | s6lo
se mostrardn por pantalla los puntos especiales encontrados (dichos puntos
también aparecerdn en el caso anterior).

DS indica el tamano de paso normal entre dos puntos de la misma rama.
Ademss, un cambio de signo, provoca que la continuacién se realice en sentido
contrario.

DSMIN, DSMAX indican en valor absoluto los tamanos de paso mi-
nimo y maximo admisibles entre dos puntos de una misma rama.

Una vez introducidos los ficheros, nos situamos en el directorio donde
se encuentran y desde consola cargamos el programa escribiendo auto (en
mintsculas).

{3

| Sesién Editar Vista Preferencias Ayuda

[pfocl3@nating gregoZ]$ auto

Auzrd libApython2 , 2/FCHTL ey 17t Deprecat ionkarningy the FCHMTL module is deprecated: please use fontl
Deprecat ionkarning

Python 2,2,1 (#1, Sep 9 2002, 09:26:210

[GCC 3.2 {Mandrake Linux 9.0 3,2-1mdk3] on lirwx-i386

Type "copyright". "credits" or "licenze" for more informaticn,

(AUTOINteract iveClonzole

AUTO> B

Figura 3.1: Pantalla obtenida al cargar el programa auto

Dentro del programa, tenemos que cargar los ficheros xxx.c y c.xxx, que
se puede hacer de dos formas:

1. Cargando primero el fichero de ecuaciones y luego el fichero de cons-
tantes:

AUTO>1d (P xxx?)
AUTO>r (c="xxx’)

2. Cargando los dos ficheros a la vez:
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AUTO>r (e=’xxx’ ,c="xxX’)

Una vez ejecutadas estas 6rdenes, el programa nos devuelve tres ficheros
fort con las extensiones 7, 8 y 9:

fort.7 contiene los valores de los pardmetros de continuacién para cada
una de las iteraciones que nos permitirdn dibujar el diagrama de bifurcacion.

fort.8 contiene informaciéon més extensa de cada una de las érbitas eti-
quetadas.

fort.9 contiene mensajes de diagndstico, convergencia de las soluciones,
autovalores, etc...

Por medio de estos tres ficheros podremos representar graficamente la
continuacion.

3.3. Continuacion numeérica en los diferentes
parametros

El problema que vamos a resolver es el problema estdtico del cambio de
estabilidad que se produce en un filamento de unas dimensiones determinadas
que se encuentra en posicién vertical con el extremo inferior empotrado en
una base y el extremo superior libre cuando estando sometido tinicamente a
su propio peso se le hacen modificaciones en la geometria y en las propiedades
del material.

La situacién que tenemos inicialmente con los valores elegidos para las
constantes y pardmetros es la del filamento recto en la posicién vertical.
Esta es una solucién de equilibrio del sistema de la que se va a partir para
estudiar el efecto que produce la variaciéon de cada pardmetro por separado
en dicho equilibrio. A la variacién de un pardametro a partir de una solucién
de equilibrio es a lo que se llama hacer la continuaciéon de dicho pardametro.

Primero se va a comprobar que la solucién recta es solucién sustituyendo
los valores de las incégnitas para esta solucién en las ecuaciones y viendo que
se verifican:

En la solucién recta tenemos:
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:/OAsg<3_l>

=0 =0
fl 7f2 7f3 pASngz ;

M, =0, My =0 M =0,
331:0,2172:0,1‘3:§,
ki =0, ke =0,k3 =0,
din =1,d12 =0,d13 =0,
do1 = 0,d3 = 1,do3 =0,

d31207d32:0>d33:1 -

Sustituyendo en las ecuaciones:

fi=21 = 0=0, (1a)

fo=10 = 0=0 , (1b)
f':x"3—i—(5—5-cos(w0-t)):l-&:m— I o) = L =7
3 prAs-wi -2 wi -1 Wil Wil

(M7 - dyy + My - doy + My - dgy)+(My - dyy + My - dyy + My - diy))+Q-(dsa - f3 —dss - f2) =

=R- (d12 ' d13 - d13 ' d12) + (d22 ' d23 - d23 ' d22) —
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A, -2 A, iy,
— 0-1+0-0-0-0-+0-040-0+0-0+ (o 22209 <S ) _1.0) =

b

=2(0:0-0:-0)+(1-0-0-0) = 0=0, (2a)

(M} - drg + My - doy + M - dgo)+(M; - diy + My - dyy + My - dy)+Q-(ds - fo — day - f) =

=R- (dlg . dll — d11 . d13> + <d23 . d21 - d21 . d23) —

A, 12 p-As-g- (s—l)
— (0- 140-0)+(0-04+0-0+0-0 {1-0-0- =
(0-0+0-1+0-0)+( + + )+ T, ( VAT

b

=2(0:0-1:0)+(0-0-0-0) = 0=0, (2b)

(M7 - dyz + My - doz + M3 - dg3)+(My - dig + My - dog + M3 - dss)+Q-(dsy - fo — dza - f1) =
= R' (dll : d12 - d12 : dll) + <d21 : d22 - d22 : d21) -

A, 12 I,

= (0:040:040-1)+(0-0+0-0+0-0)+="—(0-0-0-0) = *(1-0-0-0) +
1 1
+(0-0-1-0) = 0=0, (2¢)
[L’llzd31:>020, (3&)

[L’l2:d32:>020, (3b)
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Ig:d:),g:l:l, (3(3)

dlll day daq 0 0 0
d/12 :kig' dao — ko - d32 — 0 =0- 1 —0- 0 —
EI R I R R L RRH REY
0
0
0

My -dyi+My-doy+Ms-dgy = P-R- (kl + - kl) “di+P- (k’z +7- k’z) “do1+

P-(R+1) : I
Ty (g ke )od 1400400 = — .22, .0)-
2 (11 ) (3+’}/ 3) 31 =— 0-140-0+0-0 PIE RN (04+~-0)1+
E (1+ R)
) .0)-0 : (0 0)-0 = 0=
+p-w§-12 (0+~-0) er-wg-lQ 2 (14 ) 0O+~-0)-0 0=0,

(5a)
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P-(R+1) A E L
ST ) (kg vy kg ) -dgp = 0-040-140-0 = — . 2.0 4 4. 0)0
2 (11 0) <3+’Y 3) 32 +0-1+ PR E [1( +7-0)-0+
E (1+R)
e .0)-1 : (0 0)-0 = 0=0
+p-w§-l2 (0+7-0) +p-w8-l2 2-(1+v) (0+7-0) ’

M -dy3+My-dys+Ms-dzg = P-R- (kl + - kl) ~di3+P- <k2 + - k2) -da3+

P-(R+1) ' E I

TR ko ) edaw —> 0-04-0-040-1= —— . 220 .0)-0

2 (1 +0) <3+7 3) 33 +0-0+ P e [1( +7-0)0+
E (1+R)

+p~w§-l2 (0+7-0) +p~w§‘l2 2-(1+v) (0+7-0) ’

(5¢)
Vemos que se cumplen todas las entidades.

Para hacer todos los cdlculos y continuaciones numéricas vamos a consi-
derar que el material del filamento es acero A-42.

Los valores iniciales de los pardmetros que se van a continuar son los
siguientes:

[=55-10"%m
p = 7850 Kg/m?

g=9.8m/s*
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E=21-10" N/m?

Los valores de los pardametros correspondientes al material del filamento
que se han tomado son los del acero A-42 y el valor del pardmetro correspon-
diente a la longitud del filamento se ha tomado de forma arbitraria.

La seccién del filamento que vamos a tomar es una rectangular de altura
4mm y base 2mm. El esquema de una seccién se representa a continuacion:

Figura 3.2: Esquema de una seccién

h es la altura y b es la base.
El 4rea de esta seccién que hemos tomadoes A =b-h=2-4=8-10"°

m2.

Los momentos de inercia de la seccién se calculan con las siguientes fér-
mulas:

3

I = =1.06-10""" m*

1= 06 - 10~ m?*,
b h

I = =2.66-10"" m*.

2T "

La férmula exacta para obtener el pardmetro critico a partir del cual el

filamento deja de estar recto es, segin las condiciones de contorno, la siguiente
[7]:

7.83-E -1
Q'l:l—27 (1)
con
qg=p-A-g,
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donde q es la carga por unidad de longitud que actia sobre el filamento,
[ es la longitud total del filamento, F es el médulo de Young, I es uno de los
momentos de inercia de la seccién, p es la densidad del material del filamento,
A es el drea de la seccién del filamento, y g es la gravedad.

De esta férmula se va a despejar el pardmetro con el que hagamos la
continuaciéon para obtener su valor critico de manera exacta y poder asf
comparar con el valor critico que da el programa. Ambos resultados deben
coincidir aproximadamente.

A continuacién se van a presentar los resultados obtenidos para la con-
tinuaciéon de cada uno de los pardmetros asi como las gréficas obtenidas.

3.3.1. Continuacién en longitud (1)

Empezamos ya a trabajar con auto y a continuacién se van a explicar
detenidamente los pasos para realizar la continuacién en el parametro 1:

En primer lugar nos creamos un fichero del tipo xxx.c al que vamos a lla-
mar estat(l).c ,donde tenemos definidas las ecuaciones, condiciones iniciales y
condiciones de contorno de nuestro problema. El contenido de éste se muestra
a continuacion:

#include "auto f2c.h”

#include "stdio.h”

/* */

/* */
int func (integer ndim, const doublereal *u, const integer *icp,
const doublereal *par, integer ijac,

doublereal *f, doublereal *dfdu, doublereal *dfdp) {
doublereal F1,F2,F3,M1,M2,M3 x1,x2,x3,d11,d12,d13,d21,d22,d23,d31,d32,d33;
doublereal g,w0,],E,ro,nu;

doublereal h,b;

doublereal pi,As,I1,12,delta,Q,R,Pk1,k2 k3;

F1 = u[0];
F2 = u[l];
F3 = u[2];
M1 = u[3];
M2 = u[4];
M3 = u[5];
x1 = u[6];

x2 = u[7;
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=(1.0/12.0)*h*h*h*b;
2=(1.0/12.0)*b*b*b*h;
delta=g/(w0*w0*1);
Q=As*I*1/11;
R=I12/11;
P=E/(ro*w0*w0*1*1);
//printf(" %f\n",R);
//Curvaturas en funcién de los momentos
k1=M1/P;
k2=M2/(P*R);
k3=2*(14nu)*M3/(P*(R+1));
0]=k3*F2-k2*F3+delta*d13;
=k1*F3-k3*F1+4delta*d23;
k2*F1-k1*F2+delta*d33;
—13FM2-k2* M3+ QFF2;
—K1*M3-k3*M1-Q*F1;
k2*M1-k1*M2;

|=
1]
2]=k
3]=
|=
|=k
|=d31;
|=
J=
=
0

4
5
6
7)=d32;
8|=d33;

9]=k3*d21-k2*d31;

ff
[
[
[
[
[
[
[
%
[10]=k3*d22-k2*32:

f
f
f
f
f
f
f
f
f
f
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1]=k3*d23-k2*d33;

2]=k1*d31-k3*d11;

3]=k1*d32-k3*d12;

4]=k1*d33-k3*d13;

5]=k2*d11-k1*d21;

6]=k2*d12- kl*d22,

f[17]=k2*d13-k1*d23;

return 0;

}

/* */
/* */
int stpnt (integer ndim, doublereal t,

doublereal *u, doublereal *par) {

doublereal delta;

// Initialize the equation parameters
par[0]=(doublereal)9.8;

1]=(doublereal)1.0

|= (doublereal)55 Oe—
|=(doublereal)2.1e11;
J=( )
I=

f1
f1
1
1
1
f1

doublereal)7850.0;
par[5]=(doublereal)0.3;
delta=par|0]/(par[1]*par[1]*par[2]);
/* Initialize the solution */

u[0] = (doublereal)0.;

u[l] = (doublereal)0.;

uf2] = (doublereal)delta*(t 1.0);
u[3] = (doublereal)0.;
u[4] = (doublereal)0.;
u[5] = (doublereal)0.;
u[6] = (doublereal)0.;
u[7] = (doublereal)0.;
u[8] = (doublereal)t;
u[9] = (doublereal)1.0;
u[10] = (doublereal)0.;
u[11] = (doublereal)0.;
u[12] = (doublereal)0.;
u[13] = (doublereal)1.0;
u[14] = (doublereal)0.;
u[15] = (doublereal)0.;
u[16] = (doublereal)0.;
u[17] = (doublereal)1.0

’
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return 0;
}
/* The following subroutines are not used here, */
/* but they must be supplied as dummy routines */
/* */
/* */
int bend (integer ndim, const doublereal *par, const integer *icp,
integer nbc, const doublereal *u0, const doublereal *ul, integer ijac,
doublereal *fb, doublereal *dbc) {
doublereal
F10,F20,F30,M10,M20,M30,x10,x20,x30,d110,d120,d130,d210,d220,d230,d310,d320,d330;
doublereal
F1,F2,F3,M1,M2,M3.x1,x2,x3,d11,d12,d13,d21,d22,d23,d31,d32,d33;
/*variables en s=0*/
F10 = u0[0];
F20 = u0[1];
F30 = u0[2];
M10 = u0[3[;
M20 = u0[4];
M30 = u0[5];
x10 = u0[6];
x20 = u0[7];
x30 = u0[8];
110 = w09
d120 = u0|
d130 = u0[
d210 = u0|
d220 = u0|
[
[
[
[

d230 = u0
d310 = u0
d320 = u0
d330 = u0
fb[0]=x10;
fb[1]=x20;
fb[2]=x30;
fb[3]=d110-1.0;
fh[4]=d120;
fb[5]=d130;
fb[6] =d210;
fb[7]=d220-1.0;
fb[8]=d230;

1
1
1
1
1
1
1
1
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fb[9]=d310;
fb[10]=d320;
fb[11]=d330-1.0;
/*variables en s=1*/
F1 = ul|0];
F2 = ul[l];
F3 = ul[2);
M1 = ul[3];
M2 = U‘l[ ]a
M3 = ul[5];
x1 = ul[6];
x2 = ul[7};
x3 = ul[8];
d11 = ul[9];
d12 = ul[10];
d13 = ul[11];
d21 = ul[12];
d22 = ul[13];
23 = ul[14];
d31 = ul[15);
d32 = ul[16];
d33 = ul[17];
fh[12]=F1*d11+F2*d21+F3*d31;
fb[13]=F1*d12+F2*d22+F3*d32;
fb[14]=F1*d13+F2*d23+F3*d33;
fb[15]=M1*d11+M2*d21+M3*d31;
fb[16]=M1*d12+M2*d224+M3*d32;
fb[17]=M1*d13+M2*d23+M3*d33;
return 0;
}
/* */
/* */

int icnd (integer ndim, const doublereal *par, const integer *icp,
integer nint, const doublereal *u, const doublereal *uold,

const doublereal *udot, const doublereal *upold, integer ijac,
doublereal *fi, doublereal *dint) {

return 0;

}

/* %/
/* -/

int fopt (integer ndim, const doublereal *u, const integer *icp,
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const doublereal *par, integer ijac,
doublereal *fs, doublereal *dfdu, doublereal *dfdp) {

return 0;

¥

/* */

/* */

int pvls (integer ndim, const doublereal *u,

doublereal *par) {

doublereal det;

extern doublereal getp();

det = getp("BIF", 1, u);

return 0;

¥

/* */

/* */

El contenido de este fichero tipo xxx.c se usard sin ningin cambio para
la continuacion de los demds pardmetros ya que tanto las ecuaciones como
las condiciones iniciales y de contorno van a seguir siendo las mismas.

A continuacién se crea el correspondiente fichero c.xxx que contiene los
parametros de la continuacion, que tiene que tener el mismo nombre:el c.estat-
1. Su contenido es:

18401 NDIM,IPS,IRS,ILP

12 NICP,(ICP(I),I=1 NICP)
5043210180 NTST,NCOL,IAD,ISP,ISW,IPLT,NBC,NINT
300 -5 100 -10.00 500000000000.0 NMX,RLO,RL1,A0,A1

110210530 NPR,MXBF IID ITMX,ITNW,NWTN,JA
le-8 1e-8 1e-6 EPSL,EPSU,EPSS

0.1 1e-05 0.1 1 DS,DSMIN,DSMAX IADS

0 NTHL,(/,I, THL(I)),J=1,NTHL)

0 NTHU,(/,, THU(I)),I=1,NTHU)

0 NUZR,(/,I,PAR(I)),I=1,NUZR)

Los pardmetros més relevantes de este fichero son:

IRS=0. Partimos del equilibrio dado en la funcién stpnt.
ISW=1. Continuamos un sélo pardmetro (en este caso 1).
NMX=300. Haremos un méximo de 300 iteraciones.
NPR=0. Sélo se mostraran etiquetas en los puntos especiales.

DSMAX=0.1. El paso médximo entre dos iteraciones no puede ser su-
perior a 0.1.
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Una vez creados los dos archivos ejecutaremos AUTO y veremos los resul-
tados obtenidos por pantalla. Para ello, nos situamos en el directorio donde
hemos creado los archivos y abrimos un terminal en la pestania "Herramientas’
del meni. Dentro de esta pantalla tecleamos lo siguiente:

auto
AUT0>1d(’estat-1’)
AUTO>r (c=’estat-1’)

Introducidas estas érdenes AUTO comienza a ejecutar la continuacién. La
salida por pantalla se muestra en la foto siguiente. Si en el archivo c.estat-1 le
hubieramos dado a NPR un valor superior a 0 pero inferior a 300, podriamos
ver cémo el programa coloca etiquetas en todos los puntos intermedios aparte
de los especiales. De esta forma se veria la evolucién de los pardmetros y
de las variables independientes. Sin embargo, no hace falta hacerlo de esta
manera porque AUTO es capaz de representar graficamente la solucién de la
continuacion, donde se ve el resultado més claramente. Ademas podemos ver
como AUTO nos etiqueta los puntos representados con unos determinados
nimeros que, como se verd posteriormente, nos serviran para hacer referencia
a dichos puntos.

1=k oj[x
Se5|on Editar Vista Preferencias Ayuda

[pfcl3@nating parametros(3)]$ auto

- |
duzrd libApythonZ . 2/FCHTL . pu: 7t Deprecationbarning: the FCHTL module iz deprecated: pleasze uze fontl
Deprecat ionkarning
Python 2,2,1 (#1, Sep 9 2002, 09:26:21)
- |
[~ |

[GEC 3.2 {(Mandrake Linux 9,0 3, 2 1mdk)] on linux-i386

Type "copyright". "credits" or "licensze" for more information,
(ﬂUTDInteractlueEDnsole)

AUTD> ldi'estatd-1'3
Furner conf igured
AUTO ric='estatd-1"}
Starting estatd-1 ...

BR PT T¥ LAE PAR(Z) L2-HORM MAK (L) MAK (2} MAK (3} MR () MAK (S MAK (G}
1 EF 1 5.500000E-01 1,044809E+01 0,000000E+00 0, 000000E+00  0,000000E+00 O, 000000E+00  0,000000E+00 0, 000000 +00
F7OBR 20 1,924821E+00 3 ,4e0355E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00 O, 000000E+00
93 BF 3 3,055464E+00  Z2,6004E3E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00 O, 000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00 O, 000000E+00
101 BF 4 3,706842E+00 2,379735E+00  0,000000E+00  O,000000E+00 0 000000E+00  0,000000E+00 0 000000E+00 0, 000000E+00
11 BF 5 5,131520E+00 2,132843E+00 O,000000E+00 0 ,000000E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00

=

7

2

124 EP 5,8842405E+00  2,063474E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00 0 000000E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00
130 EP 6,280432E+00 2 029707E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00 0 000000E+00  0,000000E+00 0 000000E+00 0, 000000E +00
142 EP 7LEIFZIEE+00  1,974801E+00 0, Q00000E+00 0, 000000E+00 O 000000E+00  0,000000E+00 0 000000E+00 0, 000000E+00
143 BP9 8,145874E+00  1,953404E+00  0,000000E+00  0,000000E+00 0 000000E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00
154 BP 10 8,574045E+00  1,941341F+00 0, Q00000E+00 O, 000000E+00 -1, 412791F-25  0,000000E+00 O Q00000E+00 0, 000000E +00
165 BP 11 9.574099E+00  1,91%005E+00 0, Q00000E+00 O, 000000E+00 -2, 249900E-32  0,000000E+00 O 000000E+00 0, 000000E+00
1/ ER 120 9,999999E+00  1,911404E+00  0,Q00000E+00 O ,000000E+00 -1,611408E-30  0,000000E+00 0 ,000000E+00 0, 000000 +00

e e e el e S S S e e

Total Time 6, 422E+01
estatd-1 ., done
Auto> i

Figura 3.3: Ejecucién de la continuacion en longitud
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Observando el resultado de las iteraciones, podemos ver que se han obtenido
unos puntos especiales que aparecen con el nombre de "BP’. Estos se deno-
minan puntos de bifurcacién y cada vez que aparece uno de ellos significa
que hay un cambio de estabilidad en el sistema. Entonces si el filamento
estd inicialmente recto, como hemos impuesto en las condiciones iniciales,
al aparecer el primer punto BP empieza a doblarse tanto mds cuanto mas
vayamos aumentando la longitud. Este pandeo inicial se va a producir segiin
el eje de menor inercia del filamento, que en nuestro caso es el e;, y pos-
teriormente cuando aparezca el segundo punto BP es cuando se producird
el pandeo segtin el eje de mayor inercia e;. Asf sucesivamente, el tercer BP
corresponderd otra vez al pandeo segun el eje ey y el cuarto BP al pandeo
segin el eje e;, pero estos dos nuevos pandeos se producen ya de una for-
ma diferente a los dos anteriores. Por tanto, tenemos que los BP impares
corresponden a distintos modos de pandeo segiin el eje respecto al cual el
filamento tiene la menor inercia e y los pares a distintos modos de pandeo
segtin el eje de mayor inercia e;.

Para guardar el resultado que hemos obtenido por pantalla utilizamos el
siguiente comando:

AUTO>sv(’ramal-1’)

En el espacio entre las comillas ponemos el nombre con el que queramos
guardar el resultado.

Al introducir este comando se generan tres ficheros en el directorio en el
que estamos trabajando:

b.ramal-1 : contiene los valores del pardmetro de continuacién para cada
una de las iteraciones, y nos permitird dibujar la solucion.

s.ramal-l : contiene informaciéon m&s extensa de cada una de las itera-
ciones etiquetadas.

d.ramal-l : contiene mensajes de diagndstico, convergencia de solu-
ciones, autovalores, etc.

Para representar graficamente la solucién recurrimos al comando plot o pl.
Si lo llamamos sin pasarle ningin argumento, representara lo que encuentre
en los ficheros fort7. fort8 y fort9. Sin embargo,si queremos que nos represente
la grafica correspondiente a unos determinados ficheros de solucién b.xxx,
s.xxx y d.xxx, entonces le tendremos que pasar como pardmetro el nombre
xxx’ que hayamos utilizado para guardar el resultado obtenido por pantalla.
Entonces para representar la grifica de 'ramal-1’ tendremos que escribir:

AUTO>pl (’ramal-1’)
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Nos sale un cuadro y pulsamos una pestana que pone bifurcacién para
obtener el llamado diagrama de bifurcacion. En este diagrama vamos a repre-
sentar la norma, que es un valor promedio de las variables independientes que
obtiene el programa y que se situa en la segunda columna después de la colum-
na de las etiquetas del resultado que nos ha dado auto, frente al pardmetro
de continuacién, que es la longitud y se halla en la primera columna después
de las etiquetas. Para ello, aparecen unas pestanas con una enumeracién de
0 a 7 para seleccionar en cada eje la columna que se desee, siendo el 0 el
valor referente a la primera columna después de las etiquetas y el 7 a la
dltima. En este diagrama es donde se ve el comportamiento del sistema en
las sucesivas iteraciones de la continuacién, mediante la representacion de los
puntos especiales como los 'BP’, y de lineas de la evoluciéon del sistema que
denominamos ramas.

Un vez que lo tenemos, lo guardamos en un fichero con el nombre ‘ramal-
I’. A continuacién se muestra:

3500000 -

3000000

2500000 -

2000000 -

norma

1500000

1000000 —

500000 -

04

-500000 T T T T T T

longitud

Figura 3.4: Rama 1 de la continuacién en longitud

Vemos que nos ha salido una linea horizontal que se corresponde con
la solucién de filamento recto porque no hay ninguna variacién frente al
pardmetro de continuacion 1. Esta linea es lo que llamamos la rama principal
de la continuacién, por lo cual la hemos guardado en el fichero con el nombre
de 'ramal-I’. En esta rama aparecen marcadas todas las etiquetas que el
programa ha creado, entre ellas la de los BP. Entonces lo que ocurre es
que en cada punto BP se produce una bifurcacién, apareciendo dos ramas
nuevas que representan el cambio de estabilidad y por las que el sistema va
a ir variando en sus variables. Por tanto, cuando aparece el primer BP el
filamento deja de estar recto pasando a doblarse y el sistema ya no sigue por
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la linea horizontal sino por alguna de las dos ramificaciones. La consecuencia
de esto es que en cada BP tenemos que volver a hacer continuacién para
obtener la nuevas ramas.

Ahora procedemos a hacer el cambio de rama. Lo tnico que hay que
modificar es el fichero de constantes (c.estat-1), que lo abrimos y hacemos los
siguientes cambios:

IRS=2. Para que comience a partir de la etiqueta 2, que es la que co-
rresponde al BP.

ISW=-1. Para que haga el cambio de rama.
NMX=1000. Aumentamos el nimero de iteraciones a 1000.
NPR=100. Para que coloque una etiqueta cada 100 iteraciones.

DSMAX=5000. Aumentamos el paso maximo hasta 5000 para dar mas
rapidez.

Posteriormente se guardan estos cambios pero en otro fichero con otro
nombre que va a ser ’c.estat.1-1’.

Para hacer la continuacién tenemos que decirle al programa que con el
mismo fichero de ecuaciones, que ya lo tenemos cargado de antes (cuando
hicimos 1d (’estat-1)), ejecute el fichero de constantes ’c.estat.1-1’ a partir de
la solucién 'ramal-1’. Esto lo hacemos con la siguiente orden:

AUTO>r(s=’ramal-1’,c=’estat.1-1’)

Este resultado lo guardamos con el nombre de 'rama2-1" de la misma
forma que antes:

sv(’rama2-1’)

Lo que nos sale por pantalla tras esta segunda ejecucién se muestra en
la siguiente foto:
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[FI=w = |[Ol[x

| Sesion Editar Vista Preferencias Ayuda

[pfciZEnating paranetroz(33]$ auto

AuzrdlibApythonZ ,2/FCHTL .py 7t Deprecat ionkarning: the FCHTL module iz deprecated: please use fontl
Deprecat ionkarning ¥

Python 2,2,1 (#1, Sep 9 2002, 09:26:21)

[GCC 3.2 iMandrake Linux 9,0 3,2-1ncdk}] on linux-i386

Type "copyright". "creditz" or "licenze" for more information,

(AUTOInteract iveConsole )

AUTD> 1di'estatd-1'}

Runner conf igured

AUTO ric='estatd-1"}

Starting estatd-1 ..,

BR PT TY LAE PARLZ) L2-HORM MAK (L) MAK 2 ) MAK (3} MAK () MAK S ) MAK (B}
1 1 EF 1 5.500000E-01 1,044809E+01 0,000000E+00  O,000000E+00  O,000000E+00  O,000000E+00 O, 000000E+00 0, 000000E+00
1 FEOBR 20 1,924821E+00  3,460300E+00  Q,000000E+00 O 000000E+Q0 0 000000E+Q0 O Q00000E+00 0 000QQ0E+Q0 0, Q00000E +00
1 93 BP 3 3,055464E+00  2,600403E+00  O,000000E+00 O, 000000E+00  0,000000E+00  0,000000E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00
1 101 BR 4 3.706B42E+00 2, F7YVEBE+00  0,000000E+00  0,000000E+00  O,000000E+00  0,000000E+00 O, 000000E+00 O, 000000E+00
1 116 BP 5 5,131580E+00 2,132848E+00 0, 000000E+00 0 000000E+00 O, 000000E+00 0, 000000E+00 O ,000000E+00 O, 000000E+00
1 124 BP 6 5.884245E+00 2 ,063474E+00 0 ,000000E+00  0,000000E+00  O,000000E+00  0,000000E+00 O, 000000E+00 0, 000000E+00
1 130 BP 7 6,3B0432E+00  2,029707E+00  0,000000E+00  0,000000E+00  O,000000E+00  0,000000E+00 O, 000000E+00 0, 000000E+00
1 142 BP 8 7.517316E+00  1,974801E+00 O 000000E+00 O, 000000E+00 O Q00000E+00 O, 000000E+00 O, 000000E+00 O, 000000E+00
1 149 BP9 8,145874E+00  1,953404E+00  0,000000E+00  0,000000E+00  O,000000E+00  0,000000E+00 O, 000000E+00 O, 000000E+00
1 154 BP 10 8.574045E+00  1,941341E+00 0 ,000000E+00  0,000000E+00 -1,412791E-25 0,000000E+00 O, 000000E+00 O, 000000E+00
1 165 BP 11 9.574099E+00  1,919006E+00 O 000000E+00 0, 000000E+00 -2,249900E-32  (,000000E+00 0 ,000000E+00 O, 000000E+00
1 170 EP 12 9,999999E+00  1,911404E+00  0,000000E+00  0,000000E+00 -1,611408E-30  O,000000E+00 O, 000000E+00 O, 000000E+00

Total Time 6 d23E+01
estatd-1 .., done
AUTO> vl 'ramal-1"3
Saving fort.? as b,ramal-1l .., dore
Saving fort.8 az s,ramal-1 .., done
Saving fort,9 asz d,ramal-1 .., done
AUTO ris='ramal-1',c='estatd-1,1"}
Starting estatd-1 ..,

BR PT TY LAE PARLZ) L2-HORM MAK (L) MAK 2 ) MAK (3} MAK () MAK IS ) MAK (6}
2 100 13 1,927242E+00  4,126145E+05  4,062170E-01 0, 000000E+00 -3,295635E-29  0,000000E+00 7 ,151188E+05 0, 000000E+00
2 200 14 1,936548E+00  9,126108E+05 3,926601E-01 0,000000E+00 1,051941F-223  0,000000E+00  1,585673E+06 O, 000000E+00
2 300 15 1,955195E+00  1,412576E+06  1,365785E+00 0, 000000E+00 -3,186183E-28 0,000000E+00  2,466058E+06 O, 000000E+00
2 4o0 16 1,984573E+00  1,912399E+06  1,817310E+00 0, 000000E+00 6,341340E-28 0,000000E+00  3,364210E+06 0, 000000E+00
2 Goo 17 2,030802E+00 2, 411E57E+06  2,237670E+00 O 000000E+00 2 ,881810E-27  Q,000000E+00 4 ,294178E+06 O, 000000E+00
2 B0 18 2,109235E+00 2,908332E+06  2,613238E+00  0,000000E+00 2,487265E-27  0,000000E+00  5,280152E+06 O, 000000E+00
2 a0 19 2,295271E+00  3,376923E+06  2,9052349E+00  0,000000E+00 5,318736E-01 0,000000E+00  6,445597E+06 0, 000000E+00
2 800 20 2,761861E+00  3,293709E+06  2,317031E+00 0, 000000E+00  1,335303E+00  0,000000E+00 7, 107546E+06  0,000000E+00
2 5800 21 3,175208E+00  2,340314E+06  2,592371E+00  0,000000E+00  1,531135E+00 0 000000E+00 7 ,006766E+06  O,000000E+00
2 1000 ER 22 3,634182E+00 2,556462E+06  2,351225E+00  0,000000E+00  1,569273E+00  0,000000E+00  6,749332E+06  O,000000E+00

Total Time 2,934E+02
estatd-1 .., done

AuTo> N

Figura 3.5: Resultado de la ejecucién del cambio de rama

Para ver lo que nos ha salido volvemos a utilizar pl:

pl(°rama2-1’)

La gréfica es la que sigue:



3.3. CONTINUACION NUMERICA DE PARAMETROS 57

3500000 -

3000000 -

2500000 +

2000000 -

norma

1500000

1000000

500000

04

-500000 T T T T T T

longitud

Figura 3.6: Rama 2 de la continuacién en longitud

Podemos ver que de las dos ramas sélo aparece dibujada la superior
porque la inferior es simétrica a la superior respecto a la rama principal.
Esta simetria se debe a que como la seccién es simétrica respecto a los dos
ejes principales de inercia, existe la misma posibilidad de pandeo en las dos
direcciones perpendiculares al eje de inercia en torno al cial se produce dicho
pandeo.

Si queremos representar las dos ramas en el mismo grafico podemos hacer
uso de una orden mediante la cual el contenido de un fichero se puede agre-
gar al contenido de otro fichero distinto quedando los dos enlazados en este
iltimo. Esta orden es la ap, y lo que vamos a hacer es unir el fichero 'rama2-1’
al 'ramal-I’ quedando todo enlazado en el 'ramal-l’. El comando se escribe
de la siguiente forma:

AUTO>ap(’rama2-1’,’ramal-1’)

Para ver como queda todo junto sélo tenemos que pasar al comando pl el
nombre del fichero que contiene todo, que es el 'ramal-1’:

AUTO>pl (’ramal-1’)

La gréfica es la que se muestra a continuacion:
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3500000

3000000 +

2500000 +

2000000 -

norma

1500000 - -~ tama2

1000000
rama 1
500000 -

04

-500000 T T T T T T

longitud

Figura 3.7: Ramas 1 y 2 de la continuacién en longitud

El valor critico de la longitud a partir del cial el filamento pandea ini-
cialmente es el correspondiente al primer BP de la continuacién, que es
l, = 1.924821m.

Calculando dicho valor con la férmula (1) de 3.3 tenemos:

[7.83-F -1 7.83-2.1-101-2.66 - 1012
ly = ——— = f/ 06154 = 1.922656m.
q .

Viendo los dos mimeros podemos ver la coincidencia aproximada.

El valor critico para el que se produce el pandeo segin el eje de mayor i-
nercia es el que corresponde al segundo BP, que es [, = 3.05546 . Calculandolo
con la férmula (1) de 3.3 tenemos:

83-F-1 83-2.1-101.1.06-10-11
lf:\3/—783q =§/783 006154 06- 1077 _ 5 14820m.

Igualmente podemos ver la aproximacién entre los dos nimeros.

Para las dos inercias tenemos que el resultado obtenido mediante con-
tinuacién numérica es algo mayor al obtenido con la férmula exacta porque
el método de continuaciéon va buscando el punto critico a base de ir in-
crementando el pardmetro de continuacién, con lo cual después del 1ltimo
incremento una vez que ha encontrado la inestabilidad, es dificil que el va-
lor del pardmetro coincida exactamente con el tedrico y lo normal es que lo
sobrepase una pequena cantidad.
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3.3.2. Continuacién en gravedad (g), densidad (p) y
mdédulo de Young (E)

Para demostrar la coherencia del resultado de AUTO con el que nos da la
férmula tedrica, vamos a realizar también la continuacién de los pardmetros
gravedad, densidad y médulo de Young para ver que el valor critico de estos
parametros coincide aproximadamente con el que obtenemos de despejar en
la férmula (1) de 3.3.

» Continuacién en gravedad (g)

Teniendo cargado el fichero de ecuaciones anterior, el ’estat-1’, creamos
un nuevo fichero de constantes para hacer la continuacién en gravedad. Le
vamos a llamar ’c.estat-g’ y sus pardmetros mas importantes son:

IRS=0. Partimos del equilibrio dado en la funcién stpnt.

ISW=1. Continuamos un sélo pardmetro (en este caso g).

NMX=1000. Haremos un maximo de 1000 iteraciones.

NPR=0. Sélo se mostrardn etiquetas en los puntos especiales.

DSMAX=5. El paso méximo entre dos iteraciones lo limitamos a 5.

Hacemos la continuacién tecleando lo siguiente:

auto
AUT0>1d(’estat-1’)
AUTO>r (c=’estat-g’)

Salvamos la solucién con el nombre de 'ramal-g’:

AUTO>sv(’ramal-g’)

Hacemos el cambio de rama a partir de esta primera solucién. Para e-
llo entramos en el archivo de constantes ’c.estat-g’ y hacemos los siguientes
cambios:

IRS=2. Para que comience a partir de la etiqueta 2, que es la que co-
rresponde al BP.

ISW=-1. Para que haga el cambio de rama.

NMX=2000. Aumentamos el nimero de iteraciones a 2000.

NPR=100. Para que coloque una etiqueta cada 100 iteraciones.
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DSMAX=50. Aumentamos el paso méximo hasta 50 para dar mds rapi-
dez.

Guardamos estos cambios con el nombre de ’c.estat-g.1’ y hacemos el
cambio de rama tecleando:

AUTO>r(s=’ramal-g’,c=’estat-g.1’)

Guardamos el resultado con el nombre de 'rama2-g’:

sv(’rama2-g’)

Los resultados obtenidos por pantalla de ambas ejecuciones se muestran
a continuacion:
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e
Se5|on Editar Vista Preferencias Ayuda

[pfodZEnat ing paranetroz{32]$ auto

- |

Auzrdlibdpythonz2 ,2/FCHTL .pyi 7t Deprecationkarning: the FCHTL module iz deprecated: plesse use fontl

Deprecat ionkarning

Python 2,2,1 (#1, Sep 9 2002, 09:26:21;

[GCC 3.2 (Mandrake Linws 9.0 3, 2 1mdk)] on linux-i386

Tupe "copyright". "credits" or "licen=ze" for more information,
=
[~ |

(HUTDInteractlueEDnsole)
AUTO> 1di'estatd-1'}
Furner conf igured

AJTO> ric='estatd-g'})
Starting estatd-1 ..,

BR PT TY LAE PARLO) L2-HORM MAK L) MAK(2) MAK 3D MR () MAK (5} MAK (G}
1 1 EF 1 9.800000E+00  1,044300E+01 OQ,000000E+00  0,000000E+00 0 ,000000E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00 0, Q00000 +00
1 123 BP 2 4,2005282E+02 4,409505E+02  O,000000E+00  0,000000E+00 O 000000E+00 0 000000E+00 O, 000000E+00 0, 000000E+00
1 489 BP 3 1,680223E+03 1,7e37EEE+03  O0,000000E+00  0,000000E+00 O 000000E+00 0 000000E+00 O, 000000E+00 O, 000000E+00
1 G582 EP 4 ZL000973E+0Z  2,100478E+0Z  0,000000E+00  0,000000E+00  0,000000E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000 +00

Total Time 8,271E+01
estatd-1 .., done
AJTO: =w!'ramal-g')
Saving fort,? as b,ramal-g .., done
Saving fort.2 a=s =.,ramal-g ... done
Saving fort.,? a= d,ramal-g ... done
AUTO> ris='ramal-g'.c='estatd-g, 1"}
Starting estatd-1 ..,

BR PT TY LHB PAR{OY L2-MORM MAK(1) MAK ) MAKIZ) MAK ) MAK (&) MAK G
2100 4,200582E+02  4,667E77E+03 5.611710E-02  0,000000E+00 -5,490536E-45 0, 000000E+00  8,047975E+03 O, 000000E+00
200 4,200582E+02  9,656574E+03  1,165025E-01  0,000000E+00  6,942376E-33 0, 000000E+00  1,670823E+04 O, 000000E+00

400 4,200582E+02  1,965145E+04 2, 372787E-01  0,000000E+00 -7 583351E-34 0, 000000E+00 3 ,402874E+04 O, 000000E+00

2 6

2 300 7 4,200882E+02  1,4EG314E+04  1,7E8909E-01 O QOO000E+00 7 B1B0FIE-Z3 0,000000E+00  2,536848E+04 0, 000000E+00
2 2

2 500 9 4,200582E+02  2,465045E+04  2,976647E-O1 O, 000000E+00 -6,475942E-33  0,000000E+00 4, 268900E+04 0, 000000E+00
2 /00 10 4,200582E+02  2,964973E+04  3,520534E-01 0,000000E+00  1,280744E-32  0,000000E+00 5, 134925E+04 (0, 000000E+00
2 70 11 4,200582E+02  3,464931E+04  4,184385E-01 0,000000E+00 -1,475745E-32  0,000000E+00 6 ,000951E+04 (O, 000000E+00
2800 12 4,200582E+02  3,964896E+04  4,788276E-01  0,000000E+00  6,906873E-32  0,000000E+00  6,566976E+04 0, 000000E+00
2 900 13 4,200583E+02  4,464868E+04 5,392131E-01 O,000000E+00  4,114272E-32  0,000000E+00 7, 733002E+04 0 000000E+00
2 1000 EP 14 4, 200583E+02 4,964340E+04 5,995957E-01 O,000000E+00 -3,579828E-32  0,000000E+00 8 .599027E+04 0 ,000000E+00

Total Time 1.416E+02
estatd-1 .., done
AJTO: =wl'rama2-g')
Saving fort.7 a= b,ramaZ-g ... done
Saving fort,B as =,.rama2-g ... done
Saving fort.? a= d,ramaZ-g ... done
auTo: il

Figura 3.8: Ejecucién de la continuacion en gravedad
Ahora pasamos a comparar los resultados de auto con los tedricos que
nos da la férmula.
Resultado del programa correspondiente a la direccién de menor inercia

(primer BP):

» = 420.058m /s*

Resultado de la férmula segin la direccién de menor inercia:

_ 783-E-I 7.83-2.1-10"-2.66-107'2
T A (55-10-2)% - 7850 - 8 - 106

= 418.615m /s

Resultado del programa correspondiente a la direccién de mayor inercia
(segundo BP):



62CAPITULO 3. CONTINUACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES

g, = 1680.233m/s>.

Resultado de la férmula segin la direccién de mayor inercia:

_783-E-T  7.83-2.1-10"-1.06-10""
TR, A (55-10-2) . 7850 - 8 - 106

= 1668.165m/s>.

Para las dos inercias comprobamos que los resultados obtenidos de las
dos formas son aproximadamente iguales y que el resultado obtenido medi-
ante continuacién numérica es algo mayor al obtenido con la férmula exacta
debido al motivo explicado en la continuacién anterior de que la continu-
acién numérica se realiza mediante incrementos del pardmetro y el iltimo
incremento hasta encontrar la inestabilidad hace que el valor del pardmetro
sobrepase un poco el valor exacto.

» Continuacién en densidad (p)

Creamos un nuevo fichero de constantes para hacer la continuaciéon en
densidad. Le vamos a llamar ’c.estat-ro’ y sus pardmetros mas importantes
son:

IRS=0. Partimos del equilibrio dado en la funcién stpnt.

ISW=1. Continuamos un sélo pardmetro (en este caso p).

NMX=1000. Haremos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=0. Sélo se mostraran etiquetas en los puntos especiales.

DSMAX=500. El paso méaximo entre dos iteraciones no puede ser su-
perior a 500.
Hacemos la continuacién tecleando lo siguiente:
auto
AUTO>1d(’estat-17)
AUTO>r (c=’estat-ro’)

Salvamos la solucién con el nombre de 'ramal-ro’:

AUTO>sv(’ramal-ro’)



3.3. CONTINUACION NUMERICA DE PARAMETROS 63

Hacemos el cambio de rama. Entramos en el archivo de constantes ’c.estat-
ro’ y hacemos los siguientes cambios:

IRS=2. Para que comience a partir de la etiqueta 2, que es la que co-
rresponde al BP.

ISW=-1. Para que haga el cambio de rama.

NMX=1000. Aumentamos el nimero de iteraciones a 1000.

NPR=100. Para que coloque una etiqueta cada 100 iteraciones.

DSMAX=5000. Aumentamos el paso méximo hasta 5000 para dar mas
rapidez.

Guardamos estos cambios con el nombre de ’c.estat-ro.1’ y hacemos el
cambio de rama tecleando:

AUTO>r (s=’ramal-ro’,c=’estat-ro.1’)

Guardamos el resultado con el nombre de 'rama2-ro’:

sv(’rama2-ro’)

Los resultados obtenidos por pantalla de ambas ejecuciones se muestran
a continuacién:
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= .
Se5|on Editar Vista Preferencias Ayuda

[pfoclZ@mating parametros{33]% auto

fusr/libdpythonz ,2/FCHTL .py:7 s Deprecationkarning: the FCMTL module is deprecated: pleasse use fontl
Deprecat ionkarning

Python 2,2,1 ¢#1, Sep 9 2002, 09:26:21

[GCC 3,2 {Mandrake Linux 9,0 3,2- 1mdk)] on linux-i386

Type "copyright". "creditz" or "license" for more information,

(HUTDInteractlueEDnSDle)

AUTO: 1d{'estatd-1"}

Runner conf igured

AUTDS ric="estatd-ro'

Starting estatd-1 ..

ER PT TV LAE PAR (4 L2-HORM MAK LY MAK {2 MAK L3 MAK 4y MAK S MAK G
1 EF 1 7.850000E+03  1,044809E+01 0,000000E+00 0 ,000000E+00  O,000000E+00 O, 000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00
1 84 BF 2 3.364752E+05  1,044809E+01  OQ,000000E+00  Q,000000E+00  0,000000E+00  0L000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00
1 286 BP 3 1.345901E+06  1,04430%E+01 O,000000E+00 O, 000000E+00  0,000000E+00 O ,000000E+00 0 000000E+00 O, 000000E+00
1 498 BR 4 2.403224E+06  1,04430%E+01 0, 000000E+00 O, 000000E+00 0, 000000E+00 O, 000000E+00 0 000000E+00 O, 000000 +00
1 800 EP 5 2,413224E+06  1,044805E+01 O 000000E+00 O, 000000E+00 0, 000000E+00 O, 000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000 +00

Total Time 7 124E+01

estatd-1 .., done

AUTO svi'ramal-ro'}

Saving fort.? a= b,ramal-ro ..., done
Saving fort.8 a= =s,ramal-ro ..., done
Saving fort,9 a=s d, ramal TO L, . done
AUTO ris='ramal-ro'.c='estatd-ro,1'}
Starting estatd-1 ..

ER FT T¥ LAE PAR (4} L2-HORM MAK (L) MAK 2} MAK (3D MAK () MAK (S} MAK G}
2 2P B Z2.Z647R2E+05 1,045029E+01  2,650475E-05  0,000000E+00 -1,7436265E-44 (0 000000E+00 2 ,801049E-01 0, 000000E+00
2 100 7 3,538307E+05  4,.097619E+05  5,011212E+00  0,000000E+00  3,768116E-26  OL000000E+00 7, 157613E+05 O ,000000E+00
2 200 8 5.560756E+05  2,104596E+05  1,197368E+01  0,000000E+00  1,952203E+00 O, 000000E+00  1,539004E+06 O, 000000E+00
2 300 9 1.016360E+06  6.490714E+05  1,419828E+01 0 ,000000E+00  6,839002E+00 O, 000000E+00  1,405372E+06 O, 000000E+00
2 400 10 1.493454E+06  5,130832E+05  1,494733E+01 0, 000000E+00  2,730773E+00  0,000000E+00  1,219249E+06 O, 000000E+00
2 B0 11 1,983870E+06  4,240449E+05 1 530EE7E+01  0,000000E+00  9,910443E+00  0,000000E+00  1,082323E+06 0, 000000E+00
2 w00 12 2,479423E+06  3,630991E+05 1,564435E+01 O, 000000E+00  1,066391E+01 O,000000E+00  9.811564E+05 O, 000000E+00
2 70 13 2,977104E+06  3,189773E+05  1,584028E+01 O, 000000E+00  1,121896E+01  O,000000E+00 9 ,034736E+05 O, 000000E+00
2 800 14 3.475776E+06  2,855246E+05  1,600168E+01  O,000000E+00  1,165119E+01 O,000000E+00  3,416631E+05 O, 000000E+00
2 900 15 3,974957E+06  2,592275E+05  1,612455E+01 O, 000000E+00  1,200126E+01  O,000000E+00 7 ,910456E+05 O, 000000E+00
21000 EP 16 4,474423E+06  2,379999E+05  1,622424E+01 0 000000E+00  1,229289E+01 (0 000000E+00 7 ABEZZ0E+05  0,000000E+00

Total Time 3,174E+02
estatd-1 .., done
AUTO svi'rama2-ro'}
Saving fort.? as b,ramaZ-ro ... done
Saving fort.8 a=z =.,ramaZ-ro ... done
Saving fort,9 as d,ramaZ-ro .., done
auTo: il

Figura 3.9: Ejecucién de la continuacion en densidad

Comparamos los resultados de auto con los de la férmula.
Resultado del programa para la direccién de menor inercia (primer 'BP’):
pp = 3.364752 - 10° K g /m?

Resultado de la férmula para la menor inercia:

_783-E-T  7.83-2.1-10"-2.66-107"2
PPTTBE ALy T (55-10-2)*.8-10-6.9.8

=3.353193 - 10° K g/m?

Resultado del programa para la direccién de mayor inercia (segundo
'BP?):
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pp = 13.459 - 10° K g/m?.
Resultado de la férmula segiin la mayor inercia:

_783-E-T  7.83-2.1-10"-1.06-10"!
PP ALy (55-10-2)*.8-10-6-9.8

=13.362 - 10°K g/m?®.

Al igual que en la continuacién de los pardmetros anteriores compro-
bamos que los resultados obtenidos de las dos formas son aproximadamente
iguales para las dos inercias y que el resultado obtenido mediante contin-
uacién numérica es algo mayor al obtenido con la férmula exacta.

» Continuacién en médulo de Young (E)

Creamos un nuevo fichero de constantes para hacer la continuacién en
modulo de Young. Le vamos a llamar ’c.estat-E’ y sus pardmetros mas im-
portantes son:

IRS=0. Partimos del equilibrio dado en la funcién stpnt.

ISW=1. Continuamos un sélo pardmetro (en este caso E).

NMX=500. Haremos un méaximo de 500 iteraciones.

NPR=0. Sélo se mostraran etiquetas en los puntos especiales.

DSMAX=0.5€e9. El paso médximo entre dos iteraciones no puede ser
superior a 0.5e9.

DS=- 0.1. Le damos un valor negativo al paso inicial para que la con-
tinuacion la haga disminuyendo el pardmetro de continuacién, es decir de-
creciendo E a partir de su valor inicial.

Hacemos la continuacién tecleando lo siguiente:
auto
AUTO>1d(’estat-17)
AUTO>r (c=’estat-E’)

Salvamos la solucién con el nombre de 'ramal-E’:

AUTO>sv(’ramal-E’)
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Hacemos el cambio de rama. Entramos en el archivo de constantes ’c.estat-
E’ y hacemos los siguientes cambios:

IRS=2. Para que comience a partir de la etiqueta 2, que es la que co-
rresponde al BP.

ISW=-1. Para que haga el cambio de rama.

NMX=400. Aumentamos el nmimero de iteraciones a 400.

NPR=100. Para que coloque una etiqueta cada 100 iteraciones.

DSMAX=1e9. Aumentamos el paso mdximo hasta 1e9 para dar més
rapidez.

Guardamos estos cambios con el nombre de ’c.estat-E.1’ y hacemos el
cambio de rama tecleando:

AUTO>r (s=’ramal-E’,c=’estat-E.1’%)

Guardamos el resultado con el nombre de 'rama2-E’:

sv(’rama2-E’)

Los resultados obtenidos por pantalla de ambas ejecuciones se muestran
a continuacion:
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Auzrd libdpython2 , 2/FCHTL .pyi7 ¢ Deprecationkarning: the FCHMTL module is deprecated: please use fontl
Deprecat ionkarning »

Python 2,2,1 (#1, Sep 9 2002, 09:26:21)

[GCC 3.2 {Mandrake Linux 9,0 3,2-1ncdk}] on linux-i386

Type "copyright". "creditz" or "licenze" for more information,

{AUTOInteractiveConsole:

AUTO> 1di'estatd-1'3)

Funner conf igured

AUTO> ric='estatd-E'}

Starting estatd-1 ..,

BR PT T¥ LAE PAR{E) L2-HORM MAK (1) MAK(2) MAKE) MAK (4 MAK(S) MAK G}
1 1 EF 1 Z,100000E+11  1,044805E+01 0,000000E+00  Q,000000E+00  0,000000E+00  0,000000E+00  Q,000000E+00 0, 000000E+00
1 445 BP 2 4.861161E+09 1,040207E+01 O,000000E+00  O,000000E+00 O, 000000E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00
1 453 BP 3 1,2248330E+09 1,044305E+01 O,000000E+00  O,000000E+00 O, 000000E+00  0,000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00
1 456 EP 4 -2.751E98E+08  1,044B05E+01  0,000000E+00  O,000000E+00  0,000000E+00  0,000000E+00 0 000000E+00 0, 000000E+00

Total Time 1,293E+02
estatd-1 .., done

o
.}
AUTOS svi'ramal-E'} ‘
&
[

Saving fort.? az b.ramal-E .., done
Saving fort.8 as s,ramal-E .., done
Saving fort.,9 as d,ramal-E .., done
AUTO> ris='ramal-E'.c='estatd-E,1'}
Starting estatd-1 ..,

BR PT T¥ LAE PAR{E) L2-HORM MAK (1) MAK(2) MAK LS ) MAK (4 MAK(S) MAK G}

3 BP 5 4,899318E+09 1.044809E+01 2,009350E-40 0,000000E+00  1,203152E-42 0,000000E+00  O,000000E+00 0, 000000E+00
12 EP
100

4,899322E+09  1,044809E+01  1,2328182F-61 0, 000000E+00 &,293009E-140 O Q00000E+00  1,775941F-56 O, 000000E+00
7.061731E+10  1,044805E+01 3,952525E-323  0,000000E+00 0, 000000E+00  0,000000E+00 5,140254E-318 0, 000000E+00
200 1,706173E+11  1,044809E+01 4,940056E-324 O, 000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00 2,87 3200E-320 0, 000000E+00
300 2,706173E+11  1,044305E+01 4,446591E-323  0,000000E+00 O, 000000E+00  0,000000E+00 4,919224E-318 0, 000000E+00
400 EP 10 3,706173E+11  1,044305E+01  O,000000E+00  O,000000E+00 O, 000000E+00 O, 000000E+00 0, 000000E+00 0, 000000E+00

[ el g gl R ]
000 = O

Total Time 2. 112E+02
estatd-1 .., done
AUTOS swi'rama2-E')
Saving fort.? as b,rama2-E .., done
Saving fort.8 as s.rama2-E .., done
Saving fort.,9 as d,rama2-E .., done

s

Figura 3.10: Ejecucién de la continuacién en Médulo de Young

Comparamos los resultados de auto con los de la férmula.
Resultado del programa para la direcciéon de menor inercia:

E, = 4.86116 - 10°N/m?.

Resultado de la férmula segiin la direccién de menor inercia:

_p-A-g-PP 7850-8-1076-9.8-(55-1072)°
- 783.1 7.83-2.66 - 1012

E; = 4.91621 - 10°N/m>.

Resultado del programa para la direcciéon de mayor inercia:

E, = 1.22483 - 10°N/m?.

Resultado de la férmula segin la direccién de mayor inercia:
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b P Ag P 7850-8-1075-9.8 - (55 - 1072)
=783 7.83-1.06- 1011

En esta continuacién ocurre lo mismo que en las anteriores pero al revés,
ya que la continuacién se realiza en el sentido decreciente del pardmetro y por
tanto el resultado obtenido de la continuacién numérica es algo méas pequeno
que el de la férmula exacta debido a que el 1iltimo incremento que realiza la
continuaciéon numérica hasta encontrar la inestabilidad hace que el valor del
pardmetro quede un poco por debajo del valor exacto.

= 1.23369 - 10°N/m?>.

3.4. Continuacién numérica en una carga pun-
tual

Como comprobacion de la correcta implementacién en auto del modelo vamos
a colocar una carga vertical en el extremo libre del filamento y mediante
continuaciéon numérica obtener el valor de dicha carga a partir de la cual se
produce el pandeo, comprobando la coherencia con el resultado tedrico.

Esta fuerza va a tener la direccién del eje es del triedro de referencia
{ﬁ ,€2,€3 } y por tanto en estos ejes s6lo va a tener distinta de cero la com-
ponente f3. Como la fuerza es hacia abajo, f3 tiene signo negativo.

T

Figura 3.11: Esquema del problema con la carga puntual

Para introducir esta carga en AUTO se procede de la siguiente manera: En
la funcién de las condiciones de contorno (bend) modificamos la condicién
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fb[14], que es la correspondiente a f3, suméndole en el lado derecho de la
igualdad un nuevo pardmetro que inicializamos a cero en la funcién stpnt
porque de esta forma como todo el miembro que estd en esta parte de la
igualdad es igual a cero, tenemos que el pardmetro pasa al otro lado con
signo menos representando al valor de dicha fuerza. Entonces podemos ha-
cer la continuacién exactamente igual que con los demds pardametros. Estas
modificaciones en el fichero xxx.c quedarian:
En la funcién bend cambiamos la fb[14] como sigue:

fb[14] = Fl*d13+F2*d23—|—F3*d33 — fb[14] = F1*d13—|—Fg*d23+F3*d33—|—pa7“[6].

En la funcién stpnt anadimos:

par[6] = (doublereal)0,0.

Como estamos continuando el pardmetro 6, habra que poner ICP= 6 en
el fichero c.xxx.

El valor tedrico lo vamos a calcular mediante una férmula aproximada,
llamada férmula de Euler:

PCT:WQ-E-I
B2z

donde 3 es un coeficiente que depende de las condiciones de contorno y
que para nuestro caso 3 = 2.

Consideramos que el filamento es de acero y que tiene la misma longitud
y seccién que en el apartado anterior.
Haciendo el célculo tenemos:

2.9.1-10M - 2.66 - 1012
=2 S = 4.5563N.
22 (55 -102)

cr

Como las variables son adimensionales habrd que adimensionalizar esta
fuerza critica para poder compararla con la que se obtenga de AUTO. Es-
to lo hacemos diviendo por el nimero por el que dividiamos las fuerzas al
adimensionalizar las ecuaciones:

El nimero era A =p- A, - w? - 1> ,donde
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p(densidad) = 7850 K g/m?*, A (drea) =b-h = 8- 10" %m?,
,wo(frecuencia) = 1,1(longitud) = 55 - 10~ *m.
La fuerza es:
P., P., 4.5563

SR — — —239.8431.
fs A prAs-wi -2 7850 -8-10-6-12 - (55 - 10-2)

Para hacer la continuacion, hacemos en el fichero estat-l.c los cambios
que se han explicado anteriormente y los guardamos con el nombre de estat-
cp.c. En el fichero c.estat-l1 hacemos también los correspondientes cambios
para continuar en el pardmetro 6 y los guardamos como c.estat-cp, donde las
principales etiquetas son:

IRS=0. Partimos del equilibrio dado en la funcién stpnt.

NICP=6. Continuamos el pardmetro 6

ISW=1. Continuamos un sélo pardmetro (en este caso par[6)).

NMX=500. Haremos hasta 500 iteraciones. Ponemos un niimero elevado
porque sino no llegamos a alcanzar el primer BP.

NPR=0. Sélo se mostraran etiquetas en los puntos especiales.

DSMAX=10. Ponemos un paso maximo alto para que el programa vaya
mas réapido y encuentre antes el BP.

El resultado de la ejecucioén es el siguiente:

T=r o|[x
Se5|on Editar Vista Preferencias Ayuda

[pfolZEnating cargapuntuall]s auto

4]
Auzrdlibpython2 ,2/FCHTL ,py 172 Deprecat ionkbarning: the FCHMTL module is deprecated: please uze fontl
Deprecat ionkarning ¥
Python 2,2,1 (#1, Sep 9 2002, 09:26:21)
[ |
4]
| ~]

[GCC 3.2 {Mandrake Linwx 9,0 3, 2 1mdk)] on linux-1i286

Tupe "copyright",. "credits" or "license" for more information,
(HUTDInteractlueEDnsole)

AUTO 1di 'estatdcp ')

Runner conf igured

AUTO: rid

Starting estatdop ..

BR PT TY LAE PARE ) L2-HORM MAK (L) MAK (2 ) MAK (3} MAK (4 MAK S ) MAK (B}

LO00000E+00 0, 000000E+00
LOOOOODE+O0 0, 000000E+00
LO00000E+00 0, 000000E+00
LOOOOODE+00 0, 000000E+00
LO00000E+00 O, 000000E+00

1 1 EP LO00000E+00 1,044805E+01 0, 000000 +00
LAS1407E+0Z 2,441105E+02 0, 000000E+00
LE64835E+02  9,654080E+02 0, 000000 +00
LBEE0SE+0Z 2, 1644256402 0, 000000E +00

LAT0B23E+03 3.479730E+03 0,000000E+00

LO00000E+00 0,000000E+00 0, 000000 +00
LO0OOODE+00 -2, 351407E+02 0, 000000E +00
LO00000E+00 -9, 564835E+02 0, 000000 +00
LO0OO0DE+00 =2, 155509E+02 0, 000000E +00
LO00000E+00 -3,470823E+032 0, 000000 +00

1 41 EP
1 144 FEF
1 314 BP
1 500 EP

(8] R = aN N}

LV G el o )
oo oo
oo oo

Total Time £, 8459E+01
estatdcp .., done

Figura 3.12: Ejecucién de la continuacién en la carga puntual
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Tenemos que el valor de la fuerza adimensional a partir de la cual se
produce el pandeo es (primer 'BP’):

f3 = —par[6] = —235.1407

Al ser la continuacién en sentido creciente, el resultado numérico sera
un poco mayor en valor absoluto que el resultado exacto. Sin embargo el
resultado que sale con la férmula de Euler es bastante superior en valor
absoluto al obtenido mediante la continuacién numérica porque la férmula
es aproximada.

3.5. Continuacién numeérica para diferentes
secciones

En este apartado vamos a ver el efecto que produce la anisotropia de la seccién
en los distintos resultados de auto, es decir, los cambios que se producen
en los resultados cuando se va variando la diferencia entre las dos inercias
principales de la seccién hasta llegar al caso de que esta diferencia sea nula
y las dos inercias sean iguales.

En general se nos pueden presentar dos situaciones segin la forma y
dimensiones de la seccién:

(1) Situacién de isotropia: cuando las inercias son iguales en las posibles
direcciones de pandeo y al ser la posibilidad de pandear igual en todas
ellas el filamento se dobla en cualquier direcciéon con la misma pro-
babilidad. Esta situacién se da para las secciones redonda y cuadrada.
Pero en la préctica las imperfecciones hardan que alguna direccién sea
la preferente

(2) Situacién de anisotropia: cuando las inercias son diferentes en las dis-
tintas direcciones de pandeo y por tanto el filamento tiende a pandear
en una de las direcciones.

Empezamos con la seccién de 4x2 mm tomada en el apartado anterior
y vamos a tomar diferentes secciones decrementando la dimensién del lado
mayor (h=4 mm) hasta llegar a la seccién de 2x2 mm. Estas secciones van
a ser: 4x2 mm (seccién 1), 3x2 mm (seccién 2), 2.5x2 mm (seccién 3), 2.1x2
mm (seccién 4), y 2.01x2 mm (seccién 5).

El material que vamos a considerar sigue siendo el acero y el valor inicial
que damos al pardametro longitud es el mismo de las continuaciones anteriores.
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3.5.1. Funcién ’bp’

Para cada seccién vamos a obtener la funciéon bp, que corresponde al
determinante de la matriz de continuacién, y la vamos a representar grafi-
camente frente al pardmetro de continuacién elegido que es la longitud. El
objeto de obtener esta funcién es la comprobacién de que los BP que hemos
obtenido se tienen que corresponder con los puntos donde dicha funcién tiene
valor cero.

Para poder obtener dicha funcién en una columna cuando ejecutemos
la continuacién, tenemos que introducir en la funcién pvls del fichero xxx.c
una orden que es la que la obtiene, y anadir un pardmetro (sin inicializarlo
en la funcién stpnt puesto que va a ser auxiliar) para que la contenga. Asi,
cuando obtengamos por pantalla el resultado de la continuacién, aparecerd
una columna correspondiente a ese nuevo pardmetro con los valores de la
funcién bp y podremos representarla con la orden plot. La funcién pvls para
nuestro caso es la siguiente:

int pvls (integer ndim, const doublereal *u,
doublereal *par) {

doublereal det;

extern doublereal getp( );

det = getp("BIF”, 1, u) ;

par[6] = det ;

return 0;

i

Para apreciar bien la diferencia vamos a elegir el mismo intervalo de
representacién para todas las secciones, que va a ser el delimitado por 0 m y
6 m de longitud. Para ello, en el fichero c.xxx, se le da al pardmetro NUZR
el valor uno y debajo de este valor se colocan dos nimeros que son el -2 y el
6 con el siguiente significado: El 2 hace referencia al pardmetro que estamos
continuando y el 6 al valor del pardmetro, y de esta forma el programa lo
que hace es poner una etiqueta cuando el pardmetro 2 llegue al valor 6, y
ademas si se pone el signo -’ delante del 2 el programa pone la etiqueta y se
para la continuacion al llegar a 6.

Para que sélo aparezcan etiquetas en los puntos especiales hacemos NPR=
0 en el fichero c.xxx.

Los resultados para las distintas secciones son los que se presentan a
continuacion:

= SECCION 1 (4x2 mm)
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Los ficheros que se han creado para la continuacién son el ’estat-seccl.c’
y el ’c.estat-seccl’, que tienen el mismo contenido, respectivamente,
de los ficheros ’estat-l.c’ y ’c.estat-]’ que se crearon para ejecutar la
continuacion en el pardametro longitud, salvo el cambio en ’c.estat-1’
de NUZR para limitar el intervalo de representacién. Para hacer la
ejecucion tecleamos:

auto
AUT0>1d(’estat-seccl’)
AUTO>r (c=’estat-seccl’)

Obtenido el resultado, lo guardamos con el nombre de ’bp-seccl’ con el
comando sv.

Pasamos a representar la funcién bp frente al pardmetro longitud obte-
niendo la siguiente figura:

funcion bp
©
1

osp 3BP
ol [ 2°BP \ 49BP  5BP

|

0 T T—T g ——
1 2 3 4 5

longitud

Figura 3.13: Funcién bp frente a la longitud (seccién 1)

Claramente podemos apreciar como esta funcién cambia de signo pasando
de positiva a negativa y viceversa, y cada vez que cambia de signo pasa por
un cero. Esto lo que significa es que en cada paso por cero se halla un punto
BP del cual parte una nueva rama y que por tanto tenemos un nuevo modo de
pandeo del filamento. Estos pasos por cero son conocidos como bifurcaciones
no degeneradas.

Los BP que hemos obtenido al ejecutar son los siguientes:
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10 20 30 40 50
1.92482 | 3.05546 | 3.70684 | 5.13158 | 5.88424

Viendo la grafica vemos de manera aproximada como estos nimeros co-
inciden con los puntos donde la grafica cambia de signo.

Podemos comprobar que el primer cero, que equivale al primer BP, coin-
cide aproximadamente con el valor teérico de longitud que obtuvimos con la
férmula en el apartado anterior.

= SECCION 2 (3x2 mm)

Creamos el fichero ’estat-secc2.c’ abriendo el ’estat-seccl.c’ y cambian-
do tnicamente la dimensién ’h’ a 3mm, y el ’c.estat-secc2’ abriendo
el ’c.estat-seccl’ y guarddndolo con el nuevo nombre sin hacer ningin
cambio. Hacemos la ejecuciéon de forma andloga a la de la seccién an-
terior y guardamos el resultado como ’bp-secc2’. Representando grafi-
camente tenemos:

funcién bp
o
1

1°BP 208p 30BP 4°BP

i B

o 1 2 3 4
longitud

Figura 3.14: Funcién bp frente a la longitud (seccién 2)

Lo primero que se puede apreciar respecto a la grafica anterior
es como la curva penetra menos en la regiéon negativa aunque siga pasando
de una regién a otra alternativamente. Como consecuencia de esto tenemos
que algunos BP se han desplazado hacia la izquierda y se han aproximado
més a otros que han permanecido fijos, como podemos ver en la grafica y en
los valores que hemos obtenido por pantalla tras la ejecuciéon. Dichos valores
son los siguientes:
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10

20

30

40

50

1.92482

2.52223

3.70684

4.85734

5.13158

= SECCION 3 (2.5x2 mm)

Creamos el fichero ’estat-secc3.c’ abriendo cualquiera de los xxx.c ante-
riores y modificdndole la ’h’ a 2.5mm, y el 'c.estat-secc3’, que permanece
igual a los anteriores. La ejecucion la guardamos como "bp-secc3d’. La
representacion es:

funcién bp

longitud

Figura 3.15: Funcién bp frente a la longitud (seccién 3)

Vemos que vuelven a salir cinco pasos por cero pero se han vuelto a
desplazar los BP quedando més juntos de los que no se han desplazado que
en la seccién 2. Podemos comprobar que estos pasos por cero se corresponden
con los BP obtenidos, que son los que se muestran a continuacion:

10
1.92482

20
2.23356

30
3.70684

40
4.30141

50
5.13159

= SECCION 4 (2.1x2 mm)

Ejecutamos los nuevos ficheros ’estat-seccd.c’ y ’c.estat-seccd’ , que
hemos creado de forma andloga a la de las secciones anteriores, y
guardando el resultado como "bp-seccd’ obtenemos la figura siguiente:
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funcién bp
©
1

1°BP
2°BP

48P

gl

6°BP

T

T
3

T
4

5

longitud

Figura 3.16: Funcién bp frente a la longitud

Ahora podemos ver que la grifica se ha desplazado hacia arriba penetran-
do muy poco en la zona negativa y que hay un paso més por cero. Tenemos
seis pasos por cero con mas proximidad entre los fijos y los méviles que la que
habia en la seccién 3, y que corresponden a los seis BP que hemos obtenido

por pantalla:

10

20

30

40

50

60

1.92482

1.98846

3.70684

3.8294

5.13159

5.30124

= SECCION 5 (2.01x2 mm)

De la misma forma creamos el ’estat-secch.c’ y el ’c.estat-secch’ y eje-

cutamos. La figura que nos sale es la siguiente:

funcién bp
©o
1

longitud

Figura 3.17: Funcién bp frente a la longitud (seccién 5)
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Vemos que la gréfica apenas penetra ya en la zona negativa y los pasos
por cero vuelven a salir seis con muy poca diferencia ya entre los que han
permanecido fijos y los que se han ido desplazando. Esto lo comprobamos
con los valores de los BP que son los siguientes:

1° 2° 3° 4° o° 6°

1.92482 | 1.93123 | 3.70685 | 3.71919 | 5.13158 | 5.14867

Aqui tenemos una situacién de bifurcacién casi degenerada.

(1)

3.5.

SECCION CUADRADA (2x2 mm) Y SECCION CIRCULAR

Estas dos secciones corresponden al caso de isotropia:

Seccién cuadrada (2x2mm): Al llegar a la seccién cuadrada de 2x2 mm
las inercias de los dos planos de pandeo se hacen iguales y el filamen-
to puede pandear con la misma probabilidad en las dos direcciones. A
consecuencia de esto el programa auto empieza a iterar pero llegando
al punto de inestabilidad no sabe con qué direccién quedarse y se queda
bloqueado sin obtener ningin resultado. Es una situacién de bifurca-
ciones degeneradas.

Seccién circular: Probando a hacer continuidad con una seccién circular
de 2 mm de didmetro se tiene igualmente un bloqueo del programa con-
secuencia de que en esta seccién cualquier direccién de pandeo es igual
de probable y al llegar al punto de inestabilidad el programa no sabe
c6mo seguir. Igualmente es una situacion de bifurcaciones degeneradas.

2. Diagramas de bifurcacién y soluciones en el es-

pacio real

En este apartado vamos a representar los diagramas de bifurcacién para
cada una de las secciones.
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El pardmetro de continuacién va a seguir siendo la longitud.

En cada seccién vamos a realizar cuatro cambios de rama en los dos puntos
'BP’ correspondientes a los dos primeros modos de pandeo para dibujarlos
en los diagramas que van a ser dos por cada seccién: el del maximo de la
variable ;1 respecto a la longitud, y el del méximo de la variable x5 respecto
a la longitud. Estas variables z; y x5 representan la posicién de un punto del
filamento respecto del sistema {g ,€2,€3 } que se mueve solidario con ella y
al que hemos fijado en su extremo empotrado. Por tanto, los maximos de x;
y x9 representaran la posicion del extremo libre respecto de dicho sistema,
y tendremos asi la distancia que se ha separado el extremo de su posicion
inicial en las direcciones e; y e; respectivamente.

Los ficheros xxx.c que vamos a utilizar para las ejecuciones de cada seccién
van a ser iguales que los que hemos ido utilizando para el apartado anterior
de la funcién bp salvo las dos modificaciones siguientes:

= cambio en el orden de definicién de las variables y de sus correspon-
dientes ecuaciones, pasando las variables x1, xo, x3 a la posicién de las
M, My, M3 respectivamente y viceversa, es decir:

ul3] = z1, uld] =z, ulb] = x3, ul6] = My ,u[7] = M, u[8] = M3

El motivo de este cambio es porque de esta forma aparecen los maximos
de x1 y x5 en las columnas del resultado y los podemos representar.

= Para poder representar el méximo de x; y el méximo de x5 en los casos
en que r; y rs tengan valores negativos introducimos dos condiciones
de contorno nuevas y dos pardametros nuevos:

fb[18]=x1-par[32];
tb[19]=x2-par[33];

Estos dos pardmetros par[32] y par[33] se inicializan a cero en la funcién
stpnt.

Con estas dos condiciones nuevas lo que hacemos es recoger las variables
1y T2, que son las dos flechas en las dos direcciones, en los dos pardme-
tros par[32] y par[33] para que sean dos variables libres y aparezcan en dos
columnas tras hacer la correspondiente ejecucién, ya que el méximo de x; o
Zo en caso de que se produzca pandeo en direccién negativa del eje va a ser
cero y lo que nos interesa en este caso es el minimo valor negativo o lo que
es lo mismo el méximo en valor absoluto.
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Los ficheros c.xxx serdn cada uno diferentes en algunos pardametros en
funcién de la rama que queramos obtener y de la longitud que queramos que
tenga cada rama.

= SECCION 1 (4x2 mm)

Preparamos los ficheros para la ejecucién haciendo los correspondientes
cambios a los que tenemos del apartado anterior, y vamos a nombrarlos como
‘estat-seccl.c’ y ’c.estat-seccl’, usando la misma nomenclatura anterior. Los
valores de los pardmetros principales del ’c.estat-seccl’ son los siguientes:

IRS=0. Partimos de la solucién inicial.

NICP=3. Mostramos tres parametros por pantalla.

NBC=20. Tenemos 20 condiciones de contorno.

ISW=1. Vamos a ejecutar la rama principal.

NMX=300. Hacemos un méaximo de 300 iteraciones.

NPR=0. Decimos al programa que ponga etiqueta sélo a los puntos
especiales.

DS=0.1. El paso inicial es 0.1.

DSMAX=0.1. El paso méximo no debe superar a 0.1.

Una vez que tenemos los dos ficheros guardados en una carpeta, abrimos
un terminal y tecleamos lo que sigue:

auto
AUT0>1d(’estat-seccl’)
AUTO>r (c=’estat-seccl’)

Una vez que tenemos el resultado en pantalla, lo guardamos con el nombre
de 'ramal-seccl’:

AUTO>sv(’ramal-seccl’)

En la siguiente tabla resumimos los valores de los cinco primeros BP que
hemos obtenido:

Orden de aparicién de los BP 1° 2° 3° 4°

50

Valor de los BP (seccién 1) | 1.92482 | 3.05546 | 3.70684 | 5.13158

0.88424
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Estos cinco BP son los dos del primer modo de pandeo, los dos del segundo
modo de pandeo y el del pandeo segiin la menor inercia del tercer modo.

Como vimos en el apartado anterior, en la secciéon de 4x2 mm los BP
estan separados unos de otros y conforme vayamos disminuyendo la altura y
la seccién se va haciendo més cuadrada los BP estardn cada vez mds juntos.
Para ver con més claridad lo que ocurre, vamos a desarrollar la férmula
exacta de pandeo (1) de la seccién 3.3 de forma genérica para las dos inercias
principales de la seccién:

Figura 3.18: Esquema de una seccién

h es la altura y b es la base.

» Longitud critica segin la menor inercia (15):

(183 E-LN (183 B B\ _ (783 B0\
B p-A-g " \p-b-h-g 12 N p-g-12

» Longitud critica segun la mayor inercia (I7):

(183 E-L\Y'_ (183 B o0\"'_ (783 B n*\"
N p-A-g “\p-b-h-g 12 N p-g-12

Vemos que la férmula de la menor inercia depende sélo de la dimensién
b siendo los demads términos constantes y que la férmula de la mayor inercia
depende inicamente de la dimensién h. Como nosotros vamos a dejar la base
b constante y lo que vamos a ir variando es la altura h tenemos que los BP
correspondientes al pandeo en la direccién de menor inercia van a permanecer
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constantes en todas las secciones y que los BP correspondientes al pandeo
en el plano de mayor inercia son los que van a ir variando, de forma que al
disminuir la altura h estos BP variables se van a ir aproximando cada vez
més a los otros, que permanecen fijos o invariables, hasta que la seccién sea
cuadrada (h=b) y los dos BP de las dos direcciones de pandeo se confundan
en uno sélo para todos los modos de pandeo y el programa ya no los detecte.

Ahora procedemos a realizar los cambios de rama a partir de esta primera
rama que hemos obtenido. Para el primer cambio de rama, abrimos el ’c.estat-
seccl’ y modificamos los pardmetros principales que controlan la continuacién
con los siguientes nmimeros:

IRS=2. Partimos de la etiqueta 2 de la solucién anterior.

ISW=-1. Hacemos un cambio de rama.

NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DSMAX=10000. Ponemos un paso méximo de 10000 para recorrer la
rama de forma maés rapida.

Estos cambios los guardamos con el nombre de 'c.estat-seccl.1’ y tecleamos:

AUTO>r (s=’ramal-seccl’,c=’estat-seccl.1’)

Con esta orden estamos indicando al programa que con el fichero de ecua-
ciones ’estat-seccl.c’ cargado anteriormente mediante el comando’ld’ ejecute
ahora el fichero de constantes ’c.estat-seccl.l’ a partir del fichero 'ramal-
seccl’ que hemos obtenido como solucion.

Cuando aparezca el resultado, tenemos que guardarlo y unirlo al resultado
anterior mediante las siguientes érdenes:

AUTO>sv(’rama2-seccl’) /*Salvamos la solucion*/
AUTO>ap(’rama2-seccl’,’ramal-seccl’) /*Unimos la rama 2 a la rama 1 en el
primer ficherox/

De esta forma tenemos ya guardado en el fichero 'ramal-seccl’ los dos
resultados de las dos ramas.
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Posteriormente procedemos a realizar el segundo cambio de rama, corres-
pondiente a la rama que parte del segundo BP (etiquetado con el nimero 3).
Lo que hacemos es abrir el fichero de constantes del primer cambio de rama y
modificar los pardmetros controlantes de la continuacién. Los nuevos valores
que van a tomar estos pardametros son los que siguen:

IRS=3. Partimos de la etiqueta 3.

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=100. Decimos que ponga una etiqueta cada 100 iteraciones.

DSMAX=10000. El paso médximo lo elevamos a 10000 para que avance
por la rama con bastante rapidez.

Guardamos estos cambios con el nombre de ’estat-seccl.2’ y ejecutamos
con el siguiente comando:

AUTO>r (s=’ramal-seccl’,c=’estat-seccl.2’)

El resultado lo guardamos como 'ramad3-seccl’ :

AUTO>sv(’rama3-seccl’)

Y finalmente unimos esta tercera rama a la primera con el comando ’ap’:

AUTO>ap(’rama3-seccl’,’ramal-seccl’)

Por tanto, las tres ramas que hemos obtenido, las tenemos guardadas en
el mismo fichero, que es el 'ramal-seccl’. Ya podemos dibujar las tres ramas
en el mismo gréfico tecleando:

AUTO>plot (’ramal-seccl’)

Una vez que hemos realizado los dos cambios de rama correspondientes
al primer modo de pandeo procedemos a hacer los dos correspondientes al
segundo modo. Para el tercer cambio de rama, que se hara a partir del tercer
'BP’ (1=3.70684), nos creamos el fichero ’c.estat-seccl.3’ a partir del utilizado
en el cambio de rama anterior con los siguientes pardmetros controlantes:

IRS=4. Partimos de la etiqueta 4 (tercer 'BP’).

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.
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NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=30. Decimos que ponga una etiqueta cada 30 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso maximo lo elevamos a 1leb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Hacemos la ejecucion tecleando lo siguiente:

AUTO>r (s=’ramal-seccl’,c=’estat-seccl.3’)

Salvamos el resultado con el nombre de 'rama4-seccl’:

AUTO>sv(’ramad-seccl’)

Para el cuarto cambio de rama, que se hard a partir del quinto 'BP’
(1=5.88424), nos creamos el fichero ’c.estat-seccl.4’ con los siguientes pardmet-
ros controlantes:

IRS=6. Partimos de la etiqueta 6 (quinto 'BP’).

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=30. Decimos que ponga una etiqueta cada 30 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso maximo lo elevamos a 1eb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Ejecutamos tecleando lo siguiente:

AUTO>r (s=’ramal-seccl’,c=’estat-seccl.4’)

Salvamos el resultado como 'ramab-seccl’:
AUTO>sv(’ramab-seccl?)

En esta ultima rama que hemos obtenido ('ramab-seccl’) nos han apareci-
do de nuevo puntos 'BP’ y entonces vamos a hacer otro cambio de rama mas
en el primero de estos 'BP’ (etiqueta 32) para ver lo que ocurre. Para ello nos
volvemos a crear otro fichero llamado ’c.estat-seccl.5’ donde los pardmetros
controlantes son los que siguen:

IRS=32. Partimos de la etiqueta 32.

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.



S4CAPITULO 3. CONTINUACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=100. Decimos que ponga una etiqueta cada 100 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso maximo lo elevamos a 1leb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Lo ejecutamos tecleando:
AUTO>r (s=’ramal-seccl’,c=’estat-seccl.5’)
Salvamos el resultado como 'ramab6-seccl’:

AUTO>sv(’rama6-seccl’)

Lo que vamos a representar son las flechas en las dos direcciones princi-
pales, con lo cual tendremos que seleccionar en el eje de ordenadas la columna
correspondiente al méximo de x; para el caso de la flecha segin la menor i-
nercia y la columna correspondiente al médximo de x5 para el caso de la flecha
segin la mayor inercia. En el eje de abscisas seleccionamos el pardmetro de
continuacién, que es la longitud, en ambos casos. Asi, para cada longitud
tenemos el valor de la flecha en ambas direcciones. Los dos diagramas se
muestran a continuacién:
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E ama 2
0,6 /

0,4

i I e [

04 rama 1 / rama 3 rama 5

-0,6 rama 4 rama 6

max.(x,)

-0,8

longitud

Figura 3.19: Méximo de x1 frente a la longitud
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Figura 3.20: Méximo de x2 frente a la longitud

En el primer diagrama, que es el del méaximo de z; frente al pardmetro
longitud, podemos ver que las ramas que van evolucionando con el cambio de
longitud son la rama 2 y la rama 4, mientras que las ramas 3 y 5 son una linea
horizontal que partiendo del segundo 'BP’ y quinto 'BP’ respectivamente se
superponen con la rama 1 y por tanto permanecen invariables con la longitud.
Esto se debe a que como estamos representando el maximo de z1, que es la
flecha en la direccién e, y la rama 2 y la rama 4, comenzando desde el
primer y tercer 'BP’ respectivamente, son las correspondientes a la evolucién
del pandeo segin la direccién e, entonces la rama 2 y la rama 4 son las
que van a ir variando. En el segundo diagrama, que es el del maximo de
xo frente a la longitud, ocurre lo contrario; como estamos representando la
flecha en la direccién e; , las ramas que varfan son la rama 3 y la rama 5,
que son las correspondientes al pandeo segiin la direccién ey. Otra cosa que
podemos observar en este segundo diagrama es que la rama 3 aparece en la
parte inferior a la rama 1 y por tanto las flechas tienen valor negativo, lo que
significa que el pandeo se estd produciendo en el sentido negativo del eje ;.

Observando en el primer diagrama la forma de las rama 2 vemos que ésta
aumenta su valor muy rapidamente hasta llegar a un maximo y después va
disminuyendo lentamente, lo cual es debido a que al principio el extremo libre
comienza a separarse de la vertical y por tanto la flecha va aumentando su
valor, y a la misma vez va descendiendo en altura hasta que llega un momento
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en que empieza a retroceder acercandose de nuevo a la vertical y por tanto
la flecha va bajando su valor. En el segundo diagrama ocurre lo mismo con
la rama 3 pero hacia el lado contrario.

En el primer diagrama vemos que la rama 4 disminuye su valor de forma
rapida hacia valores negativos y posteriormente pasa a ser positiva. La ex-
plicacién de esto es que al corresponder esta rama al segundo modo ya no se
produce el pandeo de la misma forma que en el primer modo en el que toda
la pieza se deforma de forma continua en el mismo sentido sino que hay una
parte que se deforma en un sentido y otra hacia otro dando lugar a que al
principio el extremo de la pieza se situe en el lado negativo pero conforme
aumenta el pandeo y el extremo de la pieza va disminuyendo su altura la
flecha se va haciendo positiva. Con la rama 5 en el segundo diagrama pasa
lo mismo pero hacia el lado contrario.

Analizando la rama 6, que es la que nace del primer 'BP’ de la rama 5,
vemos una diferencia muy importante respecto a todas las ramas anteriores
y es que esta rama tiene una evolucién con el incremento de longitud en los
dos diagramas de las dos flechas, lo cual quiere decir que en el transcurso por
dicha rama el filamento tiene flecha distinta de cero en las dos direcciones e;
y €2 a la misma vez.

Para ver la deformaciéon que va sufriendo el filamento en el espacio real
vamos a representar dos diagramas para cada modo; uno que va a ser el de
x3 frente a x1, que representa la deformacién segiin el eje e;, y otro que va
a ser el de x5 frente a x5, que representa la deformacion en la direccién del
eje ep. Para la realizacion de estos diagramas se ha utilizado un programa de
"Matlab’ que extrae las tres columnas z1,r,,23 de los ficheros 's.xxx’.

Primero vamos a representar las deformaciones en las dos direcciones e; y
ey para el primer modo de deformacién por pandeo. Estas deformaciones van
a ser las correspondientes a puntos etiquetados de las dos primeras ramas
(‘rama2-seccl’ y 'rama3-seccl’) que hemos obtenido mediante el cambio de
rama a partir de los dos 'BP’ del primer modo. Tenemos entonces las dos
figuras siguientes:
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Figura 3.21: Deformacién en la direccién x1(primer modo)
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Figura 3.22: Deformacion en la direccién x2 (primer modo)

Efectivamente se comprueba que la primera rama obtenida 'ramaZ2-seccl’
corresponde al pandeo en la direccién de menor inercia e; porque en la figura
de deformacioén en esta direccién de menor inercia (x5 frente a x;) sélo apare-
cen posiciones deformadas que corresponden a puntos etiquetados de dicha
rama ‘ramaZ2-seccl’, y se comprueba que la segunda rama obtenida 'ramad-
seccl’ corresponde al pandeo en la direccién de mayor inercia e; porque en
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la segunda figura (z3 frente a z3), que es la de deformacién en esta direc-
cién de mayor inercia, sélo aparecen posiciones deformadas correspondientes
a puntos etiquetados de la rama ’ramad-seccl’.

En concordancia con los diagramas de bifurcacién vemos como en la
primera figura, correspondiente al pandeo en la direccién e;, la deforma-
cion se produce en el sentido positivo del eje, mientras que en la segunda,
que corresponde al pandeo en la direccién ey, el filamento se va doblando en
el sentido negativo del eje, ya que las flechas salfan negativas en el diagrama
correspondiente a esta direccién de pandeo.

Aqui podemos entender claramente la forma de las ramas en los diagramas
de bifurcacién viendo la evoluciéon que va teniendo el extremo libre.

Las sucesivas posiciones que se muestran de la deformacién del filamen-
to son las correspondientes a las etiquetas que el programa ha asignado a
diferentes puntos de las ramas segin el valor que hemos dado al pardmetro
NPR. Asi tenemos que en la primera figura, correspondiente a la rama 2, hay
ocho posiciones sucesivas después de la posicion inicial indeformada, que son
justamente las correspondientes a las etiquetas que el programa ha colocado
en dicha rama y que son las que van desde la mimero 13 a la nimero 20.
De igual forma, la segunda figura, que corresponde a la rama 3, tiene diez
posiciones deformadas correspondientes a las diez etiquetas de la rama 3, que
son las que van de la nimero 21 a la niimero 30. La posiciéon inicial en ambas
figuras corresponde a la etiqueta 12, que es la etiqueta que el programa ha
asignado al 1iltimo 'BP’ que ha localizado en la rama 1. A partir del nimero
asignado a esta iltima etiqueta el programa sigue numerando las etiquetas
de la rama 2 y posteriormente las de la rama 3, de modo que si la tdltima
etiqueta de la rama 1 fue la nimero 12 la primera de la rama 2 es la nimero
13 y si la tdltima de la rama 2 fue la nimero 20 la primera de la rama 3 es la
ntmero 21.

Otra observacién es que en el pandeo segin las dos direcciones se podria
seguir aumentando la deformacién si se prolongaran mé&s cada una de las
ramas aumentando la longitud en cada una de ellas. Esto se puede hacer
dando un valor més alto al pardmetro NMX del niimero de iteraciones, o
también manteniendo igual el niimero de iteraciones y subiendo el valor del
paso maximo.

En segundo lugar representamos las deformaciones en las dos direcciones
del segundo modo de pandeo, que son las correspondientes a puntos etiqueta-
dos de las ramas tercera (‘ramad-seccl’) y cuarta (‘ramab-seccl’) obtenidas
al hacer el cambio de rama en los dos 'BP’ del segundo modo, y a puntos eti-
quetados de la rama 'rama6-seccl’ obtenida al cambiar de rama en el primer
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'‘BP’ de la cuarta rama (‘ramab-seccl’). Tenemos las dos figuras siguientes:
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Figura 3.23: Deformacién en direccién x1(segundo modo)
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Figura 3.24: Deformacién en direccién x2 (segundo modo)

En la primera figura, correspondiente a la deformacion real en la direc-
ciéon de menor inercia, vemos que en coherencia con el primer diagrama de
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bifurcacién (max.(z1)-1) aparecen las posiciones deformadas de la rama 4 y
de la rama 6 mientras que las posiciones deformadas de la rama 5 no se ven
porque al no tener flecha en esta direccién aparecen todas confundidas en
la linea vertical donde el filamento estd recto. Se han representado sélo las
posiciones deformadas de algunos puntos etiquetados para que se vea la gra-
fica con mas claridad. Estas posiciones que hemos representado son las de las
etiquetas 31,33 y 35 de la rama 4 y las de las etiquetas 38 y 41 de la rama 6.
En la segunda figura, correspondiente a la deformacion real en la direccién de
mayor inercia, vemos que acorde al segundo diagrama de bifurcacién apare-
cen las posiciones deformadas de la rama 5 y de la rama 6 estando las de la
rama 4 confundidas en la linea vertical de inicio por no tener flecha en esta
direccién. Las posiciones de la rama 5 que hemos elegido para representarlas
son la de las etiquetas 31,32,35 y 37. Las posiciones representadas de la rama
6 en esta segunda figura son las mismas que las representadas en la primera
figura, o sea las de las etiquetas 38 y 41.

En la primera figura se puede ver con claridad la trayectoria de la rama
4 en el diagrama de bifurcacién, que empieza en la zona de flecha negativa y
pasa a la zona de flecha positiva a consecuencia de que el pandeo se produce
de una forma mds compleja que en el primer modo en el que toda el cable
se doblaba de forma continua hacia un mismo lado. Igualmente se ve la
trayectoria de la rama 5 en la segunda figura.

Aqui vemos claramente que la rama 6 varfa con la longitud en los dos
diagramas de bifurcacién correspondientes a las dos flechas en las dos direc-
ciones de pandeo, lo que se traduce en que en la deformacién gobernada por
esta rama aparece flecha en las dos direcciones y entonces el pandeo se estd
produciendo en las dos direcciones a la vez.

= SECCION 2 (3x2 mm)

Creamos los ficheros ’estat-secc2.c’ y ’c.estat-secc2’. El ’estat-secc2.c’ lo
obtenemos del ’estat-seccl.c’ de la seccion 1 con la tdnica modificacién de las
dimensiones de la nueva seccién. Para el ’c.estat-secc2’ nos servimos también
del correspondiente para la seccién 1 y hacemos las modificaciones que nos
convengan en los pardmetros principales. Los valores que vamos a dar a estos
pardmetros para obtener la rama principal de esta segunda seccién son los
siguientes:

IRS=0. Partimos de la solucién inicial.

NICP=3. Mostramos tres pardametros por pantalla.

NBC=20. Tenemos 20 condiciones de contorno.

ISW=1. Vamos a ejecutar la rama principal.
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NMX=300. Hacemos un maximo de 300 iteraciones.

NPR=0. Decimos al programa que ponga etiqueta sélo a los puntos
especiales.

DS=0.1. El paso inicial es 0.1.

DSMAX=0.1. El paso méximo no debe superar a 0.1.

Abrimos un terminal y escribimos:

auto
AUT0>1d(’ estat-secc2’)
AUTO>r (c=’estat-secc2’)

El resultado que hemos obtenido lo guardamos como ramal-secc2’:

AUTO>sv(’ramal-secc?2’)

Resumimos en la siguiente tabla el valor de los cinco primeros BP que
hemos obtenido con esta seccién y de los que obtuvimos con la secciéon ante-
rior:

Orden de aparicién de los BP 1° 2° 3° 4° 5°
Valor de los BP (seccién 1) | 1.92482 | 3.05546 | 3.70684 | 5.13158 | 5.88424
Valor de los BP (seccién 2) | 1.92482 | 2.52223 | 3.70684 | 4.85734 | 5.13158

Como se explicé anteriormente, al cambiar de seccién se conserva, para
cada modo, el valor del BP que corresponde al pandeo segin la direccién de
menor inercia, ya que éste depende exclusivamente de la dimensién b que
mantenemos constante. Por tanto, en la tabla de los BP anterior, podemos
comprobar (en negrita) cémo se mantienen iguales tres de los cinco BP con
los valores de 1.92482, que es el valor critico segiin la menor inercia para
el primer modo de pandeo; 3.70684, que es el valor critico segin la menor
inercia para el segundo modo de pandeo; y 5.13158, que es el valor critico
seguin la menor inercia para el tercer modo de pandeo.

Por otra parte vemos como han cambiado los valores de los BP correspon-
dientes al pandeo segtin la direccién de mayor inercia: el valor de 3.05546, que
es el valor critico segin la mayor inercia para el primer modo, ha disminuido
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su valor a 2.52223, y el valor de 5.88424, que es el valor critico segtin la mayor
inercia para el segundo modo, ha disminuido a 4.85734.

Hacemos el primer cambio de rama, correspondiente al primer BP, para
el cual hacemos los siguientes cambios en los pardmetros controlantes:

IRS=2. Partimos de la etiqueta 2 de la solucién anterior.

ISW=-1. Hacemos un cambio de rama.

NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DSMAX=10000. Ponemos un paso méximo de 10000 para recorrer la
rama de forma mads rapida.

Estos cambios los guardamos como ’c.estat-secc2.1’ y tecleamos:

AUTO>r (s=’ramal-secc2’,c=’estat-secc2.1’)

El resultado lo guardamos como 'rama2-secc2’ y lo unimos al resultado
anterior mediante:

AUTO>sv(’rama2-secc2’)
AUTO>ap(’rama2-secc2’,’ramal-secc2’)

Hacemos el segundo cambio de rama, correspondiente al segundo BP,
déndole los siguientes valores a los pardmetros controlantes:

IRS=3. Partimos de la etiqueta 3.

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=100. Decimos que ponga una etiqueta cada 100 iteraciones.

DSMAX=10000. El paso méximo lo elevamos a 10000 para que avance
por la rama con bastante rapidez.

Guardamos estos cambios con el nombre de ’estat-secc2.2’ y ejecutamos:

AUTO>r (s=’ramal-secc2’,c=’estat-secc2.2’)

El resultado lo guardamos como 'rama3-secc2’ :
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AUTO>sv(’rama3-secc2’)

Unimos a la primera rama con el comando ’ap’:

AUT0>ap(’rama3-secc2’, ’ramal-secc2’)

El tercer cambio de rama, a partir del tercer '"BP’ (1=3.70684), lo hace-
mos con el fichero ’c.estat-secc2.3’ que tiene los siguientes pardmetros con-
trolantes:

IRS=4. Partimos de la etiqueta 4 (tercer BP).

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=30. Decimos que ponga una etiqueta cada 30 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso maximo lo elevamos a 1leb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Hacemos la ejecucion tecleando lo siguiente:

AUTO>r (s=’ramal-secc2’,c=’estat-secc2.3’)

Salvamos el resultado con el nombre de 'ramad-secc2’:

AUTO>sv(’ramad-secc2’)

Para hacer el cuarto cambio de rama, a partir del cuarto 'BP’ (1=4.85734),
nos creamos el fichero ’c.estat-secc2.4’ con los siguientes pardmetros con-
trolantes:

IRS=5. Partimos de la etiqueta 5 (cuarto 'BP’).

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=30. Decimos que ponga una etiqueta cada 30 iteraciones.

DSMAX= 1e5. El paso médximo lo elevamos a 1eb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Ejecutamos tecleando lo siguiente:

AUTO>r (s=’ramal-secc2’,c=’estat-secc2.4’)
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Salvamos el resultado como ’ramab-secc2’:

AUTO>sv(’rama5-secc2’)

En esta tltima rama (‘ramab-secc2’) nos han aparecido puntos 'BP’ de
los que haremos el cambio de rama en el primero (etiqueta 36). Para ello
nos creamos el fichero ’c.estat-secc2.5’ con los pardmetros controlantes que
siguen:

IRS=36. Partimos de la etiqueta 36.

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=100. Decimos que ponga una etiqueta cada 100 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso maximo lo elevamos a 1eb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Lo ejecutamos tecleando:

AUTO>r (s=’ramal-secc2’,c=’estat-secc2.5’)

Salvamos el resultado como ’rama6-secc2’:

AUTO>sv(’rama6-secc2’)

Representamos los dos diagramas de las flechas frente al pardmetro; primero
el del maximo de 1, que es el del pandeo en la direccién de menor inercia, y
segundo el del maximo de x5, que es el del pandeo en la direccién de mayor
inercia.
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Figura 3.25: Maximo de x1 frente a la longitud (seccién 2)
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Figura 3.26: Médximo de x2 frente a la longitud (seccién 2)

En el primer diagrama, el del maximo de z; frente al pardmetro longitud,
vemos que, igual que en la seccién 1, las ramas que van cambiando con el
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incremento de longitud son la rama 2 y la rama 4, mientras que las ramas
3 y 5 son dos lineas horizontales que parten del segundo y cuarto 'BP’ res-
pectivamente y permanecen constantes e iguales a cero con la longitud ya
que estamos representando el méximo de x; y las ramas 2 y 4 son las que
representan el movimiento en la direccion de las z;. En el segundo diagrama,
el del méximo de x5 frente a la longitud, ocurre lo contrario; estamos repre-
sentando la flecha en la direccién e; y por tanto las ramas que varfan son las
ramas 3 y 5, que son las que representan el pandeo en la direccién de las x,.
En este segundo diagrama la rama 3 vuelve a aparecer en la regiéon negativa
de las ordenadas, lo que significa que el pandeo se vuelve a producir en el
sentido negativo del eje ey.

Ahora la rama 3 estd mds proxima a la rama 2 que en la seccion 1, ya que
el segundo BP ha disminuido su valor y se ha acercado més al primero. La
rama 5 también estd mds préxima a la rama 4 porque el 'BP’ del que parte
la rama 5 se ha acercado més al tercer 'BP’ que es del que parte la rama 4.

La forma de las ramas vuelve a ser la misma que las de la seccién 1 porque
el extremo libre evoluciona de la misma forma cualitativa.

Se vuelve a producir el mismo cambio de signo en las ramas 4 y 5.

La rama 6, al igual que en la seccién 1, es la rama obtenida a partir
del primer 'BP’ de la rama 5 y vuelve a tener evolucién con el aumento de
longitud en los dos diagramas de bifurcacién, lo que significa que existe flecha
distinta de cero en las dos direcciones.

Representamos ahora los diagramas de deformacién real que son el de x3
frente a x1, que representa la deformacion segtn la direccion del eje eq, y el
de x3 frente a x5, que representa la deformacion en la direccién del eje es.

Primero representamos las deformaciones en las dos direcciones e; y ey
para el primer modo de deformacién, que van a ser las correspondientes a
puntos etiquetados de las dos primeras ramas (‘rama2-secc2’ y 'rama3-secc2’)
obtenidas mediante el cambio de rama a partir de los dos 'BP’ del primer
modo. Tenemos las dos figuras siguientes:
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Figura 3.27: Deformacién en direccién x1(primer modo)
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Figura 3.28: Deformacién en direccién x2 (primer modo)

La primera figura, que representa posiciones deformadas de la rama 2,
tiene diez posiciones sucesivas después de la posicién inicial, que son las
correspondientes a las etiquetas de dicha rama y que son las que van desde
la niimero 15 a la nimero 24. La segunda figura representa las posiciones que
corresponden a las etiquetas de la rama 3, que son las diez que van de la
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nimero 25 a la mimero 34. La posicién inicial en ambas figuras es la de la
dltima etiqueta de la rama 1, que es la nimero 14.

Vemos que las deformaciones en ambas figuras se producen en el sentido
acorde al signo de las flechas en los correspondientes diagramas de bifur-
cacién, es decir que en la primera figura se produce el pandeo hacia el lado
positivo porque la rama 2 en el primer diagrama de bifurcacién evoluciona
en la regién positiva y en la segunda figura se produce el pandeo hacia el lado
negativo porque la rama 3 en el segundo diagrama de bifurcacién evoluciona
en la region negativa.

En segundo lugar representamos las deformaciones en las dos direcciones
para el segundo modo de pandeo mediante puntos etiquetados de las ramas
tercera (‘ramad-secc2’) y cuarta (‘ramab-secc2’) obtenidas al hacer el cambio
de rama en los dos 'BP’ del segundo modo, y mediante puntos etiquetados
de la rama 'rama6-secc2’ obtenida al hacer el cambio de rama en el primer
'BP’ de la cuarta rama (‘ramab-secc2’). Tenemos las dos figuras siguientes:

1,04
E et.35(rama 4)
0,8 -
] et.43(rama 6)
0,6

0.4+ et.37(rama 4)
0,2

0,0+ ’ 7/)

-0,2 -
0.4 4 et.47(rama 6) ————
—OG; ~—et.39(rama 4)

-0,8

—T— 77— T T T T
-05 -04 -03 -02 -01 00 0,1 02 0,3 0,4 0,5

X,

Figura 3.29: Deformacién en direccién x1(segundo modo)
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Figura 3.30: Deformacion en direccién x2 (segundo modo)

La primera figura, correspondiente a la deformacién real en la direccién
de menor inercia, nos muestra las posiciones deformadas de la rama 4 y de la
rama 6 quedando las posiciones deformadas de la rama 5 confundidas en la
linea vertical de la posicién inicial antes del pandeo por no tener pandeo en
esta direccion. Se han representado sélo las posiciones de las etiquetas 35,37
y 39 de la rama 4 y las de las etiquetas 43 y 47 de la rama 6. La segunda
figura, correspondiente a la deformacion real en la direccién de mayor inercia,
nos muestra las posiciones deformadas de la rama 5 y de la rama 6 quedando
las de la rama 4 confundidas en la linea vertical de inicio por no tener pandeo
en esta direccién. Las posiciones de la rama 5 que hemos representado son la
de las etiquetas 35,36,38,40 y 42 siendo las de la rama 6 las mismas que en
la primera figura.

En la primera figura volvemos a ver claro el motivo del cambio de signo
de la rama 4 y en la segunda figura el de la rama 5.

Comprobamos igualmente que los puntos de la rama 6 tienen deformada
en las dos direcciones de pandeo.

= SECCION 3 (2.5x2 mm)

Creamos el fichero ’estat-secc3.c’ con la modificacién de las dimensiones
de la seccion al ’estat-seccl.c’ de la seccién 1. A continuacién creamos el
‘c.estat-seccd’ a partir del ’c.estat-seccl’ con los siguientes valores de los
parametros principales:
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IRS=0. Partimos de la solucién inicial.

NICP=3. Mostramos tres pardmetros por pantalla.

NBC=20. Tenemos 20 condiciones de contorno.

ISW=1. Vamos a ejecutar la rama principal.

NMX=300. Hacemos un maximo de 300 iteraciones.

NPR=0. Decimos al programa que ponga etiqueta sélo a los puntos
especiales.

DS=0.1. El paso inicial es 0.1.

DSMAX=0.1. El paso méaximo va a ser 0.1.

Abrimos un terminal y escribimos:

auto
AUT0>1d(’estat-secc3’)
AUTO>r (c=’estat-secc3’)

El resultado lo guardamos como ’ramal-secc3’:

AUTO>sv(’ramal-secc3’)

Resumimos los BP que hemos obtenido con esta seccién y con las dos
anteriores:

Orden de aparicién de los BP 1° 2° 3° 4° 5°
Valor de los BP (seccién 1) | 1.92482 | 3.05546 | 3.70684 | 5.13158 | 5.88424
Valor de los BP (seccién 2) | 1.92482 | 2.52223 | 3.70684 | 4.85734 | 5.13158
Valor de los BP (seccién 3) | 1.92482 | 2.23356 | 3.70684 | 4.30141 | 5.13161

Comprobamos que se mantienen constantes los BP que corresponden a la
direccién de menor inercia de cada modo con los valores de 1.92482 para el
primer modo, 3.70684 para el segundo modo, y 5.13161 para el tercer modo.

Por otra parte, el BP correspondiente a la direccién de mayor inercia para
el primer modo, que para la seccién 1 tenfa un valor de 3.05546 y para la
secciéon 2 un valor de 2.52223, ha disminuido su valor otra vez pasando a
valer 2.23356 y el BP correspondiente a la direccién de mayor inercia para
el segundo modo, que para la seccién 1 tenfa un valor de 5.88424 y para la
seccién 2 un valor de 4.85734, ha disminuido su valor hasta 4.30141.
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Hacemos el cambio de rama correspondiente al primer BP haciendo los
correspondientes cambios a los pardmetros controlantes:

IRS=2. Partimos de la etiqueta 2 de la solucién anterior.

ISW=-1. Hacemos un cambio de rama.

NMX=1200. El niimero de iteraciones va a ser 1200 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DSMAX=20000. Elevamos el paso maximo a 20000 para recorrer la
rama de forma répida.

Guardamos los cambios como ’c.estat-secc3.1’ y tecleamos:

AUTO>r (s=’ramal-secc3’,c=’estat-secc3.1’)

El resultado lo guardamos como 'rama2-secc3’ y lo unimos al anterior:

AUTO>sv (’rama2-secc3’)
AUT0>ap(’rama2-secc3’,’ramal-secc3’)

Hacemos el cambio de rama correspondiente al segundo BP con los sigui-
entes valores de los pardmetros controlantes:

IRS=3. Partimos de la etiqueta 3.

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1200. Hacemos un méximo de 1200 iteraciones.

NPR=100. Decimos que ponga una etiqueta cada 100 iteraciones.

DSMAX=20000. El paso méximo lo elevamos a 20000 para que avance
por la rama con bastante rapidez.

Guardamos estos valores con el nombre de ’estat-secc3.2’ y ejecutamos:

AUTO>r (s=’ramal-secc3’,c=’estat-secc3.2’)

El resultado lo guardamos como 'ramad-secc3’ :

AUTO>sv(’rama3-secc3’)

Unimos a la primera rama con el comando ’ap’:
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AUT0>ap(’rama3-secc3’,’ramal-secc3’)

Hacemos el tercer cambio de rama a partir del tercer 'BP’ (1=3.70684) con
el fichero ’c.estat-secc3.3’ que tiene los siguientes pardmetros controlantes:

IRS=4. Partimos de la etiqueta 4 (tercer BP).

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=30. Decimos que ponga una etiqueta cada 30 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso maximo lo elevamos a 1leb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Hacemos la ejecucion tecleando lo siguiente:

AUTO>r (s=’ramal-secc3’,c=’estat-secc3.3’)

Salvamos el resultado con el nombre de 'ramad-secc3’:

AUTO>sv(’ramad-secc3’)

Hacemos el cuarto cambio de rama a partir del cuarto 'BP’ (1=4.30141)
con el fichero ’c.estat-secc3.4’ que tiene los siguientes pardmetros controlantes:

IRS=5. Partimos de la etiqueta 5 (cuarto 'BP’).

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=30. Decimos que ponga una etiqueta cada 30 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso maximo lo elevamos a 1leb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Ejecutamos tecleando lo siguiente:

AUTO>r (s=’ramal-secc3’,c=’estat-secc3.4’)

Salvamos el resultado como 'ramab-secc3’:

AUTO>sv (°’ramab-secc3’)
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En esta ultima rama (‘ramab-secc3’) nos han aparecido puntos 'BP’ y
entonces haremos el cambio de rama en el primero (etiqueta 38). Para ello
nos creamos el fichero ’c.estat-secc3.5’ con los pardmetros controlantes que
siguen:

IRS=38. Partimos de la etiqueta 38.

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=50. Decimos que ponga una etiqueta cada 50 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso méximo lo elevamos a 1e5 para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Lo ejecutamos tecleando:

AUTO>r (s=’ramal-secc3’,c=’estat-secc3.5’)

Salvamos el resultado como 'rama6-secc3’:
AUTO>sv(’rama6-secc3’)

Los diagramas de bifurcacién son los siguientes:
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Figura 3.31: Maximo de x1 frente a la longitud (seccién 3)
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Figura 3.32: Maximo de x2 frente a la longitud (seccién 3)

Vemos que cualitativamente los diagramas siguen siendo iguales a los de
las secciones anteriores y lo que varfa son las distancias entre la rama 2 y
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la rama 3 y entre la rama 4 y la rama 5, que son ambas menores porque el
segundo 'BP’ se ha aproximado al primero ain més y el cuarto al primero
también.

La rama 6 que nace del primer 'BP’ de la rama 5 vuelve a tener evolucién
con la longitud al igual que en la seccién 1 y en la seccién 2, con lo que al
movernos por esta rama tenemos pandeo en las dos direcciones a la vez.

Representamos los diagramas de deformacién real, el de z3 frente a x; y
el de x5 frente a x,.

Primero representamos los diagramas de las dos direcciones e; y e; para
el primer modo de deformacién con puntos etiquetados de las dos primeras
ramas (‘rama2-secc3’ y ‘rama3-secc3’) obtenidas mediante el cambio de rama
en los dos 'BP’ del primer modo.Tenemos las dos figuras siguientes:

1,04 /et.15(rama 2)

Oygi et.14(rama 1)——
0,6;
0,4

0,2

02
-0,4
'O’Gi et.24(rama 2)— ~
-0,8 -

-1,0 1

Figura 3.33: Deformacién en direccién x1(primer modo)
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Figura 3.34: Deformacion en direccién x2 (primer modo)

La figura primera, que representa deformaciones de la rama 2, tiene diez
posiciones sucesivas después de la posicién inicial, que son las correspondi-
entes a las etiquetas que van desde la nimero 15 a la nimero 24. La figura
segunda, en la que se ven las deformaciones de la rama 3, representa las once
posiciones que corresponden a las etiquetas que van de la nimero 25 a la
nimero 35. La posicién inicial en ambas figuras es la de la etiqueta nimero
14 de la rama 1.

Podemos comprobar que las deformaciones en ambas figuras se producen
en el sentido acorde al signo de las flechas en los correspondientes diagramas
de bifurcacion.

A continuacién representamos los diagramas de las dos direcciones del
segundo modo de pandeo mediante puntos etiquetados de las ramas tercera
(‘ramad-secc3d’) y cuarta (‘ramab-secc3d’) obtenidas al hacer el cambio de rama
en los dos 'BP’ del segundo modo, y mediante puntos etiquetados de la rama
‘ramab-secc3’ obtenida al hacer el cambio de rama en el primer 'BP’ de la
cuarta rama (‘ramab-seccd’). Tenemos las dos figuras siguientes:
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Figura 3.35: Deformacion en direccién x1 (segundo modo)
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Figura 3.36: Deformacién en direccién x2 (segundo modo)

En la primera figura, correspondiente a la deformacion real en la direccién
de menor inercia, aparecen las posiciones deformadas de la rama 4 y de la
rama 6 quedando las posiciones deformadas de la rama 5 confundidas en la
linea vertical de la posicién inicial. Se han representado las posiciones de las
etiquetas 36,38,40 y 42 de la rama 4 y las de las etiquetas 44 y 46 de la
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rama 6. En la segunda figura, correspondiente a la deformacién real en la
direccién de mayor inercia, aparecen las posiciones deformadas de la rama 5
y de la rama 6 quedando las de la rama 4 confundidas en la linea vertical .
Las posiciones de la rama 5 que hemos representado son la de las etiquetas
36,38,40 y 43 siendo las de la rama 6 las mismas que en la primera figura.

En la primera figura se vuelve a ver claro por qué cambia de signo las
rama 4. En la segunda figura se ve igualmente el motivo del cambio de signo
de la rama 5.

Comprobamos nuevamente que los puntos de la rama 6 tienen deformada
en las dos direcciones de pandeo.

= SECCION 4 (2.1x2 mm)

Creamos el fichero ’estat-secc4.c’ modificando las dimensiones de la sec-
cién en el ’estat-seccl.c’ de la seccion 1, y el ’c.estat-seccd’, que tiene los
siguientes valores de los pardmetros principales:

IRS=0. Partimos de la solucién inicial.

NICP=3. Mostramos tres pardmetros por pantalla.

NBC=20. Tenemos 20 condiciones de contorno.

ISW=1. Vamos a ejecutar la rama principal.

NMX=300. Hacemos un maximo de 300 iteraciones.

NPR=0. Decimos al programa que ponga etiqueta sélo a los puntos
especiales.

DS=0.1. El paso inicial es 0.1.

DSMAX=0.1. El paso méximo va a ser 0.1.

Abrimos un terminal y escribimos:
auto
AUT0>1d(’estat-secc4d’)
AUTO>r (c=’estat-secc4’)

El resultado lo guardamos como ramal-secc4’:

AUTO>sv(’ramal-seccéd’)
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Resumimos los BP de esta seccion y de las tres anteriores:

Orden de aparicién de los BP 1° 2° 3° 4° 5°
Valor de los BP (seccién 1) | 1.92482 | 3.05546 | 3.70684 | 5.13158 | 5.88424
Valor de los BP (seccién 2) | 1.92482 | 2.52223 | 3.70684 | 4.85734 | 5.13158
Valor de los BP (seccién 3) | 1.92482 | 2.23356 | 3.70684 | 4.30141 | 5.13161
Valor de los BP (seccién 4) | 1.92482 | 1.98846 | 3.70684 | 3.8294 | 5.13158

Vemos que permanecen constantes los BP correspondientes a la menor in-
ercia con los valores de 1.92482 para el primer modo, 3.70684 para el segundo
modo, y 5.13158 para el tercer modo.

El BP correspondiente a la mayor inercia del primer modo, que para la
seccion 3 valia 2.23356, disminuye su valor a 1.98846, y el BP correspondiente
a la mayor inercia del segundo modo, que para la seccién 3 valia 4.30141,
disminuye su valor a 3.8294.

Hacemos el cambio de rama en el primer BP con los siguientes valores de
los pardametros controlantes:

IRS=2. Partimos de la etiqueta 2 de la solucién anterior.

ISW=-1. Hacemos un cambio de rama.

NMX=1200. El niimero de iteraciones va a ser 1200 como m&aximo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DSMAX=30000. Elevamos el paso maximo a 30000 para aumentar la
velocidad de obtencién de la rama.

Guardamos estos cambios como ’c.estat-secc4.1’ y tecleamos:

AUTO>r (s=’ramal-seccd’ ,c=’estat-seccd.1’)

El resultado lo guardamos como ’rama2-secc4’ y lo unimos al anterior:

AUTO>sv(’rama2-secc4’)
AUT0>ap(’rama2-secc4’,’ramal-seccd’)
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Hacemos el cambio de rama en el segundo BP con los siguientes valores
de los pardmetros controlantes:

IRS=3. Partimos de la etiqueta 3.

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1200. Hacemos un méximo de 1200 iteraciones.

NPR=100. Decimos que ponga una etiqueta cada 100 iteraciones.

DSMAX=30000. El paso méximo lo elevamos a 30000 para que avance
por la rama con mucha rapidez.

Guardamos estos valores con el nombre de ’estat-secc4.2’ y ejecutamos:

AUTO>r (s=’ramal-seccd4’ ,c=’estat-seccd.2’)

El resultado lo guardamos como rama3-secc4’ :

AUTO>sv(’rama3-seccd’)

Unimos a la primera rama:

AUT0>ap(’rama3-secc4’,’ramal-secc4’)

Hacemos el tercer cambio de rama a partir del tercer 'BP’ (1=3.70684) con
el fichero ’c.estat-secc4.3’ que tiene los siguientes pardmetros controlantes:

IRS=4. Partimos de la etiqueta 4 (tercer BP).

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méaximo de 1000 iteraciones.

NPR=30. Decimos que ponga una etiqueta cada 30 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso maximo lo elevamos a 1eb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Hacemos la ejecucion tecleando lo siguiente:

AUTO>r (s=’ramal-secc4’ ,c=’estat-secc4.3’)

Salvamos el resultado con el nombre de 'ramad-seccd’:

AUTO>sv (’ramad-seccd’)
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El cuarto cambio de rama a partir del cuarto 'BP’ (1=3.8294) lo hace-
mos con el fichero ’c.estat-seccd.4’ que tiene los siguientes pardmetros con-
trolantes:

IRS=5. Partimos de la etiqueta 5 (cuarto 'BP’).

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=30. Decimos que ponga una etiqueta cada 30 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso maximo lo elevamos a 1eb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Ejecutamos tecleando lo siguiente:

AUTO>r (s=’ramal-secc4’ ,c=’estat-seccd.4’)

Salvamos el resultado como 'ramab-seccd’:

AUTO>sv(’ramab-seccéd’)

Los diagramas de bifurcacién son los que siguen:

0,8

0.6 - L

0,4

rama 2

0,2

x i
X 0,0
g i
0,24 m AN A
04 1 rama 1 rama 3 rama rama 5
.016_
-0,8 -
1,0 ——
0 2 4 6 8 10
longitud

Figura 3.37: Mdximo de x1 frente a la longitud (seccién 4)
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0,8
0,6
0.4 rama 5
4 rama 1 rama 2 rama 4
— 0,24
= ]
X 0,04
(0]
g |
_0’2 -
-0,4
1 rama 3
.0’6 -
-0,8
1’0 T T T T T T
0 2 4 6 8 10
longitud

Figura 3.38: Maximo de x2 frente a la longitud (seccién 4)

Vemos que los diagramas siguen siendo iguales cualitativamente a los de
las secciones anteriores. La rama 3 estd mds proxima a la rama 2 y la rama
5 estd mdas préxima a la rama 4 que en los casos anteriores, puesto que el
segundo 'BP’ estd mds préximo al primero y el cuarto mas préximo al tercero.

Los diagramas de deformacién en las dos direcciones e; y e para el
primer modo de pandeo se representan mediante puntos etiquetados de las
dos primeras ramas (‘rama2-secc4’ y 'rama3-seccd’) obtenidas al hacer el
cambio de rama en los dos 'BP’ del primer modo y los tenemos en las dos
figuras siguientes:
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1,04
0.8
0,64
04

0,2

02]
04]
06
.018;

-1,0 4

et.17(rama 2)
et.16(rama 1) —

et.25(rama 2)

et.18(rama 2)

Figura 3.39: Deformacién en direccién x1 (primer modo)

1,0
0,8
0,6;
0,4;

0,2

02
.014;
_05;
08

_1,0,

-——et.16(rama 1)

et.26(rama 3\

let.27(rama I~

<— et.35(rama 3)

-1

0 08

-06 -04 -02 0,2 0.4 0,6

0,8

Figura 3.40: Deformacion en direccién x2 (primer modo)

La figura primera, que representa las deformaciones de la rama 2, tiene
nueve posiciones que corresponden a las etiquetas que van desde la nimero
17 a la nimero 25. La figura segunda, que representa las deformaciones de la
rama 3, tiene nueve posiciones que corresponden a las etiquetas que van de
la nimero 26 a la nimero 34. La posicién inicial es la de la etiqueta niimero

16 de la rama 1.
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Podemos comprobar que las deformaciones en ambas figuras se producen
en el sentido del signo de las flechas de los correspondientes diagramas de
bifurcacién.

Ahora representamos los diagramas de las dos direcciones correspondi-
entes al segundo modo de pandeo mediante puntos etiquetados de las ramas
tercera ('ramad-seccd’) y cuarta (‘ramab-seccd’) obtenidas al hacer el cambio
de rama en los dos 'BP’ del segundo modo. Tenemos las dos figuras siguientes:

1,0 4
et.36(rama 4)

0’8_' / et_j(rama 4)

0,6
0,4
0,2_. et.40(rama 4)
] P
0,04
-0,2
-0,4 -
i - ———et.44(rama 4)
-0,6 4

-0,8

0,4 0,2 0,0 0.2 04

Figura 3.41: Deformacioén en direccién x1 (segundo modo)
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1’0'_ et.36(rama 5) et.38(rama 5)
0,8 \ /

0,6—-
041
02+

0,0 +

0 2_- et.45(rama 5)

047 et.41(rama 5)
-0,6

0,8

0,4 02 0,0 0.2 04

Figura 3.42: Deformacién en direccién x2 (segundo modo)

En la primera figura, correspondiente a la deformacion real en la direc-
ciéon de menor inercia, aparecen las posiciones deformadas de la rama 4 de
los puntos que hemos elegido para representar, que son los correspondientes
a las etiquetas 36,38,40 y 44. En la segunda figura, correspondiente a la
deformacion real en la direccién de mayor inercia, aparecen las posiciones
deformadas de la rama 5 de los puntos elegidos, que son los correspondientes
a las etiquetas 36,38,41 y 45.

En las dos figuras vemos que las formas son coherentes con las trayectorias
de las ramas 4 y 5 de los diagramas de bifurcacién.

= SECCION 5 (2.01x2 mm)

Creamos el fichero ’estat-secch.c’ con las nuevas dimensiones de la seccion,
y el 'c.estat-secch’ con los siguientes valores de los pardmetros principales:

IRS=0. Partimos de la solucién inicial.

NICP=3. Mostramos tres pardmetros por pantalla.

NBC=20. Tenemos 20 condiciones de contorno.

ISW=1. Vamos a ejecutar la rama principal.

NMX=1200. Hacemos hasta un méximo de 1200 iteraciones, que es un
nimero elevado debido a que el paso maximo lo vamos a poner bastante
pequeno.

NPR=0. Decimos al programa que ponga etiqueta sélo a los puntos
especiales.

DS=0.1. El paso inicial es 0.1.
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DSMAX=0.01. El paso maximo va a ser 0.01, que es un valor bastante
pequeno debido a que los 'BP’ van a salir muy juntos y con un valor maés
grande del paso maximo el programa no detectaria muchos de los 'BP’.

Abrimos un terminal y escribimos:
auto
AUT0>1d(’estat-secch’)
AUTO>r (c=’estat-secch’)
El resultado lo guardamos como ’ramal-secch’:
AUTO>sv(’ramal-secch’)

Resumiendo los BP obtenidos con esta seccién y los obtenidos con las
cuatro secciones anteriores tenemos:

Orden de aparicién de los BP 1° 20 3° 4° 5°
Valor de los BP (seccién 1) | 1.92482 | 3.05546 | 3.70684 | 5.13158 | 5.88424
Valor de los BP (seccién 2) | 1.92482 | 2.52223 | 3.70684 | 4.85734 | 5.13158
Valor de los BP (seccién 3) | 1.92482 | 2.23356 | 3.70684 | 4.30141 | 5.13161
Valor de los BP (seccién 4) | 1.92482 | 1.98846 | 3.70684 | 3.8294 | 5.13158
Valor de los BP (seccién 5) | 1.92482 | 1.93123 | 3.70685 | 3.7192 | 5.13159

Vemos que para esta nueva seccién se vuelven a repetir los valores de los
BP que corresponden al pandeo en la direccién de menor inercia, que son
1.92482, 3.70685 y 5.13159 para el primer, segundo y tercer modo respecti-
vamente.

El ’BP’ de la mayor inercia del primer modo pasa a valer 1.93123, que es
un valor muy préoximo al 1.92482 de la menor inercia, y el BP de la mayor
inercia del segundo modo pasa a valer 3.7192, que también es un valor muy
cercano al 3.70685 de la menor inercia.
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Hacemos el cambio de rama del primer BP con los siguientes valores de
los pardametros controlantes:

IRS=2. Partimos de la etiqueta 2 de la solucién anterior.

ISW=-1. Hacemos un cambio de rama.

NMX=1500. El ntimero de iteraciones va a ser 1500 como m&ximo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DSMAX=50000. Elevamos el paso maximo a 50000 para aumentar la
velocidad de obtencién de la rama.

Guardamos estos cambios como ’c.estat-secch.1’ y tecleamos:

AUTO>r (s=’ramal-secch’,c=’estat-seccb.1’)

El resultado lo guardamos como ’'rama2-seccd’ y lo unimos al anterior:

AUTO>sv (’rama2-secch’)
AUT0>ap(’rama2-secch’,’ramal-secch’)

Hacemos el cambio de rama del segundo BP con los siguientes valores de
los pardametros controlantes:

IRS=3. Partimos de la etiqueta 3.

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1200. Hacemos un méximo de 1200 iteraciones.

NPR=100. Decimos que ponga una etiqueta cada 100 iteraciones.

DSMAX=50000. El paso méximo lo elevamos a 50000 para que avance
por la rama con mucha rapidez.

Guardamos estos valores con el nombre de ’estat-secc5.2’ y ejecutamos:

AUTO>r (s=’ramal-secch’,c=’estat-secc5.2’)

El resultado lo guardamos como 'ramad-seccd’ :

AUTO>sv(’rama3-secch’)

Unimos a la primera rama:
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AUT0>ap(’rama3-secch’,’ramal-secch’)

Hacemos el tercer cambio de rama a partir del tercer '"BP’ (1=3.70685) con
el fichero ’c.estat-secch.3’ que tiene los siguientes pardmetros controlantes:

IRS=4. Partimos de la etiqueta 4 (tercer BP).

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=30. Decimos que ponga una etiqueta cada 30 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso maximo lo elevamos a 1leb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Hacemos la ejecucién tecleando lo siguiente:

AUTO>r (s=’ramal-secch5’,c=’estat-seccb5.3’)

Salvamos el resultado con el nombre de 'ramad-secch’:

AUTO>sv(’ramad-secch’)

El cuarto cambio de rama a partir del cuarto 'BP’ (1=3.7192) lo hace-
mos con el fichero ’c.estat-secc5.4’ que tiene los siguientes pardametros con-
trolantes:

IRS=5. Partimos de la etiqueta 5 (cuarto 'BP’).

ISW=-1. Vamos a hacer un cambio de rama.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=30. Decimos que ponga una etiqueta cada 30 iteraciones.

DSMAX=1e5. El paso maximo lo elevamos a 1leb para que avance por
la rama con bastante rapidez.

Ejecutamos tecleando lo siguiente:

AUTO>r (s=’ramal-secch5’,c=’estat-seccb5.4’)

Salvamos el resultado como ’ramab-secch’:

AUTO>sv (°’ramab-secch’)
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Los diagramas de bifurcacién son los que siguen:

0,8 4

i rama 2
0,6 - /

0,4

0,2

. = |

-04- ramal rama3 rama 4 rama 5

max.(x,)

-0,6 4

-0,8 -

longitud

Figura 3.43: Maximo de x1 frente a la longitud (seccién 5)

0,8 -
0,6 4
04- rama1 ramaz2

| rama 5 rama 4
0,2 ,/

0,0 4

max.(x,)

-0,2 4
-0,4-|

-0,6 4

-0,8 -

longitud

Figura 3.44: Maximo de x2 frente a la longitud (seccién 5)

Vemos que los diagramas siguen siendo iguales cualitativamente a los de
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las secciones anteriores y que la rama 3 se ha aproximado de nuevo a la rama
2 y larama 5 a la rama 4 de forma que los origenes de las ramas estdn ya casi
coincidiendo dos a dos, puesto que al ser la seccién casi cuadrada el segundo
BP sale ya muy proximo al primero y el cuarto muy préximo al tercero.

Representamos los diagramas de deformacién en las dos direcciones e; y
€3 para el primer modo de pandeo con puntos etiquetados de las dos primeras
ramas (‘rama2-secch’ y 'rama3-secch’) obtenidas al hacer el cambio de rama
en los dos 'BP’ del primer modo. Tenemos las dos figuras siguientes:

t.9 2
et.8(rama 1)——— gt9(rama 2)

et14(rama2) .

Figura 3.45: Deformacién en direccién x1 (primer modo)
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1,0 -
08| et.1m - et.8(rama 1)
06|
04

0,2

02
04
-06 ] - et.20(rama 3)
-0,8 -

1,04

-10 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 10

Figura 3.46: Deformacién en direccién x2 (primer modo)

La figura primera, representativa de la rama 2, tiene las seis posiciones
que corresponden a las etiquetas que van desde la nimero 9 a la mimero 14.
La figura segunda, representativa de la rama 3, tiene las seis posiciones que
corresponden a las etiquetas que van de la nimero 15 a la nimero 20. La
posicién inicial es la de la etiqueta nimero 8 de la rama 1.

Podemos comprobar que las deformaciones en ambas direcciones se pro-
ducen en el sentido del signo de las flechas.

Ahora representamos los diagramas de las dos direcciones correspondi-
entes al segundo modo de pandeo mediante puntos etiquetados de las ramas
tercera (‘ramad-secch’) y cuarta (‘ramab-secch’) obtenidas al hacer el cambio
de rama en los dos 'BP’ del segundo modo. Tenemos las dos figuras siguientes:
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1,04
0,8—-
0,6—.
044
02+
0,0—-
_0'2_-
_0'4_-
—0,6—-

-0,8 -

et.21(rama 4)

et.24(rama 4)

et.27(rama 4)

et.30(rama 4)

-0,4 -0,2 0,0

T T T
0,2 0,4

Figura 3.47: Deformacion en direccién x1 (segundo modo)
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et.21(rama 5)

et.24(rama 5)

et.27(rama 5)

et.30(rama 5)

-0,4 -0,2 0,0

0,2 0.4

Figura 3.48: Deformacion en direccién x2 (segundo modo)

En la primera figura, correspondiente a la deformacion real en la direc-
ciéon de menor inercia, aparecen las posiciones deformadas de la rama 4 de
los puntos que hemos elegido para representar, que son los correspondientes
a las etiquetas 21,24,27 y 30. En la segunda figura, correspondiente a la
deformacioén real en la direcciéon de mayor inercia, aparecen las posiciones
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deformadas de la rama 5 de los puntos elegidos, que son los correspondientes
a las etiquetas 21,24,27 y 30.

En las dos figuras vemos que las formas son coherentes con las trayectorias
de las ramas 4 y 5 de los diagramas de bifurcacion.

= SECCION CUADRADA (2x2 mm)

Al llegar a la seccién cuadrada (situacién de isotropia) lo que ocurre
es que los BP se superponen dos a dos, es decir, que los BP variables,
que se van acercando cada uno de ellos a un BP constante, se hacen
coincidentes cada uno con el BP fijo al cual se aproximaba conforme se
disminufa la altura de la seccién, y también se hardn coincidentes las
ramas dos a dos convirtiéndose las dos ramas de cada modo de pandeo
en una séla rama.

Entonces haciendo la continuacién ocurre que el programa se queda
bloqueado sin llegar a detectar ningin punto BP, que era exactamente
lo que ocurria cuando obteniamos la funcién "bp’.
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Capitulo 4

Material con comportamiento
no lineal

Con idea de incorporar fenémenos no lineales que aparecen en los filamentos,
cables y vigas, como la histéresis, hemos modificado el modelo para incorporar
no linealidades del material.

4.1. Ecuaciones momento-curvatura no linea-
les

Cuando el material presenta un comportamiento no lineal lo que hacemos es
anadir un término ctibico a cada ecuacién que relaciona el momento con la
curvatura de la siguiente forma:

M1:Pk1:>M1:P(k1+Nk%)7

My=P-R-ky= My=P-R- (ks +N-kj),

P- 1 P- 1
v PHRED L PU(R+D)

ST 2. (1+v) 2-(1+v)

De esta forma tenemos modelado el comportamiento no lineal del mate-
rial. ’N” va a ser el pardmetro que controla la no linealidad. Cuando "N’ es

(ks + N -K3).

125
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igual a cero tenemos que el material se comporta de forma lineal, y cuando
"N’ es mayor que cero el comportamiento del material es no lineal.
Reordenando las ecuaciones tenemos:

M

M.
N-k;§+k:2—P‘2R:O,

2-(1+v)
N -k34kyg—My- ——2 =0
3T PR+
Cada una de estas tres ecuaciones corresponde a una ecuacién de tercer
grado del tipo siguiente:

a-°4+b-x+c=0.

En cada ecuacién la curvatura es la incégnita 'x’ que queremos despejar
y el momento juega el papel de una constante.

Para despejar la incégnita 'x’ lo que vamos a hacer es implementar un
método iterativo aproximado que es el método de Newton, porque las expre-
siones simbdlicas (férmula de Cardano) no son sencillas de implementar en
el codigo (ver apéndice B).

4.2. Implementacién del método de Newton

Vamos a implementar el método de Newton en auto y para ello vamos a
introducir lo siguiente:

= Un bucle 'if” en el lugar de la funcién ’func’ donde antes teniamos
las expresiones de las curvaturas en funcién de los momentos para que
distinga el caso en que el pardmetro "N’ valga cero de cuando sea mayor
que cero. Este bucle es necesario porque al hacer el método de Newton
la "N’ aparece dividiendo y da problemas.

= Una nueva funcién llamada ’cubica’ que va a ser la que realice propia-
mente el Método de Newton. La llamada a esta funcién se hace desde
el bucle ’if’ cuando la "N’ sea mayor que cero y se hace una llamada
diferente para obtener cada una de las curvaturas k1,k2 y k3 en funcién
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del valor de cada uno de los tres momentos M1,M2 y M3 correspondi-
entes. De esta forma se recalcula el valor de cada curvatura al variar
su momento correspondiente.

Dentro de la funcién ’cubica’ introducimos un bucle 'while’ para que
controle el nimero de iteraciones del método de Newton e imponga una
tolerancia a la diferencia de la curvatura calculada en cada iteracién
con la curvatura inicial correspondiente a "N’ igual a cero.

Para implementar el Método de Newton ponemos las tres ecuaciones ctibi-
cas en la forma siguiente:

?+p-x=q.

Entonces tenemos las ecuaciones de la siguiente forma con los correspon-
dientes valores de 'p’ y ’q’ de cada una :

(1)

1 M
ki’+k1.(ﬁ) :P-;V’

1 M,
plfN 9 q1 PN7
(2)
1 M.
3 R e R
k2 ke <N) P-R-N’
1 M,
p2—N ’ q2 PRN7
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2-(1+v)

:M‘ .
B P RY1)-N

1
pBZN )

El bucle ’if’ es el siguiente:
//Calculo curvaturas de momentos

if(N==0.0)
{
k1=M1/P;

k2=M2/(P*R);
k3=2.0%(1.04nu)*M3/(P*(R+1.0));
h

else

{

p=1.0/N;

//k1

ql=M1/(P*N);

k10=M1/P;

kl=cubica(p,ql,k10);

//k2

q2=M2/(P*R*N);

k20=M2/(P*R);
k2=cubica(p,q2,k20);

//k3
k30=2.0%(1.0+nu)*M3/(P*(R+1.0));
3=2.0%(1.0+1u)* M3/ (P* (R+1.0)*N);
k3=cubica(p,q3,k30);

}

El motivo de este bucle ’if’ es porque en la definicién del pardmetro ’q’
de cada ecuacién cibica aparece la N’ dividiendo y por tanto para el caso
en que la "N’ valga cero habria una singularidad.

Cuando 'N’ es mayor que cero lo que hacemos es llamar a la funcién
‘cubica’ para el cdlculo de cada curvatura y pasamos como argumentos la 'p’
y 'q’ correspondientes, y la curvatura para 'N’ igual a cero.

La funcién llamada ’cubica’ que hemos creado es la siguiente:

doublereal cubica(doublereal p,doublereal ¢,doublereal k0)

{

doublereal tol,err,f,fp ki;

int maxiter,cont;

cont=0;
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tol=10e-10;
maxiter=40;
err=10.0;
while(cont<=maxiter && err>tol)
{
f=k0*k0*k0+p*k0-q;
fp=3.0*k0*k0+p;
ki=kO0-(f/fp);
err=abs(ki-k0);
k0=ki;

cont=cont+1;

}

return kO;

}

Esta funcién lo que hace es calcular la curvatura por el Método de Newton
mediante una serie de iteraciones que hace el bucle 'while’ en cada una de
las cuales se hace un cédlculo nuevo de la curvatura restando a la curvatura
anterior el cociente formado por la ecuacién cibica y su derivada primera,
y se compara esta nueva curvatura con la anterior para conseguir acotar la
diferencia dentro de un determinado valor llamado tolerancia. Esta funcién la
anadimos después de la ultima funcién en el correspondiente fichero 'xxx.c’.

4.3. Continuacién numérica con material de
comportamiento no lineal

En esta secciéon vamos a partir de un punto de los que tenemos etiquetados
en la primera rama y manteniendo la longitud constante vamos a continuar
el parametro "N’ hasta que alcance un cierto valor. A continuacién vamos a
tomar varios puntos etiquetados de esta continuacién y en cada uno de ellos
vamos a volver a continuar en el pardmetro longitud hacia la parte izquierda
de disminuciéon de la longitud y hacia la parte derecha de incremento de la
longitud.

Para hacer esto tenemos que definir la "N’ como un pardmetro a continuar
(N=par[6]) y lo inicializamos a cero en la funcién ’stpnt’.
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De esta forma vamos a ver cémo se comportan las nuevas ramas corres-
pondientes a los diferentes valores de "N’ respecto a la rama original donde
la ’N’ tiene valor cero.

4.3.1. Diagramas de bifurcacién y soluciones en el es-
pacio real

Creamos en primer lugar el fichero de ecuaciones ’estat.c’, que es el mismo
fichero de ecuaciones usado para el estudio del caso lineal con la introduccién
de los bucles ’if’ y ’while’ que hemos explicado y el nuevo pardmetro de
cambio de linealidad ’N’. La seccién que vamos a usar para todo el estudio
es la de 4x2mm.

Igualmente creamos el correspondiente fichero ’c.estat’ con los siguientes
valores de los pardmetros principales:

IRS=0. Partimos de la solucién inicial.

NICP=3. Mostramos tres parametros por pantalla.

NBC=20. Tenemos 20 condiciones de contorno.

ISW=1. Vamos a ejecutar la rama principal.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=100. Decimos al programa que ponga etiqueta cada 100 itera-
ciones.

DS=0.1. El paso inicial es 0.1.

DSMAX=0.5. El paso méximo no debe superar a 0.5.

Empezamos la continuacion de la rama principal. Tecleamos:

auto
AUT0>1d(’estat’)
AUTO>r (’estat’)

Guardamos el resultado como ’ramal-11’:

AUTO>sv(’ramal-11’)

Obtenemos la primera rama del primer BP con un fichero de constantes
que vamos a llamar ’c.estat-11.1’ que tiene los siguientes valores de los pardme-
tros controlantes:

IRS=2. Partimos de la etiqueta 2 de la solucién anterior.

ISW=-1. Hacemos un cambio de rama.
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NMX=1500. El niimero de iteraciones va a ser 1500 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DSMAX= 1le4. Ponemos un paso méximo de le4 para recorrer la rama
de forma mads répida.

Ejecutamos tecleando:

AUTO>r(s=’ramal-11’,c=’estat-11.1’)

Salvamos el resultado como ’'rama2-11’ tecleando:

AUTO>sv(’rama2-11°)

Una vez que tenemos la rama cogemos un punto de los que estdn eti-
quetados para hacer continuacién en el pardmetro ’N’. Dicho punto va a ser
el correspondiente a la etiqueta nimero 16. Para hacer esta continuacién
creamos un fichero de constantes que vamos a llamar ’c.estat-N’ y que tiene
los siguientes valores de los pardmetros:

IRS=16. Partimos de la etiqueta 16.

NICP=3. Mostramos tres pardmetros por pantalla siendo el primero el
nimero seis.

NBC=20. Tenemos 20 condiciones de contorno.

ISW=1. Vamos a ejecutar una rama principal.

NMX=1000. Hacemos un méximo de 1000 iteraciones.

NPR=10. Decimos al programa que ponga etiqueta cada 10 iteraciones.

DS=0.1. El paso inicial es 0.1.

DSMAX=10000. El paso méximo no debe superar a 10000.

NUZR=1. Para que nos coloque etiquetas en puntos concretos.

Procedemos a la ejecucion:

AUTO>r (s=’rama2-11’,c=’estat-N’)

Guardamos el resultado como 'rama-N’:

AUTO>sv(’rama-N’)



132 CAPITULO 4. MATERIAL NO LINEAL

De todos los puntos etiquetados vamos a tomar los siguientes para volver
a hacer la continuacién en longitud:

N=0.1 (etiqueta 45), N=0.516 (etiqueta 54), N=1.048 (etiqueta 60), N=10.262
(etiqueta 96).

También nos ha salido un punto 'BP’ en N=0.276 (etiqueta 51) en el que
tendremos que hacer el cambio de rama.

Empezamos haciendo continuacién en longitud en cada uno de los cuatro
puntos que hemos seleccionado de 'rama-N’:

= N=0.1

Vamos a continuar en primer lugar por la izquierda, para lo cual creamos
el fichero de constantes 'c.estat-N1i.1’ con los siguientes valores de los pardme-
tros controlantes:

IRS=45. Partimos de la etiqueta 45 de 'rama-N’.

ISW=1. Continuamos una rama principal.

NMX=600. El nimero de iteraciones va a ser 600 a lo sumo.

NPR=10. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 10 iteraciones.

DS=-0.1. Paso inicial 0.1 negativo para que continue en sentido decre-
ciente del pardmetro.

DSMAX=1e4. Ponemos un paso méximo de le4 para recorrer la rama
de forma rapida.

Una vez que tenemos el fichero tecleamos:

AUTO>r (s=’rama-N’,c=’estat-N1i.1’)

Guardamos el resultado como 'rama-N1i.1:

AUTO>sv(’rama-N1i.1’)

Continuamos ahora por la derecha, para lo que creamos el fichero ’c.estat-
N1d.1’ con los siguientes valores de los pardmetros controlantes:

IRS=45. Partimos de la etiqueta 45 de 'rama-N’.

ISW=1. Continuamos una rama principal.

NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.
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NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del pardametro.

DSMAX=1e4. Ponemos un paso méximo de le4 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos tecleando:

AUTO>r (s=’rama-N’,c=’estat-Ni1d.1’)

Vemos que nos han salido algunos puntos 'BP’ en la rama de los cuales
vamos a tomar el primero de ellos para hacer el cambio de rama.

Salvamos el resultado como 'rama-N1d.1’:

AUTO>sv(’rama-N1d.1’)

Procedemos a hacer el cambio de rama en el primer 'BP’ (etiqueta 97) que
nos ha salido en 'rama-N1d.1’, para el cual creamos el fichero ’c.estat-N1d.2’
con los siguientes valores de los pardmetros controlantes:

IRS=97. Partimos de la etiqueta 97 de 'rama-N1d.1’.

ISW=-1. Hacemos el cambio de rama.

NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del pardmetro.

DSMAX=1e4. Ponemos un paso méximo de le4 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos tecleando:
AUTO>r (s=’rama-N1d.1’,c=’estat-N1d.2’)
Salvamos como 'N1d.2’:

AUTO>sv(’rama-N1d4.2°)
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En los diagramas de bifurcacién vamos a representar la rama inicial de la
situacion lineal (N=0) de la que hemos partido, que es la 'rama2-11’, y todas
las ramas que hemos obtenido en N=0.1. Los diagramas de bifurcacion de
las dos direcciones de pandeo son los siguientes:

1,0
rama 2-izquierda(N=0,1)

08 o
i rama 2-derecha(N=0,1)
0,6 1 .BP
0,4 ]
0,2 ]

%
X 0,0
E .
-0,2 - rama 2(N=0) rama 1.2(N=0.1)
-0,4
{rama 1(N=0)
_0Y6 -
_0’8 -
-1,0 T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60
longitud

Figura 4.1: Méximo de x1 en N=0.1
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1,0

0,8
0,6 rama 2-derecha(N=0,1)
0,4
Jrama 1(N=0)
~ 024| BP
S
X 0,0
©
g .
-0,2 1
-0,4 qrama 2-izquierda(N=0,1) rama 1.2(N=0,1
-0,6
_0,8 -
-1.0 T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

longitud

Figura 4.2: Méximo de x2 en N=0.1

La notacién que hemos usado para senalar las ramas en los diagramas es
la siguiente:

‘ramal-11": rama 1 (N=0)

‘rama2-11": rama 2 (N=0)

'rama-N1i.1’: rama 2-izquierda (N=0.1). Es la que se obtiene al continuar
por la izquierda en N=0.1.

‘rama-N1d.1’: rama 2-derecha (N=0.1). Es la que se obtiene al continuar
por la derecha en N=0.1.

'rama-N1d.2”: rama 1.2 (N=0.1). Es la que se obtiene al hacer el primer
cambio de rama en rama-N1d.1’.

Fijéandonos en el diagrama de la flecha en la direccién de menor inercia,
maximo de 1, vemos que el punto de la rama de la que hemos partido
(etiqueta 16 de 'rama2-11") cuando teniamos linealidad (N=0) sube una cierta
cantidad cuando continuamos en N’ y nos paramos en N=0.1, pasando a
tener por tanto mayor flecha debido a una menor rigidez.

Al continuar en sentido decreciente (por la izquierda) la rama sube hasta
un maximo y después disminuye de forma casi vertical hasta que llega un
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momento en que queda por debajo de la rama original en N=0 y posterior-
mente pasa a ser practicamente coincidente con la rama en N=0, llegando a
flecha cero en el mismo punto en el que nacia la rama en N=0. Entonces lo
que estd ocurriendo es que al disminuir la longitud, el filamento vuelve a la
posicién inicial de flecha cero cuando la longitud es la misma para la que se
producia el pandeo al ir incrementando la longitud.

Una observacién importante es el cambio que se produce en la rigidez del
filamento cuando al continuar por la izquierda la rama atraviesa a la rama
original (N=0) quedando por debajo de esta tltima, con lo cual tenemos que
al principio la rigidez es menor que la del punto de partida en N=0 y al
continuar en longitud a partir de N=0.1 en sentido decreciente dicha rigidez
empieza a aumentar hasta superar a la de la rama original (N=0) para un
mismo valor de la longitud. Por tanto en el intervalo en que la rama en N=0.1
queda por debajo de la rama en N=0 el filamento tiene m4s rigidez, para una
determinada longitud, en el camino de retorno hacia la posicién recta que en
el camino que tuvo hacia la posiciéon deformada cuando "N’ era cero.

Cuando nos movemos por la rama que nace del primer 'BP’ de la rama
obtenida al continuar por la derecha (‘rama-N1d.2) aparece también flecha
en la otra direccién puesto que en el segundo diagrama, correspondiente al
maximo de x5, aparece una evolucién de esta rama mientras que las otras
ramas aparecen como una linea horizontal a la altura de flecha cero porque
en ellas solo existe flecha en la direccién de menor inercia.

En los diagramas de formas representamos sélo algunos de los puntos
etiquetados de cada rama obtenida. Los dos diagramas de las dos direcciones
de pandeo son los siguientes:
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1,0 rama 2/izq.(N=0,1)-et.146
0,8 4

— ama 2/izq.(N=0,1)-et.137
06 i
0,4+ rama N-et.45

X 027 rama 2/der.(N=0.1)-et.97(BP)

0,04
.0,2 -
20,4 -

] . rama 1.2(N=0,1)-et.171
08 ramaT.2(N=0,1)-et. 172 rama 2(N=0)-et.16

T T T T T T

T T T
0,0 02 04 0,6 08 1,0

X

Figura 4.3: Deformacién en direccién x1 para N=0.1

1,0
0,8
0.6

04 1 rama 1.2(N=0,1)-et.172

0,0

0.2+ «—Tama 1.2(N=0,1)-et.171

0,4

-0,6 -

Figura 4.4: Deformacién en direccién x2 para N=0.1

En el diagrama del pandeo segin la menor inercia (z3-z;) tenemos las
posiciones deformadas en la direcciéon de menor inercia de los puntos etique-
tados que hemos tomado para representar que son el de la etiqueta 16 de
‘rama2-11’, el de la etiqueta 45 de 'rama-N’, el de las etiquetas 137 y 146
de 'rama-N1i.1’; el de la etiqueta 97 de rama-N1d.1’, y los de las etiquetas
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171 y 172 de 'rama-N1d.2’. Sin embargo en el diagrama segin la mayor i-
nercia (x3-x2) sélo tenemos a la vista las posiciones deformadas de los puntos
etiquetados de 'rama-N1d.2’, que son el 171 y el 172, porque todas las posi-
ciones de los puntos etiquetados de las demds ramas las vemos confundidas
en la misma linea vertical de inicio del pandeo por existir pandeo sélo en la
direcciéon de menor inercia para dichos puntos.

Podemos ver que todas las deformaciones que hemos representado de
todas las ramas son deformaciones en primer modo, que en ninguna de las
ramas aparece un segundo modo de deformacién.

= N=0.516

Continuamos en primer lugar por la izquierda, para lo cual creamos el
fichero de constantes ’c.estat-N2i.1’ con los siguientes valores de los pardme-
tros controlantes:

IRS=54. Partimos de la etiqueta 54 de 'rama-N’.

ISW=1. Continuamos una rama principal.

NMX=600. El nimero de iteraciones va a ser 600 a lo sumo.

NPR=10. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 10 iteraciones.

DS=-0.1. Paso inicial 0.1 negativo para que continue en sentido decre-
ciente del pardmetro.

DSMAX=1e4. Ponemos un paso méximo de le4 para recorrer la rama
de forma rapida.

Una vez que tenemos el fichero tecleamos:

AUTO>r (s=’rama-N’,c=’estat-N2i.1’)

Nos han salido varios 'BP’ en la rama de los que haremos el cambio de
rama en el primero de ellos.

Guardamos el resultado como 'rama-N2i.1:

AUTO>sv(’rama-N2i.1°)

Continuamos ahora por la derecha, para lo que creamos el fichero ’c.estat-
N2d.1’ con los siguientes valores de los pardmetros controlantes:

IRS=54. Partimos de la etiqueta 54 de 'rama-N’.

ISW=1. Continuamos una rama principal.

NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.
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NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del parametro.

DSMAX=1e4. Ponemos un paso méximo de le4 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos tecleando:

AUTO>r (s=’rama-N’,c=’estat-N2d.1’)

Nos han salido algunos 'BP’ en la rama de los cuales vamos a tomar el
primero de ellos para hacer el cambio de rama.

Salvamos el resultado como rama-N2d.1’:

AUTO>sv(’rama-N2d.1’)

Procedemos a hacer el cambio de rama en el primer 'BP’ (etiqueta 103)
que nos ha salido al continuar por la parte izquierda (‘rama-N2i.1’), para
el cual creamos el fichero ’c.estat-N2i.2’ con los siguientes valores de los
parametros controlantes:

IRS=103. Partimos de la etiqueta 103 de 'rama-N2i.1’.

ISW=-1. Hacemos el cambio de rama.

NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=-0.1. Paso inicial 0.1 negativo para que continue en sentido decre-
ciente del pardmetro.

DSMAX=1e5. Ponemos un paso méximo de le5 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos tecleando:

AUTO>r (s=’rama-N2i.1’,c=’estat-N2i.2’)

Salvamos como 'rama-N2i.2’:
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AUTO>sv(’rama-N2i.2°)

Hacemos ahora el cambio de rama en el primer 'BP’ (etiqueta 99) que nos
ha salido al continuar por la parte derecha (‘rama-N2d.1’). Para ello creamos
el fichero ’c.estat-N2d.3’ con los siguientes pardmetros controlantes:

IRS=99. Partimos de la etiqueta 99 de 'rama-N2d.1’.

ISW=-1. Hacemos el cambio de rama.

NMX=1300. El niimero de iteraciones va a ser 1300 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del pardmetro.

DSMAX=1e4. Ponemos un paso méximo de le4 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos:

AUTO>r (s=’rama-N2d.1’,c=’estat-N2d.3’)

Salvamos como ‘rama-N2d.3’:

AUTO>sv(’rama-N24.3”)

En los diagramas de bifurcacién vamos a representar la rama inicial de la
situacion lineal (N=0) de la que hemos partido, que es la 'rama2-11’; y todas
las ramas que hemos obtenido en N=0.516. Los diagramas de bifurcacién de
las dos direcciones de pandeo son los siguientes:
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1,0
rama 2-derecha(N=0,516)
0,8
. BP
06 rama2.2(N=0,516)
0,4
—~ 02
< .
X 0,0
©
E | -—
021 rama 2(N=0)  rama 1.2(N=0,516)
-044 \rama 1(N=0)
0.6 rama 2-izquieda(N=0,516)
_0‘8_
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longitud
Figura 4.5: Méximo de x1 en N=0.516
1,0
0,8
rama 1.2(N=0,516)
0,6
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0.2 ] rama 2-derecha(N=0,516)
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rama 2-izquierda(N=0,516)
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Figura 4.6: Méximo de x2 en N=0.516
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La notacién que hemos usado para senalar las ramas en los diagramas es
la siguiente:

'ramal-11": rama 1 (N=0)

'rama2-11": rama 2 (N=0)

‘rama-N2i.1’: rama 2-izquierda (N=0.516). Es la que se obtiene al conti-
nuar por la izquierda en N=0.516.

'rama-N2d.1”: rama 2-derecha (N=0.516). Es la que se obtiene al continuar
por la derecha en N=0.516.

'rama-N2i.2’: rama 1.2 (N=0.516). Es la que se obtiene al hacer el primer
cambio de rama en 'rama-N2i.1’.

'rama-N2d.3’: rama 2.2 (N=0.516). Es la que se obtiene al hacer el primer
cambio de rama en 'rama-N2d.1’.

En el diagrama de la flecha en la direccién de menor inercia, méaximo de
x1, vemos que al igual que para la "N’ anterior, el punto de la rama de la
que hemos partido (etiqueta 16 de 'rama2-11’) ha subido una cierta cantidad
cuando hemos continuado en 'N’ y nos hemos parado en N=0.516, por lo
que la flecha ha aumentado su valor y por tanto ha disminuido la rigidez del
filamento en esta direccién.

Al continuar en sentido decreciente (por la izquierda) la rama disminuye
de forma casi vertical hasta que llega un momento en que queda por debajo
de la rama original en N=0, con lo cual la rigidez pasa a ser mayor que la del
caso lineal para los mismos valores de longitud. Posteriormente la rama pasa
a ser coincidente con la rama lineal (N=0), llegando a flecha cero en el mismo
valor de la longitud para el que nacfa la rama en N=0. Por tanto tenemos
que al disminuir la longitud, el filamento vuelve a su posicién inicial recta
para el mismo valor de la longitud a partir del cual el filamento pandeaba
cuando se iba incrementando la longitud.

En el segundo diagrama, correspondiente al méximo de x5, aparece ini-
camente una evolucion de las ramas que hemos obtenido al continuar en los
primeros 'BP’ de las ramas obtenidas al continuar por la izquierda y por la
derecha, que son la 'rama-N2i.2’ y la 'rama-N2d.3’ respectivamente; mien-
tras que las otras ramas aparecen todas confundidas en la linea horizontal
de flecha cero porque en ellas sélo existe pandeo en la direccién de menor
inercia. Una observacién es que la 'rama-N2i.2’ sale en sentido creciente del
pardmetro a pesar de que hemos hecho la continuacién en el sentido decre-
ciente.

En los diagramas de formas representamos sélo un punto etiquetado de
cada rama obtenida. Los dos diagramas de las dos direcciones de pandeo son
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los siguientes:

0 rama 2/izq.(N=0,516)-et.103(BP)

0.8+ rama 1.2(N=0,516)-et.159
rama 2/der.(N=0,516)-et.99(BP)

0,6 -

0,4 4

0,0+

02 rama N-et.54

-0,4 -
rama 2.2(N=0,516)-et.143

06 ] rama 2(N=0)-et.16

T T T T T T T T T T T T T T
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7

Figura 4.7: Deformacién en direccién x1 para N=0.516

1,0
0,8
0,6

04 - rama 2.2(N=0,516)-et.143 rama 1.2(N=0,516)-et.159

.0,2 |

0,44

_016 |

Figura 4.8: Deformacién en direccién x2 para N=0.516

En el diagrama del pandeo segtin la menor inercia (x3-71) vemos las posi-
ciones deformadas en la direccién de menor inercia de los puntos etiquetados
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que hemos tomado que son el de la etiqueta 16 de 'rama2-11’, el de la etiqueta
54 de 'rama-N’, el de la etiqueta 103 de 'rama-N2i.1’, el de la etiqueta 99 de
rama-N2d.1’°, el de la etiqueta 159 de 'rama-N2i.2’, y el de la etiqueta 143
de rama-N2d.3’. En el diagrama segin la mayor inercia (z3-x2) sélo vemos
posiciones deformadas de los puntos etiquetados tomados de 'rama-N2i.2’
y de 'rama-N2d.3’ porque los demds puntos etiquetados que hemos tomado
de las otras ramas no tienen deformacion en esta direcciéon y sus posiciones
deformadas las vemos confundidas en la misma linea vertical de inicio del
pandeo por producirse la deformacién inicamente en la direcciéon de menor
inercia.

Podemos ver que, al igual que en la "N’ anterior, todas las deformaciones
que hemos representado de todas las ramas son deformaciones en primer
modo, que en ninguna de las ramas aparece un segundo modo de deformacion.

s N=1.048

Continuamos primero por la izquierda, para lo cual creamos el fichero
de constantes 'c.estat-N3i.1” con los siguientes valores de los pardmetros
controlantes:

IRS=60. Partimos de la etiqueta 60 de 'rama-N’.

ISW=1. Continuamos una rama principal.

NMX=600. El nimero de iteraciones va a ser 600 a lo sumo.

NPR=10. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 10 iteraciones.

DS=-0.1. Paso inicial 0.1 negativo para que continue en sentido decre-
ciente del pardmetro.

DSMAX=1e4. Ponemos un paso maximo de le4 para recorrer la rama
de forma rapida.

Una vez que tenemos el fichero lo ejecutamos tecleando:
AUTO>r (s=’rama-N’,c=’estat-N3i.1’)
De los 'BP’ que nos han salido en la rama haremos el cambio de rama en
el primero de ellos.

Guardamos el resultado como ’'rama-N3i.1:

AUTO>sv(’rama-N3i.1°)
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Continuamos ahora por la derecha, para lo cual creamos el fichero ’c.estat-
N3d.1’ con los siguientes valores de los pardmetros controlantes:

IRS=60. Partimos de la etiqueta 60 de 'rama-N’.

ISW=1. Continuamos una rama principal.

NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del parametro.

DSMAX=1e4. Ponemos un paso méximo de le4 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos tecleando:

AUTO>r (s=’rama-N’,c=’estat-N3d.1’)

Igualmente haremos el cambio de rama en el primero de los 'BP’ que nos
han salido.

Salvamos el resultado como rama-N3d.1’:

AUTO>sv(’rama-N3d.1°)

Hacemos el cambio de rama en el primer 'BP’ (etiqueta 107) que nos
ha salido al continuar por la parte izquierda (‘rama-N3i.1’), para el cual
creamos el fichero ’c.estat-N3i.2’ con los siguientes valores de los pardmetros
controlantes:

IRS=107. Partimos de la etiqueta 107 de 'rama-N3i.1".

ISW=-1. Hacemos el cambio de rama.

NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=-0.1. Paso inicial 0.1 negativo para que continue en sentido decre-
ciente del pardmetro.

DSMAX=1e5. Ponemos un paso méaximo de le5 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos tecleando:
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AUTO>r (s=’rama-N3i.1’,c=’estat-N3i.2’)

Salvamos como ’'rama-N3i.2’:

AUTO>sv(’rama-N31i.27)

Hacemos el cambio de rama en el primer 'BP’ (etiqueta 99) que nos ha
salido al continuar por la parte derecha ('rama-N3d.1’). Para ello creamos el
fichero ’c.estat-N3d.3’ con los siguientes pardmetros controlantes:

IRS=99. Partimos de la etiqueta 99 de 'rama-N3d.1’.

ISW=-1. Hacemos el cambio de rama.

NMX=1300. El niimero de iteraciones va a ser 1300 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del pardametro.

DSMAX=1e6. Ponemos un paso méximo de le6 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos:
AUTO>r (s=’rama-N3d.1’,c=’estat-N3d.3’)

Salvamos como 'rama-N3d.3’:

AUTO>sv(’rama-N3d.3’)

En los diagramas de bifurcacién vamos a representar la rama inicial de la
situacion lineal (N=0) de la que hemos partido, que es la 'rama2-11’, y todas
las ramas que hemos obtenido en N=1.048. Los diagramas de bifurcacién de
las dos direcciones son los siguientes:
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Figura 4.9: Méximo de x1 en N=1.048
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Figura 4.10: Maximo de x2 en N=1.048

La notacién que hemos usado para senalar las ramas en los diagramas es
la siguiente:
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'ramal-11": rama 1 (N=0)

'rama2-11": rama 2 (N=0)

'rama-N3i.1": rama 2-izquierda (N=1.048). Es la que se obtiene al conti-
nuar por la izquierda en N=1.048

'rama-N3d.1”: rama 2-derecha (N=1.048). Es la que se obtiene al continuar
por la derecha en N=1.048.

'rama-N3i.2": rama 1.2 (N=1.048). Es la que se obtiene al hacer el primer
cambio de rama en 'rama-N3i.1’.

'rama-N3d.3”: rama 2.2 (N=1.048). Es la que se obtiene al hacer el primer
cambio de rama en 'rama-N3d.1".

En el diagrama de la flecha en la direccién de menor inercia, méximo de
x1, vemos que al igual que para las dos "N’ anteriores, el punto de la rama de
la que hemos partido (etiqueta 16 de 'rama2-11’) ha subido un poco cuando
hemos continuado en 'N’ y nos hemos parado en N=1.048, por lo que la
flecha ha aumentado debido a que la rigidez ha disminuido respecto al punto
de partida en que tenemos material lineal.

Al continuar en sentido decreciente (por la izquierda) la rama disminuye
de forma casi vertical hasta que llega un momento en que queda por debajo
de la rama original en N=0 y entonces la rigidez pasa a ser mayor que la del
caso lineal para los mismos valores de longitud. Posteriormente la rama pasa
a ser coincidente con la rama lineal (N=0), llegando a flecha cero en el mismo
valor de la longitud para el que nacfa la rama lineal. Por tanto, al igual que
en los dos casos anteriores, tenemos que al disminuir la longitud, el filamento
vuelve a su posicién inicial recta para el mismo valor de la longitud a partir
del cual el filamento pandeaba cuando se iba incrementando la longitud.

En el segundo diagrama, correspondiente al méximo de x5, las ramas
que unicamente evolucionan son las que hemos obtenido al continuar en los
primeros 'BP’ de las ramas obtenidas al continuar por la izquierda y por la
derecha, que son la 'rama-N3i.2’ y la 'rama-N3d.3’ respectivamente; mientras
que las otras ramas aparecen todas confundidas en la linea horizontal de
flecha cero porque en ellas sélo existe pandeo en la direccién de menor inercia.
Al igual que en la "N’ anterior la 'rama-N3i.2’ va en sentido creciente a pesar
de haber continuado en sentido decreciente.

En los diagramas de formas representamos sélo un punto etiquetado por
cada rama obtenida. Los dos diagramas de las dos direcciones son los sigui-
entes:
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Figura 4.11: Deformacién en direccién x1 para N=1.048
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Figura 4.12: Deformacién en direccién x2 para N=1.048
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En el diagrama del pandeo segun la menor inercia (x3-z1) vemos las posi-
ciones deformadas en la direccién de menor inercia de los puntos etiquetados
que hemos tomado que son el de la etiqueta 16 de 'rama2-11’, el de la etiqueta
60 de 'rama-N’, el de la etiqueta 107 de 'rama-N3i.1’, el de la etiqueta 99 de
rama-N3d.1’, el de la etiqueta 159 de 'rama-N3i.2’, y el de la etiqueta 129
de 'rama-N3d.3’. En el diagrama segin la mayor inercia (z3-x2) sélo vemos
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posiciones deformadas de los puntos etiquetados tomados de ’rama-N3i.2’
y de 'rama-N3d.3’ porque los demds puntos etiquetados que hemos tomado
de las otras ramas no tienen deformacién en esta direccién y sus posiciones
deformadas las vemos confundidas en la misma linea vertical de inicio del
pandeo por producirse la deformacién tnicamente en la direccién de menor
inercia.

Podemos ver que, al igual que en las N’ anteriores, todas las deforma-
ciones que hemos representado de todas las ramas son deformaciones en
primer modo y que en ninguna de las ramas aparece un segundo modo de
deformacion.

= N=10.262

Continuamos en primer lugar por la izquierda, para lo cual creamos
el fichero de constantes ’c.estat-N4i.1’ con los siguientes pardmetros con-
trolantes:

IRS=96. Partimos de la etiqueta 96 de 'rama-N’.

ISW=1. Continuamos una rama principal.

NMX=600. El niimero de iteraciones va a ser 600 a lo sumo.

NPR=10. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 10 iteraciones.

DS=-0.1. Paso inicial 0.1 negativo para que continue en sentido decre-
ciente del pardametro.

DSMAX=1e4. Ponemos un paso maximo de le4 para recorrer la rama
de forma rapida.

Una vez que tenemos el fichero lo ejecutamos tecleando:
AUTO>r (s=’rama-N’,c=’estat-N4i.1’)

De los 'BP’ que nos han salido haremos el cambio de rama en el primero
de ellos.

Guardamos el resultado como ’rama-N4i.1’:

AUTO>sv(’rama-N4i.1’)
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Continuamos por la derecha, para lo cual creamos el fichero ’c.estat-N4d.1’
con los siguientes valores de los pardmetros controlantes:

IRS=96. Partimos de la etiqueta 96 de 'rama-N’.

ISW=1. Continuamos una rama principal.

NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del parametro.

DSMAX=1e5. Ponemos un paso méximo de 1e5 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos tecleando:

AUTO>r (s=’rama-N’,c=’estat-N4d.1’)

Igualmente haremos el cambio de rama en el primero de los 'BP’ que nos
han salido.

Salvamos el resultado como 'rama-N4d.1’:

AUTO>sv(’rama-N4d.1’)

Hacemos el cambio de rama en el primer 'BP’ (etiqueta 100) que nos
ha salido en la parte izquierda (‘rama-N4i.1’). Para ello creamos el fichero
‘c.estat-N4i.2’ con los siguientes valores de los pardmetros controlantes:

IRS=100. Partimos de la etiqueta 100 de 'rama-N4i.1".

ISW=-1. Hacemos el cambio de rama.

NMX=2000. El niimero de iteraciones va a ser 2000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=-0.1. Paso inicial 0.1 negativo para que continue en sentido decre-
ciente del pardmetro.

DSMAX=1e4. Ponemos un paso méximo de le4 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos tecleando:



152 CAPITULO 4. MATERIAL NO LINEAL

AUTO>r (s=’rama-N4i.1’,c=’estat-N4i.2’)

Salvamos como ’rama-N4i.2’:

AUTO>sv(’rama-N4i.2’)

Hacemos el cambio de rama en el primer 'BP’ (etiqueta 97) que nos ha
salido en la parte de la derecha (‘rama-N4d.1’). Para ello creamos el fichero
‘c.estat-N4d.3’ con los siguientes pardmetros controlantes:

IRS=97. Partimos de la etiqueta 97 de 'rama-N4d.1’.

ISW=-1. Hacemos el cambio de rama.

NMX=1300. El niimero de iteraciones va a ser 1300 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del pardmetro.

DSMAX=1e6. Ponemos un paso méximo de le6 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos:

AUTO>r (s=’rama-N4d.1’ ,c=’estat-N4d.3’)

Salvamos como 'rama-N4d.3’:

AUTO>sv(’rama-N44d.3’)

En los diagramas de bifurcacién vamos a representar la rama inicial de
la situacién lineal (N=0) de la que hemos partido, la 'rama2-11’; y todas las
ramas que hemos obtenido en N=10.262. Los diagramas de bifurcacién de
las dos direcciones son los siguientes:
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Figura 4.13: Maximo de x1 en N=10.262
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Figura 4.14: Maximo de x2 en N=10.262
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La notacién que hemos usado para senalar las ramas en los diagramas es

la siguiente:
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'ramal-11": rama 1 (N=0)

'rama2-11": rama 2 (N=0)

'rama-N4i.1’: rama 2-izquierda (N=10.262). Es la que se obtiene al con-
tinuar por la izquierda en N=10.262

'rama-N4d.1’: rama 2-derecha (N=10.262). Es la que se obtiene al con-
tinuar por la derecha en N=10.262.

'rama-N4i.2’: rama 1.2 (N=10.262). Es la que se obtiene al hacer el primer
cambio de rama en 'rama-N4i.1’.

'rama-N4d.3”: rama 2.2 (N=10.262). Es la que se obtiene al hacer el primer
cambio de rama en 'rama-N4d.1’.

En el diagrama de la flecha en la direccién de menor inercia, méaximo de
x1, vemos que al contrario que para las tres 'N’ anteriores, el punto de la rama
de la que hemos partido (etiqueta 16 de 'rama2-11’) ha bajado cuando hemos
continuado en 'N’ y nos hemos parado en N=10.262, por lo que la flecha
ha disminuido porque la rigidez ha aumentado respecto al punto de partida
en que el material es lineal. Este aumento de rigidez y consecuente bajada
de flecha es debido a que hemos tomado una ’N’ con un valor bastante alto
en relacion a los valores anteriores y hemos aumentado mucho la curvatura
equivalente de las ecuaciones momento-curvatura.

Al continuar en sentido decreciente (por la izquierda) la rama disminuye
y corta al eje de flecha cero en el mismo valor de la longitud para el que nace
la rama de pandeo en el caso lineal. La rama pasa a ser coincidente con la
rama lineal (N=0) un poco antes de llegar a flecha cero, llegando a flecha
cero en el mismo valor de la longitud para el que nacfa la rama lineal. En
este caso, al tener "N’ un valor elevado, el descenso de la rama en sentido
decreciente no se produce de forma tan vertical, con lo cual la diferencia de
rigidez para iguales valores de longitud entre el proceso de recuperacién a
flecha cero y el de deformacién es mayor que en los casos anteriores. También
la coincidencia con la rama lineal se produce méas abajo, muy cerca de la
flecha cero.

En el segundo diagrama, correspondiente al méximo de x5, las ramas
que evolucionan son, al igual que en las 'N’ anteriores, sélo las que hemos
obtenido al continuar en los primeros 'BP’ de las ramas obtenidas al continuar
por la izquierda y por la derecha, que son la 'rama-N4i.2’ y la 'rama-N4d.3’
respectivamente; mientras que las otras ramas aparecen todas confundidas en
la linea horizontal de flecha cero. Vuelve a ocurrir que la 'rama-N4i.2’ se dirige
en sentido creciente aunque la hayamos continuado en sentido decreciente.
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En los diagramas de formas representamos sélo un punto etiquetado por
cada rama obtenida. Los dos diagramas de las dos direcciones son los sigu-
ientes:

1,04 rama N-et.96 ___rama 1.2(N=10,262)-t.163
0,84
0.6+ rama 2/der.(N=10,262)-et.97(BP)
047 rama 2.2(N=10,262)-et.254
<7 0,2
] rama 2/izq.(N=10,262)-et.100(BP)
0,04
.0'2 -
-0,4
0.6 rama 2(N=0)-et.16
T T T T T T T T T T T T T T T

0,0 0,1 0,2 03 04 0,5 0,6 0,7 08

Figura 4.15: Deformacién en direccién x1 para N=10.262

104 rama2.2(N=10,262)-et.254 53 1.2(N=10,262)-et.163
0.8;
0,6;
04
< 0,2;
0,0;
02

20,4

-0,6

Figura 4.16: Deformacién en direccion x2 para N=10.262

En el diagrama del pandeo segtin la menor inercia (x3-71) vemos las posi-
ciones deformadas en la direccién de menor inercia de los puntos etiquetados
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que hemos elegido que son el de la etiqueta 16 de 'rama2-11’, el de la etiqueta
96 de 'rama-N’, el de la etiqueta 100 de 'rama-N4i.1’, el de la etiqueta 97 de
‘rama-N4d.1’, el de la etiqueta 163 de 'rama-N4i.2’, y el de la etiqueta 254 de
'rama-N4d.3’. En el diagrama segtin la mayor inercia (z3-z5) s6lo vemos posi-
ciones deformadas de los puntos etiquetados representados de 'rama-N4i.2’
y de 'rama-N4d.3’ porque los demds puntos etiquetados que hemos repre-
sentado de las otras ramas no tienen deformacién en esta direccién y sus
posiciones deformadas las vemos confundidas en la misma linea vertical de
inicio del pandeo por producirse la deformacién tnicamente en la direccién
de menor inercia.

Podemos ver que, al igual que en las "N’ anteriores, todas las deforma-
ciones que hemos representado de todas las ramas son deformaciones en
primer modo y que en ninguna de las ramas aparece un segundo modo de
deformacion.

Ahora vamos a hacer el cambio de rama en el punto 'BP’ que nos habia
salido al hacer la continuacién en 'N’ desde el punto inicial de la rama en
N=0. Este 'BP’ corresponde a la etiqueta 51 de 'rama-N’ y el fichero de
constantes que se va a utilizar para hacer el cambio de rama se va a llamar
‘c.estat-N.1" y va a tener los siguientes valores de los pardmetros controlantes:

IRS=51. Partimos de la etiqueta 51 de 'rama-N’.

ISW=-1. Hacemos el cambio de rama.

NMX=1000. El niimero méaximo de iteraciones va a ser 1000.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del parametro.

DSMAX=1e5. Ponemos un paso méximo de 1e5 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos el cambio de rama con el siguiente comando:

AUTO>r (s=’rama-N’,c=’estat-N.1’)

Guardamos la rama resultado como rama-N.1’:
AUTO>sv(’rama-N.1’)

Vamos a mostrar los diagramas de bifurcacion de las dos continuaciones
en "N’ que hemos realizado, la continuacién de la rama principal 'rama-N’ y
la continuacién del cambio de rama en el primer 'BP’ 'rama-N.1":



4.3. CONTINUACION NUMERICA CON MATERIAL NO LINEAL 157

0,9

0,8 -
0,7
0,6

0,5

max.(x,)

0,4

03+ rama 1-N
0,2 /
1 rama 2-N

0,1

0,0 -

Figura 4.17: Maximo de x1 para continuacién en 'N’
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Figura 4.18: Maximo de x2 para continuacién en 'N’

Hemos llamado rama 1-N a la rama principal de la continuacién 'rama-IN’,
y la rama obtenida a partir del primer 'BP’ de la rama principal 'rama-N.1’
la hemos llamado rama 2-N.
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En el primer diagrama vemos lo que hemos estado viendo cuando hemos
representado los diagramas de bifurcacion frente a la longitud para las dife-
rentes 'N’, que es un aumento de la flecha para valores bajos de N’ y una
progresiva disminucién de la flecha conforme "N’ va alcanzando valores altos.
En la nueva rama obtenida a partir del 'BP’ de la rama principal ocurre lo
mismo, al principio la flecha ha subido respecto a la que tenemos inicialmente
y conforme "N’ aumenta su valor la flecha disminuye progresivamente. Otra
cosa importante es que esta segunda rama presenta una evolucién en el se-
gundo diagrama, lo cual significa que en el transcurso por esta rama aparece
pandeo también en la direccién de mayor inercia.

En dos de los puntos etiquetados de la nueva rama rama-N.1’ que hemos
obtenido del cambio de rama vamos a proceder de manera andloga a como
hicimos en los puntos de la rama principal de la continuacién en "N’ (‘rama-
N’), es decir, manteniendo "N’ constante vamos a continuar en longitud desde
cada punto de esta nueva rama por la parte izquierda y por la parte derecha.
Los dos puntos etiquetados en los que vamos a hacer esta continuacién van a
ser los correspondientes a N=0.732580 (etiqueta 97) y a N=17.0673 (etiqueta
99):

= N=0.732580

Continuamos primero por la izquierda, con el fichero de constantes
‘c.estat-N6i.1’ que tiene los siguientes valores de los pardmetros con-
trolantes:

IRS=97. Partimos de la etiqueta 97 de 'rama-N.1’.

ISW=1. Continuamos una rama principal.

NMX=1200. El mimero de iteraciones va a ser 1200 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=-0.1. Paso inicial 0.1 negativo para que continue en sentido decre-
ciente del pardmetro.

DSMAX=1e8. Ponemos un paso maximo de 1e8 para recorrer la rama
de forma rapida.

Una vez que tenemos el fichero lo ejecutamos tecleando:

AUTO>r(s=’rama-N.1’ ,c=’estat-N6i.1’)

El resultado lo salvamos como 'rama-N6i.1’:
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AUTO>sv(’rama-N6i.1°)

Continuamos por la derecha con el fichero de constantes ’c.estat-N6d.1’
que tiene los siguientes valores de los pardmetros controlantes:

IRS=97. Partimos de la etiqueta 97 de 'rama-N.1’.

ISW=1. Continuamos una rama principal.

NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del parametro.

DSMAX=1e5. Ponemos un paso méximo de 1e5 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos tecleando:
AUTO>r(s=’rama-N.1’ ,c=’estat-N6d.17)
Guardamos el resultado como 'rama-N6d.1:

AUTO>sv(’rama-N6d.17)

Al igual que en los casos anteriores vamos a hacer el cambio de rama
en el primer 'BP’ que nos ha salido en la rama obtenida por la izquierda
(‘rama-N6i.1%). Para ello creamos el fichero ’c.estat-N6i.2’ con los siguientes
parametros controlantes:

IRS=101. Partimos de la etiqueta 101 de 'rama-N6i.1’".

ISW=-1. Hacemos un cambio de rama.

NMX=1000. El ntimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=-0.1. Paso inicial 0.1 negativo para que continue en sentido decre-
ciente del pardmetro.

DSMAX=1e10. Ponemos un paso maximo de 1lel0 para recorrer la
rama de forma rapida.

Ejecutamos tecleando:

AUTO>r (s=’rama-N6i.1’,c=’estat-N6i.2’)
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Salvamos el resultado como ’rama-N61.2’:
AUTO>sv(’rama-N6i.27)

En los diagramas de bifurcacién vamos a representar la rama inicial de la
situacién lineal (N=0) de la que hemos partido ('rama2-11’) y todas las ramas
que hemos obtenido en el punto N=0.732580 de la segunda rama obtenida
de la continuacién en 'N’. Los diagramas de bifurcacion de las dos direcciones
son los siguientes:

1,0

o 8_' rama 2-izquierda(N=0,732580)

0,6
0,4

0,2

0,0 1

max.(x,)

-0,2

_0,4_- rama 2-derecha(N=0,732580)
1 rama 1(N=0)
-0,6

08 rama 1.2(N=0,732580)

-1,0 T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

longitud

Figura 4.19: Maximo de x1 en N=0.732580
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1,0

0,8_- rama 1(N=0)
06 rama 2-izquierda(N=0,732580)
0,4
02 rama 2(N=0)
< ]
X 0,0
g |
-0,2 rama 1.2(N=0,732580)
-0,4 1
06 1 rama 2-derecha(N=0,732580)
_0’8 -
-1.0 T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

longitud

Figura 4.20: Maximo de x2 en N=0.732580

La notacién que hemos usado para senalar las ramas en los diagramas es
la siguiente:

‘ramal-11": rama 1 (N=0)

‘rama2-11": rama 2 (N=0)

'rama-N6i.1’: rama 2-izquierda (N=0.732580). Es la que se obtiene al
continuar por la izquierda en N=0.732580 de 'rama-N.1".

'rama-N6d.1”: rama 2-derecha (N=0.732580). Es la que se obtiene al con-
tinuar por la derecha en N=0.732580 de 'rama-N.1".

'rama-N6i.2": rama 1.2 (N=0.732580). Es la que se obtiene al hacer el
primer cambio de rama en 'rama-N6i.1’.

En el diagrama de la flecha en la direccién de menor inercia, maximo de x4,
vemos que al continuar en "N’ por la nueva rama y pararnos en N=0.732580,
el punto de la rama inicial (N=0) de la que hemos partido (etiqueta 16 de
'rama2-11") ha subido un poco pasando a una flecha algo mayor que la inicial.
Esto se ve claro en los diagramas de bifurcacién las ramas de continuacién
en 'N’ que se mostraron anteriormente.

Al hacer continuacién en sentido decreciente de la longitud (por la izquier-
da) ocurre algo distinto a lo que ocurria en los puntos de la rama primaria
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(‘rama-N’), y es que la rama obtenida no retrocede sino que va en el sen-
tido creciente de la longitud y ademads aparece confundida con la rama de
continu-acién por la derecha en este diagrama del méximo de x;. Las dos
ramas, al estar confundidas, vemos que siguen la misma trayectoria, que es
una subida al principio y después una bajada lentamente. Pero otra cosa im-
portante que ocurre es que la rama obtenida al hacer el cambio de rama en
el primer ’'BP’ de la rama obtenida como resultado de la continuacién por la
izquierda , que es la 'rama-N6i.2’; es la que se dirige en el sentido decreciente
de la longitud atravesando a la rama lineal en primer lugar y posteriormente
pasando a coincidir con la rama lineal antes de llegar a la flecha cero. Por
tanto cualitativamente esta rama hace lo mismo que hacian las ramas de la
continuacién por la izquierda en la rama principal de la continuacién en ’N’.

En el segundo diagrama, correspondiente al méximo de x5, también hay
algo que cambia y es que las ramas que evolucionan son las de continuacién
por la izquierda y por la derecha, que son la 'rama-N6i.1’ y la 'rama-N6d.1’
respectivamente, y sin embargo no evoluciona la que hemos obtenido al con-
tinuar en el primer 'BP’ de 'rama-N6i.1’ ('rama-N6i.2’) como si evolucionaba
en todos los N’ de la rama principal de la continuacién en 'N’ en los que
hicimos la continuacién en longitud. Esta evolucion de las ramas principales
'rama-N6i.1’ y 'rama-N6d.1’ en el diagrama de la flecha en la direccién de
mayor inercia es légica, puesto que la rama de partida para continuar en lon-
gitud, que es la 'rama-N.1’, es una rama que presenta flecha en la direccién
de mayor inercia.

En los diagramas de formas representamos sélo un punto etiquetado de
cada rama obtenida. Los dos diagramas de las dos direcciones son los sigui-
entes:
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104 rama 1.2(N=0,732580)-et.124
0.8 rama 2/izq.(N=0,732580)-et.101
0,6 4
0,4
] rama N.1-et.97
<7 0,2
007 rama N-et.51(BP)
-0,2 -
047 rama 2/der.(N=0,732580)-et.101
0.6 rama 2(N=0)-et.16
T T T T T T T T T T T T T T T T T

0,0 0,1 0,2 03 04 0,5 0,6 0,7 08 09

Figura 4.21: Deformacién en direccion x1 para N=0.732580

1,0 1
0,8 rama 1.2(N=0,732580)-et.124
| rama N.1-et.97
0,6 4

04-

<& 0,2: ’\

o,o- \
02

s _ rama 2/der.(N=0,732580)-et.101

-0,6

-0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 04 0,6 0,8

Figura 4.22: Deformacién en direccion x2 para N=0.732580

En el diagrama del pandeo segun la menor inercia (x3-z1) vemos las posi-
ciones deformadas en la direccién de menor inercia de los puntos etiquetados
que hemos elegido. Estos puntos son el de la etiqueta 16 de 'rama2-11’, el
de la etiqueta 51 de 'rama-N’ de donde nace la nueva rama en 'N’; el de la
etiqueta 97 de la nueva rama ‘rama-N.1’ del que se parte para continuar en
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longitud, el de la etiqueta 101 de 'rama-N6i.1’, el de la etiqueta 101 de 'rama-
N6d.17, y el de la etiqueta 124 de 'rama-N6i.2’. En el diagrama segin la mayor
inercia (r3-x2) s6lo vemos posiciones deformadas de los puntos etiquetados
que hemos representado de 'rama-N.1" y de 'rama-N6d.1’, porque los demas
puntos etiquetados que hemos representado de las otras ramas, excepto el de
'rama-N6i.1’, no tienen deformacién en esta direccién y sus posiciones defor-
madas las vemos confundidas en la linea vertical de inicio. La posiciéon de
‘rama-N6i.1’ aparece confundida con alguna de las demds posiciones y por
eso no la vemos en este segundo diagrama.

Las deformaciones son en primer modo en todas las ramas sin aparecer
ninguna deformacién en segundo modo.

= N=17.0673

Continuamos primero por la izquierda, con el fichero de constantes
‘c.estat-N7i.1’ que tiene los siguientes valores de los pardmetros con-
trolantes:

IRS=99. Partimos de la etiqueta 99 de 'rama-N.1’.

ISW=1. Continuamos una rama principal.

NMX=1000. EI nimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=-0.1. Paso inicial 0.1 negativo para que continue en sentido decre-
ciente del pardmetro.

DSMAX=1e6. Ponemos un paso méximo de 1e6 para recorrer la rama
de forma rapida.

Una vez que tenemos el fichero lo ejecutamos tecleando:

AUTO>r(s=’rama-N.1’,c=’estat-N7i.1’)

El resultado lo salvamos como ‘rama-N7i.1’:

AUTO>sv(’rama-N7i.1°)

Continuamos por la derecha con el fichero de constantes ’c.estat-N7d.1’
que tiene los siguientes valores de los pardmetros controlantes:

IRS=99. Partimos de la etiqueta 99 de 'rama-N.1".

ISW=1. Continuamos una rama principal.
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NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del pardmetro.

DSMAX=1e8. Ponemos un paso méximo de 1e8 para recorrer la rama
de forma rapida.

Ejecutamos tecleando:

AUTO>r(s=’rama-N.1’,c=’estat-N7d.1’)

Guardamos el resultado como 'rama-N7d.1’:

AUTO>sv(’rama-N7d4.1°)

Hacemos el cambio de rama en el primer 'BP’ que nos ha salido en la rama
obtenida al continuar por la izquierda ('rama-N7i.1’). Para ello creamos el
fichero ’c.estat-N7i.2’ con los siguientes pardmetros controlantes:

IRS=101. Partimos de la etiqueta 101 de 'rama-N7i.1".

ISW=-1. Hacemos un cambio de rama.

NMX=1000. El niimero de iteraciones va a ser 1000 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=-0.1. Paso inicial 0.1 negativo para que continue en sentido decre-
ciente del pardmetro.

DSMAX=1e30. Ponemos un paso mdaximo de 1e30 para recorrer la
rama de forma rdpida.

Ejecutamos tecleando:

AUTO>r (s=’rama-N7i.1’,c=’estat-N7i.2’)

Salvamos el resultado como 'rama-N7i.2’:

AUTO>sv(’rama-N7i.2°)



166 CAPITULO 4. MATERIAL NO LINEAL

Hacemos el cambio de rama en el primer 'BP’ que nos ha salido en la
rama obtenida al continuar por la derecha ('rama-N7d.1%). Para ello creamos
el fichero ’c.estat-N7d.3’ con los siguientes parametros controlantes:

IRS=102. Partimos de la etiqueta 102 de 'rama-N7d.1’.

ISW=-1. Hacemos un cambio de rama.

NMX=1300. El niimero de iteraciones va a ser 1300 a lo sumo.

NPR=100. Decimos al programa que aparte de los puntos especiales
coloque una etiqueta en la rama cada 100 iteraciones.

DS=0.1. Paso inicial 0.1 positivo para que continue en sentido creciente
del parametro.

DSMAX=1e30. Ponemos un paso méximo de 1le30 para recorrer la
rama de forma répida.

Ejecutamos tecleando:

AUTO>r (s=’rama-N7d.1’,c=’estat-N7d.3’)

Salvamos el resultado como 'rama-N7d.3’:

AUTO>sv(’rama-N7d4.37)

En los diagramas de bifurcacién vamos a representar la rama inicial de
la situacién lineal (N=0) de la que hemos partido (‘rama2-11’) y todas las
ramas que hemos obtenido en el punto N=17.0673 de la segunda rama de
continuacién en 'N’. Los diagramas de bifurcacién de las dos direcciones son
los siguientes:
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max.(x,)

max.(x,)

1,0

g rama 2-derecha(N=17,0673)
0,8
0 6—- / rama 2.2(N=17,0673)
0,4 / \
0,2 1 N
0,0 4
02 rama 2(N=0) 5 2.izquierda(N=17,0673)
-0’4 -
-0,6 rama 1(N=0)
_0’8_

1 rama 1.2(N=17,0673)
-1.0 T T T T T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60
longitud

Figura 4.23: Maximo de x1 en N=17.0673

1,0

0’8_- rama 1(N=0)
| rama 2-izquierda(N=17,0673)
0,6

0,4

- //x
—

\

02
04+ > rama 1.2(N=17,0673)
-0,6 - rama 2.2(N=17,0673)
- rama 2-derecha(N=17,0673)
_0,8_
-1.0 T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60
longitud

Figura 4.24: Maximo de x2 en N=17.0673
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La notacién que hemos usado para senalar las ramas en los diagramas es

la siguiente:
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'ramal-11": rama 1 (N=0)

'rama2-11": rama 2 (N=0)

'rama-NT7i.1": rama 2-izquierda (N=17.0673). Es la que se obtiene al con-
tinuar por la izquierda en N=17.0673 de 'rama-N.1".

'rama-N7d.1”: rama 2-derecha (N=17.0673). Es la que se obtiene al con-
tinuar por la derecha en N=17.0673 de 'rama-N.1".

'rama-NT7i.2": rama 1.2 (N=17.0673). Es la que se obtiene al hacer el
primer cambio de rama en rama-N7i.1".

'rama-N7d.3’: rama 2.2 (N=17.0673). Es la que se obtiene al hacer el
primer cambio de rama en ‘rama-N7d.1’.

En el diagrama de la flecha en la direccién de menor inercia, méximo de
21, vemos que al continuar en "N’ por la nueva rama y pararnos en N=17.0673,
el punto de la rama inicial (N=0) de la que hemos partido (etiqueta 16 de
'rama2-11") ha bajado un poco; por lo que la flecha ha disminuido respecto
a la del punto inicial al llegar a este otro punto. Esta disminucién de la
flecha respecto a la inicial es debida a que el valor de "N’ es bastante alto al
igual que ocurria en la N=10.262 de la rama principal 'rama-N’. Esto se vefa
claramente en los diagramas de bifurcacién de las ramas de continuacién en
N

Al hacer continuacién en sentido decreciente de la longitud (por la izquier-
da) ocurre lo mismo que ocurria para la ’N’ anterior que es distinto a lo que
ocurria en los puntos de la rama primaria (‘rama-N’), y es que la rama
obtenida no va hacia atras sino que va en el sentido creciente de la longitud
y ademds aparece confundida con la rama de continuacién por la derecha en
el diagrama del maximo de z;. Las dos ramas obtenidas de continuacién por
la izquierda y por la derecha hacen la misma trayectoria en este diagrama;
primero suben hasta llegar a un méximo y después descienden lentamente.
Aqui también vuelve a ocurrir lo mismo que ocurria para la "N’ anterior, y
es que la rama obtenida al hacer el cambio de rama en el primer 'BP’ de la
rama obtenida como resultado de la continuacién por la izquierda , que es la
'rama-N7i.2’, es la que se dirige en el sentido decreciente de la longitud hasta
coincidir con la rama lineal un poco antes de llegar a la flecha cero. Como el
valor de ’N’ es elevado, el descenso hasta flecha cero es menos acusado que en
la "N’ anterior, existiendo mayor diferencia de rigidez para iguales valores de
longitud entre los procesos de recuperacién y deformacién, y produciéndose
la coincidencia con la rama lineal mucho més cerca de la flecha cero. Entonces
tenemos que cualitativamente esta rama hace lo mismo que hacfan las ramas
de la continuacién por la izquierda en la rama principal de la continuacién
en 'N’.
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En el segundo diagrama, correspondiente al maximo de o, también hay
algo diferente respecto a la continuaciéon en la rama principal 'rama-N’ al
igual que en la ’N’ anterior, y es que las ramas que evolucionan son las de
continuaciéon por la izquierda y por la derecha, que son la 'rama-N7i.1" y
la 'rama-N7d.1’ respectivamente, y de las ramas que hemos obtenido como
cambio de rama en los 'BP’ sélo evoluciona la que hemos obtenido al continu-
ar en el primer 'BP’ de 'rama-N7d.1’, que es la 'rama-N7d.3’, siendo la del
otro 'BP’ (rama-N7i.2) una recta horizontal en flecha cero.

En los diagramas de formas representamos sélo un punto etiquetado de
cada rama obtenida. Los dos diagramas de las dos direcciones son los sigui-
entes:

1,0 4 rama 1.2(N=17,0673)-et.109

0.8+ / rama 2/izq.(N=17,0673)-et.101

061 rama N.1-et.99

04

<° 0,2

1 //\

0,0 1 rama N-et.51(BP)

0,2 ~——rama 2(N=0)-et.16

_04_' rama 2/der.(N=17,0673)-et.102

-0,6 rama 2.2(N=17,0673)-et.111
L T T T T T T T T T T T T T

0,0 0,1 0,2 03 04 0,5 0,6 0,7 08

X

Figura 4.25: Deformacion en direccién x1 para N=17.0673
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1,0
0,8+
~

064 rama NA-et.99 rama 1.2(N=17,0673)-et.109
0,4 -
] rama 2.2(N=17,0673)-et.111
0,0 -
.0'2 -

0,4

-0,6 +

Figura 4.26: Deformacién en direcciéon x2 para N=17.0673

En el diagrama del pandeo segtin la menor inercia (x3-x1) vemos las posi-
ciones deformadas en la direccién de menor inercia de los puntos etiquetados
que hemos representado. Estos puntos son el de la etiqueta 16 de 'rama?2-
117, el de la etiqueta 51 de 'rama-N’ de donde nace la nueva rama en 'N’,
el de la etiqueta 99 de la nueva rama 'rama-N.1’ del que se parte para con-
tinuar en longitud, el de la etiqueta 101 de 'rama-N7i.1’, el de la etiqueta
102 de 'rama-N7d.1°, el de la etiqueta 109 de 'rama-N7i.2’,y el de la etique-
ta 111 de 'rama-N7d.3’. En el diagrama segin la mayor inercia (z3-xs2) sélo
vemos posiciones deformadas de los puntos etiquetados que hemos represen-
tado de 'rama-N.1" y de 'rama-N7d.3’, porque los demds puntos etiquetados
que hemos representado de las otras ramas, excepto el de 'rama-N7i.1 y el de
'rama-N7d.1’, no tienen deformacién en esta direccion y sus posiciones defor-
madas las vemos confundidas en la linea vertical de inicio. Las posiciones de
rama-N7i.1’ y 'rama-N7d.1’ no las vemos porque aparecen confundidas con
alguna de las otras posiciones.

Las deformaciones son en primer modo en todas las ramas sin aparecer
ninguna deformacién en segundo modo.



Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de los capitulos tercero y cuarto hemos estudiado numéricamente la
estabilidad del sistema estatico que hemos planteado al simplificar el proble-
ma dindmico que teniamos inicialmente. En primer lugar hemos comprobado
que la solucién recta es solucién del problema sustituyendola en las ecua-
ciones y hemos hecho continuaciones numéricas tomando diferentes pardame-
tros relativos a la geometria del sistema y a las propiedades del material,
vy hemos podido comprobar que los resultados obtenidos son coherentes con
los resultados que nos da la férmula exacta del pandeo de barras prisméticas
solicitadas por fuerzas axiales uniformemente distribuidas, existiendo una pe-
quena diferencia entre los resultados obtenidos de ambas formas debido a que
la continuacién numérica se lleva a cabo mediante incrementos del pardmetro
de continuacién. Para una mayor seguridad de la correcta implementacion en
AUTO, hemos comprobado también que el resultado que se obtiene al intro-
ducir una carga puntual y tomarla como pardmetro principal de continuacién
es coherente con el resultado que obtenemos al despejar dicha carga de la fér-
mula de Euler, aunque la diferencia entre ambos resultados es mayor debido
a que la férmula de Euler es aproximada. En todos los casos hemos podido
comprobar que la continuacién numérica da un resultado més exacto que la
férmula de Euler, dado que esta férmula es aproximada.

Posteriormente hemos hecho un estudio de continuacién numérica toman-
do como pardmetro la longitud del filamento en el que hemos ido cambiando
la altura de la seccién del filamento hasta llegar a la seccién cuadrada. En este
estudio hemos visto el cambio de estabilidad para cada una de las secciones
con el aumento de la longitud y hemos comprobado que existen diferentes
modos de pandeo cada uno de los cuales se produce para las dos direcciones
principales inercia, primero en la direccion de menor inercia y después en

171
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la de mayor inercia. Para cada seccién hemos determinado la funcién 'bp’ y
hemos comprobado que el niimero de pasos por cero de esta funcién en un
intervalo de longitud determinado se corresponde con el niimero de cambios
de estabilidad en dicho intervalo de longitud. Hemos visto que conforme se
disminuye la altura de la seccién, la longitud de pandeo en la direccién de
mayor inercia es cada vez mdas préxima a la longitud de pandeo en la direc-
cién de menor inercia en cada uno de los modos hasta que coinciden cuando
la seccién es cuadrada, permaneciendo invariable la longitud de pandeo en la
direccién de menor inercia en todos los modos. Por tanto al llegar a la sec-
cion cuadrada, las dos longitudes de pandeo de cada modo son coincidentes
y el programa presenta dificultades para detectarlas porque no sabe con cual
quedarse en primer lugar y se queda bloqueado sin hacer la continuacion.
Lo mismo ocurre cuando hacemos la continuacién con una seccién circular
debido a que todas las direcciones de pandeo son igual de probables y el pro-
grama no sabe con cual quedarse primero, queddndose bloqueado. Otra cosa
que hemos visto es que al hacer el cambio de rama en una rama que corres-
ponde al pandeo en una de las direcciones principales para un determinado
modo, aparece pandeo también en la otra direccién principal.

Por dltimo hemos visto lo que ocurre cuando el material presenta com-
portamiento no lineal, tomando un punto de la primera rama de pandeo,
haciendo continuacién en el pardmetro 'N’, que es el que introduce el com-
portamiento no lineal, a partir de dicho punto, y volviendo a continuar en
longitud en los dos sentidos para diferentes valores de la rama obtenida al
continuar en ’N’. Para valores bajos de "N’ la flecha aumenta respecto a la
de partida de la rama lineal, y conforme 'N’ aumenta la flecha disminuye
hasta llegar a ser inferior a la de partida. Cuando a partir de los diferentes
valores de N’ continuamos en sentido decreciente, la rama que sale no co-
incide en principio con la rama de pandeo del comportamiento lineal de la
que hemos partido, pero al llegar al punto en que la flecha se hace cero si
coinciden las dos ramas para todos los valores de ’N’; incluso casi siempre
empiezan a coincidir las dos ramas un poco antes de llegar a la flecha cero.
Por tanto la rigidez del filamento no es la misma durante el periodo de de-
formacién que durante el periodo de recuperacion a la posicién recta. Para
valores bajos de 'N’ la rama decreciente desciende de forma casi vertical, y
conforme aumentamos el valor de "N’ el descenso se hace menos vertical y
la coincidencia con la rama original se produce mas cerca de la flecha cero.
Al hacer el cambio de rama en las nuevas ramas obtenidas a partir de los
diferentes "N’ hemos visto que aparece pandeo en la otra direccién de inercia.
Después hemos hecho el cambio de rama en un punto 'BP’ que nos salié al
hacer la continuacién en 'N’; hemos vuelto a repetir la continuacién en lon-
gitud para dos 'N’ diferentes, y nos ha salido en ambos casos que la rama
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que vuelve hacia atrds terminando en flecha cero es la que hemos obtenido
al hacer el cambio de rama en el primer punto 'BP’ de la rama obtenida
de hacer continuacién en sentido decreciente, mientras que esta tltima sale
en sentido creciente. Al representar grificamente esta nueva rama obtenida
de continuar en N’ a partir del 'BP’ vemos que sigue una evolucién con el
aumento de "N’ que es practicamente coincidente con la evolucién de la rama
principal de continuacién en 'N’, presentando flecha alta para valores bajos
de ’N’ y flecha baja para valores altos de 'N’, y ademds vemos que presenta
deformacion en la otra direccién principal. El comportamiento cualitativo de
la rama decreciente con el aumento del valor de N’ viene a ser idéntico que el
de la rama principal, teniendo que para valores bajos de "N’ la rama decrece
casi verticalmente coincidiendo con la rama lineal mucho antes de flecha cero
y que para valores altos de N’ la rama decrece de forma mds progresiva co-
incidiendo con la rama lineal un poco antes de flecha cero. Otra observacién
de la continuacién en estas dos N’ es que las dos ramas principales obtenidas
de la continuacién en longitud en ambos sentidos presentan también pandeo
en la otra direccién, lo cual es coherente dado que la rama de continuacién en
"N’ de la que parten ya presenta pandeo en ambas direcciones, y en la rama
obtenida del cambio de rama de la rama principal obtenida por la derecha a
partir del iltimo N’ también aparece pandeo en la otra direccién. Por tanto
en todas estas ramas donde aparece pandeo en las dos direcciones tenemos
soluciones tridimensionales. En todas las ramas obtenidas a partir de los va-
lores de N’ tomados de las dos ramas obtenidas de continuar en "N’ aparece
s6lo deformacién en primer modo.

El comportamiento postcritico es lo que sucede una vez que sobrepasamos
el punto critico (punto de bifurcacién), que es un fenémeno no lineal. Como
nuestro modelo es no lineal hemos podido determinar el punto critico y tam-
bién hemos podido representar lo que sucede después de dicho punto critico;
sin embargo una teorfa lineal como es la teorfa de Euler sélo es capaz de
determinar el punto critico y no es capaz de reproducir el comportamiento
postcritico.

Podemos concluir diciendo, que en el presente proyecto, se han cumplido
los objetivos marcados en el capitulo de introduccién, ya que hemos calculado,
mediante continuacién numérica, todos los cambios de estabilidad que se han
producido en el sistema al variar un pardmetro en cada uno de los casos que
hemos ido tratando.
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Apéndice A

Estudio del problema estatico
del filamento

Vamos a explicar como se empezo6 a tratar la resolucién del problema estéatico
del filamento en un principio. Lo que se hizo fue tomar las ecuaciones proyec-
tadas sobre los ejes del triedro movil y transformarlas a la forma estdndar
para poderlas introducir en auto. Lo que ocurre con esta forma de resoluciéon
alternativa es que las ecuaciones tienen unas expresiones mucho mé&s comple-
jas, y por eso se opté por el otro camino de proyectar las ecuaciones sobre
los ejes del triedro del centro de una seccién del filamento.

Cuando no hay dependencia temporal las ecuaciones (5) permiten despe-
jar las curvaturas en funcién de los momentos o al revés :

M
klz?lv
M,
Loy —
2 PR?
2-(1+v)
ks = - Ms .
TP (R+1) °

De esta forma se eliminan 3 ecuaciones y 3 incégnitas con las 21 ecuaciones
se reducen a 18 ecuaciones diferenciales con 18 incégnitas siendo el nimero
de condiciones de contorno también 18.

Eliminando las derivadas temporales y los pardmetros que dependen del
tiempo las 18 ecuaciones quedan:
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fi=0,
fa=0,
f3=4,

(M7 - dyy + My - doy + My - dgy)+(My - dyy + Ma - dyy + Ms - dyy )+Q-(dsa - f3 —dsz - f2) =0,

(M} - dyg + My - dyy + My - dgg)+(My - djy + My - dyy + Ms - dyy)+Q-(dss - f1 —ds1 - f3) =0,

(M - dig + Mj - das + Mg - dsg)+(My - dyg + My - dig + M - dyg)+Q-(da1 - fa — dz2 - f1) =0,

93/1 = d3; ,
l’lz = d3z ,
$§, = ds3 ,
diq dan d31
d_llzkg'@—kg'@: d/12 :/{,’3' dao —]{?2' d32 =
di da3 d33
_ 2. (1 + I/) 221 M2 231 F M 321 ]\42 231
= 5 5 1 i3 22 : 32 = 1Mz 22 32 )
PARED T a | g 2 R



177

iy ds1 d11 M, ds;
d_/2 =kidg—kzdy =  dyy p =k dza p—k3q dia o= P d3z ¢ —
d/23 d33 d13 d33
dH d31 d11
2-(14+v M
‘ﬁ%' diz p=—-{ dp ¢ —F- My-{ duo o
dy dss dis
dy du doy M, dy;
dg - kQﬁ—kl@ — déQ = ]{2- d12 —/{51 d22 = P R d12 _
dé3 di3 dos3 di3
M, do
Y dy ¢
da3
o 2-(1+v)
P-(R+1)

Las ecuaciones de los momentos hay que transformarlas para que quede
la derivada espacial de una variable en el miembro de la izquierda y no haya
ninguna derivada espacial en el miembro de la derecha:

(M7 - dyy + My - doyy + My - d3y) = — (My - dyy + My - dy, + Ms - diyy))—Q-(dsa - f3s — dss - f2)

(M} - dyg + M} - dog + M} - dsg) = — (My - djy + My - diy + Ms - diy)—Q-(ds3 - f1 — ds1 - f3)

(M - dyg + M - dos + M - dzg) = — (M - dyg + My - dyy + My - dig)—Q-(da1 - fo — dsz - f1) -

Sustituyendo las derivadas espaciales del miembro de la derecha de cada
ecuacion por su correspondiente expresién dada por las ecuaciones se tiene:
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M.
(M7 - dyy + My - doy + My - dgy) = —[M; - <F‘M3'd21—ﬁ%'d31)+
M M. M
+M2'(F1'd31 —F'Ms'd11)+M3'(P_2R ~din — ?1'd21)]_Q'(d32'f3—d33'f2) ;

M.
(M7 - dyg + My - dog + My - dgo) = —[M; - <F‘M3'd22—P.2R'd32)+
M M. M
+M2'(F1'd32—F'MS'd12)+M3'(P_2R 'd12—?1'd22)]—Q'(d33'f1—d31'f3) ;

M.
(M7 - dy3 + My - dog + My - dg3) = —[M; - <F'M3'd23—P'QR‘d33)+

M M. M
+Mz'<?l “dzz — F'- Mg - d13>+M3'(P 2R ~dy3 — ?1 . dzs)]—Q'(d31 fa—dsa- f1) -

Expresando estas tres ecuaciones en forma matricial:

din dyr d3 M
dig dyy dgp | - | My | =
dig daz ds3 M

F - M;-dy — 52 - dg dgy — F'- M3 - dyy nyﬁ'du—%'dm M,
=— | F'- Mz -dy— 5% ds o dyy = dyy || My
F - M- dys — 32 - dag Mz
0  —dsz dz 1
—Q- | dss 0 —da |- | fo
—dzy  d3 0 I3

rdgg — F - M- dip 5
'd33_F'MS'd13 p,R'dIB_MT'd23

fElsfs
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Hay que despejar el vector de momentos derivados respecto a ’s’ , para
lo cual se multiplican ambos miembros de la ecuacién por la inversa de la
matriz que multiplica a dicho vector de momentos:

-1

dll d21 d31
d12 d22 d32 =
d13 d23 d33

1 —dgz - dsg + dag - dss  daz - d3y — doy - dss  —dag - d3y 4 doy - d32
=7 di3 - dgy —dyg - dzs  —dig-dsy +dig - dss  dig-dsy —dyg - dsa
—dig - doy +dia - dag  dig-doy —din - das —dig - dag + dig - doo

Y

Z = —dy3-dog-d31+dio-daz-dg1+di3-dor-dse—dy1-daz-dga—d12-doy -d3s+dy1-dag-dss

Multiplicando esta matriz por la izquierda en ambos miembros de la
ecuacion:

—da3 - dza+ das - d31— —dys - dz1+ ]
M +das - ds3 —da; - d33 +da1 - d3g
M} _ dis - dza— —di3 - dz1+ dig - d31—
M% Z —dya - d33 +dyy - ds3 —dyy - d3p
3 —dy3 - doo+ di3 - dy1— —dy3 - do1+
| tdia - dos —dyy - da3 +dyy - dog |
[ F - Ms-dy— %'dm— Ijawfz'dn— 1
— 32 - dy —F-Ms-dn  —F -dn M
F - Mx - doo— Mg My g 1
3 do2 7 32 P M2 M, | —
— 3 - d, —F-Mz-dip  —F - do M
F-My-dyy—  2odyg— 3 -dig— ’
| = dy —F-Ms-diz  —5 -daz |
[ —das - s+ das - d31— —dys - dz1+ ]
+daz - ds3 —da1 - d33 +da1 -+ ds2 0 —d d
_Q dis - dza— —di3 - dz1+ dig - dz1— d 033 _;2
Z —dia - d33 +dyy - ds3 —dyy - d3p _;3 d 031
—dy3 - doo+ di3 - dy— —dy3 - do1+ 52 3
| tdia - das —dyy - da3 +dyy - dye

S
f2
fs
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Multiplicando las matrices se obtienen las tres ecuaciones de momentos.

Las 18 ecuaciones quedan de la siguiente forma:

fi=0,
fa=0,
f3=19,
M M.
M{Z—71'[—(6523'0[32—1-6522'6533)'(F'Ms'dzl—P_%'dm)—F

M.
+(d23'd31_d21'd33)'(F'MS'd22_P.2Ei'd32)+

M-
+ (—da2 - ds1 + day - ds2) - (F'Ms'd23 - P-2R 'd33>]—

My
A

M
+(d23'd31_d21'd33)'(f'd32_F'M3'd12)+

M
[(—das - d3zz + dag - dz3) - (?1 “dz — F - Mg - dn) +

M

(—dag - d31 + day - d32) - (?1 ~dgg — F' - Ms - dls)]—

M. M. M
—73'[(—d23'd32+d22'd33)' (P-QR'dll_?l'dﬂ)‘{’

M. M
+(d23'd31—d21'd33)‘ (P.QR-dm—?l'dm)—i-
M. M

+ (—daz - d31 + day - d3a) - (ﬁ% ~dyz — ?1 : d23)]—
- % - f1 - [(das - ds1 — day - ds3) - d33 — (—da2 - ds1 + day - ds2) - ds2]—
- % - fo o [= (—daos - d3a + dao - ds3) - dsz + (—da2 - d31 + do1 - ds2) - d31]—

Q

- E ' f3 : [(_d23 : d32 + d22 : d33) : d32 - <d23 : d31 - d?l ' d33) : dSl] )
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M M.
=—71~[(d13-d32—d12-d33)'(F'M3~d21—P%-d31)+

M.
+ (—dy3 - ds1 + dy1 - ds3) - <F'M3'd22— P_QR'd:u)—i‘

M.
+ (d12 'd31 _dll 'd32) : <FM3 'd23_ PQ}% 'd33)]_

My

M
7 [(d13 - d32 — dy - d33) - (?1'6531 —F'M3'd11> +

M
+ (—dy3 - d31 + dyy - ds3) - (?l'd:n —F-Ms- d12) +

M
+ (dig - d31 — dyq - d32) - <?1-d33 — F-Mg'd13>]_

Ms
Z

M. M
+ (—dy3 - ds1 + dy - ds3) - <—2 ~dyg — L. d22> +

M, M, )}_

M M
[(d13 - d32 — dy - d33) - <P.2R'd11—?1'd21)+

'd13__'d23

+(d12'd31—d11'd32)'<P‘R P

- % ’ fl : [(_dIS : d31 + dll ' d33) : d33 - (d12 ' d31 - dll ' d32) : d32]_

- % ' f2 : [_ (d13 ' d32 - d12 ' d33) ' d33 ++ <d12 : d31 - dll ' d32) : d31]

- % ’ f3 : [(d13 ' d32 - d12 ' d33) : d32 - (_d13 ' d31 + dll ' d33> : d31] )
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M M.
Mé =1 [(—di3 - dag + dia - dag) - (F - My - dyy — . d31> +

A P-R

M.
+(d13'd21—d11'd23)'(F'M3'd22—P'2R'd32>+

M-
+ (—dya - dog + dyq - da2) - (F'Ms'd23 - P‘Z}%'d33>]—

M, M,y
—7'[(—d13'dz2+d12'd23)' (?'d31—F'M3'd11)+
M,y
+ (di3 - d2y — dy1 - do3) - (?'d32—F-M3'd12)+
M
+ (—dig - do1 + dyy - da) - (71 “d3g — F - Ms - dls)}—
M. M. M
—73'[(—d13‘d22+d12'd23)' (P~2R.dn_?1.d2l>+
M. M
+ (dig - dyy — dy1 - dag) - (P.QR-d12—?1~d22>+
M. M
+ (—dig - do1 + dy1 - do) - (PzR ~dy3 — ?1 . d23>]—
- % f1 - [(diz - da1 — diy - dag) - dsg — (—diz - do1 + day - daa) - d32]—
- % far [ (—di3 - dog + dyz - da3) - d3z + (—dia - doy + diy - dag) - d31]—
- % “f3 - [(=diz - dog + dig - da3) - d3g — (diz - doy — duy - da3) - dzi]
l’ll =d31 ,
l‘/2 :d327
T3 =ds3 ,

M,
d/n—F'M3-d21—P_R'd317

M.
dyy=F - My - dpy — ——= - dsy ,
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M
diy = F - My dys — 5 - ds
M
dglz?l~d31—F~M3-dn,
M
d;ZZ?l*dgg—F‘M?;’dea
M
dggz?l-dsg—F-Mg-dlg,
M, M,
dgl:P-R.dll_?.Cbl,
M, M,
dé2:P.R'd12_?.d227
M,y M,
dggzﬁ'dm—?'d%,

donde los pardmetros son los siguientes:
g: gravedad

wp : frecuencia

[:  longitud del filamento

D : didmetro de la seccién del filamento
E . moédulo de Young

p: densidad

v: mdbdulo de Poisson

A partir de estos pardmetros se construyen las siguientes variables auxil-
iares:

D2 1 1 g A, -2 I
As: - —_ I:—'D4 I:_D4 5: — 5 R:_
™ 4 ) 1 64 s 12 64 ) wgl7 Q 11 ) Il’
E 2-(1+v)
P=——— F=—""
’ prwi-?’ P-(R+1)

Z = —dy3-dag-d31+dia-daz-dg1+dy3-da1-dzo—dy1-daz-dza—dy2-day -d3z+-dy1-dao-dss.



184 APENDICE A. PROBLEMA ESTATICO DEL FILAMENTO

Las condiciones iniciales para resolver en AUTO son las siguientes:

Parametros
Van a permanecer constantes en todas las iteraciones menos uno de ellos

que va a ir variando. Los valores iniciales son:

g=9.8m/s’
wo = lrad/s
[ =55-10"2m
D=3-103m
E=21-10"N/m?
p = T850K g/m?
v=20,3

Incégnitas
Los valores iniciales para las 18 incégnitas son:

f1:07
f2:07
_pAcg(s—1)
f3_ 2 719 )
p.AS.wo.l
M1=O,
MQZO,
MSIOa



185

ZE'Q:O,
S
$3=7,
d11:17
d12:07
d13:07
d21:07
d22:17
d23:07
d31:07
d32:0,
d33:1.

Las condiciones de contorno son las 18 que se explicaban en el desarrollo

de las ecuaciones:
En s=0
Son 12 condiciones:

331:0 s

ZEQZO s

.fL'3:0 5

dip =1 ,  dyy =0 , d3; =0,
dia =0 ,  dyp=1 | d3p =0,
diz=0 , dyzs=0 , dgz=1.
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En s=1
Son 6 condiciones:

flzo y M1:07
f2:0 ) MQZO?
f3:0 ) MSZO

Entonces para resolver el problema se introducen en auto las ecuaciones,
las condiciones iniciales y las condiciones de contorno. Pero ocurre que hay
dos ecuaciones que son triviales y son las dos primeras:

Estas ecuaciones lo que dicen es que ambas fuerzas f; y f; no varfan con
respecto a ’s’ y que ademds como sus valores iniciales son 0 van a seguir
siendo 0, por lo que se deben eliminar para que el auto no de problemas
al resolver. Por consiguiente se tienen que eliminar también f; y fo como
incégnitas con lo cual desaparecen las 2 condiciones iniciales correspondientes
a dichas incégnitas y también las 2 condiciones de contorno en que aparecen
involucradas.

De esta forma el problema queda como un problema de 16 ecuaciones
con 16 incégnitas que se resuelve con las condiciones iniciales y con las 16
condiciones de contorno.



Apéndice B

Curvaturas en funcion de los
momentos para el material no
lineal

Vamos a hacer un inciso de por qué ha sido necesario emplear el método de
Newton para despejar las curvaturas en funcién de los momentos para el caso
en que el material es no lineal.

Cuando tenemos material no lineal tenemos que los momentos cambian
de la siguiente forma:

My=P-ky= M =P (ki +N-k}) ,

My=P-R-ky= My=P-R-(ks+N-k3) ,

P-(R+1)
3_2.—

P-(R+1)
(1+v) 2.

'/{33:>M3: (1—}-U>

(ks N KD

Si pasamos todos los términos a la izquierda tenemos las tres expresiones
igualadas a cero:

M
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M.

N-k§+k2—P_R:o,
2-(1+v)

P-(R+1)

N - k3 + ks — Ms -

Cada una de estas tres ecuaciones corresponde a una ecuacién de tercer
grado del tipo siguiente:

a- 2 +b-x+c=0.

En cada ecuacién la incégnita 'x’ que queremos despejar es la curvatura
y el momento juega el papel de una constante.

La solucién a esta ecuacioén es la denominada ’'férmula de Cardano’. Para
poder expresar la solucién 'x’ mediante dicha férmula hay que transformar
un poco la ecuacién y escribirla de la siguiente forma:

3
r’+p-xr=q.
Una vez que tenemos la ecuacién escrita de esta forma ya podemos escribir

el valor de la incégnita 'x’ mediante la expresiéon de ’Cardano’, que al ser la
ecuacion de tercer grado habra tres soluciones que son las siguientes:
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|01 G017 -
(el 07) -Gl o1

Para saber el niimero de raices reales e imaginarias hay un nimero que
lo determina que es el siguiente:

P\? | (9)\?
D=3+ @) -
3 2
Segin el signo de este nimero tenemos las siguientes posibilidades:
= D>0 = Una raiz es real y dos raices son complejas conjugadas.

= D=0 = Las tres raices son reales y dos son iguales.

» D<(0 = Las tres raices son reales y distintas.

Para cada una de las tres ecuaciones obtenemos los valores de 'p’ y 'q’:

1 M
ke () = 5
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1 2-(1+v)

D3 N ) a3 3 P-(R+1)-N

Vemos que el valor de 'p’ es el mismo en las tres ecuaciones y que siempre
es positivo, y que el valor de 'q’ es diferente en cada una y su valor positivo
o negativo es funcién del signo positivo o negativo del momento. Por tanto
tenemos que ‘D’ es siempre mayor que cero y para este caso la teorfa predice
que en cada una de las tres ecuaciones una de las raices es real y las otras
dos son complejas conjugadas.

Entonces lo que habria que hacer serfa tomar para cada ecuacién la ex-
presion que corresponda a la raiz real para definir las curvaturas en funcién
de los momentos ya que el programa auto sélo reconoce nimeros reales. Pero
el problema esta en que la expresién real no es siempre la misma para cada
ecuacion sino que puede ser uno u otra de entre las tres posibles dependiendo
de la variacién que vaya teniendo el momento correspondiente.

Por tanto, al no poder escoger para cada ecuacién una de las tres ex-
presiones para que defina la curvatura en funcién del momento en todo el
rango de la continuacién es por lo que hay que recurrir a obtener las raices
mediante el método de Newton.
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