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Caṕıtulo 1

Modelos de remodelación ósea

interna

1.1. Introducción

Como ya digimos el hueso es un material vivo, mumerosos cient́ıficos son los que preten-

den explicar la capacidad del hueso para adaptar su estructura al estado de carga al que

se encuentra sometido. Pero muy pocos los que representan esa relación con expresiones

matemáticas. El interés de este proyecto es la simulación computacional, por tanto sólo se

prestará interés a los autores que śı representan esta relación de forma matemática, siendo

el precursor de ellos Wolff. [58]

En primer lugar se va a explicar el modelo de remodelación ósea isótropa de Stanford,

sobre el que sientan las bases otros posteriores en los que entraremos más en detalle, en

concreto 2 modelos distintos: fenomenológicos y mecanobiológicos. El primer tipo responde

a una caracteŕıstica fundamental de los mismos: no consideran la naturaleza intŕınseca de

los fenómenos biológicos que intervienen en la remodelación ósea. Su interés se centra, por

el contrario, en las consecuencias mecánicas que esos fenómenos tienen.

Mientras un modelo fenomenológico predice que el desuso conlleva pérdida de masa ósea;

una actividad por encima de lo habitual produce un aumento de masa ósea, hasta un cierto

ĺımite, y un nivel de actividad normal mantiene el hueso dentro de unos parámetros saluda-

bles, el modelo mecanobiológico se pregunta por qué ocurre aśı y cuáles son los mecanismos
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biológicos que entran en juego, fundamentalmente la actividad de las BMUs, art́ıfices de la

remodelación ósea.

1.2. Modelo de remodelación ósea interna isótropa de

Stanford

El modelo isótropo de Stanford establece una condición de remodelación homeostática a

nivel local, como sugieren los trabajos de Carter et al. [7], Fyhrie y Carter [15], Frost [14]

y Turner [53]. Esto quiere decir que el tejido óseo dispone de una serie de mecanismos para

autorregularse y mantener dentro de un cierto rango de valores una determinada magnitud

fisiológica, denominada est́ımulo mecánico. Esos mecanismos tienen como misión primera

modificar la densidad ósea y, relacionadas con ella, las propiedades mecánicas, con el objetivo

global de homogeneizar el est́ımulo local y mantenerlo dentro del rango antes comentado.

El est́ımulo mecánico local, Ψt, también denominado est́ımulo tensional tisular diario, es

una magnitud que está relacionada con la carga a la que se encuentra sometido el tejido y

que tiene en cuenta los distintos casos de carga que conforman la actividad diaria habitual:

Ψt =
( N∑

i=1

niσ
m
ti

)1/m

(1.1)

donde N es, el número de casos de carga, ni es el número promedio de ciclos diarios del

caso de carga i, σti es la tensión efectiva local para el caso de carga i, parámetro escalar

que representa la intensidad del estado tensional local en el tejido mineralizado y m es un

exponente de la ecuación.

Jacobs [24] propone una simplificación de la historia de carga que tiene en cuenta la

escala de tiempos tan diferente en que ocurren la variación de las cargas y la respuesta

del hueso. Mientras que las tensiones pueden variar en tiempos del orden de segundos, la

respuesta de remodelación tiene tiempos caracteŕısticos del orden de semanas o meses. Por

ello, es conveniente sustituir las tensiones o deformaciones instantáneas por variables cuasi-

estáticas que contienen información sobre todas las actividades que se producen durante

la historia reciente de carga. En concreto, la información que interesa de cada actividad

es la tensión máxima promedio que origina y el número de ciclos que tiene lugar dicha

actividad en el peŕıodo de control en el que se toma dicho promedio. La duración de este

peŕıodo no afecta de manera relevante a la respuesta de la remodelación, siempre que no sea
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excesivamente grande ni pequeño.

Por motivos prácticos, se suelen agrupar las distintas actividades diarias según sea su

influencia en la remodelación. La figura 1.1 muestra cómo se agrupaŕıan las cargas según

niveles de tensión similares.

σ

1

2 2

3

t

Figura 1.1: Evolución temporal de las tensiones en una actividad genérica. Cada una de las acti-

vidades con rangos de tensiones similares se agrupan en un caso de carga, como los señalados en la

gráfica: 1, 2 y 3.

Después de agrupar las cargas, Jacobs [24], vio necesario hacer algún tipo de simplifi-

cación de la expresión (1.1), para que el algoritmo pudiera ser implementado de manera

sencilla. Aunque se puede observar en dicha expresión que todos los casos de carga con-

tribuyen de manera simultánea al evaluar el est́ımulo diario, Jacobs, los aplica de manera

secuencial. Supóngase, por un momento, que existen tres casos de carga como los de la figura

1.1. Después de promediar las tensiones y contabilizar el número de ciclos correspondientes

a cada actividad en un tiempo de muestreo suficientemente amplio, se supone que todos los

d́ıas se repite la misma secuencia de ciclos. El histograma de actividades quedará entonces

como muestra la figura 1.2. La simplificación propuesta por Jacobs modifica dicho histo-

grama, aplicando cada d́ıa una sola actividad, secuencialmente y repitiendo alguna de ellas,

si es necesario, para que la proporción entre los números de ciclos de cada actividad y el

número de ciclos total sea igual a la del histograma original. El histograma después de la

agrupación de cargas quedaŕıa como en la figura 1.3, repitiéndose la secuencia representada

cada cuatro d́ıas. De esa forma, las actividades 1 y 3 ocurren el mismo número de veces y

la mitad de veces que la actividad 2, al igual que en el histograma original de la figura 1.2.
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Figura 1.2: Distribución del número de ciclos correspondiente a cada caso de carga a lo largo del

tiempo, antes de realizar la simplificación propuesta por Jacobs.
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Figura 1.3: Distribución del número de ciclos correspondiente a cada caso de carga a lo largo del

tiempo, después de realizar la simplificación.
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Con esta simplificación, el número de ciclos que se repite cada actividad es el mismo, 16

en el ejemplo de las figuras anteriores. Si en la simulación la unidad de tiempo es un d́ıa, ya

no es necesario superponer diariamente los casos de carga para calcular el est́ımulo mecánico

según la ecuación (1.1). Ahora se puede aplicar cada d́ıa una sola actividad, que produce un

est́ımulo:

Ψt = n1/m
c σt donde nc =

N∑

i=1

ni, (1.2)

y repetir esa actividad varios d́ıas consecutivos si es necesario, como lo es con la actividad 2

del ejemplo anterior. Jacobs comprobó que la diferencia entre la aplicación simultánea y la

aplicación secuencial de las cargas no es significativa, mientras el número de d́ıas que dure

una secuencia no sea excesivo. Sin embargo el coste computacional śı disminuye de forma

muy favorable con esta aproximación.

Otra hipótesis de este modelo es la de suponer que la matriz ósea está completamente

mineralizada, con una densidad local igual en todos los puntos, ρ̂. De esta forma, la densidad

aparente del tejido óseo, ρ, definida como la masa de matriz ósea contenida en la unidad de

volumen de tejido, depende tan sólo de la porosidad local, n, y no del grado de mineralización

de la matriz ósea, que se supone que no vaŕıa en este modelo.

n = 1− Vm

VT
= 1− ρ

ρ̂
(1.3)

Según Martin [32] y el propio Jacobs [24] el hueso cortical presenta una porosidad mı́nima

de 0.05. Jacobs asigna además al hueso cortical de mı́nima porosidad una densidad aparente

de 1.92 g/cm3, de lo que se deduce fácilmente el valor asignado a la densidad de la matriz

ósea, ρ̂ = 2.02 g/cm3.

Para poder tratar al hueso como un medio continuo, es necesario pasar de la escala

microscópica a nivel de tejido, en el que el material es heterogéneo, al nivel continuo. Esto

se hace de forma indirecta, relacionando la resistencia última del hueso trabecular a nivel

continuo, σult, con la resistencia última del tejido óseo trabecular, σultt , que se supone

constante. Gibson [18] establece que ambas magnitudes están relacionadas a través de la

densidad aparente por medio de alguna función R(ρ).

σult(ρ) = R(ρ)σultt (1.4)

La evidencia experimental [8] muestra que esta función debe ser proporcional al cuadrado

de la densidad aparente. Comoquiera que la resistencia última a nivel continuo y a nivel
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tisular deben coincidir en el caso de porosidad nula, la función debe ser tal que R(ρ̂) = 1.

De esta forma la ecuación (1.4) se puede reescribir de la siguiente forma [2]:

σult(ρ) =
(ρ

ρ̂

)2

σultt
(1.5)

Esta relación se debe cumplir no sólo para la resistencia última sino para cualquier valor

de tensión, y en particular para la tensión efectiva. Aśı, sustituyendo en la ecuación (1.1) la

tensión efectiva a nivel tisular o local por la tensión efectiva a nivel continuo y operando, se

puede obtener el est́ımulo tensional diario continuo

Ψ =
( N∑

i=1

niσ
m
i

)1/m

(1.6)

que se relaciona con el est́ımulo tensional diario tisular de la misma forma que las tensiones

Ψt =
( ρ̂

ρ

)2

Ψ (1.7)

y que es posible simplificar de la misma manera que se hizo en la ecuación (1.2)

Ψ = n1/m
c σ (1.8)

σi =
√

2E(ρ)Ui(σi), (1.9)

Si es posible de alguna manera determinar la distribución de tensiones y deformaciones

a nivel continuo en un determinado hueso, por ejemplo por medio del MEF, con la ecuación

(1.9) se puede determinar la tensión efectiva continua y usando las ecuaciones (1.7) y (1.8)

obtener el est́ımulo tensional tisular diario, Ψt. Una vez conocido éste, el siguiente paso

consiste en determinar cuán lejos está el tejido de cumplir el equilibrio homeostático. Para

ello se define el error de remodelación, e, como la diferencia entre el est́ımulo tensional tisular

diario y un valor de referencia que se considera de equilibrio, Ψ∗t .

e = Ψt −Ψ∗t (1.10)

Si este error de remodelación no es nulo o está fuera de un determinado rango, se produce

una respuesta del hueso que se traduce en una variación de la densidad aparente a nivel local.

Sin embargo, el modelo no relaciona de forma directa ambas variables, sino a través de la

denominada velocidad de remodelación superficial, ṙ, toda vez que tanto la eliminación de

hueso antiguo como la formación del nuevo se produce en la superficie ósea. La variable ṙ
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está relacionada directamente con el est́ımulo tensional a que está sometido el tejido, como

muestra la figura 1.4.

ṙ
1: cráneo
2: periostio del fémur
3: metáfisis del fémur

est́ımulo
1

1

2

2

3

3

Figura 1.4: Curvas que relacionan ṙ con el est́ımulo tensional tisular para tres regiones de hueso

diferentes. Figura tomada de Beaupré et al. [2].

Se observan dos cosas importantes: En primer lugar que existe una zona en torno al valor

del est́ımulo de referencia, denominada zona muerta o zona de equilibrio, donde la actividad

ósea no tiene un efecto neto claro sobre la cantidad de hueso y es la evidencia experimental

de la idea de “pereza” en la respuesta ósea, sugerida por Carter [5] y utilizada en el modelo

de Huiskes. En segundo lugar se observa que la respuesta de todos los huesos no es la misma

y tampoco lo es la de distintas partes de un mismo hueso.

Este modelo fue aplicado principalmente para predecir la distribución de densidad ósea

en la extremidad proximal del fémur, por lo que se usan curvas del tipo 2 y 3 simplificadas

como en la figura 1.5 y que se pueden expresar:

ṙ =





c1(e + w) si e < −w

0 si −w ≤ e ≤ w

c2(e− w) si e > w

(1.11)

Algunos autores han propuesto variaciones a esta ley de remodelación [44,51]. Una de ellas

es suponer, parece lógico, que el hueso no puede crecer o ser reabsorbido de forma ilimitada.

La ley de remodelación quedaŕıa entonces como muestra la figura 1.6. Sin embargo, dado que
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ṙ(µm/d́ıa)

w w

c1

c2

e

Figura 1.5: Ley de remodelación usada por Jacobs [24].

en situaciones normales el est́ımulo mecánico se mantiene relativamente próximo al valor de

equilibrio, dicha modificación no introduce cambios significativos.

ṙ(µm/d́ıa)

w w

c1

c2
e

ṙmax

ṙmin

Figura 1.6: Ley de remodelación modificada.

Como ya se ha dicho, el hueso aparece y desaparece en la superficie ósea y aśı se ha

introducido la variable velocidad de remodelación superficial, que se define como el volumen

de hueso generado o eliminado por unidad de tiempo y por unidad de superficie disponible

para la remodelación. Martin [32] definió la superficie espećıfica, Sv, como la cantidad de

superficie disponible para la remodelación por unidad de volumen de hueso y la relacionó con
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la porosidad, encontrando que un polinomio de quinto grado (ecuación (1.12)) se ajusta a

huesos de distintas zonas del cuerpo, de diferentes edades y estados de salud.

Sv = 32.3n− 93.9n2 + 134n3 − 101n4 + 28.8n5 (1.12)

Se recuerda que en este modelo el hueso se encuentra completamente mineralizado y aśı lo

estará pues, tanto el hueso que se elimina como el nuevo que se forma sobre la superficie ósea.

De esta forma la variación de la densidad aparente viene dada por la siguiente expresión:

ρ̇ = k ṙ Sv ρ̂, (1.13)

en la que todas las variables han sido ya definidas a excepción de k, que es el porcentaje

de superficie disponible que se encuentra activa para la remodelación y que normalmente se

toma igual a la unidad.

Para obtener la densidad aparente en el siguiente paso de carga, se integra la ecuación

(1.13) mediante un algoritmo de integración de Euler expĺıcito,

ρ(t + ∆t) = ρ(t) + ρ̇(t)∆t, (1.14)

y finalmente se actualizan las propiedades elásticas en cada punto del dominio sólido (en

la malla de elementos finitos se hace en los puntos de integración de Gauss) según las

expresiones experimentales obtenidas por Beaupré et al. [1, 24] y teniendo en cuenta que el

hueso se supone un material isótropo:

C =
E

1 + ν

( ν

1− 2ν
1⊗ 1 + I

)
, (1.15)

E =





2014ρ2.5 si ρ ≤ 1.2g/cm3

1763ρ3.2 si ρ > 1.2g/cm3,
(1.16)

ν =





0.2 si ρ ≤ 1.2g/cm3

0.32 si ρ > 1.2g/cm3,
(1.17)

donde 1 es el tensor identidad de segundo orden y I es el tensor identidad simétrico de

cuarto orden (Iijkl = 1
2 (δikδjl + δilδjk)). Con estas expresiones se completa el algoritmo y

se puede resolver el problema elástico con las propiedades actualizadas, por ejemplo con el

MEF, como ya se ha comentado.

Este modelo fue implementado usando el MEF para predecir la distribución de densidad

ósea en la extremidad proximal del fémur con buenos resultados y una convergencia más

que aceptable.
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1.3. Modelo fenomenológico. Modelo de remodelación

ósea anisótropa basado en la Mecánica del daño

1.3.1. Fundamentos de la Mecánica del Daño

La iniciación y crecimiento de microgrietas en materiales frágiles, de microcavidades

en materiales dúctiles y de huecos en materiales porosos ha sido estudiado por medio de

análisis microestructural [37, 47] y por medio de la Mecánica del Daño, [28, 30, 49, 50], que

aborda el problema desde un punto de vista macroscópico, t́ıpico de la Mecánica de Medios

Continuos. Se define para ello un parámetro de daño, d, que cuantifica en cierta forma la

densidad efectiva de grietas y que vaŕıa entre d = 0 (estado no dañado) y d = 1 (estado de

ruptura local).

Basado en el principio de deformación equivalente [30], se introduce la tensión efectiva,

(σ̃), como aquella a la que hay que someter al modelo no dañado para tener la misma

deformación que en el modelo con daño (figura 1.7)

1 1

1+ ε̃ 1+ ε

σ̃ σ

1

Figura 1.7: Representación esquemática del concepto de tensión efectiva

Esta definición se puede escribir de forma matemática como sigue:

σ̃ =
σ

1− d
(1.18)

y aplicando el principio de deformación equivalente se tiene de forma inmediata el tensor de

comportamiento del material dañado, C, en función del correspondiente al material virgen,
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C0,

C = (1− d)C0 (1.19)

Para completar la formulación es necesario definir la variable que hace que el daño se

modifique (est́ımulo), el umbral que hay que superar para se produzca dicha modificación

(criterio de daño), la evolución del parámetro de daño (ley de flujo) y del resto de parámetros

que aparecen en el criterio de daño (ley de endurecimiento). Estas leyes deben ser conse-

cuentes con las leyes de la Termodinámica. Aśı, el Segundo Principio establece que en todo

proceso termodinámico se debe cumplir:

D = −ψ̇ + σ : ε̇ ≥ 0 (1.20)

donde D es la velocidad de disipación y ψ̇ es la variación de la enerǵıa libre que, para un

material con comportamiento elástico, viene dada por:

ψ =
1
2
ε : C : ε (1.21)

con lo cuál

D = −1
2

ε : Ċ : ε (1.22)

Siguiendo la nomenclatura de Simo y Ju [49] se denota por τ0 el est́ımulo o causa in-

tŕınseca del daño. El criterio de daño define los valores del est́ımulo que no producen daño.

Son aquellos que cumplen que una cierta función, g se mantiene no positiva. El criterio de

daño se suele escribir separando la influencia del daño y del est́ımulo, a través de una función

auxiliar G, de la siguiente forma:

g(τ0, d) ≡ G(τ0)− d ≤ 0 (1.23)

El est́ımulo τ0 suele ser función de la variable termodinámica asociada al daño, que en

materiales isótropos y elásticos es ψ0, la densidad de enerǵıa libre asociada a la deformación

real y a la tensión efectiva:

ψ0 =
1
2

ε : C0 : ε (1.24)

Aplicando el principio de máxima disipación con la restricción impuesta por (1.23) se

obtiene:

ḋ = µ
∂G

∂ψ0
(1.25)
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donde µ es el parámetro de consistencia del daño que se obtiene aplicando las condiciones

de Kuhn-Tucker:

µ ≥ 0 g(τ0, d) ≤ 0 µ g(τ0, d) = 0 (1.26)

La extensión al caso anisótropo que hicieron Cordebois y Sideroff [9] considera el daño

como un tensor, d y define la tensión efectiva de manera análoga a (1.18) pero de forma que

conserva la simetŕıa:

σ̃ = (I− d)−1/2 σ (I− d)−1/2 (1.27)

La ecuación constitutiva del daño que dieron estos autores se basa en una identificación

energética: la tensión efectiva es tal que aplicada a un material sin daño produce la misma

enerǵıa de deformación que tiene el material dañado (d) sujeto a la tensión real, σ.

U(σ,d) = U(σ̃, 0) (1.28)

Formulación teórica

Utilizando ideas de la teoŕıa de daño anisótropo de Cordebois y Sideroff [9] y el “fabric

tensor” como medida de la anisotroṕıa ósea, Doblaré y Garćıa [13] plantean un nuevo modelo

de daño-reparación aplicable a la remodelación ósea interna.

El daño se interpreta como una medida del volumen de huecos en el interior del tejido

óseo y de la direccionalidad de los mismos, a través del “fabric tensor”. De acuerdo con

esto, se define el material virgen como aquél con porosidad nula y en este caso se considera

isótropo. Eso conlleva que este modelo considere asimismo isótropo el tejido óseo cortical

ideal sin porosidad.

Existen dos diferencias fundamentales con la teoŕıa de daño clásica. La primera es que

en ésta siempre se produce aumento del daño, mientras que aqúı, en el proceso de formación

ósea, la porosidad puede disminuir. Lo hace como consecuencia del aporte energético puesto

en juego por los procesos metabólicos que tienen lugar en un organismo vivo y que no

están presentes en los materiales inertes que usualmente trata la teoŕıa clásica de daño. La

segunda diferencia es que en este modelo el aumento del daño-porosidad, reabsorción ósea, se

produce en las regiones con un nivel bajo de tensiones mientras que el aumento del daño en

la teoŕıa clásica siempre se produce por un nivel elevado de tensiones. Estas peculiaridades

llevan a que el tejido óseo cumpla, con los postulados utilizados en este modelo, el principio

de mı́nima disipación mecánica, es decir, la respuesta del hueso al est́ımulo mecánico es
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tal que minimiza la enerǵıa mecánica disipada, condición contraria al principio de máxima

disipación, que cumplen los materiales inertes en la Mecánica de Daño [49].

Para el caso de reabsorción, se define el tensor de daño, o tensor de porosidad, mediante

la expresión

d = 1−H2 = 1−
(

ρ

ρ̂

)β/2√
A Ĥ (1.29)

donde ρ es la densidad aparente, ρ̂ la densidad máxima del hueso cortical, β el exponente

de la densidad aparente en la ecuación (1.16), Ĥ es el “fabric tensor” normalizado de forma

que det(Ĥ) = 1 y A un parámetro que se introduce para asegurar que en el caso isótropo la

formulación reproduzca el modelo isótropo de Stanford. Su valor es:

A =
B(ρ)
B̂

ρ̂β(ρ)−β̂ (1.30)

donde B es el coeficiente de la ecuación (1.16) y las variables con “gorro” hacen referencia

a los valores correspondientes al hueso cortical de máxima densidad.

Sustituyendo (1.29) en la ecuación (1.27), que proporciona la tensión efectiva y traba-

jando con el tensor H, se llega a:

σ̃ = H−1 σ H−1, (1.31)

Esta expresión junto con la ecuación constitutiva del daño (1.27) da lugar a un tensor de

flexibilidad:

D = H−2 D̂H−2, (1.32)

cuyas direcciones de ortotroṕıa coinciden con los ejes principales del tensor H, o del tensor de

daño d, del que es paralelo. Con la anterior ecuación, se puede calcular el tensor de compor-

tamiento a partir de los autovectores y autovalores del tensor H. Las propiedades elásticas

en ejes de ortotroṕıa vienen dadas por expresiones como las que siguen, que corresponden a

la dirección principal de daño i:

1
Ei

=
1
Ê

1
h4

i

− ν̂ij

Ei
= − ν

Ê

1
h2

i h2
j

1
Gij

=
1 + ν̂

Ê

1
h2

i h2
j

(1.33)

donde Ê y ν̂ son respectivamente el módulo de Young y el coeficiente de Poisson correspon-

diente al hueso con porosidad nula y hi son los autovalores del tensor H.
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En reabsorción se usa el tensor de daño, tal como se ha indicado hasta ahora, mientras

que para formación se define un tensor análogo al de daño pero asociado a la reparación,

R = H2. La formulación es idéntica para uno y otro caso.

Una vez establecida la ley de comportamiento del hueso, el siguiente paso es definir cómo

vaŕıa dicho comportamiento con la carga. Esto equivale a preguntarse cómo se modifica H

con el estado de tensiones. En primer lugar, se define el est́ımulo de remodelación, Y, de

forma análoga a como se hace en plasticidad, como la variable termodinámica asociada al

daño o a la reparación, según se trate de reabsorción o formación. En la práctica no es

necesario hacer tal distinción y se define como la variable termodinámica asociada al tensor

H que caracteriza tanto al daño como a la reparación. Śı es necesario definir la variable

mecánica independiente del proceso: deformación o tensión. En formación, la variable básica

que rige el proceso es la tensión, en la ĺınea de lo indicado por Wolff, que postuló que los

ejes principales de ortotroṕıa se orientan según las direcciones principales de tensión. Por el

contrario, en reabsorción se utiliza la deformación como variable básica independiente. Con

ello, se tiene, para el caso de reabsorción:

Y =
∂ψ(H, ε)

∂H
(1.34)

Garćıa mostró [16] cómo derivar en la ecuación anterior para llegar a la siguiente expresión:

Y = 2
[
2Ĝ sym

[
(HεH) (Hε)

]
+ λ̂ tr(H2ε) sym(Hε)

]
(1.35)

siendo Ĝ y λ̂ las constantes de Lamé correspondientes al hueso cortical de porosidad nula.

Para cuantificar la importancia del nivel de anisotroṕıa en el est́ımulo mecánico se define

un nuevo tensor, J, definido mediante la expresión

J =
(1− ω)

3
tr(Y)1 + ω dev(Y) =

(1− 2ω)
3

tr(Y)1 + ω Y (1.36)

El factor de anisotroṕıa, ω, es el que pesa la importancia del nivel de anisotroṕıa del est́ımulo

en el modelo. Es tal que ω ∈ [0, 1], de manera que ω = 0 conduce a un modelo que depende

únicamente de la componente isótropa del est́ımulo. De esa forma la velocidad de variación

de las componentes del tensor de comportamiento son independientes de la dirección. El

otro extremo, ω = 1, produce el mayor grado de anisotroṕıa posible con este modelo.

En función de este nuevo est́ımulo se plantean los criterios de remodelación, que deter-

minan las condiciones bajo las cuales se activan los mecanismos de formación y reabsorción
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ósea. Se definen las funciones gr y gf de la siguiente manera:

gr =

√
2(1− ω)

n1/m
√

B ρ̂2−β/8 ρβ/8 A1/8 271/4

(
J−1 : J−1

)1/4 − 1
ρ2−β/2(Ψ∗t − w)

gf =
n1/m

√
B ρ̂2−β/8 ρβ/8 A1/8 31/4

√
2(1− ω)

(J : J)1/4 − ρ2−β/2(Ψ∗t + w)

(1.37)

con una forma muy particular y que incluyen un buen número de constantes. La presencia

de todas esas constantes asegura que al aplicar el algoritmo a un caso isótropo se reproduce

el modelo isótropo de Stanford. Los criterios de remodelación se definen:

gf (J, Ψ∗t , w) ≤ 0 gr(J, Ψ∗t , w) > 0 reabsorción

gr(J,Ψ∗t , w) ≤ 0 gf (J, Ψ∗t , w) > 0 formación

gr(J,Ψ∗t , w) ≤ 0 gf (J, Ψ∗t , w) ≤ 0 zona muerta

(1.38)

La ley de evolución de la porosidad se define mediante la expresión

Ḣ = µr ∂gr

∂Y
reabsorción

Ḣ = µf ∂gf

∂Y
formación

(1.39)

debiendo cumplirse la condición de consistencia (condiciones de Kuhn-Tucker):

µr, µf ≥ 0 gr, gf ≤ 0 µrgr, µfgf = 0 (1.40)

La forma de calcular los parámetros µr y µf consiste en forzar que se cumpla la condición

establecida anteriormente de que det(Ĥ) = 1. Los valores aśı obtenidos cumplen la condición

de consistencia, como demuestra Garćıa [16]. Después de una serie de cálculos se llega a la

siguiente expresión de Ḣ:

Ḣ =
3 β k ṙSv

4 tr (H−1J−3ω̂)
ρ̂

ρ
J−3 ω̂ reabsorción

Ḣ =
3 β k ṙSv

4 tr (H−1Jω̂)
ρ̂

ρ
J ω̂ formación

(1.41)

en la que se ha introducido el tensor ω̂ para simplificar la formulación

ω̂ =
(1− 2ω)

3
1⊗ 1 + ω I (1.42)

En la expresión anterior también se ha sustituido la derivada temporal de la densidad

aparente, que surge de la derivación de H, por la expresión utilizada en el modelo isótropo
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de Stanford, (1.13). Esto implica que en un material isótropo si se utiliza un criterio de daño

isótropo, (ω = 0), se reproduce el modelo isótropo de Stanford.

Cabe destacar una propiedad de este modelo: si el tensor de porosidad, o de forma equi-

valente el “fabric tensor”, está alineado con el tensor de tensiones (en ese caso también

estará alineado con el tensor de deformaciones), se llega a una situación de equilibrio direc-

cional. Los autovectores del tensor de porosidad no vaŕıan y por tanto tampoco lo hacen

los ejes de ortotroṕıa del material, tal como ocurre en realidad, según indica Cowin [11] y

Odgaard et al. [40] a partir de datos experimentales.

Es preciso comentar que el valor de ṙ en la ecuación (1.41) se obtiene a partir del criterio

que se encuentre activo en ese momento:

ṙ =





−cr
gr

ρ2−β/2
si gr ≥ 0 y gf < 0

0 si gr < 0 y gf < 0

cf
gf

ρ2−β/2
si gr < 0 y gf ≥ 0

(1.43)

Esta respuesta remodelatoria es equivalente a la representada en la figura 1.5, corres-

pondiente al modelo isótropo de Stanford (ver ecuación (1.11)) y presenta una limitación

importante, que se comenta a continuación. Según esa ecuación, un est́ımulo mecánico por

encima del de equilibrio produce formación ósea y además a una velocidad creciente si el

est́ımulo crece de manera indefinida. Esto implica que cargas muy elevadas producen for-

mación de hueso de manera indefinida, si acaso limitada por el máximo que la densidad

ósea puede alcanzar. Como consecuencia del proceso de formación, la rigidez crecerá rápi-

damente. En ningún caso se contempla la posibilidad de que el hueso pueda dañarse como

consecuencia de un estado tensional demasiado alto, como sugieren gran cantidad de auto-

res [4, 27,29,43,59].

El modelo anisótropo basado en la Mecánica del Daño tampoco distingue el comporta-

miento del hueso en tracción del de compresión. Esto se puede comprobar en la ecuación

que define el est́ımulo, (1.35), cuadrátrica en las deformaciones y por tanto independiente

del signo de éstas.

Las dos limitaciones comentadas, que no se contempla la acumulación de daño por sobre-

carga y que no se distingue entre tracción y compresión, están relacionadas entre śı. Algunos

autores [17, 43] achacan la diferente respuesta del hueso frente a tracción y compresión a la

distinta forma en que se acumula daño a nivel microscópico en uno y otro caso.
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1.4. Modelos mecanobiológicos I. Modelo isótropo de

remodelación ósea basado en la actividad de las

BMUs

1.4.1. Introducción

Lo novedoso de este modelo es el hecho de tener en cuenta que el microdaño cambia

las propiedades elásticas del hueso, que no sólo dependen de la porosidad. Esto último fue

propuesto por Garćıa-Aznar et al. [17]. Además, se contempla el hecho observado experi-

mentalmente de que una situación de desuso prolongado no produce la pérdida total del

hueso, sino que se alcanza antes una situación de equilibrio.

Antes de entrar a describir el modelo conviene recordar algunos parámetros definidos en

el caṕıtulo ?? acerca de la composición volumétrica del tejido óseo. En una muestra de hueso

de volumen Vt existen huecos o poros, que ocupan un volumen Vv y tejido que ocupa el Vb

restante. Esta matriz de tejido óseo tiene una cierta cantidad de tejido dañado Vd, que se

supone uniformemente repartido dentro del volumen de tejido. El resto es tejido intacto, que

comprende un componente inorgánico Vm, principalmente hidroxiapatita, y un componente

orgánico Vo, colágeno en su mayoŕıa.

Vt = Vb + Vv = Vm + Vo + Vd + Vv (1.44)

La fracción volumétrica de hueso, vb, se define como:

vb =
Vb

Vt
(1.45)

Aparte de vb, las variables independientes del modelo isótropo de BMUs son el grado de

mineralización y el nivel de daño. Para medir la primera se utiliza la fracción de ceniza, α,

definida en el caṕıtulo ?? como

α =
mm

mm + mo
(1.46)

El nivel de daño puede entenderse de dos formas. En primer lugar como una medida de

la degradación de las propiedades mecánicas, fundamentalmente la rigidez, o bien como una

medida de la densidad de microgrietas dentro del material. Para la primera interpretación

se define la variable degradación, d, definida como:

d = 1− E

E0
(1.47)
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en la que E es el módulo de Young del material dañado y E0 el del material virgen [4, 12,

27,43,59]. Ésta es la forma usual de definir el daño en la Mecánica del Daño [31,49].

Para evaluar la densidad de microgrietas se define la variable h, densidad de daño, como:

h =
Vd

Vt
(1.48)

La relación entre h y d puede depender de muchos factores como el estado de carga,

la porosidad, el tipo de hueso, etc. Actualmente no existe una correlación experimental de

carácter general entre ambas magnitudes, tan sólo correlaciones para casos particulares,

como el desarrollado por Burr et al. [4]. Estos autores observaron una relación lineal entre

la pérdida de rigidez y el área de grietas en ensayos de flexión realizados a fémures de perro

inicialmente sin daño. Consecuentemente, en este modelo isótropo de BMUs se supone una

relación lineal, del tipo:

h = k d (1.49)

donde k es una constante a determinar experimentalmente.

Es equivalente tener como variable independiente a la fracción volumétrica de hueso, que

a la densidad aparente, ya que ambas variables están relacionadas:

ρ = ρt (vb − h) (1.50)

donde ρt es la densidad del tejido óseo, que depende del grado de mineralización. Hernandez

et al. [20, 21] encontraron una relación lineal entre ρt y α que reproduce con razonable

aproximación los resultados experimentales

ρt(g/cm3) = 1.41 + 1.29 α (1.51)

Estos autores comprobaron experimentalmente que las propiedades elásticas del hueso pre-

sentan una mejor correlación con la fracción volumétrica del hueso y la fracción de ceniza, que

con la densidad aparente. Esa es la razón por la que se elige vb como variable independiente

en lugar de ρ. La correlación que encontraron entre E y vb es la siguiente:

E(MPa) = 84370 v2.58
b α2.74 (1.52)

que se usa en este modelo como alternativa a la ecuación (1.16) dada por Beaupré [2]. El

coeficiente de Poisson se considera constante (ν = 0.3), hipótesis bastante razonable ya que

su variación es poco importante [36].
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1.4.2. Descripción matemática de la actividad de las BMUs

Como ya se indicó en el caṕıtulo ??, las BMUs (basic multicellular units) son asociacio-

nes de células, osteoclastos y osteoblastos que trabajan de forma conjunta reabsorbiendo el

hueso antiguo y generando tejido nuevo. Ambos procesos tienen lugar continuamente, in-

cluso en una situación de equilibrio de remodelación. La velocidad de cambio de la fracción

volumétrica de hueso, v̇b, vendrá dada por el balance de materia siguiente:

v̇b = v̇F − v̇R (1.53)

donde v̇F y v̇R son, respectivamente, las velocidades de cambio de volumen formado y re-

absorbido por unidad de volumen. En la situación de equilibrio de remodelación ambas son

iguales y por tanto la cantidad de tejido no se modifica. Aunque no cambie la cantidad, el

tejido śı se modifica, se regenera. El objetivo de esta regeneración es disminuir el nivel de

daño y regular el contenido de mineral.

Estos cambios de volumen de tejido dependen del número de BMUs por unidad de

volumen que se encuentren activas en cada instante, parámetro que se denomina densidad

de BMUs, NBMU . Una vez activada, la BMU recorre una distancia LBMU = σL vBMU . La

variable σL representa la vida de una BMU, es decir, el tiempo que permanecen activos

los primeros osteoclastos generados; mientras que vBMU es la velocidad de progresión de la

BMU. Tanto v̇F como v̇R pueden expresarse de forma genérica como:

v̇(t′) =
∫ LBMU

0

(∫ t′

t′−σL

ṄBMU(t′′)dt′′
)

Ȧ(x)dx (1.54)

donde x es la dirección de progreso de la BMU, Ȧ(x) es la velocidad de variación de volumen

por unidad de longitud en la posición x debida a una BMU y el factor entre paréntesis

proporciona el número de BMUs que se encuentran activas en el instante t′.

Ȧ(x) es una variable que mide la velocidad a la que se reabsorbe o forma hueso en la

posición x de la BMU. Toma valores distintos en las zonas de reabsorción y formación y se

supone, por simplicidad, que dentro de cada zona toma un valor constante, independiente

de la variable x:

Ȧ(x) =





ABMU

TR

fc en la zona de reabsorción

0 en la zona de inversión

ABMU

TF

fb en la zona de formación

(1.55)
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actividad de las BMUs 20

en la que TR y TF representan el tiempo que dura, en una sección, la fase de reabsorción y

formación, respectivamente. Los parámetros fb y fc son dos variables con rango de variación

[0, 1] que representan el nivel de actividad de osteoblastos y osteoclastos, respectivamente.

Por último, ABMU es el área de la sección de una BMU. Si se aproxima la geometŕıa de las

BMUs de la misma forma que lo hace Hernandez:

ABMU =





(
d2

o

4
− d2

h

4

)
π en hueso cortical

π

4
de dBMU en hueso trabecular

(1.56)

Combinando las ecuaciones (1.54), (1.55) y (1.56) y haciendo en la integral el cambio de

variables dx = vBMUdt:

v̇F (t) =
∫ t−TR−TI

t−TR−TI−TF

(∫ t′

t′−σL

ṄBMU(t′′)dt′′
)

ABMU

TF

fb(t′) vBMUdt′ (1.57a)

v̇R(t) =
∫ t

t−TR

(∫ t′

t′−σL

ṄBMU(t′′)dt′′
)

ABMU

TR

fc(t′) vBMUdt′ (1.57b)

donde TI es el tiempo que dura la fase de inversión de la secuencia ARF. Las ecuaciones

(1.57) describen los cambios de la fracción volumétrica de hueso en el instante t en función

de los cambios de densidad de BMUs ocurridos recientemente.

Otro factor que controla la cantidad de hueso remodelado es el balance de la actividad

de osteoclastos y osteoblastos, fbb = (fb/fc), conocido como balance local de hueso (focal

bone balance) [20]. Dicho parámetro depende del est́ımulo mecánico ξ [13, 22, 25, 48] y de la

edad [6, 36]. Entre fbb y ξ se establece una relación lineal a trozos (figura 1.8), análoga a la

existente entre la velocidad de remodelación y el est́ımulo en el modelo isótropo de Stanford

(recordar figura 1.6). La dependencia con la edad es dif́ıcil de establecer. Lo que proponen

Garćıa-Aznar [17] es considerar que el hueso de una persona adulta tiene un balance local

de hueso neutro, es decir, fbb,max = fbb,min = 1.0, mientras que en un hueso en crecimiento

o en un hueso viejo fbb,max > 1 y fbb,min < 1 pudiendo producirse cambios significativos en

la masa ósea.

El est́ımulo mecánico, del que depende el balance local de hueso es el propuesto por Mikic

y Carter [38], análogo al usado en el modelo isótropo de Stanford pero cambiando tensión

por deformación. El est́ımulo mecánico, ξ, es ahora un escalar que depende del nivel de
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ξ
ξ ∗ ξ ∗

+w ξ ∗
+w+ vξ ∗

−wξ ∗
−w− v

1.0

fbb

fbb,max

fbb,min

1

Figura 1.8: Balance local de hueso en función del est́ımulo mecánico

deformaciones y del número de ciclos que le corresponden a cada caso de carga i.

ξ =

(∑

i

ni ε̄m
i

)1/m

(1.58)

donde ni denota el número de ciclos que actúa el caso de carga i, ε̄i la deformación efectiva

correspondiente a ese caso de carga y m el exponente que mide la importancia del número de

ciclos y del nivel de deformaciones y cuyo valor t́ıpico, determinado experimentalmente [56],

es m = 4. La deformación efectiva ε̄i se define en función de la densidad de enerǵıa de

deformación que provoca el caso de carga correspondiente, Ui, y del módulo de Young del

tejido óseo, E, como:

ε̄i =

√
2Ui

E
(1.59)

Se observa en la figura 1.8, que existe un rango de valores del est́ımulo en torno a un valor

de referencia o est́ımulo de equilibrio, ξ∗, para los que el balance local de hueso es unitario.

La actividad de las BMUs que se originen por un est́ımulo dentro de esa zona muerta, no

tiene a largo plazo un efecto neto sobre el volumen de hueso. Un valor t́ıpico del est́ımulo

de equilibrio es ξ∗ = 2.5 x 10−3 ciclos1/4 mm/mm. Éste es el valor del est́ımulo en el hueso

cortical que soporta una tensión de 50 MPa [2] a razón de 10000 ciclos diarios. Sin embargo,

este valor parece ser aplicable sólo a huesos cuya misión sea la de soportar carga, como el

fémur.

La diferencia de comportamiento entre huesos largos y huesos planos se obtiene en el
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modelo considerando que el valor de ξ∗ no es una constante caracteŕıstica de un hueso

sino que vaŕıa con el tiempo, adaptándose al valor del est́ımulo externo aplicado, según el

principio de acomodación celular propuesto por Turner [54].

En otras palabras, el tejido se acomoda a la deformación que soporta. Aśı, la deformación

de referencia tiende hacia la deformación normal de uso:

dεo

dt
= ϕ (ε− εo) (1.60)

En este modelo isótropo de BMUs, dicha adaptación se expresa en términos de est́ımulo,

en lugar de deformaciones, siendo la ecuación diferencial totalmente análoga,

dξ∗

dt
= ϕ (ξ − ξ∗) (1.61)

donde ϕ es el parámetro que controla la velocidad de adaptación y que toma en el modelo

un valor de 0.002 d́ıas−1.

De esta manera, una deformación o un est́ımulo demasiado bajo, como el que sufren los

huesos planos, no produce reabsorción de manera indefinida, sino sólo hasta que el est́ımulo

de equilibrio se adapte a ese valor tan bajo del est́ımulo exterior. Esto podŕıa explicar la

forma de la figura 1.4, que en huesos poco cargados, como el cráneo, evita que se pierda

masa ósea por desuso.

1.4.3. Balance de masa ósea

A continuación se analiza cómo vaŕıa la densidad aparente del tejido óseo como conse-

cuencia de los procesos biológicos y mecánicos que ocurren en el hueso y que tiene en cuenta

este modelo.

Derivando con respecto al tiempo la expresión (1.50) se obtiene:

∂ρ

∂t
=

∂ρt

∂t
(vb − h) + ρt

∂vb

∂t
− ρt

∂h

∂t
= Πb (1.62)

Cada término de la expresión anterior determina cómo evoluciona la masa ósea. El primer

término describe cómo se mineraliza el osteoide, el segundo representa la evolución de la

masa ósea por reabsorción y formación por parte de las BMUs y el tercero representa el

efecto que sobre la masa ósea tiene la evolución del daño.
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Crecimiento del daño

Las cargas ćıclicas a las que está sometido el hueso producen una acumulación de daño

microestructural que da lugar a la formación y crecimiento de grietas. En este proceso no

hay aportación de hueso, Πb, ni vaŕıa la densidad del tejido,
∂ρt

∂t
= 0, con lo que del balance

de masa de la ecuación (1.62) se deduce que:

∂h

∂t
=

∂vb

∂t
(1.63)

Esta ecuación establece que el aumento del daño por acumulación de microgrietas revierte

en un aumento de la cantidad de tejido. Conviene recordar que el hueso dañado forma parte

del tejido óseo y no de los huecos (ecuación (1.44)). La ecuación (1.63) indica que al abrirse

las grietas, el volumen asociado expande el tejido completo, disminuyendo la proporción de

volumen ocupada por los poros.

A continuación se tiene en cuenta el comportamiento a fatiga del hueso para relacionar el

daño acumulado con las cargas a las que está sometido el tejido. El comportamiento a fatiga

del hueso ha sido estudiado de manera exhaustiva por diversos autores [4, 27, 29, 43, 60]. El

daño acumulado por fatiga se suele medir a través de la degradación del módulo elástico,

para la que se ha definido la variable d. La variación de este parámetro se puede relacionar

con la variación del volumen dañado, h, usando la ecuación (1.49), y aśı:

∂h

∂t
= k

∂d

∂t
(1.64)

Lemaitre y Chaboche expresaron el crecimiento de daño por fatiga de forma genérica [31].

Usaron expresiones del tipo
∂d

∂n
= G(d, ε̄) (1.65)

donde n es el número de ciclos. Por otro lado, la vida a fatiga, nF , se suele aproximar por

expresiones del tipo:

nF = Cε̄δ (1.66)

En las dos ecuaciones anteriores es necesario distinguir entre tracción y compresión,

dado que cada uno de estos casos produce una evolución del daño diferente. Garćıa-Aznar

et al. [17] utilizan las siguientes leyes de evolución del daño para uno y otro caso:

∂dc

∂n
= Gc(dc, ε̄) =

C1

γ1
eγ1dc ε̄δ1 en compresión (1.67a)

∂dt

∂n
= Gt(dt, ε̄) =

C2

C3γ2
(1− dt)1−γ2e−C3(1−dt)

γ2
ε̄δ2 en tracción (1.67b)
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donde dc y dt son los parámetros de degradación del módulo de Young en compresión

y tracción, respectivamente; N es el número de ciclos y C1, C2, C3, γ1, γ2, δ1 y δ2 son

parámetros del modelo. La forma particular de las funciones anteriores fue elegida ex profeso

por Garćıa-Aznar para ajustar los resultados experimentales obtenidos por Pattin et al. [43].

La integración de las ecuaciones (1.67) conduce a las siguientes expresiones:

dc = − 1
γ1

[ln(1− C1ε̄
δ1n)] (1.68a)

dt = 1− γ2

√
1
C3

ln(eC3 − C2ε̄δ2n) (1.68b)

que tienen la forma representada en la figura 1.9.
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Figura 1.9: Evolución del daño en el tejido óseo, en tracción (izquierda) y compresión (derecha).

Una vez elegido el tipo de función, Garćıa-Aznar et al. hacen un ajuste de los parámetros

Ci, γi y δi, para que las curvas reproduzcan los referidos resultados experimentales de Pattin

et al. Estos autores sometieron probetas de hueso cortical a ciclos de amplitud constante en

la deformación, hasta la rotura, obteniendo las siguientes correlaciones entre la vida a fatiga

y la amplitud de la deformación:

nF =
9.333 1040

ε̄10.3
en compresión (1.69a)

nF =
1.445 1053

ε̄14.1
en tracción (1.69b)

Haciendo d = 1, sustituyendo n por nF en las ecuaciones (1.68) y comparando con (1.69) se

identifican δ1 y δ2 y se obtiene una relación para C1 y C2. El resto de parámetros se obtiene
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ajustando las ecuaciones (1.68) a las curvas d − n obtenidas en los ensayos, similares a las

de la figura 1.9. Haciendo esto resulta:

δ1 = 10.3; γ1 = −5.238(ε̄− 6100)10−3 + 7; C1 =
1− e−γ1

9.333 1040
(1.70a)

δ2 = 14.1; γ2 = −0.018(ε̄− 4100) + 12; C2 =
eC3 − 1

1.445 1053
; C3 = −20; (1.70b)

Como se acaba de decir, Pattin et al. [43] realizaron sus ensayos en hueso cortical. Para poder

aplicar estos resultados a hueso trabecular, Garćıa-Aznar et al. generalizaron las ecuacio-

nes anteriores minorando las deformaciones del hueso trabecular. Para ello introdujeron un

módulo de Young de referencia, E∗, y sustituyeron ε̄ por
(

E

E∗ ε̄

)
en las ecuaciones anterio-

res, donde E es el módulo de Young del hueso considerado. Para el hueso cortical el cociente
E

E∗ es la unidad y no hay minoración, puesto que no es necesario hacer la adaptación de los

resultados experimentales. Para el hueso trabecular se toma E∗ = E(vb = 0.95; α = 0.69)

según la ecuación (1.52).

Reabsorción ósea y reparación del daño

La reabsorción es la forma que tiene el hueso de reparar el tejido dañado.

En este modelo se hace la suposición de que el volumen dañado, Vd, está uniformemente

distribuido por todo el volumen de tejido, Vb. De esta forma, Vd y Vb disminuyen en la misma

proporción durante el proceso de reabsorción, es decir:

1
Vd

∂Vd

∂t
=

1
Vb

∂Vb

∂t
(1.71)

Recordando que h =
Vd

Vt
y teniendo en cuenta que Vt no vaŕıa en el proceso de reabsorción:

∂h

∂t
=

1
Vt

∂Vd

∂t
=

1
Vt

∂Vb

∂t

Vd

Vb
= −v̇R

h

vb
, (1.72)

Como durante el proceso de reabsorción no vaŕıa la densidad del tejido óseo (
∂ρt

∂t
= 0), de

(1.62) se deduce que el hueso eliminado será

Πb = −ρtv̇R

(
1− h

vb

)
(1.73)

Formación ósea y mineralización

El nuevo tejido formado por los osteoblastos, llamado osteoide, está compuesto princi-

palmente de colágeno y agua, como ya se indicó en el caṕıtulo ??. Con el paso del tiempo
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este osteoide se mineraliza y parte del agua es sustituida por hidroxiapatita. También se ha

indicado que este proceso de mineralización suele dividirse en dos fases: la fase primaria,

muy rápida, dura unos pocos d́ıas [41], y en la que se alcanza aproximadamente el 70% del

contenido máximo de mineral y la fase secundaria que puede durar años. En este modelo

se supone que la fase primaria ocurre instantáneamente, una vez formado el nuevo tejido, y

que en la fase secundaria la velocidad de mineralización decrece exponencialmente

α(t) = αmax + (α0 − αmax) e−κt (1.74)

donde α0 es la fracción de ceniza al final de la fase primaria, αmax es su valor máximo y κ

es una constante que determina la velocidad del proceso y para el que se toma un valor de

6 años−1.

En el modelo se define un promedio de la fracción de ceniza en el volumen de control.

Este promedio tiene en cuenta los diferentes procesos que afectan al contenido de mineral

del tejido contenido en dicho volumen:

ᾱ(t) =
(vb,0 − h0) α(t) +

∫ t

0

(
v̇F (τ)− ḣ(τ)

)
α(t− τ) dτ − ∫ t

0

(
v̇R(τ)− ḣ(τ)

)
ᾱ(τ) dτ

vb(t)− h(t)
,

(1.75)

Los diferentes términos de esta ecuación representan lo siguiente:

a) El primer término es el contenido mineral que aporta el tejido que hab́ıa inicialmente

vb,0,

b) La integral de convolución del segundo término representa el contenido de mineral

que aporta el tejido formado desde el instante inicial hasta ahora.

c) El tercer término es una aproximación de la cantidad de mineral que se retira con la

reabsorción. Como no se conoce de manera exacta qué cantidad de mineral tiene el tejido

reabsorbido, se supone que su fracción de ceniza es igual al promedio en ese instante.

Los parámetros h0 y ḣ aparecen restando en la ecuación (1.75) porque se supone que la

parte dañada de tejido no se mineraliza. Para reducir el coste computacional que requiere

la implementación de la expresión anterior, Garćıa-Aznar et al. [17] aproximan el valor de

la fracción de ceniza en el instante t + ∆t por:
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ᾱ(t + ∆t) =
ᾱ(t)((vb(t)− h(t))e−κ∆t −∆vR) + ∆vF α0

vb(t + ∆t)− h(t + ∆t)

+
αmax(1− e−κ∆t)(vb(t)− h(t)) + ∆h(ᾱ(t)− α0)

vb(t + ∆t)− h(t + ∆t)

+
(1− e−κ∆t)

∫ t

0
(v̇R − ḣ)(αmax − ᾱ(τ))dτ

vb(t + ∆t)− h(t + ∆t)

(1.76)

donde ∆vF y ∆vR son las cantidades de tejido formado y reabsorbido en el intervalo [t, t+∆t].

Durante el proceso de mineralización cambia la densidad del tejido (ver ecuación (1.62))

y como consecuencia vaŕıa la masa ósea en una cantidad

Πb ∆t = [vb(t + ∆t)− h(t + ∆t)] ρ̄t(t + ∆t)− [vb(t)− h(t)] ρ̄t(t) (1.77)

1.4.4. Activación de BMUs

Para completar el modelo es necesario establecer cómo aparecen las BMUs y en qué can-

tidad, una vez que se conoce el efecto que tiene una BMU sobre el volumen de tejido formado

o reabsorbido.

Las BMUs están continuamente originándose y desapareciendo, siendo variable, en ge-

neral, el número de BMUs activas en cada instante. Las BMUs cesan en su actividad de

manera automática cuando superan su tiempo de vida, σL, en un fenómeno conocido co-

mo apoptosis. El proceso de activación, sin embargo, no ocurre automáticamente sino que

está controlado por diversos factores, que se analizan a continuación. La velocidad a la que

se generan BMUs se expresa en este modelo de la siguiente forma:

∂NBMU

∂t

(
NBMUS

mm3d́ıa

)
= forSv (1.78)

siendo proporcional a la frecuencia de activación, for, y a la superficie espećıfica disponible

para tal activación, Sv, parámetro utilizado también en el modelo isótropo de Stanford. La

frecuencia de activación depende de ciertos factores metabólicos y otros de tipo mecánico.

Se sabe de estudios experimentales que el desuso produce reabsorción [26,48,52], y que una

carga excesiva también induce la remodelación para reparar el daño que dicha sobrecarga

provoca [34,35,39,55].

Este modelo sigue la teoŕıa inhibitoria propuesta por Martin [33]. Ésta establece que

las células de borde tienen una tendencia natural a activar BMUs, tendencia que se inhibe
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sólo cuando reciben una señal por parte del entramado de osteocitos. Aśı, la frecuencia de

activación viene dada por

for = fbio(1− s) (1.79)

donde fbio es un parámetro que engloba a los factores biológicos que influyen en la activación

de BMUs y s es el valor de la señal inhibitoria, normalizado entre 0 y 1. Esta señal se genera

con la deformación que sienten los osteocitos como consecuencia de la carga. La activación

de BMUs se produce pues por cualquier perturbación de esta señal, ya sea por un nivel de

deformaciones excesivamente bajo, ya porque la transmisión de dicha señal se ve dificultada,

por ejemplo, por la existencia de microgrietas que rompen la conectividad del entramado

celular. Se propone en este modelo una señal inhibitoria que depende del est́ımulo mecánico,

ξ, y del nivel de daño, d:

s(ξ, d) =
ξ

ξ + c
(1− d)a (1.80)

donde c y a son dos parámetros del modelo. En la figura 1.4.4 se muestra una representación

tridimensional de esta señal inhibitoria frente al est́ımulo y al daño.

0

0

0

0.5

1

1

0.01

d
ξ

s

1

Figura 1.10: Representación de la señal inhibitoria frente al daño y al est́ımulo

Esta función tiene las siguientes propiedades:

a) s(0, d) = 0, es decir, no se produce señal inhibitoria en un caso patológico de desuso

total,
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b) s(ξ, 1) = 0, lo que implica que también es imposible la transmisión de la señal inhibi-

toria en un tejido totalmente dañado, lo que parece lógico si esa señal tiene que atravesar el

entramado celular,

c) en caso de sobrecarga muy alta la señal inhibitoria tiende a 1. De hecho, ĺımξ→∞ s(ξ, 0) =

1 y no se activaŕıan BMUs, si no fuera porque una sobrecarga produce a posteriori un daño

apreciable que induce la activación.

A modo de conclusión se muestra en la figura 1.11 un diagrama de flujo del modelo.

Props. material Cargas y geometrı́a

Deformaciones

Estı́mulo, ξ
Factores genéticos,

hormonales y metabólicos, fbio
Aumento de daño

por fatiga

Daño, d

Reparación
de daño

Señal inhibitoria, s Activación
de BMUs

Reabsorción v̇R Formación v̇F

Fracción vol.
de hueso vb

Contenido de mineral α

MEF

Sv

Remodelación ósea

1

Figura 1.11: Algoritmo del modelo isótropo basado en la actividad de BMUs. Adaptado de [17]
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1.5. Modelo mecanobiológico II.Modelo anisótropo de

BMUs

1.5.1. Introducción

El modelo empleado en este proyecto, es el propuesto en su tesis por Mart́ınez Reina [46],

que no es más que una extensión al caso anisótropo del modelo isótropo de BMUs propuesto

por Garćıa-Aznar et al. [17], que se ha descrito en el eṕıgrafe anterior. En dicho modelo sólo

se da información de lo que le ocurre a la densidad y no a la direccionalidad del entramado

óseo. Con el presente modelo se salva esa limitación y se distingue además la forma tan

diferente de actuar que tienen las BMUs de hueso cortical y hueso trabecular.

1.5.2. Extensión al caso anisótropo de las variables básicas

Las variables del modelo anterior son básicamente las mismas que se utilizan aqúı, mo-

dificándose en algunos casos su sentido f́ısico, para que adquieran significado en un modelo

anisótropo como éste. Únicamente la fracción de ceniza, α, y la fracción volumétrica de hue-

so, vb, tienen la misma definición que en el modelo isótropo, como magnitudes escalares que

son. El resto de variables que se usaron alĺı y otras nuevas que se definen espećıficamente

para este modelo son magnitudes tensoriales, cuyo sentido f́ısico se describe a continuación.

Estas variables son: el tensor MIL, el tensor de deformación acumulada, el est́ımulo mecánico

y el est́ımulo de equilibrio, el daño y la velocidad de activación de BMUs.

Porosidad y tensor MIL

Quizá la variable más importante del modelo sea el tensor MIL, que se denominará L,

pues con él va a quedar definida la direccionalidad del tejido óseo, ya sea cortical o trabecular.

Mientras vb establece qué cantidad de tejido hay en cada punto del dominio, L, describe cómo

se reparte ese tejido en el espacio. Este tensor proporciona una medida de la anisotroṕıa e

influye de manera fundamental en las propiedades elásticas del hueso.

Sobre el tensor MIL ya se habló en el caṕıtulo ??. Conviene recordar, sin embargo, algunos

aspectos sobre él. En este proyecto se usa la definición del tensor MIL (mean interception

length) basada en la definición dada originalmente por Whitehouse y Dyson [57]. Estos

autores definen el MIL como la longitud promedio de los poros en una determinada dirección.
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La definición usada en este proyecto considera un poro promedio contenido en la unidad de

volumen:

Definición 1 El tensor MIL, L, se define como aquél cuya proyección en una determinada

dirección, L(n) = nT Ln, representa la longitud del poro promedio contenido en la unidad

de volumen, medida en dicha dirección n.

Cowin fue el primero en asociar dimensiones promedio de los poros con un tensor [10],

en dos dimensiones. Harrigan y Mann [19] extendieron esta relación a tres dimensiones y

observaron que la longitud de intercepción promedio para distintas direcciones en el es-

pacio, se ajustaba razonablemente bien a un elipsoide. Este elipsoide se pod́ıa interpretar

matemáticamente como el elipsoide de un tensor, el tensor MIL, y f́ısicamente como un poro

promedio, representativo de la estructura trabecular. El modelo se simplifica enormemente

si se supone que los poros tienen todos la misma geometŕıa aunque con distintas dimensiones

y esta geometŕıa elipsoidal parece en principio la más adecuada. La simplificación no sólo es

ventajosa, además es necesaria. No hay que olvidar que se está haciendo una aproximación

macroscópica de lo que ocurre a nivel microscópico. Para tener en cuenta la forma exacta del

poro, muy variable por otro lado, seŕıa obligado hacer un modelo microscópico del tejido, lo

que se escapa de nuestros objetivos. Con vistas a facilitar aún más el desarrollo del modelo

se hace la siguiente suposición acerca de la geometŕıa de los poros.

Hipótesis 1 El poro promedio contenido en la unidad de volumen se supone ortoédrico, de

forma que la porosidad y tensor MIL están relacionados por la siguiente expresión:

p = det(L) (1.81)

Con esta hipótesis los autovectores del tensor L son las normales a las caras del ortoedro y

los autovalores son las dimensiones de dicho ortoedro, lo que justifica la ecuación (1.81).

Esta hipótesis no contradice la equivalencia entre poro promedio y elipsoide, por la

siguiente razón. La geometŕıa supuesta tiene carácter local, ya que está asociada al tensor

MIL en un punto o, si se quiere, en un elemento. Sin embargo, las componentes del tensor

MIL se miden experimentalmente en una muestra de tamaño macroscópico. Si la escala del

modelo es suficientemente pequeña como para que en la citada muestra macroscópica haya un

buen número de elementos, la intercepción promedio seguiŕıa aproximándose razonablemente

bien a un elipsoide, aunque los poros se representaran localmente como ortoedros.
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En la teoŕıa que sigue se estudiará cómo la actividad de las BMUs modifica la longi-

tud promedio de los poros, es decir, cómo modifica el tensor L. Al hacerlo vaŕıa tanto la

porosidad, según la ecuación (1.81) como la anisotroṕıa, factores ambos que afectan a las

propiedades elásticas del hueso. Para desacoplar la influencia de estos factores en el tensor

de comportamiento se normaliza el tensor L, definiéndose un nuevo tensor M, o tensor MIL

normalizado.

Definición 2 El tensor M es un tensor paralelo al tensor L, con autovalores proporcionales

a los autovalores de éste pero de traza unitaria:

M =
1

tr(L)
L (1.82)

De esta forma, el nuevo tensor M, sólo tiene información acerca de la anisotroṕıa. La nor-

malización anterior es la usada por diversos autores [61,62] para tensores “fabric”, análogos

al definido aqúı. Estos autores relacionan el tensor “fabric” con el tensor de comportamiento,

pero sólo una vez que el tensor se ha normalizado con la traza. Las propiedades elásticas

dependen por un lado de la cantidad de tejido, a través de la porosidad, y por otro de la

anisotroṕıa, a través del tensor “fabric” normalizado, quedando aśı desacoplada la influencia

de ambos factores en el tensor de comportamiento.

La normalización anterior obliga al uso simultáneo de ambos tensores, L y M, en la

formulación. Su uso, que se describirá en detalle más adelante, se puede resumir de la

siguiente forma: la actividad de las BMUs afecta directamente al tensor L. Esto es evidente,

ya que formación y reabsorción son fenómenos que modifican la longitud de los poros y por

tanto las componentes del tensor L. El determinante de éste proporciona la cantidad de

tejido, pero es necesario normalizarlo con traza unitaria, es decir, evaluar M, para conocer

completamente el tensor de comportamiento. La velocidad de variación de la porosidad se

puede obtener a partir de la velocidad de variación de L sin más que derivar respecto al

tiempo la expresión (1.81):

ṗ = p tr(L−1L̇) (1.83)

Activación de BMUs. Tensor de est́ımulo

Otra variable esencial para entender el modelo es el número de BMUs que se encuentran

activas en un determinado instante. Ésta era una magnitud escalar en el modelo isótropo,
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NBMU , pero ahora, es necesario darle un carácter direccional y distinguir la dirección de

avance de las BMUs, que tiene una influencia fundamental en la modificación de la aniso-

troṕıa.

Definición 3 Se define el tensor N como aquél cuya proyección en una determinada di-

rección, nT Nn, proporciona el número de BMUs activas que avanzan en dicha dirección n

por unidad de volumen.

También es interesante conocer el número de BMUs por unidad de tiempo que se activan

en un determinado instante avanzando en cada dirección. Para ello se define el tensor, Ṅ.

Definición 4 Se define el tensor Ṅ como aquél cuya proyección en una determinada direc-

ción, nT Ṅ n, proporciona el número de BMUs que se activan por unidad de tiempo y por

unidad de volumen, avanzando en dicha dirección n.

Hipótesis 2 (Orientación de Ṅ para un sólo estado de carga) Si un hueso está so-

metido a un estado de carga determinado, que produce un estado de deformación local con

direcciones principales ei, las BMUs que en un instante dado se activan en dicho punto,

avanzan según dichas direcciones principales de deformación y continúan avanzando en esas

direcciones hasta que cesa su actividad por apoptosis. Esto equivale a decir que el tensor Ṅ

es paralelo al tensor de deformaciones en el instante en que se activan las BMUs. Se puede

escribir entonces:

Ṅ(t) =
3∑

i=1

Ṅi(t) ei(t)⊗ ei(t) (1.84)

donde Ṅi(t) representa el número de BMUs por unidad de volumen que se activan en el

instante t avanzando en dirección i y ei(t) es la dirección principal de deformación i en el

instante t.

Cuando un hueso está sometido a varios estados de carga durante la actividad normal del

individuo, la anterior hipótesis no es aplicable, puesto que cada caso de carga tendrá aso-

ciadas direcciones principales distintas. Hay que tener en cuenta que el tiempo medio de

variación de las deformaciones durante la actividad normal es mucho menor que el tiempo

que tardan en activarse las BMUs. Por tanto, dichas BMUs no pueden seguir las direcciones

principales de deformación de manera instantánea. Es necesario establecer una hipótesis más

general para el caso en el que el hueso soporte diariamente más de un estado de carga. Se
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supondrá en ese caso que el hueso recopila información de todo lo que ocurre diariamente y

las BMUs se activan en función de esa historia diaria más reciente. Esta hipótesis requiere la

definición de una deformación acumulada, análoga al est́ımulo mecánico definido por Carter

et al. [7]. Este est́ımulo mecánico ya se usó en el modelo isótropo de BMUs (ver ecuacion

(1.58)) y tiene en cuenta las distintas actividades que soporta el hueso aśı como el número

de ciclos de cada actividad.

Definición 5 El tensor de deformación acumulada se define como la superposición ponde-

rada de los diferentes estados de deformación que producen las actividades diarias a las que

se encuentra sometido el hueso.

ε̂ =




N∑

j=1

nj εm
j




1/m

=




N∑

j=1

3∑

i=1

(nj εm
ij ) eij(t)⊗ eij(t)




1/m

(1.85)

donde nj es el número de ciclos correspondiente al caso de carga j, N es el número de

actividades distintas que soporta el hueso, m es el exponente introducido por Carter et al.

[7] (se suele tomar el valor m = 4) y εij y eij son respectivamente las deformaciones y

direcciones principales de deformación i correspondiente al caso de carga j.

Es conveniente hacer la descomposición espectral del tensor anterior:

ε̂ =
3∑

i=1

ε̂i êi ⊗ êi (1.86)

donde êi son las direcciones principales del tensor de deformación acumulada y ε̂i son sus

autovalores. Una vez conocidos los autovectores del tensor deformación acumulada, ya es

posible hacer la hipótesis general sobre la orientación del tensor Ṅ.

Hipótesis 3 (Orientación de Ṅ para varios estados de carga) En un hueso someti-

do diariamente a una combinación de actividades que produce un tensor de deformación

acumulada ε̂, se activan BMUs que avanzan según las direcciones principales de dicho ten-

sor y continúan avanzando en esas direcciones hasta que cesa su actividad por apoptosis. El

tensor Ṅ es en este caso paralelo al tensor de deformación acumulada.

Ṅ(t) =
3∑

i=1

Ṅi(t) êi(t)⊗ êi(t) (1.87)
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Puede observarse que la hipótesis 2 es un caso particular de la hipótesis general 3 para

una sola actividad. En ese caso concreto el tensor deformación acumulada es paralelo al

tensor de deformación correspondiente a dicha actividad.

El concepto de est́ımulo mecánico no ha aparecido aún entre las magnitudes definidas.

De hecho, ε̂ es una magnitud análoga a la que en el modelo isótropo se define como est́ımulo.

Sin embargo, aqúı se le ha dado el nombre de deformación acumulada y se reserva el est́ımulo

para una magnitud que tenga en cuenta no la deformación, sino la enerǵıa de deformación.

Se elige la enerǵıa de deformación como medida del est́ımulo mecánico para distinguir entre

situaciones que tienen la misma deformación pero que son completamente diferentes. Aśı,

un hueso intacto sometido a tensiones elevadas tendrá deformaciones también elevadas.

Igualmente altas pueden ser las deformaciones que sufra un hueso muy dañado (por tanto

muy flexible) aunque en este caso las tensiones no tienen que ser necesariamente altas. Si

se usa la deformación como medida del est́ımulo mecánico, ambos casos pueden tener el

mismo est́ımulo, aunque el comportamiento sin duda debe ser diferente en uno y otro hueso.

Ese problema se solventa utilizando la enerǵıa de deformación absorbida por el tejido. En

el hueso intacto dicha enerǵıa será alta si las deformaciones lo son, mientras que un hueso

dañado apenas podrá absorber enerǵıa de deformación y su est́ımulo mecánico será pequeño.

Definición 6 Se define el tensor est́ımulo mecánico como un tensor paralelo al tensor de

deformación acumulada, cuyos autovalores representan una enerǵıa de deformación asociada

a la dirección principal correspondiente de este último tensor.

ξ =
3∑

i=1

ξi êi ⊗ êi (1.88)

Estos autovalores, ξi, se expresan como

ξi =
1
2

σp
i ε̂i =

1
2

(êT
i σ êi) ε̂i (1.89)

donde σp
i es la proyección del tensor de tensiones en la dirección principal de deformación

acumulada êi y el autovalor ξi es la enerǵıa de deformación asociada a dicha dirección,

tomando como deformación la acumulada, ε̂i.

Queda aún por establecer el valor de Ṅi en las ecuaciones anteriores para que éstas

adquieran sentido. El número de BMUs que se activan en un instante determinado, depen-

derá de la superficie disponible para ello y de una frecuencia de activación, al igual que en
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el modelo isótropo. En el modelo usado en este proyecto también se sigue la teoŕıa inhibi-

toria de Martin [33] para definir la frecuencia de activación. Sin embargo, hay que darle un

carácter direccional a la señal inhibitoria, como se ha hecho con el resto de variables. Eso

se hará inmediatamente, pero antes, conviene introducir el tensor de daño aunque sea de

forma breve, ya que aparecerá en la expresión de la señal inhibitoria.

El tensor de daño considerado en este modelo, d, es análogo a la degradación, d, del

modelo isótropo. La proyección del tensor de daño en una determinada dirección está rela-

cionada con la pérdida de rigidez del material en dicha dirección. En apartados posteriores

se verá cómo es dicha relación y cómo se modifica el daño: por fatiga y como consecuencia

del proceso de remodelación. El tensor de daño está relacionado con el volumen de teji-

do dañado, h, como ya se discutió en el modelo isótropo, a través de la constante k de la

ecuación (1.49). Ahora, sin embargo, se ha de tener en cuenta la degradación en todas las

direcciones, por medio de la traza del tensor d. Aśı:

h =
k

3
tr(d) (1.90)

Si el diferencial de volumen en cuestión está completamente dañado, d será el tensor unidad

de segundo orden, su traza será 3 y la ecuación anterior reproduce la (1.49) del modelo

isótropo.

Frecuencia de activación. Reparto direccional de las BMUs

Para cada dirección de avance de BMUs se va definir una frecuencia de activación cuyo

cálculo se hace en dos partes. En primer lugar se estima la frecuencia de activación total o

frecuencia de activación isótropa,1 sin distinguir dirección de avance. En segundo lugar se

reparten esas BMUs según las direcciones en las que progresan.

Definición 7 Se define la frecuencia de activación isótropa for iso como el número de BMUs

que se activan por unidad de tiempo y por unidad de superficie disponible para la activación.

Se calcula mediante la siguiente expresión:

for iso = fbio

(
1− ξiso

ξiso + c
(1− diso)a

)
(1.91)

donde c y a son constantes del modelo; fbio es un parámetro que tiene en cuenta diversos

factores biológicos que influyen en la activación de BMUs, como por ejemplo la edad; la
1Se denomina aśı porque la expresión que la define es idéntica a la del modelo isótropo
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variable diso es la componente octaédrica del tensor de daño (diso =
tr(d)

3
), que es una

medida del nivel de daño global y el est́ımulo ξiso =
tr(ξ)

3
es la componente octaédrica del

tensor de est́ımulo.

Según la expresión anterior, la cantidad de BMUs que se activen dependerá de la enerǵıa

de deformación total que esté soportando el hueso y del nivel de daño global, sin distinguir

la dirección de este daño. Aśı, una enerǵıa de deformación alta no induce la activación

de muchas BMUs aunque haya alguna dirección en la que la enerǵıa de deformación sea

pequeña. Este caso se podŕıa interpretar, desde el punto de vista biológico, diciendo que los

osteocitos sienten la deformación, al menos en alguna dirección, y por tanto no dejan de

enviar la señal que inhibe la activación de BMUs. Si la enerǵıa de deformación es pequeña,

entonces śı dejan de sentir la deformación y dejan de transmitir la señal inhibitoria a las

células de borde, que ponen en marcha los mecanismos de activación. En cuanto al daño,

hay que pensar que las grietas son un obstáculo para la transmisión de la señal inhibitoria,

pero es necesario que el daño sea generalizado para que esa señal se vea verdaderamente

obstaculizada.

Una vez que se conoce el número total de BMUs que se activan por unidad de tiempo

y por unidad de superficie espećıfica, se hace un reparto de las BMUs según su dirección

de avance. Para ello se define primero una señal inhibitoria direccional y después el tensor

frecuencia de activación.

Para cada dirección principal de est́ımulo i,1 habrá una señal inhibitoria, si, que depende

del est́ımulo y del daño asociados a esa dirección. La función que relaciona est́ımulo y daño

con la señal inhibitoria es idéntica a la usada en el caso isótropo (ver ecuación (1.126)).

Definición 8 El tensor señal inhibitoria, s, es un tensor paralelo al tensor de est́ımulo y

de autovalores,

si(ξi, dêi) =
ξi

ξi + c
(1− dêi)

a (1.92)

donde ξi es el autovalor del tensor de est́ımulo correspondiente a la dirección i y dêi = êT
i d êi

es la proyección del tensor de daño en dicha dirección. Las constantes c y a son las mismas

de la ecuación 1.91 e iguales a las del modelo isótropo.
1En lo que sigue se hará referencia a las direcciones principales de deformación acumulada como direc-

ciones principales de est́ımulo. En realidad son las mismas ya que ambos tensores son paralelos. Se hace

aśı por brevedad y por tener más sentido f́ısico asociar la actividad de las BMUs a un est́ımulo que a una

mera deformación.
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Definición 9 El tensor frecuencia de activación for es un tensor paralelo al tensor de

est́ımulo:

for =
3∑

i=1

for i êi ⊗ êi (1.93)

cuyos autovalores dependen de la señal inhibitoria en la dirección correspondiente, si, y de

la frecuencia de activación isótropa, for iso,

for i = for iso
1− si

3∑

i=1

(1− si)

(1.94)

La interpretación del tensor for es básica para comprender el modelo. Que en una de-

terminada dirección la señal inhibitoria, si, sea alta (muy próxima a 1), quiere decir que

de todas las BMUs que se activen, muy pocas avanzarán en esa dirección. Eso es lo que

ocurre cuando la deformación en dicha dirección es alta y el daño pequeño. Sin embargo,

cuando haya desuso o cuando el daño en esa dirección sea grande, se interrumpirá la señal

inhibitoria, se hará más próxima a 0, y aumentará la proporción de BMUs avanzando en esa

dirección. Si el motivo de esta activación fue el desuso, las BMUs reabsorberán hueso para

hacer menos ŕıgida esa dirección, ya que no es necesario tanto material, a la vista del nivel de

deformaciones que está soportando. Por contra, si la activación se debió al nivel de daño en

esa dirección, las BMUs tendrán como misión principal reparar dicho daño. Piénsese en una

grieta plana dentro de la matriz ósea. En las proximidades de la grieta el daño es unitario

en dirección perpendicular al plano de grieta, entendiendo el daño como una medida de la

degradación de la sección resistente. En efecto, la enerǵıa de deformación que el material

absorbe en dirección perpendicular al plano de grieta, es nula en la cara de la misma. Pues

bien, las expresiones (1.92) y (1.94) establecen que una parte importante de las BMUs que se

activen lo harán avanzando en dirección perpendicular al plano de la grieta. En cierto modo,

esas BMUs van a “coser” la grieta, permitiendo que de nuevo se pueda transmitir enerǵıa

de deformación de un lado a otro de la misma. En cualquier dirección paralela al plano de

la grieta y si no hay más grieta que esa, no es necesaria la activación de BMUs, si no es

por desuso, ya que la transmisión de esa señal es perfectamente posible en esas direcciones.

Aśı lo establece la ecuación (1.92), dado que el daño en las direcciones paralelas al plano de

la grieta es nulo.
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Se ha comentado que además de los factores puramente mecánicos, como el est́ımulo y el

nivel de daño, existen otros factores que influyen en la activación de las BMUs. Los factores

biológicos, que son muchos y de muy diversa ı́ndole, se han tenido en cuenta mediante un

único parámetro escalar, fbio, por la dificultad que entraña su cuantificación. También afecta

a la cantidad de BMUs activadas la superficie disponible para su activación. Como ya se

ha dicho, las BMUs se originan sobre la superficie libre, tanto del hueso cortical como del

trabecular. Falta, pues, contar con la superficie espećıfica de poros, Sv, para completar la

evaluación del número de BMUs que se activan por unidad de tiempo. Dado que en este

modelo su influencia sobre Ṅ es distinta para hueso cortical y trabecular, se va a analizar

por separado en los dos siguientes eṕıgrafes.

1.5.3. Actividad de las hemiosteonas. Variación del tensor MIL en

el hueso trabecular

Se describe ahora cómo la actividad de una BMU modifica el tensor L. Existen dos

grandes diferencias entre las BMUs de hueso cortical u osteonas y las de hueso trabecular,

también llamadas hemiosteonas: por un lado la geometŕıa y por otro la manera en que

avanzan: la osteona atraviesa el tejido cortical, mientras que la hemiosteona avanza sobre la

superficie libre de los poros del hueso trabecular. Por esta razón se van a tratar por separado.

Activación de hemiosteonas. Orientación de la superficie libre de poros

En su tesis doctoral [20], Hernandez, aproxima la forma de las hemiosteonas por medio

cilindro de sección eĺıptica. Estas BMUs se originan en la superficie libre de poros y avanzan

por ella hasta la apoptosis. De acuerdo con la hipótesis 3, la BMU mantiene su dirección

de avance durante el peŕıodo que dura su actividad y por tanto el número de BMUs que

se activan avanzando en una determinada dirección dependerá también de si disponen de

mucha o poca superficie para su posterior avance. Aśı, el parámetro de superficie espećıfica,

Sv, debe tener en consideración, de alguna forma, la arquitectura del entramado óseo y no

sólo la relación entre superficie de poros y volumen de tejido. El número de BMUs que se

generan por unidad de tiempo y unidad de volumen avanzando en la dirección principal de

est́ımulo êi se expresa como

Ṅi =
3
2

for i Sv i (1.95)
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donde Sv i representa la fracción de la superficie espećıfica sobre la que las BMUs pueden

avanzar en dirección êi. El factor 3/2 aparece para asegurar que si el modelo propuesto

se aplica a una situación isótropa se reproduce el modelo de remodelación isótropo, como

se comprobará más adelante. Para calcular Sv i supóngase en primer lugar un poro ideal

i

j

k

A

A

A

A

B

Figura 1.12: Poro ideal ortoédrico y BMUs avanzando sobre una cara del poro.

ortoédrico contenido en la unidad de volumen, como el representado en la figura 1.12. La

superficie de dicho poro es igual, por definición, a la superficie espećıfica de poros y para

esta geometŕıa en concreto vale

Sv = 2(li · lj + li · lk + lj · lk) = 2 I2(L) (1.96)

donde li son las dimensiones del poro, es decir, los autovalores del tensor MIL. De acuerdo

con esto y para esta geometŕıa sencilla, Sv es dos veces el segundo invariante del tensor L,

que se denominará I2(L).

Sobre una cara cualquiera de ese ortoedro se pueden activar BMUs avanzando en todas

las direcciones ortogonales a la normal a dicha cara, ya que las hemiosteonas avanzan sobre

la superficie de los poros, como se esquematiza en la figura 1.12. Las BMUs señaladas con A

avanzan en direcciones contenidas en la cara sobre la que se han activado. Sin embargo, la

BMU B no puede avanzar sobre esa cara porque atravesaŕıa la matriz ósea. Para generalizar
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el concepto, considérese una BMU que avanza en dirección i sobre el poro de la figura. Dicha

BMU podrá hacerlo en las caras de normales j y k y dispondrá para su activación de una

fracción de la superficie disponible de poros que se denominará Sv i, de valor:

Sv i = Sv
li lj + li lk

li lj + li lk + lj lk
i, j, k = 1, 2, 3 i 6= j 6= k 6= i (1.97)

En la ecuación anterior se podŕıan usar indistintamente los autovalores del tensor L que

representan las dimensiones reales del poro o los del tensor MIL normalizado M que re-

presentan proporciones entre longitudes, por tratarse de un cociente adimensional. En ese

caso

Sv i = Sv
mi mj + mi mk

mi mj + mi mk + mj mk
=

Sv

I2(M)
mi(1−mi) (1.98)

donde mi son los autovalores del tensor M. Para la segunda igualdad se ha expresado el

numerador del segundo miembro en función de la traza, que en el tensor M es unitaria.

Es necesario generalizar esta formulación para cubrir el caso general en el que la BMU

no avance paralela a alguna de las caras del poro, poro que además puede tener una for-

ma cualquiera. En el proceso de generalización siguiente se consigue además una notación

tensorial compacta para la superficie espećıfica. Para ello se define un tensor Sv que tiene

en cuenta tanto la superficie espećıfica disponible para la activación de las BMU, como su

reparto direccional.

Definición 10 El tensor superficie espećıfica trabecular Sv es un tensor paralelo al tensor

MIL cuyos autovalores son los parámetros Sv i calculados mediante (1.98). Esto es:

Sv =
Sv

I2(M)

3∑

i=1

mi(1−mi) mi ⊗mi (1.99)

La interpretación de este tensor es importante para entender la ecuación (1.95). Supónga-

se un hueso con poros muy alargados y estrechos, como el de la figura 1.13. En este tejido a

la dirección de ortotroṕıa 2 le corresponde un autovalor m2 muy pequeño. Puede imaginarse

una situación ĺımite en la que ese autovalor fuera nulo. En ese caso seŕıa imposible que se

activaran BMUs avanzando en dirección 2, porque no hay superficie libre de poros disponible

para que progresen sobre ella. Eso es precisamente lo que establece la ecuación (1.99). En

efecto, ĺımm2→0 Sv 2 = 0, siendo los otros dos autovalores finitos. Además, como en ese caso

ĺımite m1 + m3 → 1 es inmediato conseguir que en el ĺımite Sv 1 = Sv 3 = Sv, es decir, toda

la superficie del poro está disponible para el avance de las BMUs en direcciones 1 y 3.
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1

2

Figura 1.13: Poro t́ıpico de una situación con elevado grado de anisotroṕıa: m1 À m2

Para el poro ortoédrico ideal considerado hasta ahora las direcciones de avance de las

BMUs están muy limitadas, por la orientación de las caras del poro. Sin embargo, la realidad

es otra y la geometŕıa de los poros será, por lo general, bien distinta y muy variable. De todos

modos, la definición del tensor Sv puede generalizarse a cualquier geometŕıa de poro, en la

que las BMUs puedan avanzar, a priori, en direcciones cualesquiera. Esta generalización se

hará con la proyección de Sv en una dirección determinada, que puede interpretarse como la

superficie espećıfica de que disponen para activarse las BMUs que avanzan en dicha dirección.

Aśı, la ecuación (1.95) puede reescribirse de la siguiente forma:

Ṅi =
3
2
(êT

i forêi)(êT
i Svêi) (1.100)

y el tensor Ṅ, recordando la ecuación (1.84) y escribiéndola en forma compacta:

Ṅ =
3
2

3∑

i=1

(êi ⊗ êi : for ⊗ Sv : êi ⊗ êi) êi ⊗ êi (1.101)

Como se verá a continuación, la contribución al cambio de anisotroṕıa no es igual para

todas las BMUs que avanzan en una determinada dirección. Si se establece un triedro de

referencia con las direcciones principales de est́ımulo i, j, k; de entre las Ṅi BMUs que se

originan avanzando en dirección i, se va a distinguir entre aquellas que aumentan el MIL en

dirección j, que se denominarán Ṅij , de las que lo hacen en dirección k, Ṅik, de tal manera

que

Ṅi = Ṅij + Ṅik, (1.102)

no siendo posible que las BMUs que avancen en dirección i aumenten la longitud de poros
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en esa misma dirección (Ṅii = 0), ya que no pueden progresar sobre superficies normales a

i.

El anterior reparto dependerá obviamente de la orientación de la superficie libre de poros.

Por ejemplo, en el poro ortoédrico de la figura 1.12, se puede observar que las BMUs que

avanzan sobre la cara de normal k, modifican la longitud promedio de poros en dirección k.

Si Sv ij designa la superficie disponible para el avance de las Ṅij , la distinción entre Ṅij y

Ṅik es consecuencia del reparto de la superficie de activación,

Sv i = Sv ij + Sv ik, (1.103)

en la que Sv ij mide qué fracción de Sv i es normal a j. En un poro ortoédrico hay 3 orien-

taciones únicamente, pero, por lo general, la orientación de la superficie del poro será una

función continua. En ese caso, Sv ij mide qué fracción de Sv i tiene una normal de orientación

próxima a j.1 La cantidad de superficie normal a una dirección es proporcional a la longitud

promedio de poros en las otras dos direcciones. Aśı:

Sv ij =
Sv

I2(M)
mi mk i, j, k = 1, 2, 3 i 6= j 6= k 6= i (1.104)

y el reparto de la ecuación (1.103) reproduce (1.98).

Por último, queda demostrar que si el modelo propuesto se aplica a un material isótropo

sometido a un estado de carga hidrostático, el número de BMUs que se activan es el mismo

que establece el modelo isótropo.

Demostración 1 En efecto, en un material isótropo Sv i =
2
3

Sv según la expresión (1.97).

Si además se carga con un estado de deformación hidrostático si = s ∀ i. Entonces, el

número total de BMUs que se activan por unidad de tiempo será

Ṅ = tr(Ṅ) =
3
2

3∑

i=1

for i Sv i =
3
2

3∑

i=1

for iso
1− si

3∑

i=1

1− si

Sv i = for iso Sv

que coincide con lo que establece el modelo isótropo de BMUs.

Avance de la hemiosteona. Variación del tensor L

A continuación se establece de forma matemática cómo cambia la porosidad y la ani-

sotroṕıa del hueso con el avance de las hemiosteonas. Supóngase que entre t′ y t′ + dt′ se
1Si nj designa a la dirección j y n a la normal a la superficie en un punto, la condición podŕıa ser

n · nj ≥ cos(45◦)
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activan Ṅij(t′) dt′ BMUs por unidad de volumen, avanzando en dirección i y aumentando

la longitud de los poros en dirección j, según la frecuencia de activación y la superficie

disponible, tal como se ha descrito anteriormente

Ṅij(t′) = for i(t′) Sv ij(t′) (1.105)

En un instante posterior, t, esas BMUs tendrán algunos osteoclastos activos si se cumple que

t ∈ [t′, t′ + σL + TR]. En ese caso, el volumen de hueso reabsorbido por unidad de volumen

y por unidad de tiempo en el instante t por dichas BMUs vendrá dado por:

v̇R ij(t, t′) = Ṅij(t′) AR(t′) vBMU fci(t, t′) dt′ (1.106)

donde fci(t, t′) es una variable que mide la actividad de los osteoclastos y que depende del

instante t′ en que se originó la BMU y del instante actual, t, en el que los osteoclastos de esa

BMU están reabsorbiendo tejido. La variable AR(t′) mide la cantidad de tejido reabsorbido

en una determinada fase del peŕıodo de reabsorción. En concreto, AR(t′) vBMU , proporciona

el volumen de tejido reabsorbido por unidad de tiempo por cada BMU, en el instante t′.

La variable AR se ha introducido porque la BMU no reabsorbe hueso siempre a la misma

velocidad. En efecto, al principio de la fase de reabsorción la cantidad de tejido eliminado

será menor mientras se siguen fusionando núcleos de preosteoclastos para formar osteoclas-

tos maduros. Cuando el número de osteoclastos de la BMU se estabiliza, también lo hace la

velocidad de reabsorción. En la etapa final de este proceso de reabsorción, cuando los pri-

meros osteoclastos sufren apoptosis, la velocidad vuelve a decrecer, haciéndose nula cuando

no quedan osteoclastos activos. Los peŕıodos en los que cambia la velocidad de reabsorción

son breves comparados con la vida total de la BMU y, sobre todo, comparados con el tiempo

que tardan en ser apreciables los cambios en el hueso por efecto de la remodelación. Por

ello, la influencia de la variación de la velocidad de reabsorción con el tiempo es pequeña,

por lo general. Sin embargo, śı puede tenerla en algunas situaciones, en las que la población

de BMUs sufra un aumento muy brusco.

Para tener en cuenta dicho efecto se puede usar la siguiente aproximación de AR:

AR(t′) =





ABMU

TR

t′ si t′ ≤ TR

ABMU si TR < t′ ≤ σL

ABMU

TR

(σL + TR − t′) si σL < t′ ≤ TR + σL

(1.107)
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donde ABMU es la sección de la BMU. En el caso de hueso trabecular la BMU se supone

semieĺıptica, como hace Parfitt [42], con lo cuál ABMU =
π

4
de dBMU .

La figura 1.14 muestra un esquema que ayuda a comprender esta expresión. En ella se

simplifica el progreso de una BMU, mostrando cinco instantes del proceso de reabsorción. La

formación no se ha representado, por claridad. Se supone que el tejido se reabsorbe en bandas

como las representadas en gris oscuro, de volumen ARvBMUdt′, y que la velocidad de avance

de la BMU, vBMU , es constante. En a aún no se han diferenciado todos los osteoclastos y la

velocidad de reabsorción aumenta linealmente. TR es el peŕıodo que tarda en completarse la

reabsorción en una determinada sección. En ese instante, b, se supone que la velocidad de

reabsorción se estabiliza y es constante durante la fase c. En d, cuando ha transcurrido el

peŕıodo de tiempo σL, que se denomina vida de la BMU, los primeros osteoclastos que se

activaron sufren apoptosis y a partir de aqúı, durante la fase e, la velocidad de reabsorción,

decrece al disminuir el número de osteoclastos activos. Decrece linealmente con el tiempo,

hasta el instante σL + TR cuando todos los osteoclastos han sufrido apoptosis, en el que se

hace cero.

También se puede utilizar un valor de AR promedio, constante durante el peŕıodo que

dura la fase de reabsorción,

AR =
1

TR + σL

∫ TR+σL

0

AR(t′) dt′ =
ABMU σL

TR + σL

(1.108)

En este proyecto se ha adoptado esta última opción por simplicidad, al igual que Mart́ınez

Reina en su tesis [46]. El uso de una u otra opción afecta únicamente al peŕıodo transitorio

que tiene lugar tras un cambio en la actividad que soporta el hueso y, sólo si ese cambio

provoca una variación muy brusca en la población de BMUs. Aún aśı, las diferencias son

pequeñas y se van atenuando a medio plazo, al llegar al equilibrio de remodelación.

Hasta aqúı lo que se refiere a la fase de reabsorción. En la fase de formación, los os-

teoblastos rellenan de osteoide el hueco dejado anteriormente por los osteoclastos. Las

BMUs activadas en el instante t′ se encuentran en fase de formación en el instante t si

t ∈ [t′ + TR + TI , t
′ + σL + TR + TI + TF ]. En ese caso formarán un volumen de hueso por

unidad de volumen y por unidad de tiempo:

v̇F ij(t, t′) = Ṅij(t′) AF (t′) vBMU fbi(t, t′) dt′ (1.109)
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vBMU

a

t ′ < TR

b

t ′ = TR

c

TR < t ′ < σL

d

t ′ = σL

e

σL < t ′ < σL +TR

Hueco Hueso Hueso en reabsorción

1

Figura 1.14: Progreso de la reabsorción en una BMU sobre la superficie de una trabécula de hueso

esponjoso.
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donde AF (t′) es una variable análoga a AR(t′) para el peŕıodo de formación y viene dada

por

AF (t′) =





ABMU

TF

(t′ − TR − TI) si TR + TI < t′ ≤ TR + TI + TF

ABMU si TR + TI + TF < t′ ≤ TR + TI + σL

ABMU

TF

(TR + TI + TF + σL − t′) si TR + TI + σL < t′ ≤ TR + TI + TF + σL

(1.110)

Igualmente, fbi(t, t′) es análoga a fci(t, t′) pero ahora mide la actividad de los osteoblastos

en las BMUs que avanzan en dirección i. La razón entre las dos, fbbi = fbi/fci, denominada

balance local de hueso, está relacionada con el nivel de est́ımulo y con la edad. Aqúı se

supondrá el mismo tipo de relación est́ımulo-balance local de hueso que en el caso isótropo

(ver figura 1.8), pero ahora teniendo en cuenta la dirección correspondiente. Su papel en el

modelo se verá en detalle en un apartado posterior.

Se puede utilizar la expresión (1.110) o bien un valor promedio constante como se hizo

en reabsorción. De hecho, esto último es lo que se hace aqúı, usando

AF =
ABMU σL

TF + σL

(1.111)

Una vez analizados todos los factores presentes en la ecuaciones (1.106) y (1.109), es

posible obtener la variación del tensor MIL, L̇. El aumento de la longitud media de poros

que la reabsorción produce en la dirección principal de est́ımulo i y que se denominará dlR i,

provoca un cambio en el tensor L:

dL = dlR i êi ⊗ êi (1.112)

y es debida a BMUs que avanzan en direcciones principales de est́ımulo j y k, en concreto

a Nji y Nki. Estas BMUs en su avance provocan un cambio en la porosidad dado por la

ecuación (1.106):

dp = (v̇R ji + v̇R ki)dt =
(
Ṅji(t′)fcj(t, t′)dt′ + Ṅki(t′)fck(t, t′)dt′

)
AR(t′) vBMU dt (1.113)

Recordando la ecuación (1.83) es posible relacionar dp con dL:

dp = p tr(L−1 êi ⊗ êi)dlR i (1.114)

de la que se puede despejar dlR i:

dlR i

dt
=

(
Ṅji(t′)fcj(t, t′)dt′ + Ṅki(t′)fck(t, t′)dt′

)
AR(t′) vBMU

p tr(L−1 êi ⊗ êi)
(1.115)
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Hasta ahora sólo se ha tenido en consideración la contribución de las BMUs generadas

entre t′ y t′ + dt′. Para incluir la contribución de las BMUs que se originaron previamente

y que aún están activas, se integran las expresiones anteriores respecto a t’. Evaluando el

crecimiento de los poros en las tres direcciones principales de est́ımulo del instante t’ y

usando la descomposición espectral, el tensor L̇R se puede expresar de la siguiente forma:

L̇R(t) =
3∑

i=1

∫ t

t−σL−TR

dlR i

dt dt′
êi(t′)⊗ êi(t′) dt′ (1.116)

Las dimensiones de los poros se modifican de forma análoga en formación:

dlF i

dt
=

(
Ṅji(t′)fbj(t, t′)dt′ + Ṅki(t′)fbk(t, t′)dt′

)
AF (t′) vBMU

p tr(L−1 êi ⊗ êi)
(1.117)

L̇F (t) =
3∑

i=1

∫ t−TR−TI

t−σL−TR−TI−TF

dlF i

dt dt′
êi(t′)⊗ êi(t′) dt′ (1.118)

Finalmente, se superponen los efectos de formación y la reabsorción:

L̇ = L̇R − L̇F (1.119)

y se actualiza el tensor L integrando L̇, por ejemplo, con un esquema de integración de

Euler expĺıcito:

L(t + ∆t) = L(t) + L̇(t)∆t (1.120)

que se normaliza dividiendo por su traza, para obtener el tensor M, del que dependen las

propiedades elásticas del tejido óseo, en la forma que se estudiará más adelante.

1.5.4. Actividad de las osteonas. Variación del tensor MIL en el

hueso cortical

La principal diferencia entre las hemiosteonas y las osteonas, es que estas últimas no

avanzan sobre la superficie de los poros como la hemiosteonas, sino que atraviesan el tejido.

De ah́ı que su forma sea un cilindro completo, de sección aproximadamente circular. Hay

que aclarar que aunque no avancen sobre la superficie de los poros śı se originan en ella,

por lo que la superficie espećıfica, Sv, también tiene un papel importante en el número de

BMUs que se activan por unidad de tiempo, aunque esta influencia sea menor y no tenga

el carácter direccional que tiene en el hueso trabecular. Se mantiene la definición de Ṅi(t′),
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como el número de BMUs que se activan entre t′ y t′+dt′ avanzando en la dirección principal

de est́ımulo i. Aśı:

Ṅi = for i Sv (1.121)

donde for i tiene el mismo significado que en hueso trabecular. Es inmediato demostrar que

en un tejido cortical sometido a un estado de carga hidrostático, el número de BMUs que

se activan por unidad de tiempo coincide con el que establece el modelo isótropo

Demostración 2 En efecto, no hay que exigir ningún tipo de simetŕıa al material. Si la

carga es hidrostática si = s ∀ i y el número total de BMUs que se activan por unidad de

tiempo es

Ṅ = tr(Ṅ) =
3∑

i=1

for i Sv = Sv

3∑

i=1

for iso
1− si

3∑

i=1

1− si

= for iso Sv

que coincide con lo que establece el modelo isótropo de BMUs.

En la figura 1.15 se esquematiza el progreso de una BMU de hueso cortical. Se observa

que el avance de la BMU en una determinada dirección provoca la variación de la longitud

media de poros en las direcciones perpendiculares, manteniendo de esta forma la isotroṕıa

transversal, simetŕıa caracteŕıstica del hueso cortical. Aśı, una BMU avanzando en la direc-

ción principal de est́ımulo i y en fase de reabsorción provoca una variación del tensor L dada

por:

dL = dl (êj ⊗ êj + êk ⊗ êk) (1.122)

X
i

j

ki

j

k

vBMU

1

Figura 1.15: Progreso de la BMU en hueso cortical.
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De la misma forma que se ha relacionado dL con el cambio de porosidad que experimenta

el hueso trabecular durante el avance de la BMU, se puede hacer en el caso de hueso cortical,

por medio de la ecuación (1.83):

dp = p tr
(
L−1(êj ⊗ êj + êk ⊗ êk)

)
dl (1.123)

Se supondrá que cada BMU reabsorbe y forma un volumen VBMU =
π

4
LBMU (d2

O − d2
H)

a una velocidad constante durante el tiempo que dura cada proceso, TR + σL y TF + σL

para reabsorción y formación, respectivamente. La variable introducida LBMU = vBMU σL es

la longitud recorrida por la BMU en su progreso. También cabe la posibilidad de suponer

una ley de variación de la velocidad de reabsorción (o formación) como la que proporciona

el uso de la ecuación (1.107) (o (1.110)). Sin embargo, se ha optado por suponer un valor

promedio, constante, como se hizo en el hueso trabecular. En reabsorción y formación la

velocidad de variación de la porosidad debida a las BMUs activadas entre t′ y t′ + dt′,

será respectivamente:

v̇R = ṗ =
VBMU Ṅi fci

TR + σL

dt′ (1.124a)

v̇F = −ṗ =
VBMU Ṅi fbi

TF + σL

dt′ (1.124b)

Teniendo en cuenta (1.124a) y (1.124b) se puede obtener
dlj
dt

=
dlk
dt

=
dl

dt
debida a todas

las BMUs que avanzan en dirección i y se encuentran activas en el instante t, integrando en

la variable t′ que mide el origen de tiempos de la activación.

dlR

dt
=

VBMU

p (TR + σL)

∫ t

t−σL−TR

Ṅi(t′) fci(t, t′)

tr
[
L−1

(
êj(t′)⊗ êj(t′) + êk(t′)⊗ êk(t′)

)] dt′ (1.125a)

dlF

dt
=

VBMU

p (TF + σL)

∫ t−TR−TI

t−σL−TR−TI−TF

Ṅi(t′) fbi(t, t′)

tr
[
L−1

(
êj(t′)⊗ êj(t′) + êk(t′)⊗ êk(t′)

)] dt′ (1.125b)

En el caso general en el que existan BMUs avanzando en las tres direcciones principales

de est́ımulo:

L̇R =
VBMU

p (TR + σL)

3∑

i=1

∫ t

t−σL−TR

Ṅi(t′) fci(t, t′)
(
êj ⊗ êj + êk ⊗ êk

)

tr
[
L−1

(
êj ⊗ êj + êk ⊗ êk

)] dt′ (1.126a)

L̇F =
VBMU

p (TF + σL)

3∑

i=1

∫ t−TR−TI

t−σL−TR−TI−TF

Ṅi(t′) fbi(t, t′)
(
êj ⊗ êj + êk ⊗ êk

)

tr
[
L−1

(
êj ⊗ êj + êk ⊗ êk

)] dt′ (1.126b)

que junto con las ecuaciones (1.119) y (1.120) permite actualizar el tensor L(t + ∆t).
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1.5.5. Balance local direccional de hueso y principio de acomoda-

ción celular

Para completar el análisis de la actividad de las BMUs es necesario conocer en cada

momento qué cantidad de tejido están reabsorbiendo los osteoclastos y qué cantidad están

formando los osteoblastos. En concreto, es necesario cononcer cuál es el balance entre ambas

cantidades, para lo que se define el llamado balance local direccional de hueso.

Principio de acomodación celular. Error de remodelación

Antes de describir el balance local direccional de hueso se extenderá al caso anisótropo el

principio de acomodación celular, del que ya se ha hablado anteriormente. Se hace en este

momento ya que tiene una influencia fundamental en el balance local direccional de hueso.

El principio de acomodación celular, introducido por Turner [54], establece que los sis-

temas biológicos que responden a señales externas tienden a hacerlo de forma cada vez más

atenuada, conforme la “fuerza” que les lleva a responder se acomoda a la señal externa. En

el caso de la remodelación ósea, la “fuerza” que provoca la respuesta del hueso es el est́ımulo

mecánico. Ante un cambio de este est́ımulo mecánico el sistema responde haciendo que las

BMUs formen más o menos hueso. Pero si ese est́ımulo mecánico se mantiene constante,

el sistema se acomoda, de manera que pasado un cierto tiempo las BMUs forman el mis-

mo volumen de tejido que reabsorben, alcanzándose una situación de equilibrio (equilibrio

homeostático).

Se define aśı un tensor est́ımulo de equilibrio, ξ∗, que tiende hacia el tensor de est́ımulo

externo siguiendo la ecuación del mecanostato

dξ∗

dt
= ϕ (ξ(t)− ξ∗) (1.127)

Esto quiere decir que la acomodación no sólo ocurre en magnitud (de los autovalores)

sino que también es direccional (de los autovectores). Aśı, si se produce un cambio en la

magnitud del est́ımulo, las BMUs van a responder a ese cambio formando más o menos

hueso, pero esa respuesta se va a atenuar con el tiempo por la acomodación en magnitud del

est́ımulo. Si lo que se produce es un cambio en la orientación del est́ımulo la respuesta de las

BMUs va a ser direccional, distinta según la dirección en la que avanzan. Pero nuevamente,

tras un cierto tiempo, la respuesta se va a hacer uniforme, por la acomodación direccional

del est́ımulo.
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Obsérvese igualmente la dependencia del tiempo que tiene el tensor est́ımulo externo en

la ecuación (1.127), que corresponde a la situación más general. Esto hace que para integrar

dicha ecuación sea necesario recurrir a la integración numérica, empleando por ejemplo el

método de Euler expĺıcito.

Definición 11 El tensor error de remodelación, ψ, se define como la diferencia entre el

tensor de est́ımulo y el tensor de est́ımulo de equilibrio y mide lo lejos que está el sistema

de alcanzar el equilibrio homeostático.

ψ(t) = ξ(t)− ξ∗(t) (1.128)

Para evaluar la cercańıa del equilibrio homeostático se utilizará, más concretamente, un

escalar, el módulo del tensor error de remodelación, ψ, definido de la siguiente forma

ψ = |
√

ψ : ψ| (1.129)

Según el principio de acomodación celular, el tensor error de remodelación tiende con el

tiempo al tensor nulo de segundo orden, y su módulo a 0, lo que caracteriza a un estado de

equilibrio homeostático. De forma análoga a lo que hacen Beaupré et al. [1, 2], el balance

entre formación y reabsorción, el balance local direccional de hueso en definitiva, se va a

definir en función de este error de remodelación.

Papel del balance local direccional de hueso

En las ecuaciones (1.115), (1.117) y (1.126), la actividad de osteoclastos y osteoblastos

está cuantificada con las variables fci y fbi respectivamente. Se pueden definir sendos tenso-

res, f c y f b para medir dichas actividades, paralelos al tensor de est́ımulo y con autovalores

fci y fbi. A la relación fbb i = fbi/fci se le denomina balance local direccional de hueso y

análogamente puede definirse un tensor f bb, también paralelo al tensor de est́ımulo y de

autovalores fbb i.

Puede llamar la atención que en las citadas ecuaciones, fbi y fci dependan de t y de t′

cuando el resto de variables sólo depende de t′. Esto obedece a dos motivos:

a) La BMU responde al est́ımulo que recibe el hueso en este preciso instante, t, que, en

general, no ha de coincidir con el que recib́ıa en t′, cuando la BMU se activó. De esta forma,

si el hueso está soportando ahora deformaciones más elevadas que entonces, los osteoblastos
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formarán más hueso del que quitaron los osteoclastos en la fase de reabsorción y el tejido se

adaptará más rápidamente a un cambio de actividad.

b) Por otro lado, dicha dependencia de t y t′ responde a la necesidad de matizar la

hipótesis fundamental del modelo: que las BMUs avanzan en las direcciones principales de

est́ımulo del instante en el que se originan. A continuación se discute esa hipótesis y la forma

en que se matiza, introduciendo la dependencia de t en el balance local direccional de hueso.

Las BMUs que se activan en el instante t′ avanzan según las direcciones principales de

est́ımulo de ese instante, êi(t′), y lo siguen haciendo aśı hasta la apoptosis. Sin embargo, es

posible que en la realidad el progreso de una BMU sufra cambios de orientación. En el hueso

trabecular, éstos pueden ser debidos a la orientación de la superficie sobre la que progresa

la BMU. Aśı, es obvio que si la superficie libre de los poros no es plana y se ha supuesto

que la BMU progresa sobre la superficie, dicha BMU debe girar para mantenerse sobre ella.

Sin embargo, esto carece de sentido con la hipótesis de poro ortoédrico hecha aqúı. Por el

contrario, śı es posible que el mismo proceso de remodelación, al modificar la anisotroṕıa

haga girar el ortoedro, lo que también obligaŕıa a la BMU a girar para mantenerse sobre la

superficie.

En el hueso cortical, en cambio, las BMUs pueden atravesar el tejido y el cambio de

orientación, de ocurrir, se deberá a otros motivos. Uno de ellos puede ser la reorientación

de las direcciones principales de est́ımulo. En tal caso, el modelo aqúı propuesto no permite

que las BMUs previamente activadas giren para seguir las nuevas direcciones principales de

est́ımulo. Lo que śı ocurrirá es que las nuevas BMUs progresarán en las nuevas direccio-

nes. De todos modos, las consecuencias de esta limitación no son importantes, ya que se

está hablando de giros inapreciables. En efecto, esos giros son muy pequeños por la siguiente

razón: las direcciones principales de est́ımulo se mantienen aproximadamente inalteradas,

salvo en casos excepcionales como cambios drásticos en la actividad del individuo o de tipo

traumático. En cualquier caso, la adaptación de la estructura ósea y, consecuentemente, el

cambio de las direcciones principales de est́ımulo, se produce lentamente. Por tanto, antes

de que cambie de forma apreciable, la BMU ha sufrido apoptosis y en su lugar, otras BMUs

se habrán originado, ya en las nuevas direcciones principales de est́ımulo.

Por tanto, la hipótesis de partida del modelo: que la BMU, una vez activada, no cambia

su dirección de avance ante un cambio en las direcciones principales de est́ımulo, puede

considerarse suficientemente válida para simular la mayoŕıa de las situaciones. Sin embargo,
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si los cambios de est́ımulo son muy bruscos, se puede conseguir que influyan en la respuesta

del modelo, aunque las BMUs no giren. Esto se consigue dando más importancia a las BMUs

que avanzan en direcciones próximas a las actuales direcciones principales de est́ımulo. Para

ello se hace la siguiente proyección del tensor error de remodelación

Definición 12 Se define el error de remodelación proyectado, ψ̃i(t, t′), como la proyección

del tensor error de remodelación actual ψ(t) en cada dirección principal de est́ımulo êi(t′)

en la que avanzan una serie de BMUs.

ψ̃i(t, t′) = êi(t′)T ψ(t)êi(t′) (1.130)

Uno de los objetivos de esta proyección es permitir que cambie el balance formación-

reabsorción que tienen las BMUs que ya avanzan en una determinada dirección, cuando

cambia repentinamente el est́ımulo.

Pero con la anterior proyección también se consigue dar más relevancia a aquellas BMUs

que avanzan paralelas al tensor error de remodelación actual, puesto que ellas son precisa-

mente las que tienen mayor protagonismo en la corrección de dicho error de remodelación.

Sin llegar a cambiar sus trayectorias, el efecto de las BMUs śı estará girando, en cierta forma,

con el cambio de las direcciones principales de est́ımulo.

Zona muerta de remodelación. Relación error proyectado-balance local direccio-

nal de hueso

Como ya se ha dicho, el balance local direccional de hueso va a depender del error de

remodelación, en la ĺınea de lo establecido por muchos autores [2, 23–25]. Esa dependencia

se va a dividir en dos partes. Por un lado se define la zona muerta de remodelación, donde

el balance local direccional de hueso es neutro, y en segundo lugar se describe qué ocurre

cuando el error de remodelación está fuera de la zona muerta.

Definición 13 Se define la zona muerta de remodelación como el rango de valores de ψ

para el que existe equilibrio homeostático de remodelación local, es decir, en zona muerta los

osteoblastos forman la misma cantidad de tejido que reabsorben los osteoclastos (fbb i = 1).

Si no se está dentro de la zona muerta de remodelación el balance local direccional de hueso

será mayor o menor que uno (de formación neta o reabsorción neta), en función del recién

definido error de remodelación proyectado. Dicha función es lineal a trozos y se representa
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en la figura 1.16. En resumen, la relación entre el error de remodelación y el balance local

direccional de hueso se puede expresar de la siguiente forma:

Si 0 ≤ ψ ≤ w ⇒ fbb i = 1 ∀ i

Si ψ > w ⇒ fbb i =





fbb min si ψ̃i(t, t′) ≤ −v

1 +
1− fbb min

v
ψ̃i(t, t′) si − v < ψ̃i(t, t′) ≤ 0

1 +
fbb max − 1

v
ψ̃i(t, t′) si 0 < ψ̃i(t, t′) ≤ v

fbb max si v < ψ̃i(t, t′)

(1.131)

donde w es el semiancho de la zona muerta y v representa el ancho de las zonas de transición

lineal. Se mantiene el nombre de semiancho para w, por analoǵıa con el caso isótropo, pero

seŕıa más exacto llamarlo ancho de la zona muerta por el carácter positivo de ψ, razón por

la cuál no está definido el valor de fbb i en la región ψ < 0.

ψ̃iv−v

1.0

fbbi =
fbi

fc i

fbb,max

fbb,min

1

Figura 1.16: Balance local de hueso en función del error de remodelación proyectado en la dirección

êi de avance de la BMU.

La actividad de osteoclastos se supone unitaria, fc i = 1, con lo que el balance local

direccional de hueso se identifica con la actividad de osteoblastos. Esto quiere decir que los

osteoclastos reabsorben siempre el mismo volumen de hueso y los osteoblastos forman más

o menos osteoide en función del error de remodelación.
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Un estado de tensión uniaxial, por ejemplo, modificaŕıa la anisotroṕıa del hueso, haciendo

que la dirección de carga se convierta en la de mayor rigidez. En definitiva, orientando la

rigidez con la carga y aprovechando el material de manera óptima.

1.5.6. Evolución del daño en el caso anisótropo

Como consecuencia de un estado de tensiones elevado puede aumentar el daño del tejido

óseo a nivel local. Este daño activa la remodelación [3, 34, 35, 39, 45, 55], porque de alguna

manera es percibido por los osteocitos.

Como ya se dijo, el tensor de daño mide la degradación del material. En concreto, su

proyección en una determinada dirección mide la pérdida de rigidez en dicha dirección. Si

se mide el daño en una dirección por medio del volumen de tejido que contiene grietas

perpendiculares a esa dirección, es obvio que el volumen dañado y la pérdida de rigidez

direccionales están relacionados entre śı, como lo estaban h y d en el caso isótropo (ver

ecuación (1.49)).

La variación del tensor de daño, ∆d, se evalúa considerando los procesos de acumulación

y reparación de daño de forma separada, mediante los respectivos tensores ∆dA y ∆dR.

Para la acumulación de daño se usan las mismas ecuaciones que usaron Garćıa-Aznar et

al. [17] en el modelo isótropo. Sin embargo, hay una diferencia fundamental y es que se

supone que sólo las deformaciones de tracción producen daño y que si un trozo de hueso

está sometido a compresión, acumula daño por las deformaciones de tracción que tiene por

efecto Poisson.

Hipótesis 4 El tensor de acumulación de daño por fatiga, ∆dA es paralelo al tensor de

deformaciones. Además, se supone que para un estado de carga concreto, el daño aumenta

única y exclusivamente en la dirección principal de máxima deformación y si esa máxima

deformación es positiva (de tracción). Si se denota por emax a esta dirección principal, ∆dA

se puede expresar del siguiente modo:

∆dA = ∆dA emax ⊗ emax (1.132)

donde ∆dA, es el incremento de daño en la dirección emax y se evalúa usando las mismas

expresiones del caso isótropo.

Para calcular el incremento del daño no se utilizan las derivadas
∂d

∂n
dadas en las ecuacio-

nes (1.67), como se hace en el modelo isótropo, por los problemas numéricos que presentan.
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Concretamente, estos problemas numéricos aparecen sólo en tracción, debido a la pendiente

tan elevada que tiene la curva d − N para bajos números de ciclos (ver figura 1.9). Como

alternativa se utilizan directamente las leyes de evolución del daño con el número de ciclos,

presentadas en las ecuaciones (1.68). La ley de daño frente a deformación y número de ciclos

del caso isótropo se usa en el caso anisótropo, sin más que sustituir la deformación equi-

valente, ε̄, de la ecuación (1.63) correspondiente a tracción, por la deformación principal

máxima en valor absoluto, εmax:

d = 1− γ2

√
1
C3

ln(eC3 − C2 εδ2
max n) (1.133)

La interpretación de esta ecuación es la siguiente: un estado de deformación cualquiera

provoca la iniciación y el crecimiento de grietas perpendiculares a la dirección en la que

son mayores las deformaciones en valor absoluto (modo I). El efecto inmediato de esta

acumulación de daño es la disminución de la rigidez del hueso en dirección perpendicular a

las grietas, en la dirección predominante de carga. Precisamente, esa disminución de rigidez

es lo que mide d, que no es más que la proyección del tensor de daño en la dirección principal

de deformación emax.

Para la vida a fatiga también se sustituye ε̄ por εmax en las ecuaciones (1.69):

nF =
1.445 · 1053

ε14.1
max

(1.134)

Se utilizan las mismas expresiones para hueso cortical y para hueso trabecular. Esto es,

no se incluye el factor corrector de las deformaciones,
E

E∗ , como proponen Garćıa-Aznar et

al. [17] en el modelo isótropo de BMUs para distinguir uno y otro.

En cualquier caso, el hecho de que los resultados experimentales que sustentan estas

ecuaciones se obtuvieron en hueso cortical (por Pattin et al. [43]) hace que los resultados

obtenidos en hueso trabecular se deban tomar con cierta precaución.

Una vez hecha esta salvedad se sigue el desarrollo del modelo de crecimiento de daño

describiendo la forma en que se evalúa ∆dA mediante las expresiones (1.133), sin necesidad

de derivarlas. Hay que tener en cuenta que los experimentos en los que se basan estas

expresiones fueron realizados con una deformación constante [43], algo que no ocurre en

la práctica en un hueso real. Sin embargo, es posible responder a la siguiente pregunta:

¿qué daño acumulará un material que ya posee un cierto daño d en la dirección emax, si se

somete a n ciclos de deformación constante εmax? La respuesta es precisamente lo que se

está buscando, ∆dA.
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Previamente, mediante la expresión (1.133), se puede determinar cuántos ciclos de defor-

mación constante εmax hubieran sido necesarios para acumular el nivel de daño que tiene el

material actualmente, d, aunque ese daño haya sido acumulado, incluso reparado, siguiendo

otra evolución. Ese número de ciclos se denominará n̂ y se puede determinar sustituyendo el

daño actual d y la deformación εmax en la ecuación (1.133) y despejando n̂. El nuevo daño

tras aplicar los n ciclos planeados será entonces:

d + ∆dA = 1− γ2

√
1
C3

ln(eC3 − C2 εδ2
max (n + n̂)) (1.135)

de donde se despeja inmediatamente ∆dA. Sustituyendo este valor en la ecuación (1.132) se

obtiene el tensor de acumulación de daño, ∆dA.

El proceso de remodelación ósea hace que disminuya el volumen de hueso dañado, que es

reabsorbido y sustituido por tejido intacto. Se supondrá que el volumen dañado Vd está uni-

formemente repartido en el volumen de tejido Vb y que el tensor de daño también se reparte

de manera uniforme en Vd. Se supondrá igualmente que el daño disminuye en la misma

proporción en todas las direcciones y que se repara más daño cuánto más daño haya, lo cuál

parece lógico. Aśı:

∆dR =
∆ vR

vb
d (1.136)

Por último, la velocidad de variación del daño se obtiene teniendo en cuenta el aumento

por fatiga y la disminución por reparación:

∆d = ∆dA −∆dR (1.137)

Y el tensor de daño se actualiza de manera sencilla:

d(t + ∆t) = d(t) + ∆d(t) (1.138)

En función del daño d se establece la condición de rotura local del material. Esta puede

definirse como aquella situación en la que un diferencial de volumen no puede absorber más

enerǵıa de deformación. En el caso isótropo, esto ocurre cuando el parámetro de daño, d,

alcanza el valor unidad, lo que equivale a decir que su rigidez es nula (ver ecuación (1.47))

y por tanto, también lo es su capacidad de absorber enerǵıa de deformación.

Ahora, esta condición hay que matizarla por el carácter anisótropo del daño. Cuando un

autovalor del tensor d alcanza el valor unidad, es nula la capacidad de absorber enerǵıa de

deformación en la dirección principal de daño correspondiente. Sin embargo, no tiene por

qué serlo en las otras direcciones.
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Como conclusión, se puede decir que para que un punto esté totalmente dañado, el tensor

de daño debe ser igual al tensor unidad de segundo orden. Entonces, su rigidez será nula en

cualquier dirección y también lo será, por tanto, la enerǵıa de deformación absorbida por

dicho punto. La condición de rotura local expresada en términos del parámetro h es según

la ecuación (1.90), h = k, idéntica condición a la del caso isótropo. Por tanto, la constante

k se puede interpretar como la fracción de tejido dañado que conduce a la rotura local. Este

valor no se puede superar ya que en el algoritmo se limitan los autovalores del tensor de

daño, para que no superen la unidad.

1.5.7. Propiedades elásticas del hueso

El principal objetivo de este modelo de remodelación ósea es establecer cómo cambian las

propiedades elásticas del hueso durante la actividad que desarrolla y para ello es necesario

conocer cómo vaŕıan los factores de los que dependen dichas propiedades.

Las propiedades elásticas de un trozo de hueso dependen de la distribución de poros, que

en este modelo se mide por medio del tensor L; del nivel daño, a través del tensor d y de las

propiedades elásticas del tejido óseo. Cómo vaŕıan los dos primeros durante la actividad del

hueso ha sido objeto de los eṕıgrafes anteriores. Queda por establecer cómo es la dependencia

entre esas variables y las propiedades del trozo de hueso. Pero también resta aún por definir

cómo son las propiedades elásticas del tejido óseo que compone el trozo de hueso. Éstas

dependen principalmente de la porosidad y de la composición de dicho tejido y en concreto

de la fracción de ceniza, α, que vaŕıa a lo largo del proceso de mineralización. Para relacionar

porosidad y fracción de ceniza con el módulo de Young del tejido se utiliza, como en el caso

isótropo, la correlación obtenida experimentalmente por Hernandez et al. [20, 21]:

E(MPa) = 84370 v2.58
b α2.74 (1.139)

El proceso de mineralización ya fue descrito en el modelo isótropo y aqúı se supon-

drá idéntica evolución para el contenido mineral del tejido.

La única diferencia entre el caso isótropo y el anisótropo estriba en la distinta forma que

ambos modelos tienen de evaluar: ∆vR, ∆vF y h(t).

A continuación se incorpora el efecto de la porosidad. La influencia de la cantidad de

material y de la orientación de los poros se tiene en cuenta de forma independiente. De esta

forma lo hicieron Zysset et al. [62], como ya se comentó al hablar del “fabric tensor” (ver
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caṕıtulo ??). Estos autores relacionaron las propiedades elásticas del hueso con la densidad

aparente y las componentes del tensor MIL, normalizado con traza unitaria. Obtuvieron

experimentalmente las siguientes correlaciones para las constantes elásticas:

Ei = 17607 ρ3.2 m3.2
i

Ei

νij
= 45800 ρ2.7 m2.4

i m2.4
j

Gij = 7799 ρ3.3 m1.6
i m1.6

j ,

(1.140)

expresiones muy similares a las ecuaciones (1.33) del modelo anisótropo basado en la Mecáni-

ca del Daño y en las que se observa claramente que está desacoplada la dependencia de la

porosidad y de la anisotroṕıa.

Ya se ha visto que la dependencia de las propiedades elásticas con la porosidad se tiene en

cuenta de manera indirecta, por medio de la fracción volumétrica de hueso, como establece

la ecuación (1.139). La dependencia con la orientación del entramado óseo se establece con el

tensor MIL normalizado de traza unitaria, como hacen Zysset et al. [61,62]. Sin embargo, hay

que observar que los exponentes a los que se elevan sus autovalores, mi, en la ecuación (1.140),

son ligeramente diferentes a los del modelo basado en la Mecánica del Daño (ecuación (1.33)).

Estos últimos se obtienen de forma puramente teórica, mientras que los exponentes de la

ecuación (1.140) se han obtenido mediante el ajuste por mı́nimos cuadrados de resultados

experimentales. Parece, en principio, más apropiado usar estos últimos. Sin embargo hay que

tener en cuenta que mientras que aqúı el MIL representa la longitud promedio de poros, para

Zysset et al. representa la longitud promedio de las trabéculas. Por esa razón y dado que la

diferencia entre los exponentes de la ecuación (1.140) y los del modelo teórico basado en la

Mecánica del Daño, no es muy importante, se mantienen los teóricos. Aśı, las componentes

del tensor de flexibilidad de un hueso con cierta porosidad pero sin daño serán:

D̂iiii =
1
Ei

=
1

84370 v2.58
b α2.74

1
(3mi)4

D̂iijj = −νij

Ei
= − ν

84370 v2.58
b α2.74

1
(3mi)2 (3mj)2

D̂ijij =
1

2Gij
=

1 + ν

2 · 84370 v2.58
b α2.74

1
(3mi)2 (3mj)2

(1.141)

donde ν es el coeficiente de Poisson del tejido óseo, que se supone igual a 0.3 e independiente

de la porosidad [36]. Es necesario aclarar que las propiedades anteriores están dadas en ejes

de ortotroṕıa y que éstas coinciden con los ejes principales del tensor MIL en el hueso sin

daño microestructural.
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Las ecuaciones (1.141) reproducen la correlación de Hernandez el at. (ecuación (1.139)),

si se tiene en cuenta que el tensor MIL está normalizado con traza unitaria y se particulariza

para un material isótropo, en cuyo caso mi = 1/3 ∀i.
A continuación se incorpora el efecto del daño microestructural al tensor de compor-

tamiento. Para tenerlo en cuenta se sigue la teoŕıa de daño anisótropo de Cordebois y

Sideroff [9], de la misma forma que hacen Doblaré y Garćıa [13] en el modelo de remodela-

ción ósea anisótropo basado en la Mecánica del Daño (ver apartado 1.3), con la diferencia

de que alĺı la variable de daño med́ıa la porosidad y no el daño microestructural. Se define

en primer lugar la tensión efectiva σ̃ en función del tensor de daño y la tensión real σ, de

tal forma que conserva la simetŕıa,

σ̃ = (1− d)−1/2 σ (1− d)−1/2 (1.142)

La ecuación constitutiva del daño establece que la tensión efectiva es aquella que aplicada

al material sin daño, daŕıa lugar a una enerǵıa de deformación igual a la que existe realmente

en el material dañado, sujeto a las tensiones reales. Esto es:

U(σ,d) = U(σ̃, 0) (1.143)

1 1

1+ ε̃ 1+ ε

σ̃ σ

σ̃ = D̂ : ε̃ σ = D : ε

1

Figura 1.17: Representación esquemática del concepto de tensión efectiva
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Si se supone un comportamiento elástico lineal, la ecuación anterior conduce al siguiente

tensor de flexibilidad del material poroso y dañado, D:

D = R−1 R−1 D̂R−1 R−1 (1.144)

donde D̂ es el tensor de flexibilidad del material poroso pero sin daño, calculado por medio

de las ecuaciones (1.141) y R = (1− d)1/2.

Demostración 3 Si el comportamiento es elástico lineal, el primer miembro de la ecuación

(1.143) se puede escribir

U(σ,d) =
1
2

σ : D : σ, (1.145)

y el segundo,

U(σ̃, 0) =
1
2

σ̃ : D̂ : σ̃ =
1
2

(R−1σR−1) : D̂ : (R−1σR−1) (1.146)

donde se ha usado la ecuación (1.142) para expresar σ̃ y la definición que se acaba de hacer

de R. Igualando ambas y expresándolas en notación de ı́ndices, se tiene:

1
2

σij Dijkl σkl =
1
2

(R−1
mr σrs R−1

sn ) D̂mnpq (R−1
pt σtu R−1

uq ) (1.147)

En un material elástico, el tensor de flexibilidad se puede obtener derivando la enerǵıa de

deformación respecto al tensor de tensiones dos veces, Dijkl =
∂U

∂σij∂σkl
. Si se tiene en

cuenta que R es simétrico (porque lo es el tensor de daño d, tal como se definió) y se deriva

la ecuación anterior, se obtiene, tras una serie de operaciones elementales:

Dijkl = R−1
im R−1

jn D̂mnpq R−1
pk R−1

ql (1.148)

expresión que escrita en forma compacta coincide con la ecuación (1.144).

Con la expresión anterior se tiene en cuenta la influencia del daño en las propiedades

elásticas del material. Sustituyendo (1.141) en (1.144) se obtienen las constantes elásticas

del hueso real, teniendo en cuenta daño y porosidad.

Hay que observar de las ecuaciones (1.141) y (1.145) que el hueso es anisótropo, en el caso

más general. Seŕıa ortótropo si no hubiera daño, en cuyo caso, las direcciones de ortotroṕıa

coincidiŕıan con las direcciones principales del tensor MIL. Sin embargo éste no será paralelo

al tensor de daño, por lo general, y no se conserva la ortotroṕıa, más que en aquellos casos

en que el daño se mantenga en valores muy pequeños o sea paralelo al tensor MIL. Y eso
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es precisamente lo que tiende a ocurrir a largo plazo. En efecto, el daño está alineado con

la deformación, como se ve en la ecuación (1.132) y la estructura ósea tiende a alinearse

con ella a largo plazo. En la figura 1.18 se muestra un diagrama de flujo de este modelo de

remodelación.

Props. material Cargas y geometrı́a

MEF

Deformaciones
Tensiones

εmax Estı́mulo, ξ

ξiso

Señal
inhibitoria, si

fbio

Est. equilibrio, ξ ∗

Balance local
de hueso

fbb

Aumento de daño
por fatiga

Daño, d BMUs activadas
diso

Sv

Reparto de
BMUs, Ṅi

Reparación
de daño

L̇R

L̇F L̇ = L̇R − L̇F

v̇R v̇F

Fracción vol.
de hueso vb

Contenido de mineral α

L(t +∆t) = L(t)+ L̇∆t

Hueso trabecular

M =
L

tr(L)

1

Figura 1.18: Diagrama de flujo del modelo de remodelación propuesto.
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