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1. INTRODUCCION

El Analisis por Envoltura de Datos (DEA: Data Elmpenent
Analysis) es una metodologia basada en modelosadgamacion lineal,
propuesta por primera vez en 1978 por Charnes, €opiRhodes, para
estudiar la eficiencia relativa de una serie deashes de decision.

La historia del Analisis por Envoltura de Datosngenza en 1.978,
en la conferencia de Edwuard Rhodes “Data EnvelaprAealysis and
Approaches for Measuring the Efficiency of DecisBducation”. El
problema consistia en evaluar la eficiencia redatig una serie de escuelas
qgue llevaba aparejado el manejo de mudltiples parémeale entrada y
salida, sin emplear las técnicas tradicionaleszatlas hasta la fecha,
fundamentadas esencialmente en modelos econémicestddios en los
precios. La respuesta a este problema represerdnt@ra formulacion
matematica de DEA, en su variante CCR.

DEA nace como una técnica para evaluar la efiGgede una serie
de elementos, denominados usualmente Unidadesrdede Decision, en
adelante DMU: Decision Making Unit, empleandoseapdicha evaluacion
multiples entradas y salidas para cada una deNéds'©consideradas. Las
DMU'’s deben ser comparables: tanto sus entradas sois salidas deben
ser medibles en unidades homogéneas para todss ella

La metodologia DEA requiere de un importante prinpaso
consistente en la identificacién del conjunto dsilmibdades de produccion
del problema, esto es, definir los posibles pumt®soperacion. Las dos
alternativas mas frecuentes son las tecnologiasnieadas Retornos de
Escala Constante (Constant Return to Scale, CRS¢tgrnos de Escala
Variables (Variable Return to Scale, VRS). La téoga CRS considera
como unidad admisible dentro del problema cualqoéenbinacion lineal
de las DMUs observadas, mientras que en la teci@old®S solo se
consideran admisibles las combinaciones linealege@s.

Un segundo paso consiste en la seleccion del m@tef adecuado
al problema a resolver. Existen multitud de mod&e&#\, todos ellos con
el mismo objetivo: encontrar un punto admisiblenakeyor productividad
con el que puedan compararse las diferentes DMUgrdelema. De esta
forma, dada una cierta DMUse formula un modelo de programacion
lineal que busca una combinacién lineal (convex&letaso VRS) de las
DMUs existentes, definiendo de esta forma un cdaojude puntos

16




Capitulo 2 Andlisis por Envoltura de Datos (DEA)

tecnolégicamente admisibles que usan menos entrguasDMU, y/o
produce mas salidas que la DU

Si ningun punto domina a DMUentonces se le denomina unidad
eficiente (global en el caso CRS, y técnicameniceste en el caso de
VRS). Cuando una unidad domina a otra es porque teenos entradas
y/o mas salidas la tecnologia considerada. Si poordrario la DM no
es eficiente, el modelo la proyecta sobre la fi@en&ficiente y mide la
eficiencia de la DMY en términos de reduccién del consumo de las
entradas e incremento en la produccion de salidg. diferentes maneras
de realizar la proyeccion y medicion de la distarentre la DMY y el
punto sobre el que se proyecta. Asi, la orientag@entrada consiste en la
reduccion tanto como sea posible de todos los sesude forma equi-
proporcional sin reducir las salidas. Por otragdd# orientacion de salida
consiste en incrementar tanto como sea posiblgrioductos de forma
equi-proporcional sin un incremento de las entra8asten modelos no
radiales con orientacion de entrada o salida asioconodelos con
orientacion de entrada-salida que intentan consdgnio reduccién de
recursos como incrementos de productos.

Debido a los desarrollos llevados a cabo en ltsmas afios, el
propésito, aplicaciones y perspectivas de futur®Bé se han extendido
mas alla de este concepto inicial. DEA y sus agilorees facilitan un
nuevo enfoque para analizar y organizar datos. Wesilegado a ser una
alternativa y un complemento a los analisis tradiaies de tendencias
centrales aportando, igualmente, un nuevo puntasia para los analisis
de coste-beneficio, estimacion de fronteras, disafeo estrategias,
aprovechamiento de caracteristicas de los elem@ututeros e induccion
de teorias a partir de observaciones externas.

2. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Antes de plantear los modelos basicos de DEA, ex@mos los
conceptos basicos a partir de los cuales se basst@m modelos. Debemos
tener presente que el Analisis por Envoltura de®sae utiliza para evaluar
la eficiencia relativa de unidades productivas faireican de forma similar.
Por lo tanto veamos en primer lugar uno de los epios que definen a
DEA: unidad productiva, para ir mas tarde desanalo el resto.

Unidad productiva.
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Cualquier organizacién que produzca consumienddosigecursos,
con la capacidad de poder modificar tanto el nigel los recursos
consumidos (entradas) como el de la producciordarésalidas). Por esta
capacidad de decision, también se usa para esteptonotro nombre, en
nomenclatura anglosajona, DMU (Decision Making Wnit

ENTRADAS SALIDAS
o
RECURSOS PRODUCTOS

Figura 2.2.1. Esquema de la fabricacion en una DMU.

Productividad.

La productividad (segun Farrel (1957)) de una detexda unidad
productiva se define como la relacién existenteeelis resultados que
obtiene y los recursos empleados en su producé®nna forma de medir
como se estan aprovechando dichos recursos. Paraselde una sola
salida y una sola entrada:

Produccioncreada _ Salida

Productivicad = — =
Recursoconsumido Entrada

En la medicién de la productividad hay que deteamios factores
gue son realmente relevantes respecto de la priddude las salidas de la
unidad productiva. En algunos casos también egliftaultad en medir el
nivel de las entradas y las salidas, ya que pueedelas recursos o los
productos no sean facilmente mensurables. Porajltima vez realizadas
las mediciones, es necesario es necesario ten@rit@no para sumar
entradas y salidas que tienen diferentes unidaslesedida.

Para el caso de varias entradas y varias salidagxpaesion
matematica que se propone es:
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sumaponderaladesalidas
sumaponderadadeentradas

Productidad=

Denotando comoijxa la cantidad de entrada o recurso ‘i’ utilizado p
la unidad ‘', y como ¥j a la cantidad de salida o resultado ‘k’ que preduc
la misma unidad, se obtienen la expresiones:

m
Entradavirtual, = Zl:uij X
i=

S
Salida virtual, = kZij Vi
=1

Donde los términos iu y Vvkj son respectivamente los pesos
correspondientes a cada entrada y salida, que asiomalizan las
expresiones de entrada y salida virtuales, m elendnotal de entradas
consideradas y s el niumero de salidas de la unidad. estos nuevos
conceptos, se puede definir la productividad como:

S
Z Vig Yii

Productividad, ERS

m

D Ui
i=1

Con esta expresion se puede determinar la prodhledivde una
unidad productiva. Sin embargo, lo interesanteeasrtalgin indice que
nos permita comparar unas unidades con otras sasil®or eso debemos
utilizar un nuevo concepto: eficiencia relativa.

Eficiencia relativa.

La expresion que define la eficiencia relativa es:
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Salidavirtualj
Productividad P Entradavirtualj

Productivicad__ ~ Salidavirtual,,, _
Entradavirtual .,

Eficienciaj =

Donde el subindice ' indica la unidad que se vastudiar y el
subindice ‘max’ la unidad de maxima productivid&é. pueden distinguir
varios tipos de eficiencias relativas en funcionlaenidad de referencia
gue se utilice:

Se habla de la eficiencia global cuando se escog® unidad de
referencia la de mayor productividad de entre laseapgtan en estudio.

Eficiencia técnica: se utiliza cuando se elige @ommidad de
referencia la de mayor productividad de entre tadades de su tamafo.

Se define la eficiencia de escala como el cocientee la eficiencia
global y la eficiencia técnica.

Todos estos conceptos introducidos hasta ahora e@nva
continuacion con un ejemplo practico.

2.1. Un ejemplo numérico de aplicacion de DEA

Los diferentes modelos de DEA buscan establecesujogonjunto de
las DMU’s determinan las partes de la superficieolente. Para ser
eficiente, los puntos correspondientes a una detada DMU deben yacer
sobre la mencionada superficie de eficiencia. LagU3 que no
pertenezcan a dicha superficie se denominan ieafies, y el analisis
identifica las fuentes y la cuantia de la ineficiany/o suministra una
medida agregada de la ineficiencia relativa.

Para ilustrar el analisis de los diferentes modelespropone, en
primer lugar, el siguiente ejemplo en el que séatfa cuestion de la
eficiencia de forma intuitiva.

Consiste en el analisis de 7 DMU’s, cada una deuakes consta de
una entrada (recursos consumidos) y una salid&fibers generados).

Graficamente, el problema puede representarse aomonube de
puntos en un espacio de dos dimensiones, en @l@je de abcisas son los
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recursos consumidos (entradas) y el eje de ordenéma resultados
obtenidos (salidas) por las unidades analizadas.

UNIDAD ENTRADA SALIDA
9 7

3

6

10

3

3

8
Tabla 2.2.1. Datos de entrada y salida de cada
DMU

OmMmm|O|0|m|>
ul|oo |01 |~ oo o

12 ~
~—~ 10 - L J
Z sl .
S 61 o *
8 41 o o .
2-
0 T T T T |
0 2 4 6 8 10

Entrada (X)

Figura 2.2.2. Ejemplo grafico

A continuacién se presentan 2 formas de resoludénproblema
planteado en funcion de la tecnologia que se ceresid

2.1.1. Rendimientos de escala constantes

Si consideramos retornos de escala constantesidadimas eficiente
sera la que proporcione mas salidas, consumiendonosneecursos
(eficiencia global). Esto es equivalente a tenenayor valor en la relacion
(ratio) y/x, que se corresponde con el valor dedadiente de la recta que
une el origen con el punto que representa a laadradrrespondiente.
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La eficiencia también puede calcularse proyectdadmidad sobre la
frontera de eficiencia. La proyeccion puede hacaise la entrada
(orientacion de entrada) o de la salida (orientacié salida). Orientacion
de entrada significa estudiar la eficiencia consideo la posibilidad de
obtener los mismos ingresos con menos recursostacién de salida
significa estudiar la eficiencia considerando l|aipididad de obtener mas
salidas empleando los mismos recursos.

Cuando se calcula la eficiencia global, las eficigs obtenidas con
orientacion de entrada y con orientacion de saliaciden.

En el ejemplo hay solamente una unidad eficieatenidad G, lo que
se observa graficamente al trazar la pendientgas@ por el origen.

18 -
16 -
14 4
12 4
10 1 XD

Salida (Y)

o N b O
1 1 1 1

0 2 4 6 8 10 12
Entrada (X)

Figura 2.2.3. Representacion grafica de todas I&4WDs y la frontera eficiente del problema

Este problema se puede resolver graficamente, anque
obtendriamos el siguiente grafico:
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Salida (y)

*

10

Entrada (X)

Figura 2.2.4. Resolucion grafica del problema coieiotacion de entrada

Para la resoluciéon de este problema no aplicamebjdd a su
sencillez, ningun paquete informatico. Podemosesagrtar los resultados
numéricamente en forma de tabla:

EF. TECN.OR

DMU | ENTRADA | SALIDA | EFICIENGIAYX | FPICENCIAGLOBAL \PROYECGION| “Lirmupa | PROYECCION | EFTECN.OR.
0=Y’/X"*100
A 9 7 0,78 48,61 4,38 48,61 14,4 48,61
B 6 3 0,5 31,25 1,88 31,25 9,6 31,25
C 8 6 0,75 46,88 3,75 46,88 12,8 46,88
D 7 10 1,43 89,29 6,25 89,29 11,2 89,29
E 5 3 0,6 37,5 1,88 37,5 8 37,5
F 8 3 0,38 23,44 1,88 23,44 12,8 23,44
G 5 8 1,6 100 5 100 8 100

Tabla 2.2.2. Resultados obtenidos del problema mmdimientos de escala constantes

2.1.2. Rendimientos de escala variables.

Si consideramos retornos de escala variables,jréxista frontera de
eficiencia representada por las unidades que sorrdes técnicamente.
Las unidades con eficiencia técnica son eficieatesomparacion con las
de su tamano. El no ser eficientes globalmentafgigmue no tienen el
tamafo 6ptimo, bien por ser demasiado pequefiadirfriemtos de escala
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decrecientes) respecto a las unidades que soargésiglobalmente (tienen
el tamafio de escala mas productivo: MPSS Most EBtiveuScale Size).

En el ejemplo se observa graficamente que las degl&ficientes
técnicamente son las D y G, y todos los puntospdgagion que forman
una combinacion lineal convexa con ambas DMU’s.

Salida (y)

7 12
7 10
4 8 '

|
- 6 ‘
a 4

" TR .
8 2
O T T v T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14

Entrada (x)

Figura 2.2.5. Resolucion grafica del problema cetornos de escala variables y orientacién de ergrad

Considerar la eficiencia técnica en lugar de laigficia global
significa relajar las condiciones de eficienciadesir, permitir que existan
mas unidades eficientes.

Cuando se calcula la eficiencia técnica, su vajmira las unidades
no eficientes, va a depender de si se utiliza taedon de entrada u
orientacion de salida. Sin embargo, el caractami@ad eficiente no va a
depender de la orientacion.

EFICIENCIA
GLOBAL

EFICIENCIA ORIENTACION ENTRADA ORIENTACION SALIDA

DMU ENTRADA SALIDA yix

Andlisis por Envoltura de Datos (DEA)

(y/x)/max(y/x)*100 PROYECCION  EF. TECN.OR HOLGURA PROYECCION EFICIENCIA
X > p

0=Y’/X*100 h y TEC. L=y/y’*100

10 70

7 0,78 48,61

55,56

HOLGURA

0,5

31,25

83,33

9

33,33

0,75

46,88

75

10

60

1,43

89,29

100

10

100

0,6

375

100

3

100

0,38

23,44

o (o [N o (o0 o

62,5

10

30

® |m |m [ (O (; |»

o (o o N o O [©

16

100

5

100

o (oo | o |o |Jou (o

8

100

2
0
1
0
0
1
0

Tabla 2.2.3. Resultados obtenidos del problema smdimientos de escala variables
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3. MODELOS BASICOS DEA.

En este apartado se desarrollaran los modelosolsage DEA, tanto
para el retorno de escala constante como par&oehoede escala variable,
partiendo del modelo mas basico: modelo ratio.

3.1. Modelos DEA con Retornos de Escala Constantes.

En los modelos que se exponen en este apartadoitéedes toman
como DMU de referencia la de mayor productividad e®re las
observadas a la hora de calcular su eficiencidivalaA continuacion se
exponen tres de estos modelos: el modelo RATI@oelelo CCR-INPUT
y el modelo CCR-OUTPUT.

3.1.1. Modelo Ratio.

A la hora de calcular la eficiencia de cada unidadtiene la libertad
de elegir los pesos que convierten la salida yni@mada agregadas en
valores adimensionales. Con la metodologia DEA cait#ad escogera los
valores de los pesos que optimicen su eficiener@ghdo en cuenta que,
una vez elegidos, seran utilizados por las regani@lades. Por tanto cada
unidad va a comparar su productividad con el rdstdas que estan en
estudio utilizando en cada comparacion los pesndaque su eficiencia
es mejor.

Antes de empezar a plantear los modelos debemesdarcuenta qué
indica cada subindice:

j=1,2,...,n subindice para las DMU’s

i=1,2,...,m subindice para las entradas

k=1,2,..,s subindice para las salidas

Xij cantidad de entrada i consumida por DMU j
Yii cantidad de salida k producida por DMU |

Planteamos un modelo que maximice la eficiencia, ltzertad para
elegir los pesos.
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Analiticamente se expresa de la siguiente forma:

2 VioYio
MAX |hy =%l
Zuia Xis
i=1
S.a.
szJ Yy
e g j=12,..n
U, %
i=1
Vig 2 & k=12,...s
u,2¢ 1=12,...m

donde £ es un numero real estrictamente positivo. Esteorval
representa una constante no-arqguimediana (menoicugiquier niumero
real positivo), y por tanto, en las restriccionesdt aparece, se les obliga
a los pesos a que nunca puedan ser nulos. A la Bhélesta en estudio se
la denota con el subindice J.

El modelo consiste en la resolucionmproblemas de maximizacion
como el anteriormente presentado, correspondiemteada una de las
unidades cuya eficiencia se quiere evaluar. Laifunobjetivo elige los
pesos que hacen maxima la eficiengiddla DMU que se estudia.

Hay una restriccion por cada unidad existente goradlema, y que
obliga a que ninguna DMU pueda tener una eficiemagor que uno. Esta
es la limitacion que tienen los pesos cuando cadfad intenta que tomen
el maximo valor posible. Es decir, cada vez quenia imponerse unos
pesos que garanticen una eficiencia grande, debgu@sse al mismo
tiempo de que ninguna DMU del problema tenga ungieetia
inadmisible (mayor que uno). Por la construccidhnadedelo, si la unidad
no consigue ser eficiente, aun eligiendo los msj@esos posibles para
ello, es que existe otra que con esos pesos ya lo e

De esta forma, una vez resueltos logroblemas planteados, se
obtendrd un subconjunto K formado por las unidabD&8J, que han

26




Capitulo 2 Andlisis por Envoltura de Datos (DEA)

resultado ser eficientes al resolverse el modeborespondiéndoles un
valor hy= 1. Es decir, cumpliran la restriccion con sigeaglualdad:

S *
zvkr ykr
o——=1 r 0K
uir Xir
=1

Y por lo tanto, si la DMy que no cumple esta condicion, seran
considerada ineficiente respecto al subconjuntoefinilo, y tendran un
valor de eficiencia < 1 y una ineficiencia, (1 —h

Este es un modelo que opera con retornos de eswatantes, ya que
el analisis de una determinada unidad consista @orparacion con las
DMUs que poseen la mayor eficiencia observada. &stiebido a la forma
del modelo. Por ello, todas las DM#nalizadas consideran a las mismas
unidades como eficientes.

El nombre del model®ATIO proviene del hecho de que la funcién
objetivo es un cociente. Esto complica su resofyci@ que no es un
problema lineal.

3.1.2. Modelo CCR-Input.

Las siglas CCR se corresponden con las inicialedogleautores
Charnes, Cooper y Rhodes.

Para resolver la complejidad del modelo anteser,opta por
transformar el modelo RATIO en un problema linegliiealente. De esta
forma, se sustituyen los cocientes que aparecerelemodelo por
expresiones lienales.

Maximizar un cociente equivale a hacer maximowsuerador si
su denominador permanece constante, y cuando ugnt®®s menor que
la unidad es porque el numerador es menor quenehadaador. Con estas
consideraciones el modelo anterior quedaria diglgesite forma:
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MAX ZVkJ Yio

k=1

sa:
ZVkakj _zuij Xij <0 J =12,...n
k=1 i=1
ZuiJXiJ =1
i=1
Vi 2E& k=12,...,S
uiJ =2 i :1,2,...,m

Que es conocida como forma multiplicadora.

Como puede observarse, se consigue un modelo dgapracion
lineal con n+1 restricciones y s+m cotas. Las meras restricciones
provienen de linealizar la condicion de que to@dasunidades deben tener
una eficiencia menor o igual que uno.

La restriccion adicional establece una medida deremcia de la
entrada virtual. Asi se asegura que se maximizefiteencia cuando se
hacen maximas las salidas. De esta forma, no edorssigue que el valor
de la funcién objetivo, cuando se resuelve el enoial, sea la eficiencia de
la unidad DMU, sino que ademas se reduce el numero de soluciones

m
alternativas de los pesos, con la restricc%.“uxw =1
i=1

Sin embargo, es mas frecuente utilizar las varsatdld dual de este
modelo para analizar los resultados obtenidos teaagsta metodologia.
Por esto se expone a continuacion el modelo dual:

MIN : o, —t{ihg +ih{}
k=1 i=1

sa:
inj/‘j =0, %, —h’ i=12,...m
=1
D VA =i the k=12,...,s
=1
Aj)hi_|h|:— 20
6, libre
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A esta forma del modelo se le conoce como formalgaite.

Las n variables); son las correspondientes a las n primeras
restricciones del problema primal; la variable correspondiente a la
restriccion restante, yhy h’, denominadas variables de holgura, son las
correspondientes a las s+m cotas existentes. bduoadn de este modelo
consta de dos fases.

En la primera etapa (Fase |) se resuelve el sigumandelo:

MIN : 6,

sa:
ZXU ] -h~ i=12,...,m
z Y =Y +he k=12,..s
Awhjﬂzo
6, libre

Y con la solucién del model; se resuelve la segunda fase (Fase II):

MIN : {ih; +ih{}
k=1 i=1

sa:
ZXU/]] 6 Xi h i=l2,...,m
Zykj/'j =Yio +hy k=12,...,s
=1
Ailhi_|h|: 20
6, libre

Las funciones objetivo de ambos problemas, prim@lial, coinciden
en el 6ptimo, y por tanto se tiene que:

=0, _‘{Z:l:hi_* +k2:;,h|:*} = kZ:;,V;J Y3
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Se puede observar que cualquier unidad puede tameo valores
admisibles:

1
A, =1

A =0, Oj#J
h"=h’=0 OiyOk

La funcion obijetivo intenta, por tanto, gisgenga un valor menor que
la unidad. La resolucion de este problema dualetiena interpretacion
grafica que a continuacibn se procede a explicars kestricciones
establecen una combinacién lineal entre el puntoy) y los restantes
puntos en estudio {Xy;), cuyo resultado es la unidad virtudl;x-(h)’,
vio + (D). La solucién siempre admisible expuesta, cormespoa
considerar que la DMUes combinacion lineal de ella misma. Al
minimizarse 0, son reducidas proporcionalmente las componergdasd
entradas hasta llegar al punto que, con las migakdas, se obtiene la
menor entrada admisible con la combinacion lineallas unidades en
estudio. Esto corresponde a proyectar el puntoesahr hiperplano que
pasa por el origen y por las unidades eficientéprddlema, reduciendo de
forma radial las entradas. &= 1y (h")", () # 0 para alguna entrada o
para alguna salida, se produce una proyeccion gbarabl eje
correspondiente a la variable de holgura que nouts Por otra parte, si
0,=1y (h") = (h) = 0; no se produce ninguna proyeccion, y por t&nto
unidad es eficiente (se proyecta sobre si misma).

En el caso de una entrada y una salida, se pugueseatar el

problema en el plano. Asi, considerando seis umsilade tendria por
ejemplo:
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20 -

18
161 DMU;
14 ] .
S DMU
\‘U./ 12 DMU3 ¢ 5
- 104
= | DMU
S8 omu, ¢ 4
6 - N
41 DMU,
2. .
O T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70

Entrada (x)

Figura 2.3.1. Ejemplo gréafico para una entrada yawsalida.

Donde DMU; es la unidad de mayor eficiencia relativa. La linea
trazada desde el origen hasta dicha DMU son tamopdsibles puntos que
tendrian la misma eficiencia que DM @sto es, la de maxima eficiencia. A
esta linea se le denomina frontera eficiente, yoceepuede observar deja
por debajo suya todas las demas observaciones HEBnsP expresa como
una frontera que envuelve a todas las unidadesgdeel nombre de la
metodologia. Al resolverse el problema para caddadn], graficamente se
estan calculando las proyecciones horizontalessleiidades en estudio

sobre la frontera eficiente

La representacion seria:

20

184
16 4
7 - + DMUgq
3 12- o DMU
b DMU, 5
= 10 -
§ 84 S + DMU,
64 S + DMU,
4
24 A + DMU,
0 L L 1
0 10 20 30 40 50 60 70

Entrada (x)

Figura 2.3.2. Resolucion grafica del modelo CGpafa una entrada y una salida.
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Asi pues, la frontera eficiente es el lugar geoit@tle las unidades
con eficiencia igual a uno. Las proyecciones calta$ representan la
unidad en la que deberia convertirse cada Ppaich que fuese considerada
eficiente, con una reduccion de sus entradas. $tor este modelo esta
planteado con orientacién de entrada. Como prowiehenodelo RATIO,
también es un problema con retornos de escalaardast Por esto el
modelo se denomina CCR-INPUT.

Analizando las variables del dual, e interpretasdasignificado
grafico, podemos observar gages la proporcion de entradas actuales que
deben utilizarse para conseguir la eficiencig son las componentes del
vector de pesos asociados a la combinacion liresalltante y que, de
alguna forma, mide la proximidad de la proyecciésuttante de cada
DMUj;con las unidades eficientes de las que es combiméineal. Pero en
este caso de una sola entrada y una sola saliga In@ comentado nada de
las variables iy h™. Para comprobar su significado grafico, se expone
ejemplo con dos entradas y una salida. Si lasdadree denotan como ‘x1’
y X2’ y la salida como ‘y’, se podria representgaficamente por la
propiedad nomotética que el problema posee. Un gas@rico es el
siguiente:

X2ly 5]

0 10 20 30 40 50 60

x1ly

Figura 2.3.3. Resolucion grafica del modelo CCRaigpdos entradas y una salida

La frontera eficiente esta representada medianti@da que une los
puntos B y C, correspondiente a la representa@bpldno que pasa por el
origen y por dichas unidades. De esta forma, siossidera el conjunto
Tcrs €xpuesto anteriormente de todas las combinacibnesles de las
unidades observadas (los puntos admisibles eroklgmna), la envolvente
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de este conjunto es precisamente la linea quelngmtasentada en el
gréfico.

Asi pues, los hiperplanos paralelos a los ejesonmgn parte de la
frontera eficiente ya que sus puntos no son unglafeientes (no se
proyectan sobre si mismas, es decif)(ly (h) no son 0). Un ejemplo de
esto es el caso representado de la unidad D’, pues solucionando el
problema dual para esta unidad, la proyeccion tasel se produciria en el
punto B, mediante una reduccion rectangular (plasala los ejes) de la
entrada R.

En el caso general, por tanto, apareceran unidapes sélo
necesitaran reduccion radial para proyectarse slabfeontera eficiente
(unidad A), sélo reduccién rectangular (unidad B")ambos tipos de
reduccion (unidad D, al aplicar las 2 fases).

Dado un problema, un modelo DEA se dice que esrianvie a la
traslacion, si haciendo una traslacion de las éasrg salidas originales,
resulta un nuevo problema que tiene la misma swiugptima en la forma
envolvente del modelo que el anterior.

Se puede demostrar que este modelo es invariatgtéraslaciones en
la dimension de las salidas (ver Pastor, 1995).

3.1.3. Modelo CCR-Outpuit.

Si optamos por linealizar la funcién objetivo debdelo RATIO
minimizando el denominador de la expresion y maateio el numerador
constante, obtendriamos un modelo lineal similanérior:

MlN ZuiJ Xi.]
i=1
S.a.
D VY — D Uy X% <0 i=12,..n
k=1 i=1

ZVkJ Yo =1
k=1

Vg 2 € k=12,...s
u, =& i=12,....m
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Donde la funcion objetivo representa ahora el iswate la eficiencia
relativa de la unidad J, y por tanto siempre seagomo igual que uno. Es
un problema con retornos de escala constanteta pazén ya expuesta.

Las consideraciones de este modelo son analogasgaié se hicieron
con el CCR-INPUT. Pero de nuevo, es en el problermesado en su
forma dual donde se advierten las consideracioméBcgs. Asi pues,
construyendo el problema dual se obtiene de formias al caso anterior:

MAX : Y, +£{ihk+ +ih{}
= i=1

k=1

sa:
D XA =x; —h’ i=12,...m
j=1
Zykj/]j =¥y Y +he k=12,...,s
j=1
A,h7,h 20
y, libre

Aparece en este modelo una nueva variable que maassque la
amplificacion radial que debe producirse en laglaalpara proyectarse en
la frontera eficiente. Observando el mismo ejeng#ouna sola entrada y
una sola salida pero resuelto con este nuevo modeoobtendria
graficamente:

20 1

|
18 |
16 - |
|
14 ¢ DMUg
3 124 + DMU
by DMUs | 5
~ 10 : |
= | ‘
S 8 - : + DMU,
6 - ; ¢ DMU,
44 l
|
2 - + DMU,
O L
0 10 20 30 40 50 60 70

Entrada (x)

Figura 2.3.4. Resolucion grafica del modelo CCR&Papuna entrada y una salida.
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Ahora una solucion siempre admisible del problema e

y; =1
A, =1
A, =0 £
h™=h =0 O yOk

Y al igual que en el anterior modelo, corresponddas valores que
toman estas variables en el caso de unidadesnéisigComo en el anterior
modelo, las restricciones establecen una combinditiéal entre el punto
(Xia, Yka) Y los restantes puntos en estudig ), que dan como resultado
la unidad virtual (5 — (N)", v 3 Yo+ (h)). La solucion siempre admisible
expuesta corresponde a considerar que el puntongsirtacion lineal de él
mismo. Al maximizary;, las componentes de las salidas aumentan hasta
llegar al punto en que, con las mismas entrada® tia mayor salida
admisible con la combinacion lineal de las unidadasestudio. Esto
corresponde a proyectar el punto sobre la frorgécgente del problema,
aumentando de forma radial las entradas. Por esteneproblema con
orientacion de salida.

De la misma forma que en el modelo anteriof, sil y (h™)’, () #
0 para alguna entrada o para alguna salida, seaugodna proyeccion
paralela al eje correspondiente al término quesnoud. Siy’ ;= 1y (h")
= (k) = 0, no se produce ninguna proyeccion, y por téamtonidad es
eficiente (se proyecta sobre si misma).

En el caso de una entrada y dos salidas:

20 1
AI
\Z2 B
16 4
14 4 A
12 4
10 D
8 C
6 - *E
4
2 1 o F
0 L] L] L] T 1
0 10 20 30 40 50
y1/x

Figura 2.3.5. Resolucion grafica del modelo CCRaigpdos entradas y una salida.
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Se puede observar los dos tipos de incrementosalita que se
pueden producir en el problema: radial (Fase &cyangular (Fase II).

Este modelo es invariante ante las traslaciondasedimensiones de
entradas.

3.2. Modelos DEA con Retornos de Escala Variables.

Los modelos anteriores no pueden ser utilizaddesoasos en donde
el problema se plantee con retornos de escalablesiaDe esta forma
aparecen nuevos modelos para solucionar dichos.cAsmontinuacion se
exponen los modelos BCC-INPUT y BCC-OUTPUT, pertesrges a esta
clase de modelos.

3.2.1. Modelo BCC-Input.

BCC se corresponde con las iniciales de sus auBaeker, Charnes
y Cooper, fue propuesto por primera vez en 1984.

Para que el modelo considere los retornos de esaak@bles habra
gue introducir, a partir del modelo RATIO linealilra alguna restriccion o
alguna variable que le indique al modelo que caddJptiene que ser
comparada con aguéllas de su tamafio y no con leslasidades presentes
en el problema.

Modificando la forma envolvente del modelo CCR-INPUde la
siguiente manera:

MIN : o, ‘{ihﬁ +Zm:hi‘}
k=1 i=1
sa:

D %A, =6,x, —h’ i=12,...m
=1

177

Zykj/‘j =Y,o +h k=12,...,s
=1

n

Zizl

j=1
A;h7h 20
6, libre
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Se puede observar que la restriccion adicionalapaeece en el dual
de este modelo (suma de las componentes del @gtaw,...,A,) igual a
uno) obliga a que la proyeccién de la unidad set@éesobre el hiperplano
que forman las unidades mas productivas de su tankafigeneral, para
este caso, apareceran unidades que no eran eficiemtel anterior modelo
(retornos de escala constantes) y que sin embargste modelo si lo son.
De ahi que la frontera eficiente esté formada,esrel, por mas unidades
gue en el modelo CCR.

Al igual que en anterior modelo CCR-INPUT, una saio admisible
siempre sera:
6, =1
A, =1
A, =0, Oj #J
h™=h/=0, 0OiyOk
Y la eficiencia relativa de cada unidad de nuev@®,esas mismas
consideraciones que se hicieron con el modelo tlenmes de escala
constantes CCR-INPUT referentes a las proyeccioealizada sobre la
frontera y los valores de las variables de holgswa,también validas aqui.
Como se puede ver, el problema tiene orientaciérerdeada porque la
reduccion radial solo es permitida para las enfrada

El conjunto de los puntos admisibles en el problesegan los
elementos del conjuntoyds y su envolvente, nueva frontera eficiente
(cualquier punto perteneciente a la envolvente@gegpta sobre si mismo).

Hay que hacer notar la nueva forma que adquiciremdéera eficiente
en este caso de retornos de escala variablescensealera el caso de una

sola entrada y una sola salida:
20 -
18 4

16 1 DMU,
141
2 1. owU;
§ 10 -
=
S °]
6 .
4
2 -
0 . . . : . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Entrada (x)

Figura 2.3.6. Resolucion grafica del modelo BCCtuinpara una entrada y una salida.
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La frontera eficiente es la linea quebrada DNDWUj; DMU3-
DMUs y DMUs-DMUs. Las unidades eficientes, por tanto, son MU
DMU; DMUs y DMUg Las posibles proyecciones se encuentran
representadas en le grafico. DiW&blo necesita de una reduccion radial de
su entrada para proyectarse sobre la fronteragraimargo DMU con la
reduccion radial no consigue llegar a la fronterangcesita de una
reduccion rectangular adicional.

Se define “peer group” al conjunto de unidadeseasfies de la que la
proyeccion de una determinada unidad es combinéicéal. En el caso de
la unidad DMU4, su peer group son las unidades DMURMUS3. Se
puede decir que la DMU analizada se debe compararsg proyeccion
para conseguir alcanzar una eficiencia igual a viesta proyeccion puede
ser una unidad que no existe en la realidad délgma pero cuyo tamarfo
de escala es el tamafio de las unidades que comf@irfyzeer group”.

Por otra parte se observa que DMU4 opera con ode escala
crecientes (IRS) ya que se proyecta sobre la zera filontera constituida
por unidades que, para conseguir el tamafo de mayer productividad
del problema (en este caso la unidad DMUS3), debén@ementar tanto su
entrada como su salida. Por un motivo similar, DMipéra con retornos
de escala decrecientes (DRS).

El dual del problema planteado es el siguiente:

MAX szJ Yo —¢;

k=1

S.a.
ZVkakj _Zui.]xij +$,<0 ]=12,...n
k=1 i=1
zuiJXiJ =1
i=1
Vig 2 € k=12,...,5s
uiJ =& | = 1,2,...,m
¢, libre

Considerando que los pesag Y Vi son los vectores directores del
hiperplano que constituye la frontera eficientepgede observar como la
funcion objetivo permite que el hiperplano optinmusion del problema
pueda no pasar por el origen con la introduccidla aeieva variablé;.

El modelo es invariante frente a las traslacioreesalidas, ya que no
existen amplificaciones radiales.
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3.2.2. Modelo BCC-Output.

Si la orientacion del problema es de salida, serulsfa un modelo

analogo al anterior.

MAX:

sa:

Y, +£[th+ +Zhi‘}
k=1 i=1
D XA =x, —h i=12,...m
j=1
Zij/]j =¥ Yo the k=12,...,s
j=1
Z =1
j=1
A7 h 20
y, libre

Resolviendo el modelo de forma grafica para el adsauna sola
entrada y una sola salida:

20 1
18 -
16 -
14 -
12 -
10 -
8
6
4 -
2 4

Salida (y)

0

0

Entrada (x)

Figura 2.3.7. Resolucion grafica del modelo BCCiifpara una entrada y una salida.

Se tiene como frontera eficiente la misma que ezjezhplo anterior.
Las proyecciones se realizan amplificando de foradkal las salidas, en
primer lugar, y si es necesario (como en DMU7) pobgndo de forma

rectangular.
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Llegados a este punto del analisis, todas las dersiiones hechas en
los modelos anteriores son analogas. Se puede cbarpgue el modelo
dual al anterior es el siguiente:

MIN Zuu Xy =5
i=1
Sa:

ZVkakj _Zuij Xij +<rJ <0 J =12,...n
k=1 i=1

ZVkJ Yo =1
k=1

Vg 2 & k=12,..s
u, =& i=12,...m
¢, libre

Este modelo es invariante frente a las traslacideentradas.

3.3. Comparacion entre los modelos CCR y BCC.

En este apartado se pretende analizar de formartdarps soluciones
obtenidas con los modelos CCR y BCC, para podeervas de esta
manera las diferencias entre ambos.

Ambos modelos, por lo explicado hasta ahora, seratitian en la
consideracion de los retornos de escala. Si repm@@ses en un mismo
gréfico el caso de una entrada y una salida cuehgmoblema opera con
orientacion de entrada:

20 -

18 1 DMU,
161

1CCR

Salida (y)

o -

10

Entrada (x)

Figura 2.3.8. Comparacion entre los modelos CCRCOLB
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Asi podemos observar que en el MPSS (linea BMMU:), la
solucion dada por ambos modelos resulta ser la aiganque en esa zona
la frontera es coincidente. En cualquier otra situg la eficiencia
calculada con el modelo BCC (eficiencia técnicempre serd mayor que
la calculada con el modelo CCR (eficiencia globgd),que las unidades
sobre las que se proyectan las unidades PEhalizadas son de menor
productividad.

Aspectos muy similares ocurriran en el caso denta@on de salida.

3.4. Modelo Aditivo (“Additive Model”).

Es un modelo que considera problemas que operametornos de
escala variables. Fue introducido por primera vez @harnes (1985) y
mas tarde fue elaborado por Banker (1989).

La diferencia principal del modelo aditivo con lo®delos BCC vy
CCR reside en que utiliza una métrica rectangutaiugar de la radial
utilizada por los anteriores. Dicho de otra formaaresolucion del modelo
solo va a realizar la segunda fase de las queatmnsbs modelos CCR y
BCC. (Ya sea orientacion de entrada o salida siersprmaximizan las
holguras, y por tanto el modelo aditivo no distiegdichos tipos de
orientaciones).

Las unidades eficientes en el modelo BCC resulfenestes si se
utiliza el modelo aditivo y viceversa. Sin embargoando una unidad
resulta ineficiente, las fuentes de ineficienciauyimportancia detectadas
por el modelo BCC, difieren de las encontradasgbanodelo aditivo. La
razon de ello se debe a la diferente métrica atlhzpor ambos métodos
para la evaluacion de la eficiencia.

Asi pues, si del modelo se elimina, la variable gquelicaba la
reduccion (ampliacién) radial de las entradas das) en el caso de
modelos BCC con orientacion de entrada (salidapsene:

vax: SR +ih-

sa.
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Zﬁj/‘,—:xj-h‘ i=1,2,....m
j=1

D YA = Vi th k=1,2,..,5s
j=1

dA =1

j=1

Ahh 20

La eficiencia calculada en el modelo aditivo de lesdades del
problema son medidas mediante las variables deufaolg y h’. Las
unidades eficientes que se obtienen con este mauktivo y con el
modelo BCC no varian. Es decir, en ambas versisaega a obtener la
misma frontera eficiente. Sin embargo, cuando unmlad DMU es

ineficiente, su eficiencia puede ser diferente ma@a modelo, ya que se
estan utilizando diferentes métricas.

Es posible obtener una version de este modelovaditie opere con
retornos de escala constantes, simplemente onutidad restriccion

> A =1

80 «

60 + =B

L J

. + DMU;
404 s MU
2 e + DMUL
g DMUL
(—Utg 20 < :
# DMU.
0 L] L] L] L] L] L] L] L
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Entrada (x)

Figura 2.3.9. Resolucién del modelo Aditivo parantrada y 1 salida

Se han representado las proyecciones en este mpahiesolviendo el
modelo anteriormente expuesto. Como se puede @rserara la unidad
DMUL1 sélo se aumenta la cantidad de salida (coanc@h una resolucion
con orientacion de salida) para la DMU7 sélo existduccion de entrada
(coincide con una resolucién con orientacion deagial), y para la DMU4
existe modificacion tanto en la entrada como esalaa.
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Una ventaja de este modelo es la de ser invarifraete a
traslaciones. Las traslaciones son necesarias cuaod ejemplo, alguna
de las variables (entradas o salidas) puede tomares negativos. En
estos casos, resulta conveniente el empleo dellmad#ivo.

El dual de este modelo es el siguiente:

MAX ZVkarJ _ZuiJ X +¢,
k=1 =

S.a.
D VY — D UyX; +& <0 i=1,2,....n
k=1 i=1
Vg, =1 k=1.2,...,s
u, =1 1=1,2,....,m

4. APLICACIONES

La metodologia se ha aplicado a multitud de proatersales, debido
a la versatilidad de su formulacién. Podemos dasta modo de resumen,
los diversos temas que se han tratado:

e Sector sanitario

El primer estudio que se realizd fue en 1986, ddal “A comparative
application of Data Envelopment Andlisis and tragsimethods: An
illustrative study of hospital production”.

Se puede mencionar también otro estudio: “Hospanership and
Technical Inefficiency”, Burgess, J.F. y Wilson\R.Y, otro mas reciente:
“Assessing the technical and allocative efficien€yhospital operations in
Greece and its resource allocation implications”

e  Sector educativo

Podemos destacar un estudio de 1981 denominaddudiva Program
and Managerial Efficiency: An Application of Dataelopment Analysis
to Program Follow Through”. Otras publicacionesrehtes a este sector
son:

“Assessing the Effectiveness of Schools With PupflDifferent Ability
using Data Envelopment Analysis”, Thanassoulis, E.
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“Decomposing school and school-type efficiency”lv&l M.C.A. y
Thanassoulis, E.
e  Sector publico/sector servicios

“Evaluation the Efficiency of US Air Force Real-Perty Maintenance
Activities”.

“The efficiency of conventional fuel power plants Bouth Korea: A
comparison of parametric and non-parametric apjmesic

“Slack-adjusted DEA for time series analysis: Peidince measurement of
Japanese electric power generation industry in 19®8".

e  Sector industrial privado

“A methodology for colective evaluation and selestiof industrial R&D
projects”.

“Measuring the performance of operations of Hongéte manufacturing
industries”.

. Sector financiero

“Linking and Weighting Efficiency Estimates withdgsk Performance in
Banking Firms”.

“Efficiency, Profitability and Quality of Bankinge3vices”.

“Allocative efficiency in branch banking”
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