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3. SOLUCIONES ANALITICAS

3.1. FUNDAMENTOS TEORICOS

En el proceso de fusién o de solidificacion (camb fase), el calor se
transfiere, por conduccién desde la parte séliaelecaso de fusién) o desde la
liquida (en el caso de solidificacion) presentaedosa interfase que en el caso de los
materiales puros es una superficie que cambia ske &atemperatura constante,

mientras que en las mezclas, el cambio de fasa sa dn rango de temperaturas.

El fenbmeno de cambio de fase se trata como unlgmabcon fronteras
moviles, dado que a medida que el material cambifage, la interfase donde se
presenta dicho cambio se desplaza en el espacmyg tas propiedades de las dos
fases en general son diferentes, la frontera delirdo sobre el cual se aplican las

ecuaciones diferenciales se mueve.

A continuacién, se muestra un esquema general Fl@daaciones que se
aplican al fenbmeno de cambio de fase y la fornmaccee desplaza la frontera de

cada uno de los dominios:
* Se aplica una ecuacion en la parte sdlida y otta Bguida.

* El dominio de las ecuaciones va cambiando coneehpgo debido al
desplazamiento de la frontera de aplicacion de cada de ella

(desplazamiento de la interfase).

» La diferencia entre el flujo de calor en la partdida y liquida es

proporcional a la velocidad de desplazamiento det¢afase.
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Figura 27. Esquema del desplazamiento de la inteda
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. 9] 0T, (x, 1) 0T (x,t)
Parte solida: Fm (ks 56—x> = ps - Cs Sa—t
. d 0Ti(x,t) dTi(x,t)
Parte liquida: &(kl T) =p -G e
0Ts(S(D), t) 0T (S(D), ) dS(t)
Interfase: kg - I -k - . =p-L- —

Como primera simplificacién en se tiene la de quenaerial de cambio de
fase esta en unas condiciones tales que hace sam&cel uso de las ecuaciones de
cantidad de movimiento debido a que, por ejemmoerscuentra embebido en una
matriz que impide los fenomenos de transporte deangaie puedan ocasionar las
fuerzas convectivas. Por lo tanto a las dos fdepsda y sélida) se les puede aplicar

la ecuaciéon de conduccion de calor.

3.2. SOLUCIONES ANALITICAS

Solo existen soluciones analiticas para un numeitablo de casos, y dentro
de estas soluciones analiticas se pueden distimpsrcasos fundamentales: las
soluciones exactas y las aproximadas, siendo eS8liasas las agrupadas
principalmente por el problema de Stefan y que sa&tado en un apartado mas

adelante.

Los casos que seran explorados con las solucioragi@as son los que se

enumeran a continuacion:

» Temperatura superficial impuesta

» Temperatura impuesta en el aire

Estos dos casos comparten la caracteristica deebdlijo de calor es
unidimensional y la fase liquida es semi-infiniga, decir, que la frontera de la fase

liquida no se encuentra en contacto con la s@glancuentra en el infinito.
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3.2.1.Soluciones analiticas exactas

3.2.1.1. Temperatura superficial impuesta

Este problema tiene solucién exacta, se conoce tmswucion de Neumann.
Se obtiene a partir de las ecuaciones diferencialestradas en los fundamentos
tedricos. A continuacion se presentan los supugdis ecuaciones de con las que se

puede solucionar.

Descripcién del problema:

Se tiene un liquido a temperatura uniforme Ti mayee la temperatura de
solidificacion Tm. En el tiempo t=0, la temperatuta su superficie desciende
instantdneamente a una temperatura To menor queyTesta temperatura se

mantiene constante en el tiempo.

Supuestos:

* Medio semi-infinito
* Flujo unidimensional de calor
* Propiedades constantes

* Cambio de fase a temperatura constante
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Figuras 28 y 29. Condicion inicial y evolucién da temperatura
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Para la parte sdlida la temperatura es:

T (x,t) — T, erf[x/(ZJOLS t)]

Ty — To erf[\]

Para la parte liquida la temperatura es:

T —T; _ erfe[x/(2va - D]
Tn—Ti  erfc[i/as/a]

El parametrd. es funcion de la posicién de la interfase s(t):

A= S(t)/(ZW/O(s . t)

La posicion de la interfase se obtiene a partitadgguiente ecuacion siendo

erf es la funcion de errorgrfc la funcion de error complementaria:
O(s [ e~ Mas/ay) XL\/E
oy LTy To erf[A/as/a] T Co (T — To)

La solucién se puede obtener con un proceso werati

3.2.1.2. Temperatura impuesta en el aire (flujo convectivo)

Este problema tiene solucidon aproximada utilizaetlonétodo del balance

integral de calor (Goodman, 1958).La descripcidomsysupuestos del problema son:

Descripcién del problema:

Se tiene un liquido a temperatura uniforme Ti mayoe la temperatura de
solidificacion Tm. En el tiempo t=0, es expuestmamedio (aire por ejemplo) que se
encuentra a una temperatura To menor que Tm, méntEse constante esta

temperatura en el tiempo.El coeficiente convectwanantiene constante.
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Supuestos:

* Medio semi-infinito
* Flujo unidimensional de calor
* Propiedades constantes

e Cambio de fase a temperatura constante.
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Figuras 30 y 31. Condicion inicial y evolucion da temperatura

Se obtiene por medio de la resolucion del siguisistema de ecuaciones:

T(x,t) =Ty, +a-[x—s(®)]+b-[x—s()]?

a:_(1+X)+“/(1+X)2+(B_1)'X)'(X+2)

k
TR T Ty P DX X+2)

B-1 ,

b=———"—a
4'(Tm_Ti)

h
X(®) = —s(0)

C-(T,, = T
o = & (T = To)
L
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B=1+2-St

g D7 (T = To) -t
ks'ps'L

SZ%B'{[(IJFZB)JF(ZJFB)'X]'[1+B'X'(2+X)]Z

_2@-D, [L+B-X-Q+XIM+[1+X) -2
VB 1+./B
—1+B-QC+X)+[1+B-X-(2+X)]?

—48- (B - Dln 2

XZ
+(Bz+SB)7+2(82+4B—2)-X—(1+2[3)}

Ilgualando las dos ultimas ecuaciones se obtienealel de X para cada
instante de tiempo y con dicho valor ya se puedenab facilmente el campo de
temperaturas.

3.2.1.3. Comentarios sobre las soluciones exactas
* Las soluciones analiticas existen para problemas|kes.

* Algunos de estos problemas no son realistas, ponpp, en el caso de
temperatura superficial impuesta el cambio insteedade temperatura es
estrictamente imposible y puede ser aceptado cqraxianacion en sélo
algunos casos.

» Estas soluciones requieren que las propiedades no®krial sean
constantes.

e La utilidad de estos problemas es que sirven palibrar los métodos de

simulacion.
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3.2.2.Soluciones analiticas simplificadas. Solucion dee&an

La solucién de Stefan es una aproximacion en la spiesupone que el
fendmeno transitorio es dominado por el cambioade fy por tanto las fases liquida
y sélida se encuentran en estado estable. Debidsteasupuesto se desprecia el
almacenamiento de calor por el efecto del cambiteperatura de cualquiera de las
dos fases, por lo que el problema de Stefan estaldklimite inferior de energia
almacenada en un fenbmeno de cambio de fase, adm@stablecer el limite de

velocidad para la ocurrencia de dicho cambio de. fas

Para la aplicacion del problema de esta soluci6fumdamental el uso del
numero de Stefan que esta definido como:

_C'(Tm_TO)

St
L

Este numero establece una relacion entre la caghtdimica del material en
estado solido o liquido y su calor latente. Panmends pequefios de St, la solucion
de Stefan se aproxima bastante bien a la soluciant& Si St=0, la solucion de

Stefan es exacta.

3.2.3. Temperatura superficial impuesta (solucion de
Stefan)

El planteamiento es el mismo que para la soluciacte:
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Figura 32. Evolucion de la temperatura en la soldei de Stefan

Adoracién Cerezuela Parish Estudio térmico dédelsadas
Grupo de Termotecnia 44 ventiladas con aletas dé PC



3. Soluciones analiticas

Para desarrollar la solucion de Stefan, es necesaponer que el liquido se

encuentra a una temperatura inicial igual a laotidicacion.

La posicion de la interfase es:

Ks

ps'L

s(t) = |2 (T, — Ty) - t

La temperatura de la parte sélida:

m=To

T(x,t) =T, + S0

El flujo de energia total de la superficie duraatgiempo que la capa de
espesor X congela es simplemente el calor laté&sieque este método no tiene en
cuenta el calor sensible, aunque la temperatuta dapa congelada decrementa con
el tiempo. Esto contrasta con la solucion exaaa,Tg=T¢, donde se puede ver que el
calor eliminado es igual al calor latente méas dbrcaensible involucrados en la
bajada de temperatura de la capa congelada. Esttdion esta directamente

asociada con asumir el nimero de Stefan igualaa cer
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