6. Diferencias finitas 1D

6. DIFERENCIAS FINITAS 1D

Existen dos métodos para generar un sistema deienaa de diferencias

finitas para problemas de transferencia de calor:

« Comenzar con las ecuaciones diferenciales parailgesalor y expresarlas en

forma de diferencias finitas.

» Realizar un balance de energia para regiones éspede interés.

En este proyecto se ha utilizado el primero deriésodos que a continuacion

se va a detallar.

6.1. APROXIMACION POR DIFERENCIAS FINITAS PARA DERIVADAS

La funcion T(x) puede ser aproximada por una ski¢aylor en x como:

dT(x) Ax? d?T(x) Ax3 d3T(X)+

T(x + Ax) = T(x) + Ax - T + 5 o + e o

y

T(x — &%) = T(O) — A dT(x)_}_Ax2 d’T(x) Ax3 d3T(x)
AT AU = * T 2 dx? 6 dx3

Truncando la primera ecuacién después de los doseqms términos y
despejando la primera derivada de dicha ecuaciéeneimos la aproximacion en
diferencias finitas en forma implicita:

dT(x) T(x+ Ax) — T(x)
dx Ax

+ error(Ax)

El error debido al truncamiento de la serie de diagb del orden déx.
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6. Diferencias finitas 1D

Truncando la segunda ecuacion después de los doerps términos y
despejando la primera derivada de dicha ecuaciéeneimos la aproximacion en

diferencias finitas en forma explicita:

dT(x) T(x) — T(x — Ax)

0 A + error(Ax)

Si truncando ambas ecuaciones en el tercer térrgn@stamos la segunda de las
ecuaciones a la primera y despejamos la primenzadier de la funcion, obtenemos la

aproximacion de la primera derivada en forma ceatra

dT(x) T(x+ Ax) — T(x — Ax)
dx 2+ Ax

+ error(Ax?)

Para obtener la aproximacion en diferencias fird&a$a segunda derivada truncamos
las ecuaciones en el tercer término y las sumapw®sg, posteriormente despejar la
segunda derivada, obteniendo la siguiente relacjaa,es también una relacion de

diferencias centrada:

d’T(x)  T(x+Ax) +T(x—Ax) — 2 T(x)

- 2 + error(Ax?)

Tanto a la fase en estado sélido como a la fagstanlo gaseoso se les puede
aplicar la ecuacion de conduccion de calor ya quesimplificacion se suele asumir
gue no existe conveccion en la fase liquida. Wtikmos el subindice a para
referirnos tanto al estado sélido, liquido o al bante fase, siendo sus propiedades
en cada caso distintas y que seran definidas gdx@imo apartado. De manera que la
ecuacion de conduccion de calor que se utiliza es:

6<K 6T)_ C oT
ax\ a gx) T Patta Gy
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6. Diferencias finitas 1D

Aplicandole a esta ecuacion el método de diferandiaitas explicitas

obtenemos:

T(x+ Ax,t) + T(x — Ax,t) — 2 - T(x, t) T(x,t+ At) — T(x,t)
a’ Ax2 =Cpa-pPa- At

Despejando el término de la temperatura en el tefyit) obtenemos la

ecuacion que se utilizara para el calculo del cadgtemperaturas.

K, At
T(x,t+ At) = oo ek [T(x + Ax,t) + T(x — Ax,t) — 2 - T(x,t)] + T(x,t)
H_J
M
_ 0y - At
~ Ax?
Ka
o, =
? Pa - Cpa

6.2. ESTUDIO DE LAS HIPOTESIS DE SIMULACION

Debido a que es necesario establecer un rango@ralebcurre el cambio de

fase, la primera variable en estudio es justanmestgerango.

El segundo criterio a estudiar es el nivel de rdallmecesario, dado que
aunque es bien conocido que cuanto mas fina seaal@, menor sera el error,
consideraciones relacionadas con la acumulacidrrdees y el tiempo de célculo y
los recursos computacionales, hacen recomendabkleslgafinamiento de la malla

tenga un limite.

Finalmente la tercera variable estudiada es el dasiempo, siendo validas

las mismas consideraciones realizadas para el aevedallado.
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6. Diferencias finitas 1|

6.2.1.Intervalo de temperaturas en el que ocurre el cambi

de fast¢

La siguiente figura muestra a nivel cualitativoftama en la que se |
realizado la seleccion de rango de temperaturas @ne ocurre el cambio de fe

En la figura resulta evidente el efecto de aumegitaango de temperature
Si se selecciona un rango estrecho de temperapanas el cambio de fase,
necesario considar una capacidad térmica muy grande. A medidadighe rangc

se amplia, la capacidad térmica equivalente sece

Cp

T[°C]
Cp A

T [°C]
Cp

T[°C]

Figura 38. Evolucion de la capacidad térmica par#stintos rangos de temperatul
de cambio de fase

El problema de seleccionar un ro de temperaturas muy estrecho, es
dificulta la convergencia del método numérico y anta el error que éste come
Por otro lado, un rango demasiado amplicaleja de la situacion real y finalmente

resultado puede guardar poca relacién conso que se esta estudianc

A continuacion se presentan los resultados obtemdea diferentes rangos
temperatura en los cuales se ha asumido que caluceenbio de fase y se comp.

con la solucion analitica exac
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6. Diferencias finitas 1D

6.2.2.Nivel de mallado y paso de tiempo

Las dos ultimas variables en estudio es el niveinddlado y los pasos de
tiempo. La siguiente figura esquematiza lo que icapVariar el paso de tiempo de

calculo:

La ecuacion del calor discretizada en diferendisitat mediante el método

explicito solo converge si (Carnahan 1969)

0<M<1/

Esta restriccion significa si se quiere que elredmtruncar la serie de Taylor
sea reducido debe reducig®e, por lo que al deber cumplirse la restricciépado de

tiempo también debe reducirse:

Esta puede ser una restriccion severa en téermiadgewhpo computacional,

ya que requiere muchas iteraciones para alcanzampo determinado.

Sin embargo, este método presenta una gran veqigacomo Su propio
nombre indica, las ecuaciones de cada nodo selvesugna a una y por estricto

orden.

Las limitaciones del método explicito se resuelgensiderando un diferente
esquema de paso de tiempo, es decir, utilizandoéébdo implicito o el centrado.
Ademas, el método centrado tiene la ventaja adatide tener un menor error de
truncamiento que el método explicito y el implici®&n embargo, ambos métodos

requieren la resolucion de un sistema de ecuacalgebraicas simultaneo.

A partir de simulaciones y analisis, se encontré ge puede definir un
numero adimensional que permite definir un pasotieimpo adecuado para un

problema particular.

N = St at
-« Ax?
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6. Diferencias finitas 1D

En las pruebas realizadas se ha encontrado quaargencia y el grado de

error son buenos 8i < 1.

Cuanto menores sedix y At el resultado sera mas aproximado a la solucion

exacta.

6.3. CAMBIO DE FASE EN DIFERENCIAS FINITAS

El area encerrada por la curva del calor espediiet® ser igual que el efecto
del calor latente en el incremento de temperdilisgpero Bonacina et al.(1974) notd
gue la forma que asumia la curva no parecia temgoriancia para el célculo del
campo de temperaturas. Bonacina et al. (1973)iéumiie el efecto del calor latente
puede asumirse que ocurre en un rango de tempesakiit AT. Entonces el calor

especifico aparente puede escribirse como:

Tf Tf+AT
2-C, AT = Ci-dT+L+ f Cs-dT
Tf—AT Tf

Si los calores especificos son constantes con rgderatura, el calor
especifico aparente es:
Ci si T<Tf —AT
Ci+Cs 4 L
2 2-AT
\cs si T>Tf+AT

si Tf—AT < T < Tf + AT

Ca

Bonacina et al. (1973) también propuso que la coinddad térmica podia

ser aproximada como:

Ki si T <Tf — AT
Ks — Ki
Ka = {Ki+——=- [T - (Tf - AT)] si Tf— AT < T < Tf + AT
\Ks si T>Tf+AT
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6. Diferencias finitas 1D

6.4. CONDICIONES DE TEMPERATURA IMPUESTA

Para comprobar la validez de las soluciones nuagpoopuestas las vamos a
comparar con las soluciones analiticas. Tambiénpooiparemos como varian las
respuestas variando el intervalo de temperatuguerocurre el cambio de fase en la
solucion numérica modelada. Se parte de las pragesddel material cambio de fase
con 23°C de temperatura de fusién PLUSIGEsacadas del catalogo de la pagina
web de dicha empresa, siendo sus propiedadeglasrdes:

- Densidad: 785 Kg/f

- Calor latente: 170 KJ/Kg

- Conductividad térmica: 0.18 W/(K))

- Calor especifico: 2.22 KJ/(Ki§)

- Espesor del bloque: 0.5 m

- Tiempo final: 100000 s

- Temperatura superficial constante a lo largo @ehftio: -100°C
- Intervalo en que se produce el cambio de fA3es 0.02°C
- Incremento de tiempdit = 80.71 s

- Incremento de espacifx = 0.005 m

- NuUmero de nodos espaciales: N=100

- Numero de nodos temporales: M=1239

La temperatura inicial del blogue para la soluarmérica sera de23.01°C,
pero para la solucion analitica sera se 23°C.Estdebe a que si la temperatura
inicial de la solucidbn numérica coincidiera con @3%n el cambio de fase no se

utilizaria todo el calor disponible en el material.

El nimero de nodos temporales se calcula de mod@&lgnimero de Fourier

sea 3 para de esta forma asegurar la convergencia.

Se van a calcular varios tipos de errores, el emdximo relativo en
temperaturas, el error medio temporal maximo redagn temperaturas, el error
medio espacial maximo relativo en temperaturagredr medio total relativo en

temperaturas y el error maximo relativo en calangferido.
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6. Diferencias finitas 1D

EVOLUCION A LO LARGO DEL EJE
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Figura 39. Evolucion de la temperatura a lo largeeteje para distintos instantes de
tiempo para condicion de temperatura impuesta

Se calcula el error relativo en temperatura pada castante de tiempo y para
cada nodo, de manera que tenemos 100x1239=123@06erelativos:

(Tanatitico — Tdif finitas)

errory(t,x) = abs
Tamalitico

De todos estos errores el valor maximo es de 5.73%.

Calculamos a continuacion la media de los erronesaela instante de tiempo
para todos los nodos, de manera que obtendrem@set&¥es relativos medios en
temperatura para cada instante de tiempo:

Y. errory(t, x)
N

errory(t) =

De estos errores el valor maximo es de 0.073%.
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6. Diferencias finitas 1D

Calculamos a continuacion la media de los erranesada nodo para todos los
instantes de tiempo, de manera que obtendremosit6fes relativos medios en
temperatura para cada nodo:

Yrerrorr(t, x)

errorp(x) = v

De estos errores el valor maximo es de 0.16%.

Calculamos a continuacion la media de todos lax&srpara todos los nodos
y para todos los instantes de tiempo, de maneraohtedremos un error relativo
medio en temperatura:

Y Xixerrory(t,x)
M-N

errorr =

El error relativo medio es de 0.03%

Esta diferencia en la magnitud de los errores empéeatura se debe a que se
producen errores mayores en los primeros instatgegempo y en los primeros
nodos espaciales, sin embargo, a medida que seaaearel tiempo y en los nodos

los errores se reducen drasticamente.

Para calcular el error relativo del calor transferiprimero calcularemos el
calor transferido en cada instante de tiempo tomdadliferencia de temperaturas
entre los dos primeros nodos mas cercanos a lafsig@ara a continuacién sumar

todos estos calores obteniendo el calor transféoizhb

_ AT®H) T, () — Ty (1)
q(t) = —K'A—X'At— —K'A—X'At

q= Zq(t)

El error relativo en calor transferido queda potda

_ Lt Yanalitico(t) — Xt it finitas ()

error, = = 0.78%
d Zt (analitico (t)
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6. Diferencias finitas 1D

Con las mismas especificaciones y propiedades vanves como influye el

intervalo de temperaturas en el que se efecttanebio de fase. Vamos a estudiar 3

casos:
e AT=0.2K
« AT=0.02K
« AT=0.002 K

EVOLUCION A LO LARGO DEL EJE X
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Figura 40. Evolucion de la temperatura a lo largeebeje x para distintogT

Aunque la temperatura inicial en cada caso es di23C, 23.01°C y 23,1°C
se observa claramente como al aumeitala curva de la solucién numérica se aleja

de la solucién analitica, cuya temperatura inisgaha cogido de 23°C.
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6. Diferencias finitas 1D

6.5. CONDICIONES CONVECTIVAS

Para problemas transitorios 1-D con propiedadestantesp, C, y K sujetos
a condiciones de contorno convectivas, para unegiagintervalo de tiempat el

método del balance de energia da la siguiente écugara el nodo del contorno
(D.R.Croft y D.G.Lilley):

AT, K
P'Cp'Vo'Ezﬁ'(n—To)"‘h'(Too—To)
dondeV, = 4%/,
® 0 [ I ® 2 ® 3

AX

AX AX

Figura 41. Esquema de los nodos mas superficialeswhaterial

Expresando la ecuacion anterior de forma explabtanemos:

1
To(t+ At) =2 -Fo - |T(t) + Bi: T, + Ty(t) (m— 1 —Bi)]

Donde
Fo — K, Bi = h - Ax
°T0-C,-Ax2 'K
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6. Diferencias finitas 1D

La comprobacion de la validez de las soluciones émigas propuestas, se
hace mediante la comparacion con las solucioneditieas. con condiciones
convectivas; de forma analoga a lo realizado censtduciones en condiciones de

temperatura impuesta.

El material y las condiciones seleccionadas pasmialacion son las mismas
gue para el caso de condiciones de temperaturaestmulnicamente que la
temperatura superficial no se sabe a priori, sieladdemperatura conocida la

ambiental y teniendo que afadir el valor del cosfite de pelicula:

- Temperatura ambiental constante a lo largo delpger?78.15 K

- Coeficiente de pelicula: h=12 W/iH)

Temperatura[2C]

TEMPERATURA SUPERFICIAL

206
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Figura 42. Evolucion de la temperatura superficipara condiciones convectivas
para 300 y 350 nodos
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EVOLUCION A LO LARGO DEL BLOQUE
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Figura 43. Evolucién de la temperatura a lo largebeje con condicidon convectiva
para distintos instantes de tiempo

La evolucion de la temperatura a lo largo del béoge ha simulado con
Uunicamente 100 nodos, que aunque se ha visto quersete mayor error en la
temperatura superficial, el error cometido a Igdadel blogque es bastante pequefio.
Vemos como la exactitud se incrementa a medida sgu@avanza en el tiempo.
Aunque el blogue mide medio metro, para los tiengwsilados, el resto del bloque

se queda en la temperatura inicial, es decir &ant@eratura de cambio de fase.

Analizando los resultados obtenidos por el prograliseiado, se observa
como la evolucién de la temperatura superficial entiempo coincide con la
solucion analitica. Al haberse obtenido la tempeeasuperficial de un balance de
energia discretizando el blogue, a medida que aame&s el nimero de nodos se
observa como la solucién obtenida por diferendrdtaé se acerca mas a la analitica

y s mas continua.

Vamos a calcular los mismos tipos de errores qumlselaron en la solucion
de condiciones de temperatura impuesta: el errarmearelativo en temperaturas, el

error medio temporal maximo relativo en temperaur error medio espacial
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6. Diferencias finitas 1D

maximo relativo en temperaturas, el error medial teglativo en temperaturas y el

error maximo relativo en calor transferido.

El error relativo en temperatura para cada instdateempo y para cada nodo

es:

(Tanatitico — Tdif finitas)

errory(t,x) = abs
Tamalitico

El valor maximo es de 0.82%.

El error relativo medio en temperatura para cadiaite de tiempo es:

Y. errory(t, x)
N

errory(t) =

El valor maximo es de 0.014%.

El error relativo medio en temperatura para caah res:

Y.cerrory(t, X)

errorp(x) = M

El valor méaximo es de 0.063%.

El error relativo medio en temperatura es:

L Xixerrory(t,x)
M-N

errorr =

El error relativo medio es de 0.008%

El error relativo en calor transferido queda es:

error. — Yt Qanalitico () — Xt At finitas (£)
d Zt Qanalitico (t)

=0.26%

Todos los errores son menores del 1%, por lo qaegstable considerar que
COMSOL es un buen método para calibrar el métodalifdgencias finitas para

condiciones convectivas.
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6. Diferencias finitas 1D

6.6. VALIDACION CON COMSOL EN CONDICIONES DISTINTAS A
LAS ANALITICAS
A continuacién utilizando COMSOL como programa nuow@de referencia
vamos a comparar una solucién numérica con nugsid®lo propio con temperatura
impuesta y una con condicidén convectiva con condis distintas a las analiticas. Se

realizaran las simulaciones con el mismo materiéd3A

6.6.1.Condicién de temperatura impuesta

La temperatura superficial impuesta sera de -100%xntras que la
temperatura inicial sera de 50°C.EIl resto de efipaciones y condiciones seran las

mismas que en los apartados anteriores.

EVOLUCION A LO LARGO DEL EJE X
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Figura 44. Evolucion a lo largo del eje para condines de temperatura impuesta
distintas a las analiticas para distintos instantés tiempo
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Se calcularad el maximo error en los cuatro tiemgosulados. El error en

cada uno de los instantes de tiempo se va a catmnzo:

(Tcomsor — Tor)

error = abs
TcomsoL

El error maximo en cada instante de tiempo es:

t=5000s- 1.3%

t=20000s- 1.11%

t=50000s- 1.35%

t=100000s- 0.76%

El error es un poco mayor que la comparacion cersdduciones analiticas,
sin embargo, sigue siendo muy bajo, de modo geedhucion seguida por el método
de diferencias finitas tiene una gran semejanzalosrresultados obtenidos con
COMSOL.

6.6.2.Condicion convectiva

La temperatura ambiente sera de 5°C, mientrasagiegriperatura inicial sera
de 50°C.EIl resto de especificaciones y condiciseran las mismas que en los
apartados anteriores.
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EVOLUCION A LO LARGO DEL EJE X
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Figura 45. Evolucion a lo largo del eje para condines de temperatura impuesta
distintas a las analiticas para distintos instantés tiempo

Al observar la evolucién en varios instantes denpie (5000s, 20000s,
50000s, 100000s) se ve como la temperatura supéififluye de gran manera en
dicha evolucion. Se aprecia como en la temperatetacambio de fase, en el
programa COMSOL existe una gran diferencia de genes, que el programa en
diferencias finitas no es tan pronunciado. Estodebe a que en COMSOL el
intervalo de temperaturas en que se produce elioatebfase es 1°C, mientras que

en programa de diferencias finitas es de 0.02°C.

En la siguiente figura se representa la evoluc®mademperatura superficial
con respecto al tiempo. Se destaca como las cgevaiéstancian a partir de que se
alcanza la temperatura de cambio de fase, a parta cual la evolucién es fluctuante
hasta que se consigue una evolucion mas suave damukes curvas tienden a volver

a acercarse.
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TEMPERATURA SUPERFICIAL
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Figura 46. Evolucion de la temperatura superficiallo largo del tiempo para
condiciones convectivas distintas a las analiticas

Se calcularad el maximo error en los cuatro tiemgosulados. El error en

cada uno de los instantes de tiempo se va a catmizo:

(Tcomsor — Tor)

error = abs
TcomsoL

El error maximo en cada instante de tiempo es:

t=5000s- 1.07%

t=20000s- 0.43%

t=50000s- 1.14%

t=100000s- 0.87%

El maximo error en la evolucion de la temperatunpesficial a lo largo del
tiempo es 1.3%.Es l6gico que el error sea mayodiaesuperficie, ya que como la

solucion tiende a la temperatura inicial, el etiende a disminuir.
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