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1.- INTRODUCCION

La dindmica es la rama de la mecanica que estudia el movimiento de los cuerpos bajo la accidn de
fuerzas cuya iniciacién se atribuye a Galileo (1564-1642) quien realizé cuidadosas observaciones
sobre la caida libre de los cuerpos, el movimiento sobre planos inclinados y los péndulos. Fué la
inexistencia de medios para medir el tiempo con precisidén lo que retrasé los avances en este
campo hasta que Huygens (1629-1695) inventara el reloj de péndulo en 1657.

Guiado por los trabajos de Galileo, Newton (1642-1727) formuld las leyes del movimiento y
asento la dindmica sobre una base sélida. Posteriormente, Euler (1707-1793) extendid los trabajos
de Newton de particulas o puntos materiales a los sistemas de cuerpos rigido, D’Alembert (1717-
1783) introdujo el concepto de fuerza de inercia, Lagrange (1736-1813) dedujo analiticamente las
ecuaciones generalizadas del movimiento utilizando conceptos energéticos y Coriolis (1792-1843)
extendid la aplicacion de las leyes de Newton a sistemas de referencia en rotacién con la
incorporacion de términos adicionales.

Son las ecuaciones obtenidas por Lagrange las que permiten obtener formulas generales a partir
de las cuales poder extraer resultados de casos particulares y que serdn utilizadas en el desarrollo
de este estudio.

El estudio del movimiento de un disco sobre una superficie en el que este gira o rueda sin deslizar
ha sido realizado en innumerables ocasiones y cuya observacion a través de artilugios como el
disco de Euler, para el caso del giro, hace ain mas fascinante el reto matematico de su resolucion,
permitiendo contemplar el movimiento de rotacidon de un disco y percibir de una forma mas
evidente el proceso de disipacion de la energia cinética que inicialmente fue aplicada al mismo
hasta alcanzar un nuevo estado de reposo sobre la superficie de contacto. Para el caso de la
rodadura, no hay mejor ejemplo que el de la moneda rodando sobre una superficie plana. Puede
observarse en este caso, que su movimiento evoluciona desde una rodadura mas o menos pura,
con una direcciéon aproximadamente recta, hacia una trayectoria curva cuyo radio de giro
desciende paulatinamente hasta finalizar con un movimiento similar al que se produce en el disco
girando. Este cambio de comportamiento se debe a pequeiias perturbaciones en el sistema que
producen, en este caso, la inestabilidad del mismo y su evolucién hasta el reposo, mostrando que
existe por tanto, algun factor o factores que dependiendo de su valor en cada instante,
repercuten en la estabilidad del desplazamiento.

A partir del proyecto realizado por D. Juan de Dios Rey Morillo, “Estudio de la estabilidad de un
sistema mecdanico aro-barra con ligaduras no holénomas”, de cuyos resultados se basa este
proyecto, se realiza el andlisis de las ecuaciones de movimiento dirigido a la obtencién de la
frontera de estabilidad para el caso particular del movimiento de rodadura sin deslizar para el
mismo sélido y cuyas ecuaciones seran comparadas con las que se obtendrian para el aro simple.

Dada la complejidad del sistema de ecuaciones que se espera obtener, la resolucién del sistema
de ecuaciones diferenciales se abordara a través del programa de calculo numérico DINAMICS
SOLVER para extraer un muestreo periddico de la sefial de salida del mismo y su posterior
representacion gréfica.
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2.- DEFINICION DEL SISTEMA MECANICO

El sistema mecdanico objeto de estudio consiste en un aro rigido unido solidariamente a una barra
diametral como se muestra en la figura 1. Este sistema se desplaza sobre una superficie horizontal
gue permite la rodadura sin deslizamiento.

1 4

Fig.1 — Sistema mecdnico aro-barra.

Si en el caso del disco homogéneo o del aro simple, la inercia del sélido respecto a cualquier eje
con origen en su centro geométrico y de masas y contenido en el plano descrito por el mismo
presenta el mismo valor, la barra diametral provoca la desaparicién de esta propiedad vy la
modificacién de las ecuaciones de movimiento. A lo largo del desarrollo del estudio se
mantendran identificados los términos dependientes de la barra diametral y del aro para
posibilitar la identificacidn directa con el caso simple sin barra.

Para la descripcidon de su movimiento sobre una superficie plana con respecto a un sistema de
referencia inercial y por tanto para la determinacién de sus ecuaciones de movimiento, se
requiere la definicidn de una serie de sistemas de referencia y angulos para el posicionamiento
univoco del sistema mecdanico objeto del anadlisis. Si esta eleccidén se realiza adecuadamente, la
descripciéon de la mecanica del sélido se simplifica. A continuacion, en la figura 2, se define el
sistema de referencia inercial o sdélido 0, los sistemas no inerciales de referencia 1, 2 y 3 y los
angulos necesarios para la determinacidn univoca de la posicién del sistema.

N

¢: dngulo de guifiada.
0: angulo de caida.
y): angulo de rotacion.

—_—

2

Fig.2 — Definicion de los sistemas de referencia y dngulos.
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- El sistema de referencia 0O, es el sistema de coordenadas global sobre el que se definiran
los movimientos absolutos.

- El sistema de referencia 1, es el sistema de coordenadas cuyo origen coincide con el
punto de contacto del sistema aro-barra con la superficie plana horizontal de apoyo. El eje
741 es paralelo al correspondiente del sistema de referencia O y representa el eje de giro
que describe el dngulo de guifiada, ¢.

- El sistema de referencia 2, es el sistema de coordenadas cuyo origen coincide con el
punto de contacto del sistema aro-barra con la superficie plana horizontal de apoyo y
cuyo eje z, pasa por el centro de gravedad del sistema. El giro alrededor del eje x5 define
el angulo de caida, 4.

- El sistema de referencia 3, es el sistema de coordenadas cuyo origen coincide con el
centro geométrico y de masas del sistema aro-barra. Su eje x5 sigue la directriz de la
barra diametral mientras que el giro a través de su eje y3 define el angulo de rotacion, y.

Para la definicion de la posicién del sistema mecdanico se utilizardn, ademdas de los dngulos
definidos, las coordenadas del punto de contacto respecto al sélido 0. De este modo, se puede
definir el vector de coordenadas generalizadas:

N N A N
q—(r) siendo § = v ; r—(yc)

Se obtendrdn las ecuaciones de movimiento generales y se particularizardn para distintas
opciones de movimiento. Se analizara si las expresiones obtenidas soportan dicho movimiento o
si por el contrario, este no es posible y en el/los caso/s que corresponda, se identificaran las
ecuaciones de movimiento para el caso de aro sin barra. Finalmente se estudiard la influencia de
los parametros del sistema en la estabilidad del movimiento de rodadura ante pequeias
perturbaciones.
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3.- EL TENSOR DE INERCIA

El tensor de inercia de un soélido rigido es un tensor simétrico de segundo orden, que expresado
en una base ortonormal viene dado por una matriz simétrica, por lo que se denominan ejes
principales y las direcciones de los mismos direcciones principales de inercia. Dicho tensor se
forma a partir de los momentos de inercia segun tres ejes perpendiculares y tres productos de
inercia.

El tensor de inercia del sistema mecanico se encontrard constituido por la suma de términos
inerciales procedentes del aro y de la barra.

ARO

La inercia del aro respecto al eje “y” del sélido 3 es:
2m
Lys = J(x2 +y3)dm = JRde = JRZdelp =pR3f dy = 2m pR3 = M,R?
0
Siendo: dm = pRdy
Por otro lado, la inercia del aro respecto al eje “y” del sdlido 3 se puede expresar como la suma de
las inercias respecto a los planos “x=0" (plano yz) y a “z=0" (plano xy) del mismo sélido:

RZ
— 5 1,=0

lyys =1, +1, =21, = 2I, portanto: I, =1, =M, > by

Por ultimo, la inercia del aro respecto a los ejes “x”y “z” del sélido 3:
RZ
1xx,3 = Izz,3 = Ma?

BARRA

La inercia de la barra respecto al plano “x=0" del sdélido 3:

L/2 L/2 /2 3 M, L?
Ix=fx2dm=f xzpdx=2pf x? dx=2p(x3/3|0/ =2p/3 (L /8) =
-L/2 0 12

Respecto los planos “y=0" y “z=0" del sélido 3:

Iy=12=fy2dm=fzzdm=0

oo o n ow_n

Por tanto, las inercias de la barra respecto a los ejes “x”, “y” y “z” del sélido 3 serdn:

Le=1,+L,=0+0=0
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M, L? M,4R?> M,R?
by =htl, == +0=—p—=—3

M, L? M,4R? M,R?
Loz = I + 1y = = +0= o 3

Por otro lado, se definen los parametros adimensionales:

mg /2 mp /3

S tmy T Gy
m, = M, masa del aro.
my, = M, masade la barra.
Nétese que: 2a+38 =1 (1)

El tensor de inercia, por tanto, adopta la siguiente forma:

Ixx 0 0 a 0 0
Ir=(0 L, 0] = (0 2a+B 0 ) (mg + my)R?
0 0 I, 0 0 a+p 3

Expresidon que puede presentarse diferenciando los términos debidos al aro y a la barra:

a 0 0 0 0 O

IT=1T1+IT2=<O 2a 0) (ma+mb)R2+<O B 0) (mg +my)R?
3

0 0 «a 00[33
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4.- OBTENCION DE LA MATRIZ DE RESTRICCION

A continuacién se desarrolla la condicién impuesta de rodar sin deslizar del sistema mecanico que
se traduce en velocidad nula del punto de contacto.

— @ — —

ve=vi+wAGC=0 (2)

Para la evaluacion de esta igualdad se debe obtener las expresiones de los términos que
intervienen.

La posicion del centro de gravedad del sistema respecto al solido inercial de referencia o sélido 0

resulta:

o Xc sin ¢ sin 6

ré =rc+CG = <yc> +R (—coscpsin@)
079 cos 8 0

La velocidad del centro de gravedad del sistema respecto al sélido inercial de referencia o sélido 0
puede expresarse a partir de la anterior:

. dr6 [%c cosgsing singcosf 0\
vl = =|¥:| +R|singsind —cospcosd 0] G
0 0

dt 0 0 —sin@ 0
o[
donde q:(é') ;G = 0
Y Y

La velocidad angular respecto a los ejes globales:
@ = gk + 00 + )7

Para su evaluacién se necesitan las matrices de giro de los sistemas de referencia asociados a los
solidos del sistema con respecto al sistema global de coordenadas:

cosp —sing 0 x' X

Ay = (singo cos @ 0) siendo A, (y’) = <y>
0 0o 1 2 z
1 O O xll xl
Ag=(0 cosf® —sinf | siendo Ag|y" =]
0 sinf cosé z" 7

cosyp 0 siny X3 x'!
Ay = ( 0 1 0 ) siendo Ay (3’3) = ( ")
—siny 0 cosy Z3 z"
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Por tanto, respecto al sistema inercial de referencia:

0 _/Cos @ _[(—singcosf
@ = ¢<0>+9<Sinfp>+¢< cos ¢ cos 0 )
1 0 sin@

donde:

. 1 cos @

V=4, (0) = <sin (p)
0 0

R 1 0 —sin¢ cos 6
] =A4,4q (0) =4, (cos 9) = ( cos ¢ cos 6 )
0 sinf sinf

Pudiéndose escribir:

' 0 cosg —singcosH % _ (P
= Gq donde G=<0 singp  cos¢cos6 ) ; q=<9> ; g=190
0

1 0 sin @ Y 7,0

€l

Por otro lado, para expresar la velocidad angular en ejes locales se debe encontrar:

A, =A4,"

A_g = AQT
T

A_y = Ay

Asi, conocidas las matrices de giro que pasan de ejes locales a globales, se puede realizar la
transformacidn inversa como a continuacién se muestra:

0
k= A—IPA—GA—([J (0) =

1

cosy 0 —sinyy\ /1 0 0 cosg sing 0 —sin¢ cos 6
=< 0 1 0 )(0 cos 6 sin9><—sin<p cos @ 0>=<c05(pc059>

sinyy 0 cosy 0 —sinf cos@ 0 0 1 sinf

. 1 cosyy 0 —siny\ /1 0 0 1 cosy
V=A_yA_g (0) = < 0 1 0 ) (0 cos 8 sin0> <0> = ( 0 )
0 sinfp 0 cosy /\0 —sinf cosB/ \0 sing

Por tanto:

—siny cos b cosy 0
5=<pk+9u+¢]"=<p< sin 8 >+9< 0 >+1/)<1>=
cos cos 6 siny 0

10
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sin @ 0 1

(—sinv,bcos@ cosy 0)
cospcosd siny 0/,

La velocidad angular en el sistema local serd de utilidad en el calculo del término inercial de la
energia cinética T.

Resta por obtener el término @ A GC:

., 0 cosgp —singcosH ‘P sin ¢ sin 6
8AGC=R<O sin ¢ cos<pcos€> 6 A(—l)(—cos<psin9>=

1 0 sin8 Y cos 0

6 cos @ — ) sin ¢ cos 6 < sing sin @ )

=—R| fsing +ycospcost |A| —cosgsinb
@ +sing cos 6
7 j k
=10 cosgp —Psinpcos® Osing+Ycospcosd ¢ +Psinf|=
sin @ sin 8 —cos @ sin@ cosf

= —R|[(0 sing cos 6 + ) cos ¢ cos?0 + ¢ cos ¢ sin O + 1 cos ¢ sin?6)7
+ (—Bcos?¢ sin 6 — fsin?¢g sin 9)1_5
+ (¢ sin @ sin @ + ¥ sin ¢ sin?@ — 6 cos g cos § + 1 sin pcos?0)j]

Ordenando términos:

—

@AGC = —R[(0singcosf + ¢ cosgsinb +  cos p)i
+ (<p sin @ sin@ — @ cos ¢ cos 8 + ) sin (p)f+ (—9 sin B)E]

O lo que es lo mismo:

. —cos@sinf _[(—singcosb _/—Cosg
5/\GC=R¢<—sin<psin9>+R9<cosgocosH>+R1/J<—singo>=

0 sin 8 0

—singsin® —cos@cosf —sing |g

—cos@sin@ —singpcosf —Cos@
:R( )
0 sin6 0

Por tanto, retomando la expresidn (2):

. Xc cosgsing singcosf 0\
ve = <y'c> +R (sin(p sinf —cos¢cosf 0) q+
0 0

0 0 —sin@ 0

11
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—cosgsing —singcosf —cCosp\ Xc 0 0 —cosep\
+R<—sin<psin0 cos ¢ cos 6 —singo) q=(yc> +R<0 0 —sin<p> q=
0 sin 6 0 0 0 0 0 0 0 0
(0 0 —Rcosgp 1 0

0 0 —Rsing 0 1) (f)
00 0 0 0/,

De esta expresion se define la matriz de restriccidn:

0 0 —Rcosgp 1 0
BT(q)=<O 0 —Rsing 0 1) (3)
0

0 0 0 00

12
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5.- CALCULO DE LA FUNCION DE LAGRANGE

La funcién de Lagrange, L, de un sistema dindmico resume la dindmica del mismo y su expresiéon
es:

L=T-U

Donde T es la energia cinética y U la energia potencial, la energia cinética del sistema es:
1 —12 1 -2 —

T = E(ma +my) |vG| + Ewl(G)a)

Asi:

1 —2 1 -
L= E(ma + my) |vG| +§51(G)5— (mg + my)gR cos b

Siendo, como ya se dedujo anteriormente:

. [% cos@sinf  singcosf 0\ 1 0 0\, -
UG:(Yc) +R<sin<psin9 —cos @ cos B 0) c7=<A 0 1 0)(2):
0/0 0 —sin@ 0/ 0 0 0/ ¢

1 0 O
=(A 0 1 O)q
0 0 O
Por tanto:

—12 —T —
|vG =G .G =

Rcosgsinfd  Rsingsinf 0
R51n<pc056' —Rcosgcosf —sing Rcosgpsin@ Rsingcosd 0 |1 0 O
1 8 8 (Rsin(psine —Rcospcosd 0 |0 1 O)c'[
\ 0 1 0 / 0 —Rsin6 0 10 0 0
0 0 0
R251n29 0 0 Rcosgsin@ Rsingsing 0
/ 1 0 Rsingpcosd —Rcosegcosb 0\
— qT' 0 0 0 0 0 Iq _
R cosgo sinf  Rsingsing 0 1 0 0
Rsingpcosd —Rcosgpcosf O 0 1 0
0 0 0 0 0 0

Mas N
—iTM 6= .T< 3x3 I3x3)
THAZT \Nypy 1303

13
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Para obtener el segundo término de la energia cinética:

1 1 —sinypcosf sinf 0 Ix3 0 0 —sinypcosf cosy 0
551(6)6 = Ec”ﬂ( cosy 0 1) 0 L, O ( sin6 0 1)(1 =
cosypcosf siny 0 0 0 I, cosycosf sinyp 0

=3 cosy 0 1 1y3 sin @ 0 Iy3 q =

1 'T<— siny cosf sin0 0) —Ix3sin1/)cost9 1x3 cosy 0
q
cosycosf siny 0 I, cosypcosf Iz siny 0
I,sin* cos® @ + I, sin® 0 + I, cos®1p cos? @ (I,—1y,)cosysinypcosf Iy, sind

qr (123—1x3) cos 1 siny cos 6 ]x3c0521/) + IZ3sin2¢ 0
I, sin6 0 Iy,

1
2

Si el sistema mecanico no dispusiera de la barra diametral se podria realizar una simplificacion

importante, I = I, = I, ; I,,, = 21, obteniéndose:

3

L L ... {1(cos? @ + 2sin* 6) 21sinf\
S6I(6)8 =2q" 0 I 0 |g
2Isin6 21

Por el contrario, el sistema mecdnico que se desarrolla presenta la particularidad de la
desigualdad de las inercias respecto a los planos ortogonales resultantes de hacer x3 = 0 (Ix3) y
z3=0 (123), es decir, I, # I,, debido a la barra diametral. Por tanto, para la obtencion del

segundo término de la energia cinética se debe sustituir las inercias por sus expresiones.

> I, sin*Y cos? + I, sin?6 + I, cos* cos?6 =
= (m, + my)R?(a sin?P cos?0 + (2a + B) sin?0 + (a + B)cos?P cos?0) =
= (m, + mp)R?(a(sin®Y cos?0 + 2sin?6 + cos?Y cos?0) + P(sin?6 + cos?P cos?6)) =

= (m, + mp)R?(a(1 + sin?6) + B(sin?6 + cos?Y cos?0))

<> — I, cosysinycosO+ [, cosPsinfcosd =
= (m, + my)R?(—a(cos Y sin P cos 8) + (a + B)(cos Ysin Y cosH)) =

= (m, + my,)R?(B cos P sin Y cos )

> — I, sin® = (m, + mp) R*((2a + B) sin6) = (m, + my,) R?(2asin 6 + P sinO)

N

14
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> Iy,cos’P + I, sin* = (m, + my)R?(acos® P + (a + P)sin®P) = (m, + mp)R*(a +
B sin®)

> I, = (m, + my)R*2a + B)

Sustituyendo las expresiones en la matriz, sacando factor comun a (m, + my,)R? y dividiendo las
contribuciones de a y B en dos matrices, resulta:

1 . 1. 1+sin’0 0 2sin®
551(6)5=§C~1T(ma+mb)R2 a( 0 1 0 )
2sin® 0 2
sin0 + cos?Ycos?0 cosPsinPcosO sind
+B| cosysinycosH sin?ys 0
sin 6 0 1

Bl
I

1. .
= EQT(ma + mp)R%(ak’y + BK',)G

Si se define:
k]_ = (XRZkll
kz == BRZkIZ

Obteniéndose el término de la energia cinética en su término inercial:

—7 — 1 L ~
wl(G)w = EqT(ma + mp)(k; + k3)§

N| —

Por tanto, la expresién de la funcidon de Lagrange resulta:
1 g AT 2
L= E(ma + mb)(q Mg+ ¢ (ks + kz)q) — (m, + mp)gR cos 6

A continuacién se pueden sumar las matrices Mzy3 (que corresponde a parte de la matriz M) y k;
pues ambas multiplican por las mismas coordenadas generalizadas.

Msum — <M3X3sum N3X3>
N3X3T I3x3

15
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Siendo:
a+(1+a)sin?0 0  2asinB
M3,5°"™ = R? 0 14+a 0
2asin® 0 2a

Pudiéndose escribir:

L=1 ITMsumg + Gk, §) — Rcos0
2(ma+mb)(q 4+ §"k,q) — (m, + myp)gR cos
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6.- ADIMENSIONALIZACION DE LA FUNCION DE LAGRANGE

La funcién obtenida en el apartado anterior es objeto de su adimensionalizacién como paso
previo al célculo de las ecuaciones de movimiento.

Escalando los parametros x. e y,. por Ry considerando:
(m, + mp)Q?R% =1
=0t donde Q%= g/R

se obtiene:
1 T . 2 k3
L= E(q MSUmg + g7k, §) — cos®

A partir de ahora y en adelante, todas las expresiones se consideran adimensionalizadas,
manteniéndose las designaciones presentadas para cada uno de los vectores y matrices.
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7.- ECUACIONES LAGRANGIANAS DE MOVIMIENTO. FORMA
MATRICIAL.

Las ecuaciones de movimiento segun el principio de D’Alembert-Lagrange para el caso con
restricciones no holénomas:

d (oL _ oL _(h 2
E(a—q)—£+8(q)l con A—(l) eR

Siendo A el vector de multiplicadores de Lagrange del sistema.

Se procede a obtener las ecuaciones de movimiento mediante la sustitucion de las restricciones
de movimiento tras desarrollar las expresiones diferenciales.

oL . .
a_q — MTsumq_l_ kzq
d (L L N ik
E(a_q) = M"™§ + k,q+ D1(q,9)q + D,(8,G)q

A continuacidn se muestra las expresiones que definen a las nuevas matrices D;(q,q) y Dz(q, 61)

d
Di(qq) = %MTsum =

a+(1+a)sin?0 0  2asin® cosgsing  singcosf 0
0 1+a 0 sinpsinf —cospcosf@ O
_9 2asin @ 0 2a 0 0 0|_
dt cosgpsinf singcosd O 1 0 0
\ singpsind —cospcosf 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0

— (MT,(p sumq : MTIOSumq ; MT,'lp sumq ; MT'xC sumq ; MT'yCSumq) —

0 N ' Msum N ) ) . .
(o oo (M e s @ Da s € D5 Na)-
Donde:

N,

® cos@pcosf singpcosf O

(— singsinf cos¢sinf 0)
0 0 0

0 0 0

2(1+ a)sinBcos® 0 2acosH
Mesum —
2acos 6 0 0
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cosgpcosf sinpcosf O
Ng = (— singsinf cos¢@sinf O)
0 0 0

Por otro lado:

sin?6 + cos?y cos?6 cosysinypcosh sinf
= aﬁ cos siny cos @ siny 0 |=
sinf 0 1

. d
D,(q,q) = %kz

= (k209 ;5 kopq ;5 kayQ)

Donde:

—cosysinysinf 0 0
cos 6 0 0

<2 sinf cos§ — 2cos?1 cosfsinf —cosyPsinysinh cos 9)
kag =

—cosy siny sin 6 0 0

(2 sin@ cosfsin?yY —cosysinysinh cos 9)
cos 6 0 0

—2cosy sin cos?8 -siny siny cosO + cosp cospcosd 0
kyy =| —siny siny cos O + cos cosp cos 6 2siny cosy 0=
0 0 0
—2cossiny cos?6  cosB (cos?yP — sin®YP) 0
= cos 8 (cos?y — sin?y) 2siny cosy 0
0 0 0

El segundo término de las ecuaciones de movimiento viene dado por:

o 1o, L 0
—==—(¢"M¥"4 + §"k,§ —2cos8) ==| D, (q,4)¢ + D,"(4,§)G + 2| sin@
dq  20q 2 0

La matriz B(q) de restricciones fue definida en paginas anteriores y su expresion adimensional es:
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0 0

0 0
B(g)=| —cosqp —sing

1 0

0 1/,

Por tanto, sustituyendo los términos calculados resulta:
M""™ + koG + D1(q,§)q + Dz(q,él)él =

0
_1 D,"(q,4)q +D;"(§,§)G + 2| sin6 | | + B(q)A
=5| D' (@ dq +D, 3,4)q 5161 (@)

Obteniéndose un conjunto de cinco ecuaciones adimensionales.

Estas ecuaciones se pueden expresar en dos subgrupos sin mas que considerar los elementos
angulares g por un lado y los cartesianos 7, por otro, de este modo resulta:

1) Mp™™§ + N7 + ky§ + Nyt + (Mg™ ™G + N7 )0 + (0 k20 koyd)G =

"N, + GTN, 7, o 0

: ) A G k6" G ;

~TMBSum,Tq +,',:CTN9Tq +qTN91:,C + , Z'BT,:, + 2 sin @ +
0 G kay G

-1
2|\ q 0

0
—Aicos@ — A, sing

s . . s A
2) NTG+i+Ny"Gp + No'G6 = </1;>

A continuacidn se incorporan las restricciones en velocidad en ambos subconjuntos:

(() 0 —cosgp 1 0) (é)_o
0 0 —sing 0 1/,\r./
Y se definen:

o= (sing)¥
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. COS @\ - —sinq) ..
rc_(sin(p)¢+<c05(p)¢(p
sin@\ 0 ‘
N1'~‘C=< 0 )1/)+<—c059>¢¢
0 0
0 .
Ny7, = | cosf |
0

cos @ '
Ng‘f‘c = 0 1/}
0

Si se sustituyen en las expresiones 1) y 2) se obtiene:

sin @
1) Msum§+< 0 >IIJ.+<—COSQ

0

0

1 210 cos 0

0

0
—Aicos@ — A, sing

T COS @y - —Sin(p
2) Nq+( )¢+(cos<p

sin @

0
)Wp + kG + (cos 9) Yo + MpS™Go +

COSB . . . . .
+< 0 >9¢+(0 kood koyd)g =

0

0

0

. . .- AT P ;
> G MySi™T § + 24)¢) cos 6 +q ]]:2.9T q+2<51n9> +
29

0

H A ~ A A
)W + Ny G + No' G0 = (/1;)

Solo resta eliminar los multiplicadores de Lagrange, A. Esto se consigue operando a través de las

ecuaciones obtenidas. Sumando a la tercera expresion del grupo de ecuaciones 1), el segundo

grupo multiplicado por el vector (cos ¢

sin @) y simplificando se llega a:

sin @
MS’””&?'+< 0 )¢+k2é~i+MeS”mézé+< )élpwz(m)&:
0
1 210 cos 0 N 0 0
=S|\ §7Mg* TG + 290 cos o | + D2 (4.8)7 +2 (sin 9) + ( o )
0 0 —2psin@ — 21 —46¢p cos O
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8.- ECUACIONES LAGRANGIANAS DE MOVIMIENTO. FORMA NO
MATRICIAL.

Se han obtenido tres ecuaciones de movimiento en notacién matricial. A continuacién se
desarrollan dichas expresiones buscando obtener cada una de las aceleraciones aisladas en cada

ecuacion.
Por tanto:
.. Sin 9 .. . . . COS 9 . . . . .
MMG+( 0 |P+kg+M™ GO+ 0 |0Y+ (0 kppd k2yd)d =
0 0

1 210 cos . 0 s\ 0
) GTMgS“™ G + 2y cos | + gT( k2o |G+2 (sin 9)
0 k' 0
0
()
—2¢sinf — 2y —460¢ cos O

A continuacién se muestran las expresiones de los términos que intervienen en la expresion

anterior:
_ fa+(1+a)sin?0 0  2asing) (9
Msum = 0 1+a 0 (6=
2asin @ 0 2a P
(a + (1 + )sin?0)¢ + 2a1) sin 6
= 1+ a)f
2a¢ sin@ + 2a1)
i} sin?6 + cos?y cos?f cosysinyPcosh sinf ‘P
k2q =B cosysiniycosd sin?y 0 o=
sin 8 0 1 Y
(sin?8 + cos?y cos?0)@ + (cosy sinp cos 6)6 + Y sin @
=p (cosy sinp cos 8)¢ + Hsin?y

$sinf +
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My G0 = ( 0 0 0

2(1+ a)sinfcos® 0 2acosb ‘P _
6|0 =
2acos 6 0 0 P

2(1 + @)@ sinB cos O + 2ar) cos @ ‘
0 0
2a¢@ cosf

k26 = B| —cosysinysin 0 0 o=

2sinf cosfsin?yY —cosysinyPsinh cos 9) ®
cos @ 0 0 l/)

—@cosysinysinf

2¢ sin 6 cos 0 sin?y — @ cos P sinyp sin 6 + 1) cos @
=B
@ cos

‘ —2cosysinycos’d  cosf (cos*P —sin’yY) 0\ (¥
k294 = B | cos 6 (cos?y — sin?y) 2siny cosy of{@)=
0 0 0/ \¥

—2¢ cos 1 sinyp cos? + 6 cos B (cos?yP — sinyh)
=p @ cos 6 (cos?yP — sin®yp) + 26 siny cos P

0
' ' ~_ [2(1+a)sinfcos® O 2acosO (P
qTMesum,Tq — ((p ] l/)) 0 0 0 9 —
2a cos b 0 0 P
(21 +a)@sinbcosb + 2a) cos O
2a¢pcos b

=2(1 + a)¢?sin6 cos B + 2a¢ cos 8 + 2a cos =
=2(1+ a)¢?sinf cos b + 4ar¢ cos O

Si se realiza la sustitucion de estas expresiones, se obtienen las ecuaciones en forma matricial,
pudiéndose expresar las ecuaciones de forma separada como se indica a continuacion:
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Ec.1)
@(a + (1 + a)sin?6 + B(sin?6 + cos?fcos?y)) +
+6p cosysinypcos@ +1Psind (2a + £ + 1) + 20 sinf cos 6 (1 + a + fsin?yP) +
+26v) cos 0 (a + Bcos?P) — 62 cosyp sin sin @ — 2B cos P sinp cos?6 = 0
Ec.2)
B¢ cosypsinyp cosB + 6(1 + a + Bsin®y) — ¢y cos (1 + 2Bsin®yY + 2a) +
+2B6) sinp cosy — @2 sin@ cos O (Bsin®PY + 1+ a) —sinf = 0
Ec.3)
$sinf Ra+L+1) +PQRa+p + 1)+ @hacosb (a + fsin®h + 1) +
+@?B cos sinyp cos? — B2F sinyp cosyp = 0

Dado que en las tres ecuaciones aparecen acopladas las aceleraciones, se opera para conseguir
tres ecuaciones en las que solo aparezca una aceleracién en cada una de ellas.

Ec.4) =Ec.1) - Ec.3) sin @
@(a + B cos?Pp)cos?0 + 68 cos P sinip cos O + 260y cos O (a + Bcos?P) —

-2 cosp sin cos?0 — @2 cos sin sin @ cos?6 = 0

Ec.5) = Ec.2) cos?6(a + Bcos?P) — B cos P sin cos 6 Ec.4)

Hcos?0(a(l + a + B) + Bcos?YP) — gpypcos0(a(l + 2a + 28) + Bcos?y) —
—@?cos30[sin 6 (a(1 + a + B) + Bcos?Y)]

Ec.6) = Se sustituye O en Ec.4) y Ec.5):

¢ cosB (a(l+a+ )+ Bcos?P) + 20y (a(1 + a + ) + Bcos?P) —

— @B cospsiny cos@ + B sinf cosysiny = 0

Ec.7)
YPcosh a+ B+ 1)(a(l+ a+ B) + Bcos?) +
+2¢0cos?0(1 + a + Bsin®YP)(a(l + a + B) + fcos?y) +

+@?Bcos30(a(1l + a + B) + fcos?y) cos P siny —
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—62B cos O siny cosy (a(l + a + B) + fcos?y) —

—20ysinf 2a + L + 1) (a(1 + a + B) + Bcos?yP) +

+¢@f cos B sin B cosy siny (2a + f + 1) — Bsin?6 cosPsiny Qa+ B +1) =0

De este modo se alcanzan las siguientes expresiones que representan las ecuaciones generales de

movimiento del sistema mecdnico aro-barra para la condicion del punto de contacto de rodar sin
deslizar:

A) ¢(a(1+ a+ B) + Bcos?P) cos @ — ¢y cosp sin cos 6 +
+20y(a(1+ a + B) + Bcos?P) + B sinf cosy sinyp = 0
B) O(a(1+ a+ B)+ Bcos?y) — opy(a(l + 2a + 2B) + Bcos?yh) cos O —
—@%(a(1+ a + B) + fcos?yP) sinB cos O — (a + fcos?P)sinh = 0
C) Y(1+2a+p) a(l+a+p)+ Lcos*P)cosh +
+2¢00(1 + a + Bsin®yY)(a(1 + a + ) + fcos?yP)cos?0 +
+¢%(a(1+ a + B) + fcos?P)B cosp siny cos30 —
—02(a(1 + a + B) + Bcos?P)B cos sinih cos O —
—20Y (14 2a + B)(a(l + a + B) + Bcos?yY) sin 6 +
+@(1 + 2a + B)B cosp sin cos O sin § —

—(1+ 2a + B)B cosy sinysin?f = 0

Durante el proceso de obtencién de las ecuaciones anteriores, se ha realizado una simplificacién
de las mismas consistente en la divisién entre el factor cos36 . Esta operacién se debe recordar
cuando se analice los valores que convierten en identidades las ecuaciones obtenidas.
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9.- ESTABILIDAD DE LAS ECUACIONES

Como paso previo a la linealizacion de las ecuaciones de movimiento y del estudio de la
estabilidad de los equilibrios, se van a identificar y analizar tres movimientos del sistema aro-
barra particularizando las ecuaciones obtenidas para los valores caracteristicos de las variables
que los definen.

RODADURA (ROD)

“Giro en torno a un eje perpendicular al plano del conjunto aro-barra sin presencia de inclinacion
() alguna”.

Este movimiento queda definido mediante los siguientes valores:

@o = cte ; 6p=0 ; Yo = Qt
o =0 ; 6, =0 ; Yo = Q = cte
@o =0 ’ éo=0 ; lﬁo:O

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones de movimiento obtenidas:

ROD.A) 0=0
ROD.B) 0=0
ROD.C) 0=0

ROTACION (ROT)

T e —

“Giro en torno a un eje perpendicular a la superficie sobre la que se apoya el sistema aro-barray

III

que a su vez es coplanario con e

26



ESTUDIO DE LA FRONTERA DE ESTABILIDAD GIROSCOPICA DE UN SISTEMA MECANICO ARO-BARRA CON LIGADURAS NO
HOLONOMAS

Este movimiento queda definido mediante los siguientes valores:

Qo = wt ; 0p=0 ; Yo = cte
$o = w = cte ; 6p=0 ; o =0
$o=0 ; 9.0:0 ; lﬁo:O

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones de movimiento obtenidas:

ROT.A) 0=0
ROT.B) 0=0
ROT.C) @*(a(1+ a + B) + Bcos?yP)B cosy siny cos30 = 0

w?(a(1+ a+ B) + Bcos?Py)B cosysinp, = 0
Por tanto, para que la ecuacidon ROT.C) se cumpla, debe ocurrir:
(a(1 + a+ B) + Bcos?yPy) > 0
Y esto ocurre si:
ROT.C.1) cosyy =0 > Yy=nm ; n=0,1,... Giro con barra en posicion horizontal.
ROT.C.2) sinyy, =0 2> ¢Yy=nn/2 ; n=0,1,.. Girocon barra en posicion vertical.
ROT.C.3) w =0. Solucidén estatica. El sistema no rota. Equilibrio inestable.

MIXTO

“El sistema se encuentra inclinado respecto a la superficie de contacto, girando respecto a dos
ejes, uno perpendicular al plano que define el sistema aro-barra y el otro perpendicular a la
superficie de contacto”.

Este movimiento queda definido mediante los siguientes valores:

Po = wt ; 6y = cte ; Y, = Ot
Qo = w = cte ; 6, =0 ; Yo = QO = cte
$o=0 ) éo=0 ) 1/').0=0
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En primer lugar se analiza las ecuaciones de movimiento en funcién de los valores que puede
tomar el angulo 6,:

Si 90=7T/2:

Esta condicion implica que el sistema aro-barra ha caido. Se debe recordar que las ecuaciones han
sido divididas por el factor cos 8 por lo que en todas ellas se produciria la identidad. Al haberse
realizado esta operacidn y eliminado estos términos, se descarta la posibilidad de caida del
sistema mecdnico.

Si 90=0:

MIX.A)  —B@oo coSYgsinih, cos?6, + 5 cos P, siny cos By sinfy = 0
cos g siny cos B, (sin 8o — Yoo COS 90) =0

—otpo cos g sinthy = 0

—»  MIX.A.1) cosyy =0 > cosQt =0 Condicidn que no se cumple

permanentemente aun siendo Q = 0.

MIX.A.2) sinyy, =0 > sinQt =0 Condicién que requiereque Q =0.

L » MIXA3) @ =0 oloqueeslomismo, wQ = 0, lo que lleva a las siguientes
posibilidades:

—»  MIX.A3.1) w =0, Q # 0, el conjunto rueda.

—» MIX.A3.2) Q =0, w# 0, el conjunto rota.

MIX.B) (a(1+ 2a + 2B) + [cos?Py)@oio cos By = 0
donde (a(1+ 2a + 2B) + fcos?y,) # 0 por lo que resulta:

—» MIX.B.1) ¢o = w =0 el conjunto rueda.

L—» MIX.B.2) ) = w = 0 el conjunto rota.

MIX.C) 0 = 0

MIX.A)  —B@oP, cos P, sinhg cos By + 5 sin By cosg siny = 0

cos g sinyy, (sin 0y — oo COS 90) =0
cos Qt sinQt (sinf, — wQ cosb,) =0

—»  MIX.A.1)cosQtsinQt =0 2> Q =0, el conjunto rota.
L—» MIX.A2)sinfy — wQcosfy, =0 2 w =tanb,
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MIX.B) -wQ(a(l+ 2a + 2B) + Bcos?y) cosh —

—w?(a(1+ a+ B) + Bcos?yP)sinf cosh —
—(a + Bcos?P)sinf =0

Siendo (a(1+ 2a + 2p) + Bcos?y) > 0, por tanto:

MIX.B.1) w =0 ¥ a + Bcos?y, = 0, lo que implica: cos?yp, = — “/’B < 0.No es

posible.

Si se continta el desarrollo de la ecuacion:

-wQ(a(l+ 2a + 2p) + Bcos?Ot) cos 6, —
—w?(a(1+ a+ B) + Bcos?Qt) sinh, cos B, —
—(a + fcos?Qt) sinf, = 0

-wQ(a(l+2a + 2B) + Bcos?Ot) — w?(a(1l + a + ) + fcos?Qt) sinf, —
—(a + Bcos?Qt)tanf, = 0

Expresidn a la que se le puede aplicar la condicidn resultante en MIX.A.2):

Sise ap

MIX.C)

tan 8, (a(1 + 2a + 2p) + fcos?Qt + a + fcos?Qt) +
+w?(a(l+ a+ f) + fcos?Qt)sinf, = 0

2tan By (a(1 + a + B) + Bcos?Qt) + (a(1 + a + B) + Bcos?Qt)w? sinf, = 0
a6, = w?sin @,

an@, = 5
@*(a(1+ a + B) + fcos?yP)B cos P sinp cos36 +
+¢(1+ 2a + B)B cosp sin cos B sin§ —
—(1+42a+ B)B cosysinysin?g =0

w?(a(1 + a + B) + Bcos?Qt)B cos Qt sin Qt cos30, +
+(1+ 2a + B)Bw cos Ot sin Ot cos O sin 6 —
—(1+ 2a + B)B cos Qt sin Ot sin?8 = 0

lica a la expresidn la condicién obtenida en MIX.A.2):

w?(a(1 + a + B) + Bcos?Qt)B cos Ot sin Ot cos30, +
+(1 4+ 2a + B)B cos Qt sin Qt sin?0 — (1 + 2a + B)B cos Ot sin Ot sin?8 = 0

w?(a(1 + a+ B) + Bcos?Qt)p cos Ot sin Ot cos36, = 0

De donde se extraen las siguientes condiciones, siendo (a(1 + a + B) + Bcos?Qt)B > 0:
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|5 MIX.C.1) w = 0 = Girasin inclinacion ya que es necesario obligatoriamente que
6o = 0 para cumplir la condicidn utilizada procedente de MIX.A.2).

L » MIX.C.2) cosQtsinQt =0 > Q = 0, el sistema rueda sin inclinacion ya que es
necesario obligatoriamente que: 8, = 0 para cumplir la condicidn utilizada
procedente de MIX.A.2).

Se concluye por tanto, que el movimiento mixto definido no es posible para las condiciones
definidas para el mismo. Las ecuaciones que lo describen evolucionan a los otros movimientos
descritos, llegandose a contradicciones.

Una vez ha quedado demostrado que el desarrollo del denominado movimiento mixto no es
posible bajo las condiciones fijadas, se hace necesario el analisis del sistema mecdanico aro sin
barra, f = 0, para corroborar la existencia de dicho movimiento en un caso mas simple en el que
se elimina todos los términos afectados por el parametro .

Las ecuaciones de movimiento para el sistema mecanico aro sin barra son:
0.A) ¢a(l+a)cosh +20yPa(l+a)=0
0.B) a1+ a) — ¢pa(l+ 2a) cosd — ¢p?a(l + a)sinfcosd —asinh = 0
0.0) P(1+ 2a)a(1+ a)cosd +2¢0(1+ a)a(l + a)cos?6 —
—20y(1 + 2a)a(l + a)sind = 0
Se recuerda que las condiciones del movimiento mixto son:
Yo = wt ; Bg=cte ; Yo=A0t
po=w=cte; 0,=0 ; P,=0=cte
$o=0 ; éo=0 il/j0=0
Por tanto, las ecuaciones quedan:

0A) 0=0

0.B) —wQa(1 + 2a) cosd — w?a(1l + a)sinf cosf —asinfd =0

Si de la ecuacidn 0.B) se despeja (), se llega a:

1+a
_ 2 _ ;
Q_(1+2a’)(w a) sin 6,

0C)0=0
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De donde se extrae, ver 0.B), una condicidn para que el movimiento mixto sea posible. Por tanto,
en el sistema mecdnico aro sin barra es posible el movimiento mixto pudiéndose concluir que la
introduccion de la barra diametral incluye términos en las ecuaciones de movimiento que para el
caso en estudio lo imposibilitan. Quedard en este sentido abierta una linea de investigacién
dirigida a la determinacion de la existencia de relajaciones en las condiciones de contorno que
posibiliten el desarrollo del movimiento mixto.
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10.- LINEALIZACION Y SIMPLIFICACION DE LAS ECUACIONES DE
MOVIMIENTO PARA EL MOVIMIENTO DE RODADURA

Se ha comprobado que de los tres movimientos propuestos solo los dos primeros son soportados
por las ecuaciones obtenidas y aportan soluciones de equilibrio.

A continuacidn se realiza la linealizacion de las condiciones de movimiento obtenidas con el fin de
estudiar el movimiento de rodadura afectado por perturbaciones durante su desarrollo. De ahora
en adelante se adoptara la nomenclatura A, B y C para las ecuaciones de movimiento aunque en
adelante estas se refieran al caso particular de la rodadura.

Las sustituciones que se realizardn son las siguientes:
p=vp-0t ; P=9-0 ; P=1
Por tanto:
A) ¢ (oc(l +a+p)+ Beos?(P + Qt)) — @B Qcos(P + Q) sin(yP + Q) + 26Q (a(l +a+
B) + Beos? (P + Qt)) + B0 cos(P + Qt) sin(yf + Qt) = 0

B) 6 (cx(l +a+p) + Beos? (P +.Q,)) - (p(lﬁ + Q) (a(l +2a + 2B) + Beos?(P + Q)) _
—(af + Beos?(P + Q))e =0

C) 1/3(0((1 +a+ p) + Beos?(P +Q)) =0

Donde se han eliminado los términos de segundo orden o superior y se ha sustituido sinf ~8 y
cos 8 ~1 ya que se consideran pequefios valores de 8 (angulo de caida).

Estas expresiones toman una forma aun mas simplificada si se considera el sistema aro sin barra:

A) (Sinbarra) @ga(l+a)+20Qa(l1+a)=0
$+200=0

B) (Sinbarra) fa(l+ a)— @Qa(l+ 2a)— ad =0 donde se ha eliminado el término

@ al tratarse de un término de segundo orden.

C) (Sin barra)
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Acto seguido, para simplificar las expresiones se realizan una las sustituciones que a continuacion
se detallan:

5 1+ cos|(2 1/7 + Ot 1 1 B _
cos?(p + Qt) = ( 2( )) =5t3 [cos 21) cos 2Q¢ — sin 2 sin 2Qt]| =

1 1 ~
=3 + > [cos 20t — 2y sin ZQt]

1- 2(¢P + Qt
sin?(Y + Qt) = COS( 2(¢ )) =%+%

[cos 21 cos 2Qt — sin 21 sin ZQt] =

1 1 = .
=5-3 [cos 20t — 21 sin 20t ]

cos(1/~) + Qt) sin(vf) + Qt) = (cosJ) cos Qt — siny sin Qt) (sinvf) cos Qt + cos sin Qt) =
Considerando pequefias perturbaciones: c051/~) =1; sin1/~) = JJ, por lo que resulta:
= (cos Qt — P sin Qt)(vf) cos 1t + sin Qt) =
= 1cos?Qt + sin Qt cos Ot — P? sin Ot cos Ot — Psin?Qt =
= P(cos?Qt — sin?Qt) + sin Qt cos Ot
Las ecuaciones de movimiento quedan afectadas como se muestra a continacion:
A) & (a(1 +a+ )+ B (1 + cos20t — 21 siHZQt)) -
— PP (cos*Qt — sin®Qt) + sin Qt cos At ) +
+260 <oc(1 +a+p)+ /3%(1 + cos 2Qt — 21p sin 2m)> +
+B0(P(cos?Qt — sinQt) + sin Qt cos Q) = 0

Los términos “21) sin 2Qt” y “ip(cos?Qt — sin?Qt)” aportan términos no lineales al realizarse los
productos por ¢, 6 y Q.

1
¢ <a(1 +a+p)+ ﬁf(l + cos ZQt)> — @LQsinQt cos Ot +

A 1
+26Q <a(1 +a+p)+ ﬁf(l + cos 29t)> + B6sinQtcosQt =0

B) 9(a(1+a+ﬁ)+B%(1+cosZQt—21ﬁsin20t)) -

1 _
—pQ <a(1 +2a +2B) + ﬁ§(1 + cos 20t — 2 sin 29t)> -
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1 _
—<a+ﬁ§(1+cos2m—2¢sin2m)>9 =0

El término ”21/7 sin 2Qt” aporta términos no lineales al realizarse los productos por 6, Qyo.

9<a(1+a+ﬂ)+ﬁ%(1+c0520t)>—(pﬂ<a(1+2a+23)+,8%(1+c0520t)>—

—<a+,8%(1+c0529t)>9 =0
C) J}(a(1+a+ﬁ)+ﬁ§(1+cosznt—2q]sin2m)) =0

$<a(1+a+ﬁ)+ﬁ%(1+coszm)> =0

El siguiente paso sera eliminar de las ecuaciones el pardmetro a, para lo cual se utilizan sus

definiciones:
m
__ N
mg +my
mb/
ﬁ - mq +my

Pudiéndose extraer de ellas la relacion:
2a+38=1

Despejando a se obtiene:

~_2p=la-3p)
ad=——— = — —
2 2 2
Si se sustituye a en las ecuaciones, se puede realizar un estudio en funcién solo del parametro 3:

A) [%(1—3,8)(3—,B)+ﬁ%(1+cosZQt)]¢—

1 1 .
—BQ¢ sin Ot cos Ot + 2Q [Z(l -38)B-p)+ ﬁz(l + cos2Qt)| 6 +
+£0sinQtcosQt =0

B) [>(1-38)(3—F)+p5(1+cos200)]d -
- E(l —38)(2-B) +ﬁ%(1 + cosZQt)] Q9 —

_[1(1—3ﬁ)+,81(1+c0520t)]9 =0
2 2 -
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Q) [%(1—3,8)(3—,8)+ﬁ%(1+c0529t)]1/j =0

Por dltimo, dado que en las ecuaciones aparecen los argumentos Qt y 20t, se expresan todas
ellas con el mismo mediante la aplicacién de:

sin2a = sinacosa + cosasina = 2sina cosa

De este modo se obtiene las ecuaciones con las que se realizara el estudio de la estabilidad
giroscopica del conjunto aro-barra cuando este gira en posicion vertical alrededor del eje
horizontal que pasa por su centro de gravedad y centro de masas (rodadura) con la condicién en
el punto de contacto con la superficie de rodar sin deslizar:

A) [3(1=3B)3 - B) + B3 (1 + cos200)| ¢ — fQp3sin(200) +

+2Q [%(1 -38)(B-p)+ /3%(1 + cos zm)] 6 + ﬁ@%sin(ZQt} =0

B) |3(1—3B)3— ) + B (1+cos206)| 8 — [2(1 = 38) + p5 (1 + cos 20)| 6 —

—B(l—3,8)(2—,8)+ﬁ%(1+c0520t)]9¢ =0

Q) E(l—3ﬁ)(3—ﬁ)+ﬁ%(1+c0529t)]lz =0
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11.- ESTUDIO DE ESTABILIDAD GIROSCOPICA

Para el estudio de la estabilidad del conjunto se hace uso del programa Dinamics solver. Este
programa freeware desarrollado por Juan M. Aguirregaribia permite resolver numéricamente las
ecuaciones diferenciales obtenidas para la posterior representacion grafica mediante el programa
Microsoft Excel.

Por tanto, se introducen en el programa el sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo
orden obtenido mediante su conversidon a un sistema de seis ecuaciones de primer orden:

Dynamical System Type EI[‘XI

| Type |Advanced settings

Dynamical system

() Single ODE

(%) Systemn of 0DEs  Dimension/Order: EI
() Map [iteration]

[ QK. l ’ Cancel ] ’ Help ]

Se definen las variables de las ecuaciones como se muestran a continuacion:

Ph> ¢ Phi > ¢ = (Phi) > ¢
Th>6 Thi > @ ;—x(Thi)eé
Ps > Psi > 1 = (Psi) > 9

Definitions

|\"'ariab|es |Parameters Equations | Initial walues | Boundary

Independent variable (Initial vwalue]
| t || t0 |
Dependent vanable(z) [Initial walue(=])

Collective name(z):

| || var |

Individual name(s]:
1] vai[1]
] Fh | ] Fhi |

A continuacién se definen los parametros 8, Q:

b->p
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omega 2

Definitions

|\-‘ariab|es| Parameters |Equati0ns || Initial values || Boundaly|

Parameter #1
B] - [63 |

Last Paoincaré time
| tp |

Repeated zolutions and phase portraitz

| o[ mx e |

| D| 4= | ny | = |U |

Se introducen las seis ecuaciones en las que se convierte el sistema de ecuaciones:

Definitions

|Variables || Parameters | Equations | |nitial values || Boundary|

Edit definitions
dPh/dt =

~|[Phi

¥

Dielay: |D |

Dizcontinuities: | |

Definitions

|\-‘ariables || Parameters | Equations | |nitial values || Boundary|

Edit definitions
dTh/dt =

[ Thi

W

Dielay: |D |

Digcontinuities: | |
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Definitions

|Variables || Parameters | Equations | |nitial values || Boundary|

Edit definitions
dPeddt =

»||P=1

¥

Dielay: |D |

Dizcontinuities: | |

Definitions

|Variables || Parameters | Equations | |nitial values || Boundary|

Edit definitions

dPhi/dt =
# | Ibr 2®cmega®FPhi*sin( 2*#omega*t )./ { (1—
J*hi*( 3-b) 4+bh- 2% 1+cosi 2*onega*xt
11 i-br2%Thesin( 2*eonega®xt )7 { 1-3=h
1%({3-b) d4+bs 2% 1toos( 24onega®t ) ) )
—2*onega*Thi

¥

Dielay: |D |

Dizcontinuities: | |

Definitions

| Variables | Parameters | Equations | |nitial values | Boundary |

Edit definitionz

dThifdt =
|| ((1-3=b)=(2-b)-2+b-2%{14+co=s{ 2*one
ga*t ) ) j*eomega*Phi-( (1-3=b)*{3-b)~
4+b-2%( 1+cos(2*onega®xt ) ) )+( (1-3*b
1-2+4bo2%( l+cos( 2*%onegaxt ) ) )% Th ( {
1-3xb)*(3-b)-d+b 2% {1+co=s(2*onega
*t31))

w

Delay: |D |

Dizcontinuities: | |
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Definitions

| Wariables | Parameters | Equations | Initial values | Boundary |

Edit definitions
dPsiddt =

~ |

W

Delay: |IJ |

Dizcantinuities: | |

Las condiciones iniciales para todos los casos que se van a estudiar son:

Definitions

|Variables || Parameterz || Equationsl Iritial values | Boundary

Initial conditions
Independent varnable |E |

= Phi= [0 |
Imitial funchions
Phid[t) =
#ll10
v

Definitions

| Wariables | Parameters | Equations| Initial walues | Boundary

Initial conditions
Independent vanable |E |

= Phi= [0 |
Initial furictions
Thidlt] =
10
v
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Como ya se ha mencionado, el programa Dynamics Solver permite resolver numéricamente
sistemas de ecuaciones diferenciales y obtener representaciones de cualquiera de las variables
involucradas. Asimismo es capaz de realizar un seguimiento discreto de la evolucién de las
variables que se desee mostrar mediante cualquier paso que se defina. En este estudio se decide
realizar un muestreo de la evolucién de las variables 6 y cj) en el tiempo para su representacion, o
lo que es lo mismo, un muestreo de la evolucién de estas en pasos de igual valor al periodo de las
funciones trigonométricas, 2Qt, para distintos valores de los parametros £, (. De este modo se
puede obtener un fichero de datos en el que se recogen los valores de las variables seleccionadas
para su representacion grafica y mejor identificacién de su tendencia.

A continuacidn se muestra la tabla resumen en la que se recoge la evolucion de la tendencia de

las variables 8 y ¢ para los valores de los parametros 8 y ) considerados en este estudio.

Punto B Q Evolucion
1 0 0.5 Estable
2 0 0.6 Estable
3 0.05 0.4 Inestable
4 0.05 0.5 Inestable
5 0.05 0.6 Estable
6 0.1 0.4 Inestable
7 0.1 0.7 Inestable
8 0.1 0.8 Estable
9 0.1 0.9 Estable
10 0.15 0.7 Inestable
11 0.15 0.8 Inestable
12 0.15 0.9 Estable
13 0.15 1 Estable
14 0.25 1.1 Inestable
15 0.25 1.2 Estable
16 0.3 1.2 Inestable
17 0.3 1.5 Inestable
18 0.3 1.7 Estable
19 0.33 3 Inestable
20 0.33 4.5 Estable
21 0.3333 4.4 Inestable
22 0.3333 50 Estable

El punto 1 se obtiene de hacer nulo el parametro 3, o lo que es lo mismo, a partir del caso del aro
sin barra diametral. Si se realiza esta simplificacion de | sistema mecdnico se obtiene:

A) %¢+%Qé=0

B) 20 —Qp—50=0
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1
C) -¥Y=0
4
De estas, la Ultima carece de interés en este desarrollo.

Para la obtencidn del valor de Q para 8 nulo, se prueba con las siguientes soluciones:

o =e™u
0 = ety
Resultando:

312 +3m =0
gt U=

3/12 QA ! =0
R U=V =

Que se puede representar en forma matricial:

S IV
u

) 322 1 (v)z(o)

-1 L2 -~

Sistema de ecuaciones que tendra solucidn si el determinante de la matriz es nula:

3 3
—2? -QA
4 2 9 ja_3,2 302, 2[2 22,3423
=A== 1+-QV=21|=21+-0°"—=|=0
_ai EAZ_E 16 8 +2 16 +2 8
4 2
De donde se extrae la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales para el caso de aro sin

barra rodando sin deslizar:

A=0

9/12+392 3—0
16 2 8

La segunda expresion representa una elipse en el plano (- A . Esta curva corta al eje Q en los
valores 2 =0.5.

Estos puntos permiten representar la frontera de la estabilidad giroscépica del sistema mecanico
aro-barra ante el movimiento de rodar sin deslizar bajo la accidn de pequefias perturbaciones que
afectan al equilibrio de los angulos de guifiada, ¢, y caida, 8, en funcién de los parametros (3, Q.
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Frontera de estabilidad giroscdpica

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
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12.- CONCLUSIONES

La curva obtenida evoluciona de forma ascendente, aumentando el valor de la velocidad de giro
del sistema aro-barra desde el valor 0=0.5, caso del aro sin barra, conforme aumenta el valor del
parametro 3, es decir, a medida que la masa de la barra diametral tiene mayor importancia en la
masa total del conjunto, se requiere de una mayor velocidad de giro para estabilizar al sistema
ante una misma perturbacion.

. 1 . . )
El valor del parametro B puede aumentar hasta 3 sesun se extrae de la expresidn que la define y

cuyo sentido fisico corresponde al caso en el que el aro carezca de masa respecto a la barra
diametral por lo que era de esperar una tendencia asintética en torno a dicho valor como
finalmente ha quedado reflejada.

Por ultimo y para justificar adecuadamente la tabla resumen expuesta con anterioridad, se
muestran todas y cada una de las graficas derivadas de los archivos de datos exportados por el
programa para cada caso estudiado.

El primer punto se deducia de la simplificacién de las ecuaciones, haciendo $=0.

- Punto 2:
Curva Thi-Phi
1000
0
z
& 500 _50p 5 1000 1500
1000
1500
Thi
- Punto 3:
Curva Thi-Phi
=400 100
L
o

Thi
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- Punto 4:
Curva Thi-Phi
-100
=
o
Thi

- Punto5:

Punto 6:

Curva Thi-Phi

=400

100

Thi
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- Punto7:

Curva Thi-Phi

400

200

Thi

- Punto 8:

20

- Punto9:
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- Punto 10:

=
o
-600 400
Punto 11:
Thi
Punto 12:

30

Phi
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- Punto 13:
Curva Thi-Phi
=
o
-30 30
" Thi
- Punto 14:
=
a
-600
- Punto 15:

Curva Thi-Phi
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Punto 16:

Curva Thi-Phi

Thi

Punto 17:

Curva Thi-Phi

400

Phi

-600

Punto 18:

Curva Thi-Phi

15
10

(e}
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Punto 19:

Curva Thi-Phi

=
(-9
-1000 -500 1000
1LUUU Thi
- Punto 20:
Curva Thi-Phi

“FUOU

Thi

Punto 21:

Curva Thi-Phi
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- Punto 22:

Curva Thi-Phi

Thi
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