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4 Efectos de compresibilidad

4.1 Movimiento no-estacionario de liquidos en conductos

Figura 1.- Flujo en un conducto descargando a través de una vélvula reguladora.

En lo que sigue, y para centrar ideas se considerara el caso de un conducto de
seccion y rugosidad constantes que toma agua de un deposito (0 embalse)
descargandola al exterior a una cota Hg por debajo del nivel del depdsito bajo la
presencia de la gravedad, o sea, U = gz, donde g es la aceleracién de la gravedad y
z es la cota medida desde la valvula. A la salida del conducto existe una valvula
reguladora del caudal que se modela mediante una tobera convergente de area
minima a la salida que puede variar con el tiempo (Figura 1). Las ecuaciones de
conservacion de la masa y de la cantidad de movimiento determinan la distribucion
de presiones y velocidades en el conducto cuando se retienen los efectos de
compresibilidad del liquido y la elasticidad de las paredes del conducto. Como
condiciones iniciales se impondran las correspondientes al estado estacionario
previo. Por ejemplo si la valvula esta cerrada en el instante inicial, las condiciones
seran las correspondientes a la hidrostatica

v=20, P+ p09Z — Pa — PogHy =0 (4.1)

mientras que si en el instante inicial, la valvula esta abierta, la distribucién de
presiones es la correspondiente a la del estado estacionario. Se tiene entonces
_/‘lpovo

2
P+ pogz=———x+p(0) + pogz(0) (4.2)

2D

donde p(0) y z(0) representan la presion y la cota a la entrada al conducto. El
calculo de p(0) y de la velocidad inicial v, comporta el analisis de los flujos en las
toberas de entrada y salida del conducto donde se supondra que las fuerzas
masicas son despreciables, por serlo las variaciones de cota, y sin friccidon por ser
las longitudes caracteristicas de estas zonas (I) tales que Al/D < 1. Con estas
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condiciones la integracion de la ecuacion de la cantidad de movimiento
proporciona

1 1
p(0) +5p092(0) = pa + pogHy + 5 povi = 0 (4.3)

A

=7y m (44)

1 1
p(L) +5pov§ = pa +5pvé =0, con v
Sustituyendo (4.3) y (4.4) en la ecuacion (4.2) particularizada en x = L se obtiene

_ 2gHg
Yo = |Ta/a5(0)124AL/D (4.5)

y la distribucion de presiones en el conducto en el instante inicial

1 1 A
P +5P0gz = Pa — PogHy = —5pov§ (1 + gx) (4.6)

Para las condiciones de contorno es necesario dar la presién a la entrada del
conducto x = 0y a la salida x = L como funciones del tiempo. Estas condiciones se
obtienen mediante un proceso similar al seqguido para obtener las condiciones
iniciales. En efecto, suponiendo movimiento estacionario entre una seccién aguas
arriba del conducto donde la velocidad es practicamente nula y la entrada del
conducto situada en z(0) donde la velocidad es la del conducto v, la integracion de
la ecuacion (4.17) sin fuerzas masicas ni friccion y proporciona

1 .
p(0,t) + pogz = pa + pogHy —5pov5(0,1),  siv(0,t) >0
p(0,t) + pogz = vy + PogH,, siv(0,t) <0 4.7)

mientras que del analisis de la tobera de salida se tiene

_ 1.2 A _ i
p(Lt) = pa + 2 poVE(L, ) [Ag(t) 1], siv©,0>0

v(L,t) =0, siv(0,t) <0 (4.8)

donde t. es el tiempo de cierre de la valvula. En esta Ultima condicién de contorno
se ha tenido en cuenta que la velocidad es siempre positiva antes del cierre.

Para simplificar el analisis conviene definir las variables adimensionales

p+p0gz— Pa—pogH, v x t
r= 0 t o9 v == x =z, t=— (4.9)

Po Vo L

y la ley adimensional de cierre o apertura de valvula

a(t) = =2 (4.10)
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donde p, representa el valor caracteristico de las variaciones de presion y t, es el
tiempo caracteristico de variacion de las magnitudes fluidas, que se determinaran a
continuacion dependiendo de cada caso 2. En las nuevas variables, las ecuaciones
de continuidad y cantidad de movimiento y las condiciones iniciales y y de
contorno y resultan

Po L OJOp/ ; Op! ovr _
R[EE-I_UE]-FE_O 4.11)
Lﬂ ,O_v’ Po 6_p' — _A_L AP
Voto Ot/ ax'  povZax’ 2D Vvl (4.12)
con las condiciones iniciales
1fat _ _lpo_Vg /‘l_L ’ 1t _
p'(x',0) = 2 oo (1+Dx), v'(x',0)=0 (4.13)
y las condiciones de contorno
2
p'(0,t") = =222 §ip(0,6) > 0
2 po
p'(0,t") =0, siv'(0,t) <0 (4.14)
1; I _lpo_”g i_ 2 1] _pOgHg sy
p(l,t)—z o (a2 1)v (1,t") o sit' <t./ty
v'(1,t") =0, sit! >t./tg (4.15)

En (4.11) se ha despreciado el término gravitatorio ya que gHg/c.? <1 en los casos
de interés.

Las ecuaciones (4.11), (4.12) y condiciones iniciales (4.13) y de contorno (4.14)-
(4.15), que permiten obtener las evoluciones temporales de las distribuciones de
presion y velocidad en el conducto, admiten dos limites asintéticos distinguidos
gue corresponden a los casos en los que: 1) el tiempo de cierre o apertura de la
valvula es mucho mayor o del orden del tiempo de residencia, tc~try 2) el tiempo
de cierre o apertura es pequefio comparado con el de residencia, tc <tr. Como se
vera en lo que sigue, los fenédmenos de compresibilidad aparecen en este ultimo
caso donde pueden distinguirse dos subregimenes asintéticos: 2a) denominado
cierre lento que corresponde al caso en el que el tiempo de cierre es grande frente
al de ida o vuelta de las ondas, ti <t. <t y 2b) cierre rapido, en el que los tiempos
de ida o vuelta de las ondas y de cierre son comparables, ti~t. <t.. De nuevo se ha
tenido en cuenta que en los casos de interés v, <c, y por lo tanto tw <t.. Se
ahadird un tercer régimen para describir la apertura de valvulas desde a=0. En el
sistema de ecuaciones (4.11)-(4.15) han aparecido distintas presiones
caracteristicas: la presion hidrostatica, pogHy, la presion dinamica del estado
estacionario, povo? , la presiéon caracteristica de los problemas con compresibilidad,
PoVoCo, Y €l incremento de presion caracteristico para la aparicion de
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compresibilidad en reposo, pov.? . En lo que sigue se analizaran los regimenes aqui
definidos y se determinaran las presiones caracteristicas de cada uno.

4.1.1 Tiempo de cierre mucho menor que el tiempo de residencia, tc ~ tr.
En este caso se tiene t. ~t, < L/vo ~t-y por tanto de la ecuacion (4.12) interesa
tomar t, = tc Y po = povol/tc. Introduciendo este valor de p, en (4.11), es facil
comprobar que el término de compresibilidad es del orden de (L/cotc)? ~ (ti/tc)?. Si
sucede que tiv <t lo que corresponde al denominado cierre lento, los efectos de
compresibilidad son despreciables en primera aproximacion (se vera
posteriormente que los efectos de compresibilidad pueden hacerse importantes en
los ultimos instantes del cierre de la valvula), mientras que lo contrario sucede en el
denominado cierre rapido en el que ty ~t..

1a) Cierre lento: tiy <t < tr.

En este caso po = povoL/tc > povo? y las ecuaciones (4.11) y (4.12) se reducen a

w_ g CLUNLY TR (4.16)

dxr atr dxr 2D ty

Obsérvese que el termino de friccion es despreciable si

AL t
—<p? K1, 4.17)
2D t,

lo que sucede usualmente excepto en situaciones en las que la longitud de la
tuberia es suficientemente larga. Dado que la friccion no juega un papel esencial
(solo amortiguador) en este caso de cierre lento se supondra, por simplicidad, que

se satisface (4.17) y (4.16) se reduce a

o _ ov | opr _
5 = 0 5o T =0 (4.18)

Por otra parte, las condiciones de contorno (4.35)-(4.36) para t’ < 1 e inicial (4.34)
muestran que en los instantes iniciales del cierre p’ ~vot/L = t/t- <1y Vv’ ~1, lo
gue sugiere buscar la solucién del sistema (4.18) como un desarrollo en serie de
potencias del parametro pequefo t./t-

2
v th)=1+ i—iv'l (', t) + C—i) v, ") ...
! ! ! tC ! ! ! tC 2 ! ! !
PG ) =14 Ep () + (3) Pl ) (4.19)
Introduciendo (4.19) en las ecuaciones (4.18) y en las condiciones iniciales (4.13) y

de contorno (4.14) y (4.15) para t’ < 1, reteniendo solamente términos de orden
superior, se obtiene
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v vy Op's
oxr atr axr 0 (4.20)
con
’ ’ ’ ' 1 ' ' 1/1 1
vi(x, 00 =0, p(0t) =5 p,(Lt)=2(5-1) 55 =0, (4.21)

donde, de (4.26), se ha tenido en cuenta que v, = a(0),/2gH, al cumplirse la
condicion (4.17). Multiplicando la segunda de las ecuaciones (4.20) por dx’ e
integrando entre 0 y x’ se obtiene la distribucién de la perturbaciéon de presién a lo
largo del conducto

!
1dva

X
dat’

+p (', t)—p',(0,t) =0 (4.22)

y si se imponen las condiciones de contorno (4.21), se obtiene la ecuacion
diferencial que determina la velocidad perturbada como funciéon del tiempo

av'y i1 1 ,
at’ 2 [az(o) az] dt (4.23)
y Cuya integracion proporciona
) i 1t/ 1 1 '
vy () =5[] [az(o) ——|dt (4.24)

Obsérvese que la solucion representada por (4.22) y (4.24) es valida en tanto que
el valor de las funciones p’1 y v’1 se mantenga de orden unidad (puesto que para
que el desarrollo (4.19) sea uniformemente valido cada termino de la serie debe
ser mucho menor que el anterior). El comportamiento de (4.24) depende de la ley
de cierre de la valvula; en efecto, si se supone una ley de cierre potencial de la
forma

a(t") = a(0)(a+tH", 0<t'<1, (4.25)

la expresion (4.24) permanece acotada para valores de t’ en el intervalo de interés
si el exponente n de la ley de cierre es n < 1/2 mientras que diverge sin >1/2. En el
primer caso, el desarrollo en serie de potencias (4.19) es uniformemente valido
para todo t’y los términos sucesivos del desarrollo se calculan en forma anéloga a
lo realizado para calcular v’1 y p’1. Un valor muy bajo de n (n < 1/2) significa que en
los instantes cercanos al cierre el area de la valvula se reduce muy rapidamente. En
este caso el liquido no llega a pararse en el instante del cierre y siempre aparece
compresibilidad. Por el contrario, si (4.24) diverge por ser n > 1/2, la solucién
encontrada no es uniformemente valida para todo t’, sino que diverge para t’ — 1,
t — t, como se indica en la figura 4.4, en la que se ha representado
cualitativamente las soluciones aproximadas obtenidas, (4.22) y (4.24). Como
puede verse, estas soluciones divergen para tiempos proximos al de cierre,
produciéndose una brusca subida de presion y deceleracion del liquido que sucede
en un tiempo caracteristico que es muy pequefio frente al tiempo de cierre.

Este comportamiento singular de la solucion aproximada para tiempos proximos al
tiempo de cierre procede de haber despreciado los efectos de compresibilidad en
la ecuacion (4.11), lo que quiere decir que en instantes de tiempo préoximos al
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tiempo de cierre los efectos de compresibilidad se hacen importantes y es
necesario retenerlos en el analisis. El nuevo tiempo caracteristico de variaciéon de
las magnitudes fluidas t, y el orden de magnitud del pico de presién p, se
determinan de las ecuaciones (4.11) y (4.12) de forma que se retenga el efecto de
la compresibilidad, obteniéndose de este modo

Po~Povol/to Y Po/(PoCo?to) Vo/L, (4.26)

A .
I
I
| — Iy
N
Wi
|III
I
I|
I
I
I
1
I
I
I
I
I
IIII
Hi
.l.l I
o 1

e I -

0 I I T

I i
Figura 2.- Figura 4.4: Valores de la presion (- - - -) y velocidad (——-) en la valvula desde el instante inicial hasta el cierre

utilizando las soluciones aproximadas (4.22) y (4.24).

to ~L/Co:tiv y Po~PoVoCo (427)

Si se redefine p’ con po = povoc, la condicion de contorno a la salida se escribe

' n _ Yol 1 2 N _ 1

p L) = o [2 (aZ(O) 1) ve(Lt) 2a2(0)] (4.28)
La relacién (4.27) significa que para que aparezca compresibilidad en tiempos
anteriores al cierre del orden de t;, se debe cumplir que p’(1, t’) ~1. Si se supone

una ley de cierre como la de (4.25) en el limite a — 0 se obtiene

! " ~ 1 tﬂ t_c 2 12 AP
p'(1,t) = 5o (tw) v2(1,t")~1 (4.29)
por lo que se concluye que en el caso de cierre lento, tv < tc < tr, se evitara el
golpe de ariete en los ultimos instantes del cierre si y solo si

) t, 1/2n
t. >ty |a (0)7 (4.30)

Esto es, para un cierre lento cuya ley de areas se comporta en la forma descrita en
(4.25), los fenédmenos de compresibilidad no cuentan si el tiempo de cierre cumple
(4.30). En caso contrario los fendémenos de compresibilidad son importantes en las

Ultimas etapas del cierre, esto es, cuando t. —t ~ti.
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El proceso de resolucion de las ecuaciones completas en las que se incluya el
término de compresibilidad es enteramente similar al que se realizara en el
proximo apartado correspondiente a cierre rapido.

1b) Cierre rapido: tc ~tw <t

En este caso los fendmenos de compresibilidad son importantes desde los primeros
instantes del proceso de cierre de la valvula ya que el tiempo caracteristico del
movimiento del liquido en el conducto t, ~t. ~ti y los valores caracteristicos de la
presion son po~povoCo. Tomando to=tiv Y Po=poVoCo y despreciando los términos de
orden tiv/tr = vo/co las ecuaciones (4.11), (4.12) se reducen a

| 2, Moy, (4.31)
dtr  dxr dtr  dxr 2D ¢,
con las condiciones iniciales
v'(x',0) =1, y p'(x',0) = —;‘—LL)’;—ZxZ (4.32)
y de contorno
p'(0,t) =0
p'(1L,t) = —%%— %, sit! < t./ti
v'(1,t") =0, sit' <t /[ty (4.33)

Notese que las ecuaciones (4.31) recogen todos los casos anteriores, por lo que se
pueden considerar como las ecuaciones generales del movimiento de liquidos en

conductos cuando vo/co <1y gHy/co? < 1.

Las ecuaciones (4.31) pueden transformarse para su solucién por el método de las
caracteristicas. En efecto, sumando o restando estas dos ecuaciones se obtiene

a ! ! a ! !
(v +,p)+ G +,p)+£ﬂv’|v’| =0 (4.34)
at dx 2D cq
a(v'—p’) a(v'—p') E@ Il
ot oot [v'| =0 (4.35)
por lo que
- ax’ _ o('+p") L Mvo 1 =
(c+) :sobre —= =1 o +2D60v| |=0,
9. ax’ _ _ o' ") L ALwo ryny =
(c-) : sobre = 1 oo o [v'|=0, (4.36)

Para ilustrar la resolucion de (4.36), antes de pasar a la resoluciéon del caso general
mediante el tratamiento numérico de este problema, consideremos el caso del
cierre instantaneo de wuna valvula en ausencia de friccion. Al cerrar
instantaneamente la valvula situada al final de un conducto de desaglie de un
deposito, el liquido ha de cumplir la nueva condicién de contorno (velocidad nula
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en la valvula), por lo que se forma una onda que viaja aguas arriba incrementando
la presion para dejar al liquido, a su paso, con velocidad nula (ver figura 4.6a). Al
llegar a la base del depésito la presion detras de la onda es distinta de la que hay
en ese lugar (p’=0) y por tanto la onda se refleja y viaja aguas abajo disminuyendo
la presion y haciendo que el liquido se ponga en movimiento hacia el depésito (ver
figura 4.6b). De nuevo al llegar la onda a la valvula no puede cumplirse la
condicién de contorno (v’ = 0), puesto que la velocidad detras de la onda es finita
(v’ = 1), la onda vuelve a reflejarse y a su paso deja al liquido parado de nuevo,
disminuyendo su presion (figura 4.6c). Esto hace que nuevamente deje de
cumplirse la condicion de contorno en la base del depdsito y la onda vuelva a
reflejarse dejando al liquido en las condiciones iniciales (figura 4.6d). Al llegar la
onda a la valvula vuelve a producirse el mismo proceso que se repetira
periédicamente con un periodo de 4L/co = 4tiv.

En este caso las ecuaciones (4.36) se reducen a
(c+) : sobre dx’=dt’d(v’'+p’) =0,
(c-) : sobre dx’=—dt’d(v’'-p’) =0, (4.37)
con las condiciones iniciales
V(x,0)=1yp'(x,0)=0 (4.38)
y de contorno
p0,t)=0yVv(Lt)=0 (4.39)

Es facil ver que la solucién a este problema en el plano x’, t’ es la representada en
la figura 4.7. El eje x’ representa la condicién inicial p’= 0y v’ = 1. Las condiciones
de contorno se
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Figura 3.- Ondas de compresién y expansion en el cierre instantaneo de valvulas.

impondran, para todo t> enx’=0, p’=0yen x’=1v’'=0. La onda de compresion
inicial se forma en la valvula (x’ = 1) en el instante t' = 0 y viaja por el conducto
hacia el dep6sito, llegando a la base de este en el instante ¢’ = 1. Por tanto, un
observador que se mueva sobre dx’ = —dt’ desde un punto B de coordenadas (x’s 0)
llegara a (0, x’s), cumpliéndose que v’ - p’=v’s - p’s = 1, por lo que la velocidad en
la base del depésito hasta t’ =1 es v’ = 1, como era de esperar. De igual forma,
cualquier punto del conducto al que no haya llegado la onda de compresion inicial
tiene una velocidad v’ = 1 y una presion p’ = 0, como se puede comprobar de las
relaciones

(c+) :sobredx’=dt’v'+p’=va+pa,
(c) : sobre dx’= dt'v’ - p’=V’s - p’s, (4.40)

escogiendo puntos B sobre el eje x’y puntos A sobre el eje x’ 0 sobre el eje t’ en el
intervalo 0 < t’< 1. Por otra parte, partiendo de uno de los puntos A y moviéndose
sobre dx’ = dt’ hasta la valvula (x’ = 1), se cumple que v'+p’=v’'A+p’A=1, delo
gue se deduce que la presion en la valvula en el intervalo 0 <t' <2 es p’ = 1.
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Ilgualmente se puede comprobar que en los puntos del interior del conducto por
los que ha pasado la onda de compresiéon pero

T

p=0 i

Figura 4.- Diagrama x~¢’de la evolucion de la velocidad y la presién a partir del cierre instantdneo de la vélvula reguladora.

todavia no ha llegado la de expansion v’ = 0y p’ = 1. Del mismo modo puede
razonarse hasta completar el resto de la figura 4.7. En la figura 4.8 se representa la
evolucién de la presion adimensional en la valvula en funcién del tiempo.

Si el cierre de la valvula se produce en un tiempo finito t. ~ tiv la presién en la
valvula aumenta progresivamente antes del cierre. Si el exponente n de la ley de
cierre es pequeno esta presion alcanza el maximo justamente en instante del cierre
y para valores de n grandes el maximo se produce antes del cierre, ya que en estos
casos el area disminuye muy lentamente a partir de alcanzarse ese valor (ver figura
4.5). En la figura 4.9 se representa el valor maximo alcanzado en un cierre rapido
sin friccion como funcién del tiempo de cierre paran=1y n = 2.

A partir del instante de cierre la presién oscila con un periodo que es de nuevo 4ty,
como se muestra en la figura 4.10. En este caso se ha tenido en cuenta ademas el
efecto de la fricciona, que produce la amortiguacién de las oscilaciones de presion
en un tiempo t ~ t./(AL/D) ~ D/(Avo) [ver (4.12)]. Hay que tener en cuenta que
cuando en algun punto del conducto la presion alcanza la presion de vapor del
liquido hay que replantear el problema debido a la aparicion de cavitacion.
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Figura 5.- Evolucion de la presion en la vélvula en un cierre instantaneo.

4.1.2 Apertura de valvula desde a = 0.

La diferencia esencial de tratamiento estriba en que cuando a(0) # 0 se elegia v, =
ve (velocidad correspondiente al estado estacionario), que en este caso es nula, y
por tanto no puede elegirse este valor para adimensionalizar la velocidad. Sin
embargo, dado que cuando la valvula esta cerrada la distribucion de presiones en
el conducto viene dada por la fluidos tatica pa + pgHgy, y que en el momento en que
se abre la valvula la presion a la salida es pq, los incrementos de presion son del

orden de pgHgy y se tomara po = pgHy y vy = \/gHj.

Siguiendo un camino analogo al de los anteriores se puede estudiar el proceso de
la apertura. Analogamente, el caso singular se presenta cuando el tiempo de
residencia L/ p gHg > tq; se tiene entonces que los fenédmenos de compresibilidad
cuentan en los primeros instantes de la apertura de la valvula y el estudio es
analogo al realizado en el apartado en los casos anteriores.

4.2 Tratamiento numérico de la compresibilidad.

En esta seccion se hara uso del caracter hiperbdlico de las ecuaciones que
describen el movimiento no estacionario de liquidos teniendo en cuenta los efectos
de compresibilidad. Como se vio anteriormente, los términos convectivos eran
despreciables tanto en la aproximacién incompresible como en la compresible, por
lo que si, como en la mayoria de los casos de interés vo/c, << 1y gHy/c2, << 1, las
ecuaciones del movimiento son las (4.10), o utilizando el método de las
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caracteristicas las (4.15), que proporcionan una forma muy apropiada para
discretizarlas en diferencias finitas. Considérese, por ejemplo, un tubo recto de
seccion y rugosidad constante dividido en N elementos iguales de longitud A4x’.
Suponiendo conocidos los valores v’s, p’a, v’y p’s de la velocidad y la presion en los
punto A= (x’-4x’, t’) y B= (x’ + Ax’, t’) y se desea calcular la velocidad y la presion en
un punto P= (x, t’+ At’) (ver figura 4.11), un esquema explicito de primer orden en
diferencias hacia delante (forward differences) es el siguiente:

A
(c+) v +pp = (Wi +p) + 55 2 valvjlar =0
o

! ! ! ! A'L [0} ! ! !
(c):vp—pp— (vB—pB)+5:—OvB|vB|At =0 (4.41)

y un esquema implicito de segundo orden en diferencias centradas podria ser

: AL vo vp|vp|+valval A v _
(c+) :vp +pp— (vy + L) +5C—me’ =0

(c): vh — pp — (v — pi) + Sk toteleltvslvil ppr — (4.42)

El esquema explicito de primer orden presenta la ventaja de que el sistema de
ecuaciones algebraicas (4.41) es lineal y de muy facil solucion. Sin embargo, como
veremos al final de esta seccién, los esquemas explicitos (y este en particular)
suelen presentar un tipo de inestabilidad numérica que limita el paso de
integracion temporal. Por otra parte, en los esquemas implicitos, aunque el sistema
(4.42) es no lineal, el paso de avance temporal At’ tan solo esta limitado por el
error de truncamiento, que en el caso del esquema de integracion
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Figura 6.- Evolucion de la presion en la valvula en un cierre rapido con friccion, obtenida mediante integracion numérica de
las ecuaciones (4.36) con las condiciones iniciales (4.32) y de contorno (4.33).
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Figura 7.- Ejemplo de mallado de un esquema de diferencias finitas.

(4.42) es de orden (At)?. La eleccion del tipo de esquema depende
fundamentalmente de la importancia de los efectos de friccion, caracterizados por
el parametro (AL/D)(v./c,), siendo recomendable utilizar un esquema implicito
cuando este parametro sea grande.

Para arrancar la integracion temporal habria que imponer unas condiciones
iniciales. Para el caso de la descarga de un depdésito, de (4.34) se llega a

p'(x',0) = —lv—°(1 + %Lx’), v'(x,0)=1 (4.43)

2 ¢o

Es evidente que los sistemas de ecuaciones del tipo de (4.41) o (4.42) no son
validos para determinar los valores de la velocidad y presion de un punto P de los
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extremos del conducto, ya que o el punto 4 o el B quedaria fuera del mismo. Para
conseguir el cierre del problema hay que imponer la condicion de contorno en el
punto Pen cuestion. A continuacion se presentan algunos casos tipicos.

4.2.1 Condiciones de contorno de un esquema numeérico.
» Deposito de nivel constante aguas arriba.

En este caso las magnitudes fluidas en el punto P se calculan aplicando la ecuacién
de la caracteristica (c-) que junto con la condicién de contorno

r Vo : I
pp——zvpz Si v, >0
pp = Si v, <0 (4.44)

proporcionan dos ecuaciones algebraicas para calcular p) y V).

e Pérdidas de carga localizadas.

En este caso se desglosa el punto P de la unién de los conductos en dos puntos P;
y Pi+1, pertenecientes respectivamente a los tramos de conducto de lared iy i+ 1.
Las ecuaciones de balance de masa y cantidad de movimiento a través del punto
considerado proporcionan

_ Ait1
Up, = vll?i+1 ;_i (4.45)
r Vo 12 __ 1 Vo .12
Pp; + Evpi = Ppisa + (1 + k)zval (4.46)
donde
k= ki,i+1 Si Ué,i >0
k = _ki+1,i Si Ué,i <0

donde A;i+1/A; es la relacion de areas del conducto i +1 respecto del i. Estas
ecuaciones unidas a la ecuacion caracteristica (c+) aplicada al punto Pi y a la
ecuacion (c-) aplicada al punto Pi+1 da lugar a un sistema de cuatro ecuaciones
que determinan v’pi, V'pir1, p’ri Y p’pi+1. Este caso engloba al anterior asi como a la
perdida de carga producida por valvulas (que puede variar con el tiempo) o en
descargas a la atmosfera o a depdsitos. En el caso de una ramificacion se actuaria
de la misma forma.

» Salto a través de turbomaquinas.

La condicion de contorno en este caso viene dada por la ecuacion que representa
la curva caracteristica altura-caudal, que puede ser ajustada por regresion (por
ejemplo polinédmica) para tener una relacion del tipo

plli’i+1 - pl,%' = f(vlgl) (4.47)
gue combinada con la ecuacién de conservacion de la masa (4.45), la ecuacion
caracteristica (c+) aplicada al punto Pi y a la ecuacion (c-) aplicada al punto Pi+1
permite conocer p’pi, p’pi¢1, Vi Y V'pix1. Si se desea analizar situaciones en las que la
velocidad angular de la maquina, w, varie con el tiempo, como sucede en
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arranqgues o paradas, a estas ecuaciones habria que afadirles la del momento
angular aplicado en el gje

1%) = Cmotor (@) = Criuiao(®, ;) = Cpmec. (@) (4.48)
donde | es el momento de inercia del conjunto eje-rotor-rodete, Cmotwor €5 €l par
aplicado por el motor de la bomba (por el alternador en el caso de turbinas), Cauido
es el par absorbido por el fluido y Cpmec €s el par de frenado producido por las
perdidas mecanicas. De esta forma, ademas de obtener las magnitudes fluidas en

Pi y Pi+1 se obtendria la velocidad angular en cada instante de tiempo.

4.3 Aplicacion a la central Tajo de la Encantada

En este apartado se pasa a describir el proceso seguido hasta conseguir modelar
los fenémenos de compresibilidad que se producen al realizar un cierre rapido en
la central.

Para llegar a este punto se han seguido una serie de pasos en los que se parte de
un modelo simplificado de la planta consistente en un embalse y un conducto con
una valvula situada en su extremo donde se produce un cierre instantaneo. A
continuacion se incluye la ley de cierre de la valvula de manera que sea posible
modelar el modo en que se produce el cierre. El siguiente paso es modelar las
condiciones de contorno de la turbina. En la Ultima fase del proyecto se incluye en
la simulacion la chimenea de equilibrio finalizando asi una reproduccion de toda la
instalacion.

4.3.1 Cierre instantaneo con friccion

L
il

Figura 8.- Esquema de la instalacién simplificada.

Para modelar el cierre instantaneo de la instalacion simplificada, es decir embalse
superior y tunel, se emplearad el método de las caracteristicas. Para ello se definen
las condiciones iniciales y de contorno de presion y temperatura como se
definieron en apartados anteriores, es decir las condiciones iniciales:

V(x,0)=1yp'(x,0)=0 (4.49)
y de contorno:
p(0,£)=0y V(L t)=0 (4.50)
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Para considerar el efecto de la friccion, como hemos visto antes, se implementara
en la programacion las siguientes ecuaciones caracteristicas:

! ! ! ! AL o) ! ! !
(c+) 1 vp +pp — (v +pa) +5:_OVA|VA|At =0
! ! ! ! AL o) ! ! !
(c):vp—pp— (VB—PB)+5:_OVB|VB|M =0 (4.51)

Tras escribir el cédigo completo, es posible ejecutar una pequefia animacion en
gue se aprecian como las ondas de velocidad v’ (rojo) y de presion p’ (azul) se
desplazan por el conducto de longitud adimensionalizada x’.

Presion y velocidad a lo largo del conducto
1.2 ‘ ‘

1E

0.8 \
0.6 |
0.4 \

0.2} \

P/p,

v/v
o
N

o
»
T

1.2 ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x/L

Figura 9.- Captura de pantalla de la simulacién en un cierto instante.

Es posible apreciar como el efecto de la friccion, efectivamente, contribuye a
amortiguar el sistema disminuyendo los valores maximos de v’y p’, es decir, 1.
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Presion y velocidad a lo largo del conducto
1.2 ‘ ‘

0.8 ‘

0.6 “

0.21 \

P/p,

v/v
<)
N

o
»
T

1.2 ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x/L

Figura 10.- Captura de pantalla de la animacién en un cierto instante posterior al anterior.

4.3.2 Cierre no instantaneo con friccion

El siguiente paso en el desarrollo del modelo completo de la instalacién es incluir la
ley de cierre

a(t) = a(0)(a+tH", 0<t'<1, (4.25)

a(0) A

n<1

n>1

v

y modificar las condiciones iniciales y de contorno

2gHg

Vo = JTa/asz+L/D
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p'(0,t) =0
(e = - 2o PPr) _ ghy <t
p'(1,t) = Y el sit' <t./ty
v'(1,t) =0, sit <t./ty (4.33)

de manera que podamos simular el cierre rapido de la instalacién simplificada de
manera que cambiando el valor del parametro n, obtengamos:

Para n=1:

Presion y velocidad a lo largo del conducto
1.2 T T T T

-0.6 - .
-0.8 =
1k |

1.2 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X/L
Figura 11.- Cierre lineal
Para n=0,5:
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Presion y velocidad a lo largo del conducto
12 T T T T

0.8

0.4 1

P/p,

v/v
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x/L

Figura 12.- Cierre muy rapido.

Para n=2:
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Presion y velocidad a lo largo del conducto
12 T T T T

o
»
T

1.2 ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8

x/L

Figura 13.- Cierre lento.

4.3.3 Cierre rapido con la turbina sin chimenea de equilibrio

En este punto se incluyen las ecuaciones que modelan el comportamiento de la
turbina de manera en el punto x’=I, se modifican las condiciones de contorno
anteriores. Basicamente, se trata de despejar el valor de la pr de las siguientes

ecuaciones y adimensionalizarla.
Hr = Hgr — Hgr
Hy = k2
s=ko T Staif
Q

Vg = —
S As

PE—Pa v
He =22+ = 4 7
E™ pg '29 “E
Ademas, habra que redefinir v, a partir de la ecuacion:

H(0) = H(L) + &(vy)
donde
H(L) = Hg; Hg = Hs + Hy; Hg = Cyqi7A%vZ + BO + B1Av, + B2A%1}
§(vo) = (Cyen + CchT)szg

H(0) = H,
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entonces
(B2 + Crai + Cycn + Cenr)A*vE + B1Av, + BO — pogH, = 0 (4.60)
es decir, resolveremos la ecuacion de 2° grado:

CqVE + cpvg +c. =0 (4.61)

Presion y wvelocidad a lo largo del conducto
1.2 T T T T

0.6 4

0.4+ .

p/p,

0.2 |

v/v

0.4} .

-0.6- :

1oL | | | | i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x/L

Figura 14.-Representacion grafica de v' y p’ en cierre con turbina.

4.3.4 Cierre rapido de la instalacion completa.

de

Tuberia Forzada
| 2

urbina Francis

Figura 15.-Esquema simplificado de la instalacion.

1
Galeria de Presién

En este apartado se va a simular la simular la instalacion completa incluyendo la
chimenea de equilibrio. Para ello, en lugar de emplear las ecuaciones de las
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caracteristicas en un solo conducto como hasta ahora, la instalacion se dividira en
tres partes. Para cada una de ellas se definen unas condiciones iniciales y de
contorno y se relacionan entre si, ademas de por las ecuaciones caracteristicas, a
través de la ecuacion de conservacion de la masa y de la cantidad de movimiento.
Aunque para ello haya que descomponer en sux ey.

Qgp = —Qcn + Qtf (4.62)
Es decir
Q1= —Qcr +0Q; (4.63)
Ademas
~17Q1 + V,Q; — VepQen = —P1Mt1A1 — D2l Ay — PenicnAch (4.64)
A A A
t t t
:x' :x' :x'
x'4=0 x'4=L, X' =0 X' ch=Lep x'>=0 x'>=Ls

Figura 16.- Representacién grafica del método de las caracteristicas en cada uno de los conductos de los que se compone la
instalacion.
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Conclusiones

Se ha demostrado la importancia de centrales hidraulicas de bombeo dentro de la
estructura energética a nivel mundial. Su versatilidad, su eficiencia y su rentabilidad
econémica son algunas de las cualidades que sitlan esta tecnologia como una de
las mas atractivas para generadores y operadores de la red. En este proyecto se
han querido reflejar algunas de sus caracteristicas operativas, tanto en modo de
funcionamiento en régimen de bombeo como de turbinacion.

Existen situaciones en las que los efectos de compresibilidad en el movimiento de
liquidos en conductos son importantes. Tal es el caso del denominado golpe de
ariete que se genera, por ejemplo, cuando se produce el cierre (o apertura) de una
valvula reguladora de caudal en un tiempo suficientemente corto. Como es sabido,
las sobrepresiones generadas en estos casos pueden ser lo suficientemente
grandes para que los efectos de compresibilidad del liquido y los efectos elasticos
de las paredes de la tuberia intervengan en el proceso.

Figura 17.- Imagen de la tuberia forzada de una central hidraulica reventada por el golpe de ariete.

Para controlar estos transitorios se disefian dispositivos capaces de aumentar el
tiempo caracteristico de variacion de las presiones en el interior de los conductos.
Para ello se instalan normalmente tres tipos de dispositivos: reguladores de
presion, calderines y chimeneas de equilibrio.

En este proyecto se han estudiado las oscilaciones que sufre el sistema cuando se
somete a determinadas maniobras de operaciéon propias de este tipo de centrales y
se ha desarrollado una aplicacion del método de las caracteristicas a través de la
cual es posible observar cémo varian las ondas de presién y velocidad a lo largo de
la instalacion.
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