Capitulo 2

El Método Cuasi-Continuo a temperatura
finita

En este capitulo se explicara el Método Cuasi-Continuo a temperatura finita
desarrollado por Kulkarni, Knap y Ortiz (2008). La idea principal para implementar el efecto de
la temperatura en el método QC, es elaborar una version de la teoria para el caso tridimensional
a temperatura finita. Esto se realiza en dos pasos, el primero de ellos es obtener un potencial
dependiente de la temperatura y de esta manera eliminar la dependencia del movimiento de los
atomos por efectos térmicos. De esta manera, la energia de las oscilaciones esta representada
en el funcional de la energia macroscopico a través de la dependencia con la temperatura.
El segundo paso, es incorporar estos potenciales al marco de trabajo del método QC, para
combinar la descripcion geométrica del mismo, en la escala espacial permitiendo extender
el método QC, a simulaciones como por ejemplo de conduccién de calor a temperaturas no
uniformes y problemas termomecanicos.

2.1 Meétodo de Maxima Entropia

El principio de méaxima entropia fue establecido en 1957 por Jaynes (1957).
Este principio postula que para un sistema sujeto a condiciones de contorno conocidas, la
distribucion de probabilidad que mejor representa al estado actual conocido es la que maximiza
el valor de la entropia para el sistema.

Consideremos ahora, un sistema de N atomos agrupados en una configuracion espacial
X. Sean q € X = R?*" las posiciones atémicas y p € Y = R3*V los momentos de los atomos.
Consideremos de aqui en adelante, las coordenadas de masa reducida de q y p definidas como

q
yPa = VTP (2.1)




donde q, v p, denotan la posicién y el momento del atomo a. El Hamiltoniano del sistema es

H(q,p) = ,lpl’ + V(a) (2.2

donde V(q) representa la energia potencial del sistema. Entonces (q,p) denotan un punto en
el espacio de las fases XxY. Cualquier funcion f(q,p) que represente el estado microscopico
en cada instante de tiempo serd denominada funciéon de fase. De acuerdo con la premisa
fundamental de la mecanica estadistica, existe una funcion, p(q, p) > 0 conocida como funcion
de distribuciéon de probabilidad y que se interpreta como la probabilidad del sistema en el
punto (q,p) en el espacio de las fases. La funcion de promedio de fase f(q,p) con respecto a
p(q,p) se define como

1
() = 5w [ piado (2.3

donde hemos utilizado por simplicidad la siguiente abreviacion

N 3
dqdp = H H dqmdpai (24)

a=11i=1

donde & es la constante de Planck.

Principio de Maxima Entropia

Deseamos ahora determinar una distribuciéon de probabilidad basados en el principio
de méaxima entropia. Para ello, utilizamos la definiciéon de entropia postulada por Boltzman

S = Nl;]; ~ /F plogpdqdp (2.5)
donde kg representa la constante de Boltzman. El principio de méxima entropia establece que la
mejor funcion de distribucion de probabilidad que determina el estado de un sistema, es aquella
que maximiza la entropia del mismo sujeta a todas las condiciones de contorno o informacion
que tenga el sistema que conocemos. Entonces, nuestro objetivo es encontrar una distribucion
de probabilidad que permita maximizar la entropia del sistema, sujeta a condiciones impuestas.
Estas condiciones son las siguientes:

1. La funciéon de distribuciéon de probabilidad debe satisfacer la condicién de normalizacion

ks

——— [ pdqdp =1 2.6
NN /F (2.6)

Esta condicién solo impone que tendremos la certeza de encontrar un punto en el espacio
de las fases en cualquier instante de tiempo.
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2. La segunda condiciéon la obtenemos pensando en la configuracion del ensamblado. En
particular, supongamos que conocemos que un atomo a se mueve en la proximidad de
un punto q, con una desviaciéon estandar \/gTa y ademas que posea un momento p, con
una desviacion estandar v/30,. Entonces, q, y P, son la posicion media y el momento
medio del atomo a definidos como el primer momento de q, y p,, respectivamente

(q,) =4,,(P,) =Py, Va=1,...N (2.7)

Fisicamente, interpretamos a q, y p, como las variables en la escala del continuo que
siguen el sistema dinamico en la escala de tiempo macroscopica. Para un proceso cuasi-estético,
P, v q, representa las configuracion de equilibrio del sistema. Tomando el momento segundo
de q, v p,, introducimos las siguientes restricciones

{la, —@,|*) = 372,Va=1,..,N (2.8)

(|py — Pu|?) =302, Ya=1,..,N (2.9)
y para simplificar las expresiones siguientes, utilizaremos la siguiente relacion

W= (2.10)
Ta

donde o, y w, son variables macroscopicas. Utilizando la ec. (2.10) y sumando las ec. (2.8) y

la ec. (2.9) obtenemos

<|pa _ﬁa|2> + wg <|Q(z _aa|2> = 60‘3,\7@ = ]-) sy N (211)

Hemos introducido entonces N+1 ec. (2.6) y (2.11) restricciones a la distribucion
de probabilidad y que son representadas en la ecuaciéon a resolver por los multiplicadores de
Lagrange correspondientes. Por lo tanto, debemos encontrar

N
.k _ _
max /plogp +pA+p Y Bullpa — Pul* +wla, — q,I"ldadp (2.12)
. I

a=1

Donde A es multiplicador de Lagrange al igual que los N multiplicadores de Lagrange
Ba que corresponden a la ec. (2.11). Tomando un de la ec. (2.12) y despejando la funcion de
distribucion de probabilidad p, encontramos

p(zlz, {0} {w}) = Z 7 eap[= ) Ballp, — Pul® + wila, — @, [°]] (2.13)

a=1

Donde Z = exp[l + A] es la funcién de particion del sistema. Por simplicidad en

la notacion hemos introducido z = (q, p) para denotar el micro-estado y z, {o} y {w} para

11



representar los correspondientes representantes de las variables macroscopicas. El valor de Z
puede ser evaluado mediante la sustitucion de la ec. (2.13) en la ec. (2.6) obteniendo

kg

2= Npn

N
/ expl= S Bulpo — Dol + w¥la, — @7 (2.14)
N

a=1
La ecuacién anterior puede ser integrada analiticamente para obtener

g= o 110 J2) (JELY 2.15
~ v 11 (\/6:> <\/ﬁ:w_) 1)

Y despejando de las ec. (2.13) con la ec. (2.10) y la ec. (2.14) obtenemos los multiplicadores
de Lagrange

1

Pa=153 (2.16)

2.2 Potenclales termodinamicos

Una vez que se ha obtenido una funcién de distribuciéon de probabilidad, procede-
remos a obtener los potenciales termodinamicos deseados, como por ejemplo, la entropia, la
energfa interna y la energia libre. En particular, veremos formas locales de esos potenciales y la
dependencia de estos en las hipotesis de los equilibrios térmicos locales descritas anteriormente.

Entropia

Reemplazando en la ec. (2.5) las expresiones (2.13) y (2.15) obtenemos la siguiente
expresion de la entropia

N 2
S =kgp [—NlogN+4N—|—3Zlogh(:j ] (2.17)
a=1 a

Debido a que sabemos que la entropia es una propiedad aditiva del sistema, podemos
escribirla como la suma de todas las contribuciones de los &tomos del sistema

a

2
S, =kp {—logN + 4N + BIOg;S } (2.18)

Esta tltima relaciéon puede ser invertida para obtener

a 4 1
0o = \/ hwgeexp { SB - -+ —logN} (2.19)




Obteniendo de esta manera una relacion explicita entre el parametro o, y S, v wq.

Energia Interna

Para obtener la energia interna del sistema, supondremos que los &tomos se mueven
acorde al Hamiltoniano H(z). En mecénica estadistica, la energia interna es definida como el
promedio de fase del Hamiltoniano del sistema

1

/FH(z)p(z\Z, S, w)dqdp (2.20)

Suponiendo ademas que el Hamiltoniano posee estructura aditiva

N
H(z) =Y H,i(z) (2.21)
a=1
y suponiendo que H,(z) sea de la forma

Hy(z) = %\pﬁ + Va(a) (2.22)

De esta manera, podemos expresar la ec. (2.20) como

N
_ 1 1 _
B@.5.9) = g . | [§|pa|2 " va<q>] p(a[z. S, w)dqdp (2.23)
a=1

El promedio de fase, correspondiente a la energia cinética del &tomo puede calcularse
de manera analitica, obteniendo

1 1
(5ipa) = 50302+ Inuf) (2.24)

En contraposicién con la energia cinética, la integracion de V(q) involucra todos
los vecinos del atomo a, y en la mayoria de los casos, no puede expresarse analiticamente.
Generalmente, es comun utilizar una aproximaciéon cuasi armonica para facilitar los calculos
analiticos. Aqui, sin embargo, se calcularan las integrales de fase, mediante cuadratura de
Gauss. Finalmente, podemos decir, que para un proceso cuasi-estatico (i.e, cuando p = 0) la
energia interna del sistema es

N N

_ 3 S. 4 1

E(q,S,w) = 3 E Tweexp [3/{3 —3t glogN} + E (Va(a)) (2.25)
a=1 a=1
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Equiparticiéon de la Energia

La equiparticion de la energia es un resultado fundamental de la mecanica
estadistica, el cual establece que la distribucion total de la energia del sistema se distribuye
de igual manera en todos los grados de libertad del sistema. Mas precisamente, el estado
para el cual el sistema estd en equilibrio térmico, cada término cuadrdtico en el Hamiltoniano
contribuye kT /2 al Hamiltoniano medio o energia interna del sistema, donde el promedio de
fase se toma respecto de la distribucion candnica. Mas atn, asumiendo el equilibrio térmico
local, la equiparticion también se mantiene localmente. De esta manera

1 3
<§|pa|2> = §k:BTa (2.26)

y comparando esta expresion con la ec. (2.24) podemos obtener o, en términos de la
temperatura
o2 =kpT, (2.27)

Se puede entonces, reemplazar la ec. (2.27) en la entropia para asi obtener una
expresion local, pero que no depende de los atomos de alrededor, ya que w, contiene el efecto
de la interaccién entre un atomo y sus vecinos.

kgT,
S, = 3kplog hi =

+ 4kp — kplogN (2.28)

a

Energia Libre de Helmholtz

La energia libre de Helmholtz es definida como la transformacion de Legendre de
la energia interna con respecto a la entropia

F(q,T,w) = mln{E q, 5, w) ZT Sa} (2.29)

La minimizacién de ésta con respecto a S, nos otorga la relaciéon de equilibrio

oE
To =55 (@ {5} {w}) (2.30)

Como el promedio de fases para la energia potencial no puede calcularse analiticamen-
te, no podemos obtener una relacion cerrada entre T, y S,. Debido a que la minimizacion de la
energia libre, nos proporciona las configuraciones de equilibrio del sistema, debemos minimizar
ésta, en funcion de los parametros que hemos introducido. De esta manera, las configuraciones
de equilibrio del sistema, utilizando la teoria de la méxima entropia pueden escribirse de la
siguiente manera

min min F(@.{T}, {w}) (2.31)
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2.3 Promedio de fase por cuadraturas de Gauss

Recordando la ec. (2.25) vemos que atn no hemos analizado ninguna manera de
calcular el promedio de fase correspondiente a la energia potencial del sistema. Para ello,
explicaremos de que manera podemos calcular este promedio de fase, mediante la utilizacion
de cuadraturas de Gauss. La integral que queremos evaluar, es la siguiente

N

(Bla: - a,)) =Y (Va(a) (2.32)

a=1

Vemos que en la integral, intervienen un ntmero determinado de atomos vecinos,
los cuales, varfan dependiendo del potencial utilizado, y del tipo de estructura atéomica del
material. Debido a que una solucién analitica de esta integral puede ser engorrosa, y llevar
mucho tiempo en el célculo computacional, es preferible aproximarla mediante cuadraturas de
Gauss. De esta manera, podemos expresar la integral, mediante la siguiente expresion

(o(ay, .- q,)) = (%) ZE(fk)Wk (2.33)

donde k denota el punto de cuadratura en el espacio de la fase, W}, es el peso de la cuadratura
y & es un vector de dimension 3n.

Para el modelado de fuerzas interatémicas es comin utilizar potenciales que
cuantifiquen la interacciéon atomica. Un ejemplo de estos potenciales es el de Lennard-Jones
(LJ) o el Método del Atomo Embebido (EAM). El potencial LJ entre dos atomos se cuantifica

de la siguiente manera
oy 12 o\ 6
O(r) = e R;) 2 (;) } (2.34)

donde ® es el potencial entre dos atomos, o es la distancia de la celda unidad del cristal,
r la distancia entre los atomos y 4e¢ es la energia del enlace entre los atomos. La fuerza de
interaccién atémica entre atomos se consigue obteniendo la derivada del potencial.

(o)~ 2)]

r r r

Como nuestra intencion es utilizar los potenciales que se desprenden del principio de
méaxima entropia, debemos calcular los promedios de fase de los potenciales. Para ello podemos
escribir el promedio de fase de la energia interna como

Q

(V)=>") = (2(ra)) (2.36)

a b#a
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Donde N representa la cantidad de atomos en el sélido, M los vecinos que intervengan
en el potencial (generalmente los primeros y segundos vecinos) y (®(r;)) es el promedio de fase
del potencial. Este promedio se realiza mediante cuadratura numérica de Gauss. Para obtener
el potencial en funcion de las frecuencia de vibracién, podemos hacer un cambio de variable

Oq Jp _ _
reo = la, — | = |V2 (—xa _ —xb) 14, - (2.37)
Wq Wh

Las derivadas en funcién de los parametros termodinamicas quedan de la siguiente
manera

o) _ )3 % (B(rw)) = (L) 2.2 % (ran(€0)) 2 W (2.38)

2.4 Interpretaciéon de los parametros w, y o,

Estableceremos en esta secciéon una conexiéon entre la formulaciéon de la méxima
entropia con la mecanica estadistica, para obtener una interpretaciéon de los parametros w, y
0. Hemos establecido una relacion entre el parametro o, y la temperatura del dtomo a. A
continuacion, veremos la interpretacion fisica del parametro w,, para ello, consideremos una
aproximacion cuasi-lineal de la energia potencial del sistema. Esta la podemos obtener a partir
de desarrollar la expresion de V(q) mediante series de Taylor de segundo orden alrededor de
una configuracion de equilibrio

Viq) ~ V(@) + %XTK(q)m, (2.40)

donde hemos indicado a K(q) € R3 2R3V a la matriz de rigidez del sistema dado por

v

K(@) = S laa (2.41)

aqg |q:q

y X = {Xy,...,Xy} con x, = q, — q, Debido a que la interaccion entre atomos es fuerte para
los primeros vecinos y a medida que nos alejamos, decae abruptamente, podemos expresar la
energia potencial como la suma de todas las energias potenciales de los &tomos.

Vi) = V(@ + Y Xl K@, = 3 Vila) (2.42)
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donde K, es la matriz dindmica de 3 x 3 asociada a cada atomo definida como

0*V
aq |qa qa

a

Ka(q) = (2.43)

La consideracién anterior se conoce como aproximacion cuasi-lineal local y considera
a cada atomo como un oscilador armoénico con todos sus vecinos fijos, y por esa razon, se
desprecian los términos fuera de la diagonal en la matriz K,(q). Ademés, debemos notar que
el acoplamiento entre los d&tomos vecinos es retenida gracias a la dependencia de la matriz
dinédmica local con las variables macroscopicas q. Ahora calcularemos el promedio de fase de

la energia potencial
. 1a2 _
(Vo) = Va(@) + 5 —5TrKa(q) (2.44)
donde T'r indica la traza de la matriz de rigidez. Podemos reemplazar esta expresion en las ec.
(2.20) de la energia y en la ec. (2.29) de la energia libre de Helmholtz

E@{T} {w}) =V(@ + Z 3kT, (2.45)

F@, {7}, {w}) = V(@) - 3ks 3 T, {lo 0T tog((3 + LTrr @) + & — Slogn

3
(2.46)
Minimizando F con respecto a w, obtenemos
1 1o
2 _ _ 2 =
wo=3TrK, =3 Y @@ (2.47)

=1

donde ©?, denota las frecuencias asociadas con los dtomos a. Esto implica que para la
aproximacién cuasi-armoénica, w? es igual a la media aritmética cuadrada de las frecuencias
cuasi-lineales asociadas con el &tomo.

Entonces, podemos concluir que para un sistema general con un potencial de energia
no lineal, w, provee un promedio aproximado de las frecuencias locales del atomo a. Esta, es una
importante conclusion, ya que revela una relaciéon entre la naturaleza fisica de los parametros
w, y confirma que w, y o establecen una conexion entre la energia de la dindmica microscopica
y su efecto acumulativo del potencial termodinamico.
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2.5 Bases del Método QC

El Método Cuasi-Continuo (QC) se trata de un método multiescala cuya teoria se
basa en un esquema computacional para establecer un puente entre el dominio atomistico y
el continuo, el cual, fue desarrollado originalmente por Tadmor, Ortiz y Phillips (1996). La
relacion entre ambos dominios se logra imponiendo restriciones cinematicas que se disenan en
base a dos objetivos:

e La resolucion atomistica se localiza en la region de interés y se trata de forma colectiva
a los atomos a medida que nos alejamos de dicha zona.

e Reduccion de los grados de libertad mediante la uniéon de las zonas resoluciéon atémica
completa y la de atomos representativos mediante elementos finitos.

El estado de equilibrio se encontrara minimizando la energia del sistema construido a
partir de un potencial interatémico. Una caracteristica del método QC es que el célculo de la
energia en todas las regiones de simulacion, ya sean de resolucion atémica o no, estd basado en
el modelo atomistico, por lo tanto, no existen interfases que separen las regiones con distinto
tamano. La version tridimensional fue desarrollada por Knap y Ortiz (2001). Variantes del
método han sido aplicadas para estudiar nanoindentaciéon, mecénica de la fractura a escala
atomica, bordes de grano y nanohuecos.

Se establece como referencia un cristal de N dtomos que ocupa el subconjunto £ de
una red de Bravais d-dimensional definida por los vectores béasicos {a;,i =0, ..,d}.

d
X(1) =Y Ta,le ZcC R (2.48)
i=1
donde 1 son las coordenadas asociadas individualmente a cada &tomo, Z el espacio de integracion
y d es la dimensién del espacio. Se define q € X = R ¥ como un vector que recoge las
coordenadas de todos los atomos en la configuracion deformada, por lo tanto, se puede usar
q(1),1 € £ para mostrar las coordenadas de un atomo en particular.

A temperatura cero, la energia de un cristal se asume que se puede expresar como
una funcion E(q), por ejemplo, mediante el uso de un potencial interatémico. Si existen cargas

aplicadas, se asumen que son conservativas y que derivan de un potencial externo ®***(q). En
consecuencia, la energia total es

®(q) = E(q) + **(q) (2.49)
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Ademas, si la red cristalina esté sujeta a condiciones de contorno en desplazamientos,
el problema de determinar la configuracion de equilibrio se reduce a encontrar el minimo local
de ®*'(q) consistente con dichas condiciones de contorno. Esto se resume en

min ®(q) (2.50)

qeX

El fundamento del método QC consiste en sustituir esta ecuaciéon por una minimiza-
cion del problema que tenga suficiente flexibilidad como para preservar la resoluciéon atomistica
en la region de interés y para tratar colectivamente los atomos que sufran pequenas variaciones.
Dicho método se basa en tres ideas:

e Minimizacién condicionada de la energia.
e (Calculo de la energia de los atomos representados.

e Representacion atomistica reducida.

Minimizacién condicionada de la energia

Como se ha explicado anteriormente, el paso méas importante del método QC es
sustituir la ec. (2.50) por una minimizacion restringida a un subespacio Xj de X apropiado.
X}, se construye seleccionando un conjunto reducido £, € L de N, <N atomos o nodos
caracteristicos. Esta seleccidon se basa en las variaciones locales de las deformaciones. Ademaés,
se introduce una triangulacién en £, como se observa en la fig. (2.1).

La posicion del resto de los dtomos se determina mediante la interpolacion lineal de
las coordenadas nodales, por ejemplo, la posicion de un atomo qy(1) es

q,(l) = Z e(1ln)ay(1x) (2.51)

1,ely

Donde ¢(1|1,) es la funcién de forma lineal a trozos y continua asociada con el atomo
caracteristico, 1, € L}, evaluado en el punto X (I). Su dominio se restringe al simplex (anélogo
en n dimenasiones de un tridngulo) y satisface

p(I[1n) = 6(I’[15) (2.52)
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Figura 2.1: Ejemplo de triangulacién en el cristal

> e(l) =1 (2.53)

1,eLp

donde ¢ es la funcion delta de Dirac. El problema de minimizacién queda reducido a

min ®(q) (2.54)

qRLEX)

Y las ecuaciones de equilibrio quedan

£u(1) = > f(lay)e(1[ly) = 0 (2.55)

les
donde

fllay) = o (a) (2.56)

da(1)

son las fuerzas correspondientes a q y f(1|q) es el valor de f(q) en el sitio 1.

Para lograr la minimizacion, nos ayudaremos de métodos de resolucion de ecuaciones
como el Gradiente Conjugado No Lineal (Shewchuk, 1994) y la Relajacion Dinamica (Oakley
y Knight, 1995a; Oakley y Knight, 1995b; Oakley, Knight y Warner, 1995).

20



Calculo de la energia de los Atomos representados

El calculo de la energia de los atomos representativos, se calculard mediante
la creacion de una lista de &atomos vecinos (que llamaremos lista de la cristalografia
representativa) y obteniendo la posicion deformada de sus atomos vecinos utilizando la
interpolaciéon de elementos finitos. Este procedimiento requiere la lista de vecinos para cada
atomo representativo y esta probado que consume mucho tiempo. Una manera mas eficiente de
calcular la energia es la siguiente: Un atomo que no esta en la zona de alta resolucion atémica
experimenta una lenta variacion de la deformacion y su energia puede calcularse de manera
muy aproximada usando el gradiente de deformacion local y la regla de Cauchy-Born (Ericksen,
1984) que establece que el &tomo deformado de un cristal puede moverse en posiciones dictadas
por la existencia de un gradiente de desplazamiento. Un atomo que se encuentra en la zona
de alta resolucién atémica sufre un cambio rapido del campo de deformaciéon que varia
rapidamente con la distancia atémica. De este modo tendremos representantes en la zona
atomistica donde se producen los niicleos de los defectos y las interfases y ademés, tendremos
representacion del limite continuo y que se utiliza donde la deformacion es aproximadamente
homogénea.

Lo practico del método QC se basa en evitar el célculo del vector de fuerzas f para
todos los atomos y los sumatorios para toda la red. Una forma de hacerlo es mediante la
observacion del comportamiento del cristal sobre los grupos de atomos alrededor de los &tomos
representativos. Para ello, definimos

C(ly) = {1+ [X(A) = X(1n)[ < r(ln)} (2.57)
como el grupo de posiciones de la red dentro de una esfera centrada en el nodo 1, y de radio r

().
El problema ahora es aproximar un sumatorio de forma general
S=> g(1) (2.58)
leL
donde g (1) es una funcion de la red.
Las reglas matematicas para grupos aproximan S mediante

S~ S=Y_ nu(ly)S(1) (2.59)

1h,eLly

donde S(1,) es la suma para todos los atomos en el grupo C(1y)

S = >, 9l (2.60)



El peso de cada grupo ny(l,) asociado a los nodos, 1, € £}, se calcula con la condicion
de que la ec. (2.59) sea exacta para todas las funciones bases

> o) = D ) D @1y, V1, € Ly (2.61)

leL I'nely IEC(I’h)

Usando la regla para grupos las ecuaciones de equilibrio se reducen a

)~ Y men | 3 2| =o (2.62)

rely 1eC(1’y) aq(l)

Mallado adaptativo

La tercera clave del método QC es el mallado adaptativo. La representacion
atomistica seré reducida, es decir, vamos a partir de un conjunto de atomos R (R < N) que
llamaremos atomos representativos, que describiran la cinematica y la energia del cuerpo. Por
lo tanto, tendremos resoluciéon atomistica justo donde se localiza el contacto con el indentador
esférico (Kelchner, Plimpton y Hamilton, 1998), y menos resoluciéon conforme nos alejamos de
esta region de interés. Como anteriormente se ha mencionado, esto se consigue imponiendo
restricciones cineméticas a estos atomos que estdn méas alejados y que representan a los
de su entorno. Mediante triangulacion de Delaunay (Sloan, 1993) se obtendran todos los
deplazamientos que nos interesan en cada paso. Esta triangulaciéon permite un conveniente
tratamiento de regiones no-convexas y multiplemente conectadas. El mallado adaptativo, por
tanto, adapta la malla a la estructura del campo de deformaciones. Idealmente, la malla deberia
variar en cuanto a criterios energéticos, pero al no estar disponible la energia del contorno del
modelo, se hace necesario el uso de un indicador empirico. Por lo que se usa el indicador €(K)
para el simplex A medido como

e(K) = /[T pa(K)|h(K) (2.63)

donde IIp4(K) es el segundo invariante del tensor de deformacion del Langrangiano del simplex
K,y h(K) es el tamano de K. El elemento K se acepta si

e(K)
b

<TOL (2.64)

Se recomienda que TOL < 1, b es la magnitud del vector de Burguers mas pequeno del
cristal. Por lo tanto, el criterio de adaptacion se disena asi para que la resolucién atomistica
detecte cuando un simplex se deslice un vector de Burguers. Evidentemente en la eleccion
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del valor de la tolerancia hay que llegar a un compromiso entre el coste computacional y la
exactitud a la que queremos llegar. En general, es mucho mas pequena que 1 para que sea
capaz de recoger el proceso de nucleaciéon de todas las dislocaciones.

2.6 Extension del QC al desequilibrio termodinamico

En las secciones anteriores hemos desarrollado una teoria (el Principio de la Méaxima
Entropia) que nos permite obtener potenciales en funcién de la temperatura, frecuencia y
posicion de los atomos del sistema. Aqui, presentaremos un marco de trabajo, el cual nos
permitird integrar la teoria de la maxima entropia con el método QC. El problema de
minimizaciéon de la energia para un sistema atémico sigue siendo el mismo que en el caso
anterior, pero con la diferencia que ahora la energia es una funciéon que depende de la posicion,
la frecuencia de vibraciéon del atomo y de la temperatura. Podemos expresar el problema, de
la siguiente manera

min {ﬁéﬁN o(q, T, {w}) (2.65)
donde
D(q,T,{w}) = F(q, T, {w}) + 2*(q) (2.66)

Donde hemos asumido, como anteriormente, que las fuerzas externas son conservativas
y pueden ser derivadas de un potencial externo, ®“**(q). F es la energia libre de Helmholtz
del cristal definida en la ec. (2.28). Nuestra intencion es determinar la solucién al problema
formulado en la ec. (2.65) utilizando la metodologia del QC:

1. Restringir la minimizacién de la energia libre a los &tomos representativos del problema
(O nodos).

2. Aplicar las reglas de sumatoria en los cluster para obtener las ecuaciones de equilibrio
efectivas.

3. Refinamiento automético de la malla computacional para seguir el campo de desplaza-
mientos.

Para lograr nuestro objetivo, retomaremos la misma metodologia seguida en este
capitulo, para incluir los efectos de la temperatura en el QC. El primer paso, es elegir una
muestra reducida de los atomos en el solido, es decir los d&tomos representativos o nodos del
problema. Estos son elegidos en funcién de la deformacion del soélido, de manera que podemos
seguir los movimientos de los atomos donde haya mayor deformacién. Si denominamos de
manera similar a este capitulo, el conjunto de atomos reducidos . mediante N, < N, entonces
podemos aproximar las posiciones, temperaturas y frecuencias de todos los atomos del sistema,
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mediante la interpolaciéon de los valores en los nodos y la utilizaciéon de funciones de forma de
los elementos en el sistema

Q) =) Na(Xi)Xa (2.67)

lo €L
To(l) = )  No(X) T, (2.68)
Da(l) = > Na(Xi)wa (2.69)

Debemos comentar aqui, que como el parametro de campo medio w(l) es una
aproximacion de la frecuencia media de cada atomo, la variacion de {w} sigue el campo de
desplazamientos. Esto se debe a que las frecuencias de cada atomo son calculadas mediante
los autovalores de la matriz dinamica asociada a cada dtomo, que depende de la configuracion
deformada de los atomos vecinos. Entonces, en regiones donde el campo de desplazamiento es
uniforme, {w} también varia levemente en la escala de la red, y los atomos experimentan un
entorno muy similar. Para obtener las ecuaciones de equilibrio del sistema, nuevamente debemos
minimizar el funcional de la energia con respecto a las incognitas nodales {q, (1), wn(1a)}-
Debido a que el coste computacional para resolver las ecuaciones de equilibrio pueden ser
elevado, se debe reducir la dimensiéon del problema, introduciendo las reglas de sumatorias en
los clusters, y evitando de esta manera la suma completa en toda la red. De esta manera,
podemos expresar las ecuaciones de equilibrio de la siguiente manera

e _
> na g—_Na(Xi) =0 (2.70)
ap €L LacC q J
e _
> na a—_Na(Xi) =0 (2.71)
0w
ap€el LaeC .

Finalmente, debemos encontrar un criterio de adaptacion automatica de la malla,
para seguir el campo de desplazamiento de los &tomos. Brevemente, comentaremos que para
problemas de indentacién y con nanohuecos, el criterio de remallado adoptado es el siguiente

(K) = /| T Tpa(K)|R(E) (2.72)

Donde [Ir4(K) es considerado como el segundo invariante de la parte desviadora del
tensor de deformacion de Lagrange.

2.7 Formulacién variacional para problemas termomecani-
cos

Presentaremos aqui una formulacién variacional para problemas termomecanicos
con condiciones de contorno para solidos disipativos propuesta por Q. Yang (2006). La
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motivaciéon de esta formulacién es proponer las ecuaciones para los problemas de solidos
deformables inelasticos y con conduccién de calor.

Consideremos un cuerpo que ocupa una region B C R3? en una configuracion de
referencia antes de que se produzca el proceso termodinamico. El movimiento del cuerpo es
descrito por la deformacién dependiente del tiempo ¢ : B z[a,b] — R3, donde [a,b] es el
intervalo del tiempo en que ocurre el movimiento. El cuerpo puede estar sujeto a condiciones
de contorno esenciales en desplazamientos y temperatura en diferentes partes del contorno.
Supongamos ahora que H es el flujo de calor saliente prescrito bajo la condicién de contorno
de Neumann Oy B y sea T la tracciéon aplicada en el contorno dpB. Ademés, asumimos que
existe una densidad de energia expresada en funciéon del estado local

E = E(F,8) (2.73)

donde F = Grad(yp) es el gradiente de deformacion y S es la densidad de entropia por unidad
de volumen deformado. Entonces, la tension de equilibrio esta dada por

P¢ = 0zE(F, 5) (2.74)

El teorema de Coleman y Noll nos indica que la temperatura local de equilibrio es

dada por la relaciéon
O =0sE = 0sE(F,S) (2.75)

y todo el proceso debe satisfacer la desigualdad de disipacion. Para la formulacion variacional es
necesario diferenciar entre la temperatura de equilibrio © y la temperatura del campo externo
T. Aunque estas sean iguales en la condicién de equilibrio, esta condicién no es impuesta a
priori. Ademas asumiremos que existe un potencial de Fourier x(G),

H = d:x(G) (2.76)

donde H es el flujo de calor y G = —T~'GradT. x es asumida como cuadrética y estrictamente
convexa en G, para garantizar la existencia de un minimo.

2.7.1 Formulaciéon variacional

El problema de cambio de tasa puede ser entendido como la busqueda de la tasa de
cambio del estado de un cuerpo dado su estado actual y aplicando las condiciones de contorno

y fuerzas correspondientes. Para un problema termoelastico, el problema es determinar (7, %)

conociendo el estado local actual (F,.S). Para este fin, construimos la funcion potencial de la
siguiente manera

351 :/ {(@—T)a—s— (G)} dV+/ RQlog~-dv — [ Tlogrds  (2.77)
B ot B Th onB To

0|15
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donde @ es la fuente distribuida de calor por unidad de masa y Ty es la temperatura de
referencia. De esta manera y de acuerdo a Q. Yang (2006), el problema de determinar la solucion
para la tasa de cambio para el problema termomecanico debe satisfacer los dos problemas
variacionales

min max ¢ [T 851 (2.78)

)
as
os T ot

Tomando el variacional del potencial con respecto al campo (7, %—f) y forzando a

satisfacer las condiciones de contorno el problema termo-mecanico puede escribirse mediante
la formulacion fuerte

T% =-VH+RQeB (2.79)
HN = H € OxB (2.80)
— 0B
T=T¢c 2.81
eaNB (2.81)
T=©cB (2.82)

Entonces el problema de tasa de cambio para el problema de conduccién termo-
elastico para soélidos es equivalente al principio estacionario

5O =0 (2.83)

2.7.2 Formulaciéon incremental

Ahora presentamos una formulaciéon incremental basada en la discretizacion del
tiempo. El proposito de esta discretizacion es modelar fenémenos dependientes del tiempo
mediante una secuencia de problemas incrementales, cada uno caracterizado por el principio
variacional. Consideremos una secuencia de tiempo ¢y...%, ... y caractericemos el estado del
solido para estos intervalos de tiempo mediante (¢,7,S). En especial, nosotros deseamos
determinar aproximadamente los estados (¢,11, 111, Snt1) para t, 1 asumiendo que el estado
(¢n, Ty, Sy) es conocido. Construiremos en base a los estados conocidos, una familia de
potenciales basados en la formula de Euler para diferencias finitas adelantada

P [Qpn+1> Tn+1> SnJrl] = / [EnJrl - En - Tn+1<Sn+1 - Sn) - AtXnJrl] dVv

B
— / BB, 1(¢ns1 — ¢n)dV — Tos1 (@1 — pn)dS
B orB
Tn+1 T Tn+1
+ [ AtRQ,1log dV — AtH,1log dS (2.84)
B Tn orB Tn
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T,
con Yn1 = X(Gat1), Gur = —Gradlog—r=

n

Entonces el problema del incremento variacional queda

min min max ® (¢, 11, Snt1, Tnti) (2.85)
Pn+1 Snt+1 Tht1
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