Coeficientes de Influencia
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Centrémonos ahora en la manera de obtener los coeficientes de influencia. En

nuestro caso esto se reduce al calculo de las integrales

I %(%ija'k’ I XO%(%JEW y I YO%(%JEUL sobre

elemento k elemento k elemento k

un triangulo genérico definido por las coordenadas x,y,z de cada vértice. Se
presentaran dos métodos de resolucion: el de Hess y Smith y el de Newman.
Ambos métodos conducen a soluciones analiticas de las integrales y realmente
son equivalentes, salvo por la mayor generalidad del método de Newman y su
mayor facilidad a la hora de programarlo y de extenderlo a integrales con
términos lineales, bilineales y de cualquier grado. Comentaremos ambos
métodos para el desarrollo de la primera integral, sin términos lineales y
posteriormente ampliaremos los resultados de Newman para las integrales con

términos lineales.

método de paneles implementado en el presente proyecto usa
El todo de panel pl tad 1 p te proyect

principalmente el método de Newman, aunque se utilizé el método de Hess
para calculos sobre la estela donde el potencial se distribuye de forma

continua sobre los elementos.

Meétodo de Hess y Smith’

La primera integral puede ponerse de la siguiente forma:

9 -z
3z Vr/ 9= dx,d 4.1
6|em'e|.m0_k 0z (}?) Oy e|em£ntgk |_(X ~ Xo)2 N (y _ yo)z N 22J3/2 X, 0¥ 4.1)

2 A continuacion se traduce [7] para facilitar lanpmension del lector. Dicho articulo se encuenia a
de forma parcial, centrandonos Unicamente en kencliin de los coeficientes de influencia.
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En esta ecuacion (x,y,z) son las coordenadas del punto donde hemos colocado
la singularidad (punto P). La distancia entre este punto y un punto genérico

del plano (x,y,,0) viene dada por r.

L ] P(X,y,O)

(X2,Y2)

(X1,Y1)

(X3,Y3)

llustracién 13: Elemento triangular, numeracién delos vértices

Obsérvese que el orden de los vértices es favorable al sentido de las agujas del
reloj a diferencia de nuestro sistema de organizacion de los elementos, es

necesario reordenarlos antes de proceder a la integracion.

Vamos a realizar la integral segin el procedimiento seguido en [7]. En este
caso lo que se obtiene es el coeficiente de influencia correspondiente a una
distribucién uniforme (y de intensidad unidad) de manantiales sobre el panel.
El coeficiente de influencia correspondiente a dobletes puede obtenerse por

derivacion.

1 1
—do = dx,dy, (4.2)
elervr[entor elerv[ento\/(x - X0)2 + (y - y0)2 + 22 ’
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Para la integracion se adopta un sistema de coordenadas cilindrico, cuyo eje z
es paralelo al sistema de referencia local del panel. El angulo 6 es creciente en
el sentido de las agujas del reloj y medido desde una referencia conveniente,

por ejemplo desde el eje x negativo y el origen se encuentra en el punto P.

(X2,Y2)

r—

(X3,Y3)
R

(X1,y1)

P(x,y,0)

llustracion 14: Definicién del sistema de coordenadsb cilindrico

La distancia de un punto cualquiera del panel al punto se puede obtener

comao:

r=vR? + 22 (4.3)

Donde R es la distancia media en el plano del panel desde un punto cualquiera
del panel hasta el punto P. Tras estos cambios la ecuacién se presentara del

siguiente modo:

ﬁ RARd

e D
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Donde la integracién se hace desde R=0 hasta un punto del perimetro y la
integracion en 0 se realiza recorriendo el perimetro en el sentido de las agujas

del reloj.

La contribucién a la integral de cada lado del poligono representara el valor de
la integral para un triangulo definido por los puntos extremos del lado y el
punto P. A medida que el perimetro es recorrido en sentido de las agujas del
reloj, el angulo d6 es positivo si el punto P esta a la derecha del lado del
poligono y negativo si estd a la izquierda. Cuando los potenciales de los
triangulos correspondientes a los cuatro lados se sumen para obtener la
integral, las contribuciones de las partes de los triangulos fuera del poligono

sumaran cero y por tanto el resultado sera la integral total.

S S
&« |

llustracién 15: Influencia de cada lado en la integacion

Ahora de la definicién de r tenemos que:
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dr=—RAR_ 4.5)

Y nuestra integral se convierte en:

J

id1d6:§G—Mh9 (4.6)

Como z no depende de la posicién a lo largo del perimetro podemos escribir:

frdo-|ak (4.7)

Donde k valdra cero si se encuentra fuera del triangulo, 2n si esta fuera o 7 si

se encuentra justo en el lado.

El primer término de la ultima expresién se evalda ahora calculando la
contribucién de un lado a la integral y sumando para los tres lados del
triangulo. (Obviamente estos resultados pueden ser generalizados a poligonos
que tengan cualquier numero de lados). Para expresar la contribucién a la
integral del lado entre los puntos (x,y;,0) v (X,,¥,,0) introducimos las

siguientes definiciones geométricas.

La longitud del lado es:

dy, = =% ) +(y, - s’ (4.8)

El coseno y el seno del angulo que forma el lado con el eje se calculan de:

cos, = de_ %
1 4.9)
Sin —_ y2 B yl
12 — d
12
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Trazamos ahora una perpendicular al lado que pasara por el punto (x,y,0)
(proyeccion de P en el plano), con lo que definimos la coordenada s;, como la
distancia medida desde el punto de interseccion de la perpendicular con la
prolongacién del lado. El sentido positivo de s;, va desde (x,,y,,0) a (X,,y,,0).
Por lo que para un punto (x,y) del lado del triangulo tenemos que la

coordenada s,, se define como:

s, = (% = x)cos,+ (y, - y)siny, (4.10)

En particular, la coordenada s,, asociada a los puntos extremos del lado
x,¥1,0) v (X,,¥,,0) es respectivamente:

S.'IEJZZ) = (Xl - X)CO%2+ (yl - y)Sir]12 (41 1)
Sz = (Xz B X)COS.L2+ (YZ B y)S|n12
La distancia (medida en el sentido perpendicular al lado) entre el punto (x,y,0)

y la prolongacion al lado sera:

R, = (X_ Xl)Sinlz_ (y_ y1)C0512 (4-12)

Que sera positiva si el punto (x,y,0) esta a la derecha del lado con respecto a
la direccién formada por (x,y,,0) a (x,,¥,,0) y negativa si esta a la izquierda. Las
distancias desde el punto P hasta los puntos extremos del lado son,

respectivamente:

= \/(X_ )(1)2 + (y_ 3’1)2 +2°

4.13)
r, = (x=% ) +(y- vy, ) +22

Finalmente, la integral puede expresarse en términos de las siguientes

cantidades
r, +s% r,+r,+d
=|n| 22— |=|n 122 4.14
le (rl-'-sl(?j (r1+r2_d12j ( )
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4

4

@)
22 —tan™| |—
I R,

2

LH _ tan-l(lziRu (ns% .8 )J “15)

2 2.2 c®
r r2r1R12 +tZ2°S;5 S

J, = sgn(Rlz){tan’l(

2

Es preferible utilizar la segunda forma de la ecuacion superior, ya que la
primera no esta definida a lo largo de la extensiéon del lado. En la primera
forma de (4.15), las arcotangentes estan definidas en la rama principal ([-n/2,
n/2]), y en la segunda forma en el rango (|-w, 7)) .

La contribucién del lado entre los puntos (x;,y;,0) v (X,,¥,,0) a la integral de

lineaderes:

|12 = IQ12Q12 +|Z|‘J12 (416)

Haciendo lo mismo para todos los lados del triangulo tenemos finalmente que

la integral vale:

I, 1,5 +15,-|7406 (4.17)

Para el caso del doblete basta con derivar el anterior resultado con respecto a

z y el resultado sera:

J-io(l/r)ljﬁ()ﬁ(o)dJ = —sgn(z)[k —Jdpp s ‘]31] (4.18)

elemento

Donde k wvaldra O si nos encontramos fuera del triangulo, m si nos

encontramos justo en el lado y 27 si nos encontramos dentro de él.

Coeficientes de influencia segiin Newmarn’

J. N. Newman obtuvo una forma mas general de obtener estos coeficientes de

influencia (véase [8]). Se basé en la utilizaciéon del teorema de Gauss-Bonnet

% A continuacion se traduce [8] para facilitar lanpmension del lector. Dicho articulo se encuenia a
de forma parcial, centrandonos Unicamente en kencliin de los coeficientes de influencia.
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de geometria diferencial, de tal manera que se evita la integracion directa sobre

la superficie del panel.

Ademas, con el desarrollo propuesto por Newman queda claro que la
integracion también es valida para cualquier panel curvilineo cuyos contornos

estén compuestos por segmentos rectos.

Como en el caso de Hess partiremos de un panel cuyos vértices se ordenan en
el sentido de las agujas del reloj (a diferencia de nuestra numeracién, que
habra que alterar antes de la integracion). El punto de evaluaciéon P sera un

punto cualquiera del espacio (x,y,z).

Recordemos la integral de partida, el potencial generado por una distribucion

de dobletes constante es el siguiente:

[[0,(/r)bido = ” (1/r)d —zJ'J'[x %) +(y-vy,.) + 2]_3/2d><0dy0 (4.19)

Por comodidad prescindiremos del signo negativo para llevar a cabo la

integral.

La dltima forma de la ecuacién puede asociarse con el flujo a través del panel
debido a una fuente en punto P. Se sigue de esto que el valor de la integral
sera igual al angulo soélido del panel, visto desde el punto P, y estableciendo

que el signo de z sera el mismo que el del angulo sélido.

rlndo
Q= j — (4.20)
S

El angulo sélido del panel puede ponerse en funcién de propiedades
independientes para cada vértice. Para este proposito se definen tres sectores

con respecto a los correspondientes vértices, como se muestra en la figura, de
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forma que la diferencia entre los dominios de el primer y segundo sector, mas
el tercero, es el dominio del triangulo. Si el valor de la integral de superficie

sobre cada sector se define como I, se sigue que:

3 Total=1, -1, +1,

De acuerdo a la definicién tenemos que cada una de las integrales es igual al
angulo solido del correspondiente sector referido al punto P (donde estamos
midiendo el potencial). Del teorema de Gauss-Bonnet de geometria
diferencial se sigue que el angulo solido del panel desde el punto P es igual a la

suma:

Total=1, -1, +1, =8 +B,+6, -1 4.21)

Donde § es el angulo interior de cada vértice en el plano tangente a la esfera.
Para un panel rectangular, el tltimo término de la ecuacién sera —2m, y para un
poligono con N lados sera —(N-2) n. Obtengamos el término B,
correspondiente a un vértice cualquiera. Para simplificar las ecuaciones que
siguen se asumira que el vértice esta en el origen del sistema de referencia

generalizando el resultado a un vértice cualquiera en (x,,y,,0) .

60



El objetivo principal es determinar el angulo entre dos segmentos
consecutivos (estando definido cada segmento por dos vértices consecutivos)
del poligono (nétese que los segmentos estan incluidos en el plano z=0 al
estarlo los vértices). Se define el angulo 6, como el angulo polar del segmento

que une el vértice “n” con el vértice “n+17.

Para determinar el angulo B, visto desde P lo que hacemos es girar el sistema
de referencia hasta hacerlo coincidir con un sistema de referencia (u,v,w). Para
ello se gira un angulo « (el angulo « viene definido por la proyeccion de P en
el plano y el eje x local) alrededor del eje 2’ y después un angulo ¢ alrededor

de ¢je v’ (angulo entre Py el eje 2°), con lo que la transformacion serfa:

cospcosa cosgsina —sing
T=| -sina cosa 0 (4.22)
singcosa singsina  cosp

O
X +iz = Rsinge'”

(4.23)
y = Rcosp

De tal forma que el eje w coincide con el radio vector que va desde el origen

hasta el punto P.

Si aplicamos la transformacién a la ecuacion del segmento y = xtan(d,)

tenemos la relacion:

cospcodd, —a)
sin(6, - a)

u —
o (4.24)
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Lo que representa la proyeccion de un segmento con angulo polar 6, en el
plano (u,v). Ahora podemos expresar el angulo B, (visto desde P) de la

siguiente forma:

B, = tan‘l{—tar"(gn ~ a)} - tan‘{—tar(fgﬂw_ a)} (4.25)

Podemos obtener una forma alternativa definiendo un par de rotaciones
diferente, rotando primero un angulo ¢ alrededor del eje y’, y después un
angulo & alrededor del eje 2’ hasta llegar al sistema u,v,w donde el eje v
coincide con el radio vector que va desde el origen hasta el punto P. Ahora la

transformacion nos proporciona la siguiente ecuacion para el segmento:

U _ cosgcosy coso - singsind (4.26)
w —cos@siny
Con lo que:
g = tan_{tan@n smé'. — cosyy cosd } _ tan_{tanen+l smé — coSY c0SO } _
sing sing

tang, (x* + z2) - xy tang,,,(x* + z%) - xy (*27)

tan_1|: n :| — tan—1|: n+1 :|
Rz Rz

Donde se ha tenido en cuenta que la transformacién puede expresarse como:
X+iz = Rsin&"

(4.28)
y = Rcosd

Debido a que la arcotangente no es unica, se debe determinar la rama correcta
a usar. El angulo solido es una cantidad comprendida entre -2n y 2n, con el

mismo signo que z.
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Para un poligono con tres vértices concavos tenemos que 0< S, < 77. Para z>

0 los denominadores de la ecuacién son positivos, y con la rama principal de

la arcotangente ([-n/2, n/2]), B, tendra el mismo signo que tand, —tand,.,

independientemente de las coordenadas. Para un triangulo “normal”, dos de
estas diferencias son positivas y la otra negativa. Entonces para una de las tres
integrales hay que afadir n a la ecuacién para obtener correctamente el angulo
solido.

Al cancelarse este “n” con el ultimo valor del teorema de Gauss-Bonnet
podemos reemplazar la ecuacién directamente por la suma de los cuatro

términos de 3.

Desde el punto de vista computacional puede ser interesante simplificar la

expresion dada por la ecuacion. Para ello notemos que:

tand, = Yon ™ Yn — g“
X —X
n+1 _n n (4.29)
tanenﬂ = yn+2 yn+1 - 5)/n+1

Xor2 = Xnaa d(n+l

Sustituyendo y agrupando tenemos que:

o d/n[(x—xn)2 + zz]—d(n(x—xn)(y— y,)
R,z

gﬁo(llr)[ﬁda= —nZ: tan

- tan™ ¥, [(X = X) 22] =3 (X=X )y - ynﬂ)} (4.30)
Rn+1Zd(n

Los pares de arcotangentes en la ecuaciéon pueden agruparse utilizando la

siguiente identidad trigonométrica:

tan‘l(ij - tan‘l(ij = tan‘l(ij (4.31)
Cl CZ C3
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Donde s, y c, son los correspondientes factores en el numerador vy
denominador de cada término de la ecuaciéon para n=1,2 y s; y ¢, vienen dados
por:

C3 = ClCZ + SlSZ

Si utilizamos esta dltima expresion, la dltima arcotangente de la ecuacion debe
ser evaluada en la rama ([-m, n]) sin considerar de forma separada los

argumentos de la arcotangente del miembro de la izquierda.

El primer miembro de (4.31) esta mal condicionado numéricamente cuando el
punto P esta situado directamente encima o debajo de un vértice, por lo que

es preferible la utilizacion del segundo miembro de (4.31).
En el analisis anterior se ha supuesto un panel plano situado en el plano z=0.
Sin embargo, los resultados de las ecuaciones son validos para el caso mas

general de un panel curvo cuyo contorno son segmentos rectos.

Integrales de coeficientes lineales

Para extender el anilisis precedente e incluir una distribuciéon lineal de
dobletes en cada panel, consideraremos dos integrales definidas como:

A5

. . 0
Lo ue es equivalente a las integrales —( ,)m g
q q gt [ %o\ % oy

elemento_k

Yo i'(%, j [do], colocadas en forma matricial.
elemento k 62 ik
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La primera integral puede expresarse de la siguiente manera mediante el

teorema de Green (de nuevo obviamos el sigho negativo):

ZLIXO % = ZJ;'[(XO - x) dx,dy, +zxl, = —zL[%(%)d&dyo +xl, = —zj?(%jdyo +zxl,

3
r C

(4.34)

Donde I, representa el valor de la integral sin términos lineales que se calculo
en anteriores apartados. Operando de la misma forma para la integral

dependiente de y,:

dx,d 1
2 Sj Yo % = zﬂ?jdxo rzyl, (4.35)

Al estar definidos los vértices y lados en el sentido de las agujas del reloj al
contrario que la definicién de la integral de linea, debemos variar el signo para

llegar a la siguiente expresion, que presenta el valor de las integrales como la

dol (4.36)

La dltima integral se resuelve facilmente siendo su valor:

I (Ejdl =Q, = |n[rn Tl d““'”} (4.37)

Lado, rn + rn+1 - dn+],n

suma del aporte de cada lado:

Xo | dxdy, _( X S.(sing,
=l |lo%
£ W e

n

J

Ladg,

€c .2

Donde r, es la distancia entre el punto Py el vértice “n” y d, ., , 1a longitud del

segmento entre “n” y “n+1”.

El resultado final es:

(5 oo 2= 2552 ()= 5 g o -

S
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De manera que ya podemos resolver todas las integrales necesarias para

afrontar el problema.
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