Capitulo

IMPLEMENTACION NUMERICA

5.1. Introduccién

En este capitulo se aborda la implementacién numérica necesaria para la resolucién del pro-
blema. Para ello, primero se explicara en detalle el método de los elementos finitos, que es el
método de calculo que emplea Abaqus. La seccién se centraré en el problema bidimensional de

tensiéon plana.

5.2. El Método de los Elementos Finitos en Problemas de

Elasticidad Bidimensional

El método de los elementos finitos (MEF) es un método numérico general que permite obtener
soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales parciales asociadas a un problema, fisico con
una geometria complicada.

El problema de la interfaz hueso-cemento se modela como un problema de elasticidad bidi-
mensional. Concretamente, se trata de un problema de tension plana, entendiéndose como tal
un problema en el que una de las dimensiones del elemento, el espesor, es mucho menor que las
otras dos, y sobre él actiian tinicamente cargas contenidas en su plano medio. Este estado de
tension plana permite establecer la hipotesis de que todas las secciones perpendiculares al eje z
se deforman en su plano y de manera idéntica, y por tanto, para los célculos sélo se considerara
el plano x-y.

Antes de aplicar el método de los elementos finitos al problema de la interfaz es importante
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explicar el problema real y las simplificaciones que se adoptan para poder resolverlo mediante
el MEF. En el problema real, las cargas que soporta una protesis son variables en el tiempo, ya
que, como se ha comentado anteriormente, una persona realiza diferentes actividades a lo largo
del dia y cada una de ellas transmite una carga distinta a la interfaz, pero también hay que tener
en cuenta que un gran porcentaje del tiempo la persona no esta realizando ninguna actividad
dinamica y las tensiones en ese caso permanecen constantes. Simular este comportamiento tan

variable es dificil y por ello se adoptan las siguientes hipotesis:

= La primera hipdtesis, que se ha explicado ya en capitulos anteriores, consiste en conside-
rar que durante un cierto nimero de ciclos todas las variables del problema permanecen
constantes. Esto nos permite pasar de un problema cuya carga depende del tiempo a otro
en el que la carga es funciéon del ntmero de ciclos. Ese ntimero de ciclos constituye un

incremento.

= La segunda hipoétesis consiste en despreciar los efectos dindmicos de las cargas a las que se
encuentra sometida la protesis, ya que estos se dan en intervalos de tiempo mucho menores
que los intervalos en los que la persona no realiza ninguna actividad dinamica. En un estudio
realizado por Morlock et dl. [20] se muestra el tiempo de duracion de las actividades diarias
de pacientes con artroplastias de cadera y se puede observar que el tiempo que la persona se
encuentra sentada o de pie es mayor que el tiempo que estd andando o subiendo escaleras.
Por lo tanto la carga que se aplicara al modelo de interfaz serd una carga constante en cada

incremento.

Con estas dos hipotesis el problema se transforma en un problema elastico lineal a trozos, esto
es, que en cada paso se resuelve un problema eléstico lineal por medio del MEF, cuya solucion
es el dato de partida para la resoluciéon del problema en el siguiente paso.

El desarrollo del método de los elementos finitos que se presenta a continuacién se centraré

en la resolucion del problema para este caso concreto.

5.2.1. Teoria de la elasticidad bidimensional

Se definiran en primer lugar los conceptos de la elasticidad bidimensional necesarios para
la aplicacién del método de los elementos finitos. El problema de elasticidad bidimensional a

resolver es el siguiente:
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oiju = (1 — d)Cij €5y

1 (5.1)
eij = 5 (i + uji)
Eij = Efé + Efj

Se puede observar que en la ecuaciéon de equilibrio no aparecen las fuerzas de volumen, ya que

estas engloban tanto las fuerzas gravitatorias como las de inercia, que se consideran despreciables

en nuestro problema. Ademas, en nuestro caso ha de considerase el efecto del dano sobre el tensor

de rigidez, asi como el efecto del creep, que se suma a las deformaciones elasticas para obtener

las deformaciones totales, que a su vez seran necesarias para el cilculo de los desplazamientos.

Las tensiones, por otra parte, se calculan a partir de las deformaciones elésticas.

Al tratarse de un problema lineal a trozos, este problema debe ser resuelto en cada paso del

anélisis, de forma que el problema queda en forma matricial como:

V-ok1=0

op1 = (1- dk+1)D€2l+1

Ekt1 = €541 + €fp1

1 (5.2)
Ek+1 = §(Vuk+1 + V“fﬂ)
di+1 = di, + Ad
€1 = € + Ae”

siendo k + 1 el ntimero del paso que se esta resolviendo, y Ad y Ae® son el incremento del dano

y el incremento de creep en cada paso, respectivamente.

A continuacion se explica detalladamente cada campo presente en estas ecuaciones.

Campo de desplazamientos

Se define el vector de desplazamientos de un punto como

u(z,y) = #(a:) (5.3)

v(,y)

donde u(zx,y) y v(z, y) son los desplazamientos del punto en las direcciones z e y, respectivamente.
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Campo de deformaciones

El campo de deformaciones se obtiene en funcion de los desplazamientos segin la teoria

general de la elasticidad, como

ou
ov
Ey = aiy (55)
Oou  Ov
Yoz = Vyz = 0 (57)

En el caso de tension plana, la deformacion €, no es nula, pero si lo es la tension o, por
lo que el trabajo de deformacion o,e, es nulo. Asi, el vector de deformaciones significativas se

puede definir en forma matricial como:

€ a% 0
5 u
e=q g (=Lu=|o0 2 (5.8)
R v
Yy 9y Oz

Campo de tensiones

De la ecuacion (5.7) se deduce que 7., y 7,. son nulas, por lo tanto el vector de tensiones

significativas queda

T
o = [ 0—1;, Uy? Ta:y :| (5-9)

Relacion tension-deformaciéon

Ya se ha visto tanto en secciones anteriores como en la ecuacion (5.1) que la relacién entre
tension y deformacion se expresa mediante la ecuacion constitutiva de la elasticidad, que para el

caso general de un material con comportamiento isétropo es
o = De (5.10)

El tensor D es el tensor de constantes elasticas, que particularizado para el caso de tensién

plana tiene la forma:

1—E1/2 1€52 0
D= | B B g (5.11)
0 0 _FE

2(1+v)
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En el problema de la interfaz hay que anadirle a este tensor el efecto que ejerce el dafio sobre
él, como se indica en la ecuacion (2.21). Si ademas el solido esta sometido a un estado de creep,
la relacion (5.10) debe modificarse, ya que como se ha comentado antes, la deformacion total &

¢l mas la deformacion debida al creep €€, pero

es ahora la suma de las deformacion elésticas e
las tensiones son proporcionales a las deformaciones elasticas, quedando la ecuacién constitutiva

como sigue

o= (1-d)De" = (1-d)D(e' — &) (5.12)

5.2.2. Principio de los Trabajos Virtuales

Para obtener la ecuacion de equilibrio del elemento se aplica el Principio de los Trabajos

Virtuales (PTV), cuya expresion se escribe de la siguiente forma:

//A((Sexax + 0eyoy + 0YayTay)dA = //A(éubx + dvby)dA+

(5.13)
+ j{(éutx + duty)ds + Z(éuz Ui + 0v; V;)
! i

El primer miembro de esta ecuacion representa el trabajo que las tensiones oy, oy y Ty
realizan sobre las deformaciones virtuales de., de, y 67zy. El segundo miembro representa el
trabajo de las fuerzas repartidas por unidad de volumen b, by; de las fuerzas repartidas sobre el
contorno t., t,; y de las fuerzas puntuales U;, V; sobre los desplazamientos virtuales du, év. Ay
[ son, respectivamente, el area y el contorno de la seccién trasversal del sélido. En nuestro caso,
esta ecuacion puede simplificarse considerablemente, ya que en el problema no existen fuerzas de
volumen ni fuerzas puntuales aplicadas en los nodos. Con esto, la ecuacién quedaria reducida a

la siguiente:

// (0e204 + 0eyoy + 0YpyTay)dA = f(éutz + outy)ds (5.14)
A !

La ecuacion (5.35) se puede escribir en forma matricial como

// delodA = %5uTtds (5.15)
A l

0 = [0, 08y, 0vey)T 5 Suw = [du,60]T ; t= [ty t,)" (5.16)

donde

La ecuacion (5.15) servirda como punto de partida para obtener las ecuaciones de la discreti-

zacion.
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5.2.3. Formulacién de elementos finitos. Elemento rectangular de cuatro no-

dos.

La primera etapa del analisis es la divisién o discretizacién en elementos finitos, y a continua-
cion la eleccion del tipo de funcion de forma que se va a usar para aproximar los desplazamientos
en los nodos de dichos elementos.

La discretizaciéon geométrica del modelo de interfaz hueso-cemento se ha realizado con ele-
mentos rectangulares de cuatro nodos. Se vera a continuacién céomo se realiza la discretizacion
del campo de desplazamientos, deformaciones y tensiones para este tipo de elemento, asi como
las ecuaciones de equilibrio de la discretizacién, que son aplicables a cualquier caso general con

otro tipo de elementos.

Discretizacion del campo de desplazamientos

En elemento rectangular de cuatro nodos se pueden definir cuatro desplazamientos nodales en
cada direccién. Para poder definir el desplazamiento en cualquier punto del interior del elemento
es necesario establecer un sistema de coordenadas locales r y s, como el que se muestra en la
fig. 5.1. El desplazamiento se definird mediante un polinomio de cuatro coeficientes en r y s, que se
determinaran imponiendo ocho condiciones de contorno, que corresponden a los desplazamientos

en cada nodo del elemento rectangular de lados 2a x 2b.

Figura 5.1: Elemento rectangular de cuatro nodos [6].

Resolviendo el sistema de ocho ecuaciones con ocho incognitas se obtienen los coeficientes de

cada desplazamiento y los desplazamientos se pueden escribir como:

4 4
UZZN@'W : U:ZNiUZ‘ (5.17)
i=1 i=1

Las funciones N; se denominan funciones de forma, obtenidas a partir de las coordenadas r y s
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de cada elemento como:

1 T s 1 r S
A o
N321(1+5)(1+5) ; N4=Z(1fa)(1+g)

u= = Nal® (5.19)
v
siendo
N; 0
N =[N3,N2,N3,N4] ; N;=
0 N;
()
“;) (5.20)
OND B PO B
age) V;
)

7

Discretizacion del campo de deformaciones

Si sustituimos las ecuaciones (5.17) en (5.4)-(5.7) y tenemos en cuenta que en este caso

8% = % y 8% = % obtenemos el campo de deformaciones discretizado, que en forma matricial

se representaria como:

a,©
4 az(e)

e =) Bia;'Y =By, By, Bs, B — Ba'® (5.21)
i=1 az'®
as©

donde la matriz B es la matriz de deformacién del elemento, compuesta por las matrices B,

que son las matrices de deformacién del elemento %

ON;
or 0
ON; ON;

Js or
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Particularizando B para las funciones de forma de la ecuacion (5.18) se obtiene

by 0 | by 0O | by O | —=by O
1
B=cgqo| 0 —a2 | 0 —ai [ 0 & | 0 a (5.23)
—ay by | —ar by | a1 b1 | ax by
con . ,
r r
—((14+ - = (1-=
R (520
b —i(l—i—l) —i(l 1) '
' da b T 4 b

Discretizacion del campo de tensiones

Las tensiones se obtienen sustituyendo directamente la ecuacion (5.21) en la ecuacion (5.12),

obteniendose

o=01—-d)D(E"—e)=(1-d)DBal® — (1 —-d)De" (5.25)

Ecuaciones de equilibrio de la discretizacion

Para obtener las ecuaciones de equilibrio se parte del PTV aplicado a un elemento aislado.

La ecuacion (5.15) aplicada al elemento aislado se escribe como

/ delodA = sul'tds (5.26)
Ale) 1(e)

De las ecuaciones (5.19) y (5.21) se puede escribir

(e)

oul = [&L(e)}T NT . el = [5a(e)} BT (5.27)

Sustituyendo las ecs. (5.27) en (5.26) y sacando como factor comin da® se obtiene

[5a¢9]" { / BTadA} ~ [5a]" [ NTtds] (5.28)
Ale) 1(e)

Como los desplazamientos virtuales son arbitrarios, se pueden eliminar de la ec. (5.28), obteniendo

/ BlodA = NTtds (5.29)
Ale) 1(e)

Si se sustituye en esta ultima ecuacion el vector de tensiones de la ecuacion (5.25) se obtiene

/ BT(1-d)DBa'” — (1 -d)De)dA = f{ NTtds (5.30)
Ale) 1(e)



5.2 El Método de los Elementos Finitos en Problemas de

1(e)

Elasticidad Bidimensional 43
Operando se llega finalmente a
U BT(1-d)D BdA] al®) — // (1—d)B"De®dA= ¢ NTtds (5.31)
Ale) Ale)

que de acuerdo a la formulacion incremental del problema expresada en las ecuaciones (5.2)

quedaria como

[/ BT(1— dy1)D BdA} al), - // (1—di11)B"Del, dA= ¢ NTtds
Ale) Ale) 1(e)

con

dypy1 = d + Ad

€ir1 = €y + Ae

que se encuentran definidos en los capitulos anteriores para el hueso y para el cemento.

La ecuacion (5.31) se puede resumir en la siguiente:
K© g = f(e)
donde K(© es la matriz de rigidez del elemento, definida como
K = / BT(1-d)D BdA
Ale)
y f(e) el vector de fuerzas nodales equivalentes del elemento

F© = 5 Jrfge)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

Este vector se descompone en las fuerzas correspondientes a deformaciones debidas al creep y en

las fuerzas en el contorno, respectivamente.

f<e>:/ BT (1 -d)De%dA
Ale)

€

9= ¢ NTttds
1(e)

Y finalmente, la ecuacién matricial global del problema se escribe como

Ka=f

(5.38)

(5.39)

(5.40)
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