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El céalculo de las tensiones mediante las expresiones de Lekhnitskii sélo son validas para materiales
anisotropos homogéneos, pero al considerar un material compuesto ésta hipotesis no resulta del todo
cierta al estar compuesto de distintas laminas, cada una de las cuales se podrian aproximar por
ortotropas homogéneas.

De esta forma, en este apartado se plantea una alternativa de metodologia de cédlculo a las ecua-
ciones de Lekhnitskii que permitan obtener de una forma maés exacta las tensiones en la direccion
perpendicular a las ldminas.

6.1. Caso de una sola lamina anis6tropa homogénea sometida a un momento cons-
tante bajo la hipd6tesis de lamina rebajada

En primer lugar para ejemplificar la metodologia de cdlculo se va a considerar un material anisétro-
po homogéneo sometido a un momento My, de forma que la ecuacion a obtener tendria que ser la de
Lekhnitskii o al menos una que se aproxime a la misma. Podemos encontrar el problema representado
en la siguiente imagen:

/1777777

Figura 72: Problema completo a resolver.

Para realizar el cdlculo se dividirda el material en N; ldminas (para este caso todas tendrén las
mismas propiedades), de forma que la ldmina i tendrd un radio medio dado por la siguiente expresién:

t 2i—1
= Z (1= 1
R R+2< N, ) (6.1)

De forma que la ldmina ¢ = 1 serd la externa (la de mayor radio) y la ldmina i = N; la interna
(menor radio). Para poder introducir la compatibilidad entre ldminas se hace necesario introducir unas
cargas ¢.;(f) en cada ldmina (desconocida en principio) como se muestra en la siguiente figura:
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/1777777

Figura 73: Descomposicién en laminas.

De esta forma se pueden obtener las siguientes ecuaciones de equilibrio de los esfuerzos N, Q y M
con signo positivo el definido en la figura anterior:

_ d@;

N; = 2 T ¢z R (6.2a)
dN;
i=0 6.2b
M; N;
d + RlL =0 (6.2C)

do do

Por otro lado definiendo los desplazamientos y giro positivos segin la siguiente figura se llega a las
siguientes ecuaciones de compatibilidad y comportamiento:

/1777777

Figura 74: Definicién de desplazamientos y deformaciones.

dy; M; N;
= R; — R; 6.3
0 (ED); (EV); (6-32)
i - R = Riegp; = — twi 3b
R(EA)i R(EV)Z- Riegs 20 +w (6.3b)
dwi
Rz@z + a0 = U; (63C)
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6. Calculo de tensiones interlaminares en materiales compuestos

Donde para el caso considerado al tener un material homogéneo se tiene EV = (EV); = oo. Es
de interés mencionar que por equilibro se deben de cumplir las siguiente relaciones entre los esfuerzos
del material conjunto y de cada una de las laminas:

N N N
N=>"N; 5 Q=>Q ; M=> (Mj+NR; —R)) (6.4)
i=1 i=1

i=1

De esta forma sustituyendo en las ecuaciones (6.2b) y (6.2c) se obtienen exactamente las ecuaciones
de equilibrio del material conjunto, y sustituyendo en la ecuacién (6.2a) se observa que para que se
obtenga la correspondiente ecuaciéon de equilibrio del material conjunto se debe tener:

N,
Z ¢zl =0 (6.5)
i=1

Resolviendo el problema completo de todas las laminas en conjunto es directo obtener la siguiente
soluciéon como se vio en el apartado correspondiente a la ley de comportamiento:

M@) =My, ; N(@)=0 ; Q@O)=0 (6.6)
R
() = Mo (0 = ) (6.7a)
R2
w(f) = EMO(Cos(d) —-0)—1) (6.7b)
2
() = %Mg(sm(qb 0 +0— ) (6.7¢)

De esta forma, suponiendo que cada lamina se deformara de acuerdo a las anteriores deformaciones
se obtiene que cada lamina tendra los siguientes desplazamientos y giro:

R

i) = ol0) = -y (6 - ) (6580
2
ws(0) = w(0) = %Mg(cos(qﬁ _9)—1) (6.8b)
ws(0) = u(6) + o(8)(R; — R) = %Mg(Rsm(QZ) 0) — (6 — O)Ry) (6.8¢)

Es féacil ver que con estas expresiones se cumple automéaticamente la ley de compatibilidad dada
en la ecuacién (6.3c) al cumplirse para el material conjunto:

dw; dw dw
a0 +Rz¢1_uz—@+Rz¢_U_(ﬂ(Rz_R) d@

0= + Rp—u

Usando la ley de comportamiento dada por la ecuacién (6.3a) se puede llegar a:

(ED); R
M; = .
R, EI (6.9)
De forma similar a la ley de comportamiento dada por la ecuacién (6.3b) se puede llegar a:
Ni="F% "\ 7)) = & \ag "~ R v R; {(Ri=R) g
R (BA);
N; = E(Rz —R) ol My (6.10)
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6. Calculo de tensiones interlaminares en materiales compuestos

Como M; y N; son constantes para todo 6 se cumple automaticamente la ecuacién de equilibrio
6.2c. Ademads de la ecuacién (6.2b) llegamos a @; = 0, por lo que el cortante sera nulo en todas las
ldminas.

Entrando en las propiedades de las laminas es facil ver las siguientes propiedades al ser un material
anisétropo homogéneo (Como se tiene laminado simétrico al ser un material homogéneo, y por lo tanto
B =0):

-t A FEA
FA), =A; = —_ == =—— 6.11
( )7, 1 Q22 Nl Nl Nl ( )
A D EI
El;=D; = e 6.12
( )z [ Q22 12 Nl3 Nl3 ng ( )
2
El=FA— 6.13
13 (6.13)

Y sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (6.9) y (6.10) llegamos a:

R 1
M; = —— M 14
R‘ N3 0 (6 a)
R 12
N; = R, —R 6.14b
R'L( )Nlt2 0 ( )

Ademas sustituyendo la ecuacién (6.1) de R; podemos obtener las siguientes expresiones:

1 1 1 1

Mi = - 73M0 == 7 . 72M0 (615&)
1+ﬁ(1_2§\21)Nl Nl+ﬁ(Nl_2'L+1)Nl
1- 2 6 N +1-2i 6

N, = Ni Mo = e Mo (6.15b)
1_}_%{(1_23\&1) it Nl—l-ﬁ(Nl—l—l—Qz) it

Puede comprobarse facilmente que realizando el correspondiente sumatorio se obtiene:

%:N— Z tlo2 4y (6.16)
=1 Z Mo Nl+2R (Ni+1—20) '

Sin embargo acorde a la ecuacién (6.4) tendria que tomar un valor nulo. Usando unos valores
tipicos de R = 9,bmm y ¢ = 5mm podemos comprobar que se obtienen los siguientes valores:

25\21 Ni
N =1 0
Ny =2 —0,401691M,/t
N =3 —0,482693 M/t
N =4 —0,511636M,/t
N =5 —0,525141 M/t
Ny =10 —0,54326 M/t

N, =10? | —0,549268 M/t
N; =103 | —0,549328 Mo/t
Ny =10% | —0,549328 Mo/t
N, =109 | —0,549114M,/t
N; = 1000 | —0,549328 M, /t
Ny = 101990 | —0,549328 M, /¢t
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6. Calculo de tensiones interlaminares en materiales compuestos

También puede comprobarse que realizando el correspondiente sumatorio se obtiene:
ZN R; — R) —RZN (6.17)

Y sustituyendo en el siguiente sumatorio:

ZM+NR R) ZlM RN; 1%&—"’5(1\7;“—%}#1 (6.18)
— - N Z N+ o (Ni+ 10— 20) '

Sin embargo se tendria que tener un valor unidad para que hubiera equilibrio de momentos en cada
seccién. A continuacién se presenta los valores que se obtienen para distintos IV; y los R y t tipicos
mencionados antes:

N =1 1 1
N, =2 1,01762 0,254405
N, =3 1,03058 0,113463
N, =4 1,03601 0,0639025
N, =5 1,03869 0,0409213
N; =10 1,04243 0,0102383
N; =107 1,04371 ~107%
N; =103 1,04372 ~ 1076
N; =104 1,04372 ~ 1078
N; = 1010 1,04372 ~ 1020
N; = 10100 1,04372 ~ 107290
N; = 101000 1,04372 ~ 1072000

Ademas para N; — oo se tendria que tener que N; /i, = N;N;/t tendiera a las tensiones generadas
por el momento My en el material completo, sin embargo se tiene:

NN, R

= (B R) 2 My # (Ri - R> (6.19)

Por lo tanto todo cabe indicar que el término R/R; no deberia estar ahi. Ademds al eliminar dicho
término se consigue tener vazll N; = 0 y ademas Zivzll M; + N;(R; — R) = M,

Este error se debe a la hipdtesis de lamina rebajada que se ha realizado para obtener las propiedades
de rigidez A, B y D. Por lo tanto para ser consistentes hay que continuar usando los esfuerzos con
dicha hipdtesis, de forma que éstos quedan:

(E1); 1
Mi = El M() = FZBMO (6.20&)
EA); 2i—1\ 6

De esta forma es fécil observar que ya se cumplen los sumatorios de las ecuaciones (6.4):
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Ny N .
6 6 2i

N; =~ My — ~— M,
; t 0 Nt 0;( N, t

l

. Mo 3 % — 1) 2
M; + N;(R; — R) = M, 2 (1= — M, 6.21b
O £ (R ) R T

i=1 i=1

1 6 6 12 .
) = -My+ FﬂMO — ——Mj ZZ = (621&)

Por lo tanto ya se dispone de los esfuerzos y es directo obtener las cargas sobre cada lamina ¢,; de
la ecuacién de equilibrio (6.2a):

Ni = qziR; (6.22)

El siguiente paso consiste en obtener las tensiones a partir de la carga ¢.;, lo que se puede hacer
teniendo en cuenta que dicha carga sera la diferencia de las tensiones aplicadas en la parte superior e
inferior de la ldmina:

Figura 75: Equilibrio de tensiones.

t t 7z R
i\ Ri— o | =0 it o) — 2
o (R 2Nl) o 1<R +2Nz> = (6.23)

Teniendo en cuenta que g9 = 0 se tienen los siguientes valores:

-1

o1 = —tqlel
W (R1 _ Q—Nl)
-1

Oy =—F (gz1R1 + g22R2)
W (R - o%)
03 = _—t (g21R1 + ¢22R2 + q23R3)
W (R3 _ Q—M)

Y por lo tanto, como ecuacion general se tendra la siguiente expresién:

-1 ‘
W (R - 5k ) 5=
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6. Calculo de tensiones interlaminares en materiales compuestos

Para este caso considerado, en el cual @;(0) = 0, sustituyendo la ecuacién de equilibrio (6.2a):

ZN (6.25)

W(Ri 2Nl>

Desarrollando la ecuacion:

W (R _ 7) NthOZ: ( > N W(;_>J\?th0 <Z - 11\2) (6.26)

Despejando i de la ecuacién (6.1) podemos obtener la siguiente expresion:

- % <1 2R R)) 41 (6.27)

[\

y por lo tanto:

P (2RiNi - 2N;R + (N = 1)t)(t + Ni(2R — 2R; + 1))
N, B 4ANt2

(6.28)

De esta forma sustituyendo en la expresién de o; y haciendo el limite cuando N; — oo de forma
que r = R; se llega a la siguiente expresion:

6Moy (R+t/2—71)(r— R+1t/2)
U(T)Z_Wt?’ r

(6.29)

Y expresando en funcién del radio exterior o y del interior r; llegamos a la siguiente expresién
para el cédlculo de las tensiones:

6Mo (ro —r)(r —r;)
W3 r

or(r)=—

Esta ecuacién se puede obtener también de forma mas rapida calculando el limite previamente en
la tension equivalente al axil NV; y después calculando la tension por integracion de la siguiente forma:

12My

N; = R, — R 6.30

(= ) (6.300)
N 12M0
= Ri— R 6.30b
12M
oon(Ri) = lim ogn; =5 (Ri—R) (6.30¢)
’ Ni—oo B t
—1 [Rt/2 _6Mo (ro —7)(r —14)

() = — R))dR; = 6.30d

Por otro lado se puede obtener el radio para el que se da la maxima tensién derivando dicha
expresion, de forma que se llega a que éste tiene un valor de r4,,,, = /Toli, ¥ sustituyendo en la
expresion de la tensién se llega a:
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6. Calculo de tensiones interlaminares en materiales compuestos

6Mo
Omaz = — 3 (Vo = V/7i)” (6.31)

Si representamos dicha curva junto a la curva obtenida por las ecuaciones de Lekhnitskii para un
valor tipico de k = /7,5 se obtiene la siguiente gréfica:

35 T T T T T T T T T
: : : : : : Lamina rebajada

Whon ........... .......... Ce L e, s —— Lekhnitskii con k=75 | 4

a5k .......... N A .......... PR ......... ......... i

e VAT A .......... ........... L ......... SRR SR 4

MPa)

Rimrm)

Figura 76: Comparacién del modelo con lamina rebajada frente a Lekhnitskii.

Se puede observar que este modelo no capta del todo el comportamiento real de un material
anisotropo homogéneo si no se puede despreciar el espesor ¢ frente a R, provocando ademads que
devuelva un minimo de las tensiones levemente inferior al real, por lo que desde un punto de vista
del céalculo de la rotura no se sitia en el lado de la seguridad, aunque si devuelve valores bastante
aproximados. Ademds estima mal el punto de rotura de la probeta a lo largo del espesor. Es por eso
que se ha considerado que para las geometrias de probetas dadas es conveniente el calculo sin dicha
hipétesis.

6.2. Caso de una sola lamina anisétropa homogénea sometida a un momento cons-
tante sin la hipétesis de lamina rebajada

Anteriormente en la obtencién de las deformaciones se tenia:

R R(R; — R) dp(x)
522(33, Ri) = E&%(ﬂ?) + R dr (6.32)
El cual usando la hipétesis de lamina rebajada se aproximé de la siguiente forma:
d
es(, i) = eb(2) + (Bs — )220 (6.33)

dz

Esta hipotesis es valida cuando t < R, es decir, considerando R ~ R;. Si se desea realizar un
calculo més exacto sin lamina rebajada hay que calcular las propiedades A, B y D sin dicha hipétesis,
y en este caso:
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6. Calculo de tensiones interlaminares en materiales compuestos

t/2 t/2 B t/2 B R RZ dg@
N = dz = dz = 9 - )d 6.34
/t/2 092dz s Q22€22d2 /t/2 Q22 (R+z€22 + R+zdx1> z (6.34a)
t/2 t/2 _ R Rz dQO
M= dz = — &9 —)dR 6.34b
/_t/20222’ & _t/2Q22z <R+Z€22+R+de1> ( )

De esta forma las propiedades A, B y D se redefinen de la siguiente forma:

_ R+ 2
A=Y (QQQRlog <R++zz_1>) (6.352)
B = Z <Q22R <Zi — Zi—1 — Rlog <R}2—:_Zzz_11>>> (6.35b)

p=%" (QQQR <R2 log <RR:221> + %(zi —2R) — Zi; (zio1 — 2R)>> (6.35¢)

Cabe indicar que para un laminado simétrico ya no se tiene B = 0, ni siquiera cuando el material
es isotropo.

Si el material estuviera compuesto por una sola ldmina, como se ha considerado en este apartado,
se tendria:

A= (szRlog <§2 J_r D) (6.36a)

B= <Q22R (t — Rlog (;g i i))) (6.36D)
D= <Q2232 (Rlog @g 7_L i) — t>> = —RB (6.36¢)

De esta forma cada ldmina de las N; en la que se divida el material para el modelo tendrd unas
rigideces A, B y D distintas dependientes del radio medio que tenga dicha ldmina, a diferencia del
caso de lamina rebajada en el cual todas las ldminas tenian las mismas propiedades. De esta forma
cada ldmina en la que se divida el material tendra las siguientes propiedades:

_ 2R; +t/N,
- 1 B .
A (ngRz 0g (2Ri — t/Nl>> (6.37a)
Ao (L R (2Bit+t/N
B; = <Q22R1 <Nl R;log <2Ri — t/Nl>>> (6.37b)
(o2 (Rloe (BTNt \\_ _pp
Dz — <Q22Ri <Rz 10g <2Rz — t/Nl Nl = RzBl (637C)

Ademsds trabajando con éstas ecuaciones se puede llegar facilmente a las siguientes expresiones:
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A;D; — B? —A;R — B, -t
(EA)i =W D, =W R = WQQQE (6.38a)
A;D; — B? ~ t
(EV) = W=—pt = =W(AiR; + B;) = =W QxnRiw = —Ri(EA); (6.38b)
7 l
A;D; — B? —A;R — B; EV); N,
(E_r)i W= T _ WBiRi — Bi( V) = (EV)i L —R; (6.38c)
A; A; A; log (2Ritt/Ni
08 \ 2R, —t/N,

En primer lugar cabe observar que (FA); no depende de R;, por lo que todas las ldminas indepen-
dientemente de su radio tendran la misma rigidez ante un esfuerzo de traccién. Ademads su valor es
exactamente el mismo que en el caso de la hipdtesis de lamina rebajada. En segundo lugar se observa
que cuando R; — oo entonces (EV'); — oo, como era de esperar al ser vélida en dicho caso la hipétesis
de lamina rebajada.

En este caso es facilmente comprobable que las leyes de comportamiento de la viga curva quedarin
de la siguiente forma:

dp —  M; N;

o~ (ED); Ei (EV); (6.39)
N; M,

0o _p N M

9, = R; A, R; S, (6.39b)

Igualando los desplazamientos como se vio en el apartado anterior se puede llegar a la siguientes
ecuaciones que relacionan los esfuerzos de cada lamina con el esfuerzo My sobre el material homogéneo
equivalente:

PRI B (00
R; (E]\Z)l —R; (E]\XJ/Z)Z =(R; — R)R% - RE%‘O/ (6.40b)
Despejando M; y N; de dichas ecuaciones se puede llegar a los siguientes esfuerzos:
= 55t (@ v, ) (o4t
Ne= vt (v (e, v (6-410)
Ki = ! - (6.41c)

(EI);(EA); (EV)?

Si sustituimos las ecuaciones (6.38) para expresar todas las rigideces de ldmina en funcién tnica
de (FA); obtendremos las siguientes expresiones:
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6. Calculo de tensiones interlaminares en materiales compuestos

1 1
i = = . T 1 (6.42a)
RI(EA); | 1- IR TEN]
Ny log (ZRZ t/Nl)
R M, 1 R—R; EI
.= &2 1 6.42b
R; FI k;(FEA); ( TR RiEV> ( :
R—R EI
_RMy 1 f . TR T REV (6.42¢)
R? EI ki(EA); 1— %—gw
N 10g<232.7t/1vl>
Y sustituyendo x;:
2R;+t/N,
v — BRMo(EA); N 10%( t/N§> | (BT (6.43a)
M R EI
N _ BMo(EA); Nilog ( t/Nl) 1 V% ~mev 1 (6.43b)
f ol t/Ri 1_ t/R; .

IR, Tt/N,
M IOg(QR;—t/Nl)

Cabe mencionar que estas ecuaciones son validas también para el caso de que las ldminas sean
distintas al no haber aplicado aun dicha hipdtesis. De esta forma sustituyendo las expresiones de las
rigideces para este caso de que todas las laminas tienen las mismas propiedades se llega a las siguientes
expresiones, habiendo tenido en cuenta que (FA); = EA/N; para este caso:

2R;+t/Nj
R, log (SREENL) — t/(NiR)

R log@?f) —t/R
a1y 108 (354) % — log (3L
. i—t/ N
N; = —R : ) /R (6.44b)
og (5p= ) —t/

Para el calculo de las tensiones en primer lugar se calcula la tensién circunferencial equivalente del
axil y se realiza el limite para infinitas ldminas en esta tension:

2R 2R;+/N
Ny My log <2R+i> NlOg( t/Ni)

O9,N,i = = — 6.45a
lo 2R+t t/R
, MO & (2R t) ?
ogN(Ri) = Nlllinoo ToNi = oy s (gg+;) TR (6.45b)
1 RHt/2 M, log (%ﬁ) (R+ L —r) — tlog (281)
or(r) = = ogN(Ri)dR; = — (6.45¢)
Wr W Rrt log <§g+§> —t/R
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6. Calculo de tensiones interlaminares en materiales compuestos

Sustituyendo los valores 7, = R+ t/2 y r; = R — t/2 asi como desarrollando se puede llegar a la
siguiente ecuacién:

M, log (%) (ro — 1) — tlog (%2)
W Rrt log (7%:) —t/R

or(r)=—

Si representamos dicha curva junto a la curva obtenida por las ecuaciones de Lekhnitskii para un
valor tipico de k = /7,5 y la obtenida anteriormente para la lamina rebajada se obtiene la siguiente
grafica:

& ; ; ! ! ! ! ! T !

2 SR .......... LA e b ........... ........ ........... o |

20_ ......... ........... ........... ........... ........... .......... ........ .......... ......... 4

o, MPa)

15 f ........... ........... ........... ........... ........... ........... L .......... 4

: : : Lamina rebajada : : :
10k A7 _ .......... , .......... Lamina no rebajada ........... ......... . .
' Lekhnitskii con k=7 5 '

i i
7 7h & 8.a 9 85 10 10.5 1 15 12
Rimrm)

Figura 77: Comparacion del modelo con lamina rebajada y no rebajada frente a Lekhnitskii.

Se puede observar que con respecto al valor tipico de k = /7,5 se estdn cometiendo errores del
orden del 1%, por lo que son errores muy pequefios. Sin embargo, si se usa un valor de k = 1, en el
libro Anisotropic Plates de S. G. Lekhnitskii se puede encontrar que la distribucion o, teérica exacta
toma la siguiente forma:

onlr) = o (s 10sto) (1= 55) — (1 ) 10g (2)) (6.460)
s=(* ‘f)Q ~ (plog(p))? (6.46b)

Y comparando los valores obtenidos de la expresién anterior con la expresion obtenida por esta
metodologia se observan errores que ya son del orden del 0,1 %, por lo que la expresién anterior es aun
mas exacta para materiales que tengan rigideces F, y Ey préximas.

Por lo tanto debido a estos errores casi despreciables se puede considerar validada esta metodologia
y se puede extender al caso de ldminas con distintas propiedades (materiales compuestos), lo cual se
hard en los siguientes apartados.
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6. Calculo de tensiones interlaminares en materiales compuestos

6.3. Caso de material compuesto sometido a un momento constante con la hipéte-
sis de lamina rebajada

Recuperando las ecuaciones obtenidas para el material compuesto por una sola ldmina homogénea
antes de aplicar dicha hipdtesis teniamos que las ecuaciones que nos permiten resolver este problema
son las siguientes:

EA);
-1 ¢
0i=—F——~ > N (6.47b)
W (RrL - TM) 7j=1

De forma que dividiendo cada lamina del material compuesto en mas subldminas se puede apli-
car las ecuaciones anteriores para obtener en primer lugar los valores de N; en cada subldmina y
posteriormente sustituir obteniendo las tensiones interlaminares.

6.4. Caso de material compuesto sometido a un momento constante sin la hip6te-
sis de lamina rebajada

En este caso igualmente las ecuaciones fueron obtenidas anteriormente y quedan como se presenta
a continuacién:

R My 1 1 R;— R EI
N, = BMo 1 A
R; EI k; <(EV)Z- * (ET); (EI)iEV> R
1 1
. _ 48b
" T (ED(EA)  (EV)? (6.485)
o — ——1t N, (6.48¢)
w <Rl - TNZ) J=1

6.5. Caso de material compuesto sometido a momento y axil en el extremo sin la
hipé6tesis de lamina rebajada

Por ultimo para llegar a unas ecuaciones més exactas del problema se va a considerar que tenemos
un axil Ny y un momento My en § = ¢; (utilizando la nomenclatura utilizada cuando se dedujo
la ley de comportamiento). En este caso el momento, el axil y el cortante no serdn constantes al
moverse por 6, por lo que las tensiones interlaminares tampoco lo seran, y de esta forma lo que nos
interesara serd las tensiones en 6 = ¢;, punto en el que se carece de esfuerzo cortante y en el cual se
considerard la tension de rotura, pudiendo obtener las tensiones igualmente para el resto de puntos.

Recordando de la ley de comportamiento se tenia las siguientes expresiones del axil, cortante y
momento flector a lo largo del tramo curvo:

N(0) = Nocos(0 — ¢;) (6.492a)
Q(@) = No sin(H — (251) (6.49b)
M(@) = RNy — RNy COS(9 - ¢z) + My (6.49C)
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6. Calculo de tensiones interlaminares en materiales compuestos

Por otro lado utilizando las ecuaciones (6.39) es facil obtener las siguientes expresiones:

M; N, MO N9
i (EI); 1 (EV); B — gy (6.50a)
N; M;  _N(0) M(6) M(6) N()
Ri(EA)i —Ri(EV)i =Rp ¥ — R + (R — R) <R 77 —REV) (6.50D)

De donde se puede despejar las siguientes expresiones:

Mz:jjl[( 1 (M<9>_N<e>>+( 1 (g(j)_ﬂg(vem&_m(m_

N=RL1[ L (M6 NGO L (NO) M) | (MO NEO)
vy (o7~ 50) + e v ()

EA £V

[u—

1
(EI);(EA);  (EV)2

R =

Por otro lado de la ecuacién (6.2b) podemos obtener la expresién que nos determina @;, derivando
por lo tanto dQ@;/df, y sustituyendo 6 = ¢; en todas las expresiones llegamos a los siguientes valores:

o= 24 i (02 (3 (25 2] o
1

- R 1 My M Ny
s = v (51 2v) * @ (EAEV ) (gr - gv))| 6
dQ; _ R 1 1 RNy Ny 1 Ny RNy RNy Ny
@ oy~ Rim (EV)Z-< El _EV)+( ED), <EA+EV+(R R)<_EI_EV>>]

Recordando la ecuacién de equilibrio (6.2a) podemos obtener la siguiente expresién para las cargas
interlaminares:

ey dQi
QZZ(¢Z)RZ - N2(¢7,) 40 oo,
_ R My+ RNy 1 1 (Ri-R 1
q“'(d’i)Rl_E py [EI(EV)7;+ (EI)1-< EI _Evﬂ (6.53)

De esta forma la expresién de ¢.;(¢;)R; es la misma que se tenia anteriormente con la salvedad
de que al momento My hay que sumarle una cantidad RNy que cambiara la distribucién de esfuerzos
interlaminares. Esto contradice para materiales homogéneos a lo que se tenia con Lekhnitskii, puesto
que segun dichas expresiones un esfuerzo Ny no producia cargas interlaminares en los puntos en los
cuales el cortante es nulo, como es el caso de § = ¢;, sin embargo en los casos considerados se tiene
que RNy < My, por lo que el cambio al considerarlo va a ser despreciable.

Por ltimo como se demostré anteriormente las tensiones se calcularian de la siguiente forma a
partir de las cargas interlaminares calculadas:
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oj= ——— > R, (6.54)
1

W (R~ 5 ) 5=

6.6. Resultados experimentales

Una vez desarrollada la teoria interesa observar los resultados que devuelve para las distintas
probetas de forma que se pueda obtener una tensién de rotura (tensién méaxima que se produzca en
la distribucién calculada) para la carga de rotura que se ha obtenido experimentalmente, para lo cual
hay que realizar un célculo intermedio del momento (y en su caso del axil) en el punto de simetria, el
cual se realizard mediante la correlacién obtenida en el apartado de la relacién P — § y descrita por
las ecuaciones (5.86) y (5.85).

Para facilitar las referencias a los distintos métodos se usara la siguiente terminologia:

= Modelo ILTS_CT_1: Modelo de material compuesto sometido a un momento constante con la
hipétesis de ldmina rebajada.

s Modelo ILTS_CT_2: Modelo de material compuesto sometido a un momento constante sin la
hipétesis de lamina rebajada.

= Modelo ILTS_CT_3: Modelo de material compuesto sometido a momento y axil en el punto de
simetria con la hipdtesis de lamina rebajada.

= Modelo ILTS_CT_4: Modelo de material compuesto sometido a un momento constante con la
hipétesis de lamina rebajada considerando las propiedades de compresion en las zona sometidas
a la misma.

De esta forma si se representa las distribuciones de tensiones obtenidas para un mismo momento
aplicado por los distintos métodos junto con el punto de rotura experimental se pueden obtener las
siguientes graficas. En ellas hay que recordar que las lineas rojas verticales indican que todas o la
gran mayoria de las probetas han roto por ese punto, mientras que las verdes indican que sélo algunas
probetas han roto por ahi.

60 1 H T H T T T T T
| —— L5 CT_ ] SR SO R U
; ILTS_CT 2 : : : 1 : :
50 | ——wrser 3]
{| ——Ts CT 4
Ak LA ........ .
o : o
o ] o
g B0F b e ........................ g
o o
a0l ................. .........
obda ................. .........
0 ] ;
. 775 8
F ()

Figura 78: Distribucién de tensiones interlaminares en las probetas 4PT1.
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Figura 79: Distribucién de tensiones interlaminares en las probetas 4PT?2.
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Figura 81: Distribucién de tensiones interlaminares en las probetas 4PT6.
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Figura 83: Distribucién de tensiones interlaminares en las probetas 4PTS.
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Figura 84: Distribucién de tensiones interlaminares en las probetas 4PT9.
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6. Calculo de tensiones interlaminares en materiales compuestos

Cabe destacar en primer lugar que en la probeta 4PT8 se ha conseguido aproximar mucho mejor
el punto de rotura al eliminar la hipétesis de lamina rebajada, por lo que dicha hipdtesis tiene efectos
importantes en la distribucién de tensiones tedrica obtenida. Por otro lado el considerar o no considerar
Ny como ya se observaba en las ecuaciones obtenidas sélo afecta en que se tendrd un momento M,
mayor y por lo tanto la distribucién de tensiones sera igual pero con valores levemente mayores. De
esta forma Ny no afiade errores en la forma de la distribucién a los resultados, y sélo afecta levemente
a los valores numéricos. Por ultimo el considerar las distintas propiedades de compresién en las zonas
sometidas a la misma si que afecta a la distribucién de tensiones, provocando que haya mayores
tensiones en las zonas sometidas a compresiéon y por lo tanto que los puntos de rotura se aproximen
a radios menores, tal y como se observa en los valores experimentales.

Con respecto a los resultados numéricos cabe observar que el punto de rotura teérico obtenido con
el modelo ILTS_CT_4 se aproxima de forma bastante exacta al experimental, siendo un poco diferente
en las probetas 4PT1, donde el punto de rotura experimental se aproxima menos a las maximas
tensiones calculadas.
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