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Resumen

En el presente proyecto se analiza el vuelo de crucero de minimo coste de aviones comerciales,
teniendo en cuenta tanto los costes del combustible como los del tiempo. Se hace uso del célculo
variacional para obtener las condiciones que debe satisfacer el crucero para minimizar su coste
y se calculan las leyes de control éptimas. La formulacién se hace para un modelo general de
aeronave (tanto de polar parabdlica como de consumo especifico de combustible) y los resultados

se presentan para un modelo tipico de aeronave civil de pasajeros de fuselaje ancho y dos motores.

Se analiza cémo afecta el alcance, el peso de la aeronave y el Indice de Coste (relacién entre
el coste del tiempo y el del combustible) a las trayectorias éptimas. Los resultados obtenidos se

comparan con el crucero de minimo consumo de combustible.

También se estudia el crucero imponiendo que el nimero de Mach y el coeficiente de

sustentacion sean constantes y se analiza su optimalidad.
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo del capitulo se describe el contexto en el que se enmarca el presente proyecto y
se realiza una revision de la literatura en la que se clasifican los diversos tipos de optimizacién
de trayectorias en funcién de numerosos criterios. En base a esto se justifica la motivacion que

origina el proyecto y sus objetivos principales.

1.1. Contexto

El presente proyecto se enmarca dentro de la prediccién y optimizacion de trayectorias,
rama de la Mecanica del Vuelo. Es una disciplina fundamental para la industria aerondutica
por numerosos aspectos, entre los que destaca que es la encargada de predecir la cantidad de
combustible necesaria para realizar un determinado trayecto, y asi conocer con cudnto combustible

se ha de cargar la aeronave, teniendo en cuenta las reservas necesarias para imprevistos.

También es la disciplina encargada de la optimizacion de las trayectorias, es decir, de calcular
las ligaduras de vuelo o leyes de pilotaje (grados de libertad que impone el piloto, como pueden
ser la velocidad o la altitud) que permiten seguir una trayectoria dptima segin diversos criterios.

Los maés frecuentes son:

= Para una carga de combustible dada, encontrar la trayectoria que maximiza el alcance.

= Para un alcance dado, encontrar la trayectoria que minimiza el consumo de combustible o
el tiempo de vuelo.

= Para una altitud dada que se desea ascender o descender, encontrar la trayectoria que

minimiza el tiempo necesario o la distancia horizontal recorrida.

Se puede optimizar cualquiera de las fases del vuelo, desde la fase de rodadura en tierra
previa al despegue, hasta el aterrizaje, pasando por la subida y el descenso. Pero, sin ninguna
duda, la fase mds importante que requiere optimizacién es el crucero, debido a su mayor duracion
e impacto en el coste total de un vuelo. Por este motivo, la mayoria de los esfuerzos (y, en

particular, el presente proyecto) se concentran en minimizar esta etapa del vuelo, que se define
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CAPITULO 1. Introduccién

por ser un vuelo casi-estacionario, es decir, se desprecian las fuerzas de inercia en las ecuaciones
dindmicas. El crucero resulta ser casi-horizontal: la variacién de altitud es infima en comparacion

con la distancia horizontal recorrida.

1.2. Revision de la literatura

A continuacién se realiza una clasificacion general de los diversos métodos seguidos para la

optimizacion de trayectorias de crucero, atendiendo a diversos criterios:

= Funcién objetivo o magnitud que se desee optimizar. Esta puede ser, en principio,
cualquier propiedad de la trayectoria. En un vuelo de crucero, los tres criterios mas

frecuentes son:

e Para una carga de combustible dada, encontrar la trayectoria que maximiza el alcance
o la autonomia.

e Para un alcance dado, encontrar la trayectoria que minimiza el consumo de combustible.
Equivale a maximizar el alcance para una carga de combustible dada.

e Para un alcance dado, encontrar la trayectoria que minimiza el coste del vuelo. Es el

caso del presente proyecto.

Hoy en dia, es frecuente tener en cuenta otros efectos como la emisién de gases contaminantes

o la generacién de ruido.

» Modelo de aeronave. Usualmente (y asi se hace en el presente proyecto) se considera
la aeronave como una masa puntual y se le aplica equilibrio de fuerzas para obtener
las ecuaciones dindmicas, para lo que se han de modelar las fuerzas aerodindmicas y
propulsivas. Seguin las simplificaciones utilizadas en los modelos atmosférico, aerodinamico
y propulsivo se obtienen unas trayectorias 6ptimas u otras o, incluso, puede darse el caso de
que no exista solucién, como ocurre cuando se utiliza la tradicional hipdtesis de consumo
especifico constante y polar parabdlica simétrica de coeficientes constantes, como demuestra
Torenbeek [15]. Hoy en dia, debido a la mejora de los métodos numéricos, se utilizan
modelos muy generales y complejos que tienen en cuenta los efectos de la compresibilidad

y de la altitud de vuelo.

» Casi-Estacionario/No Estacionario. En el primer caso, se desprecian las fuerzas de
inercia en las ecuaciones dindmicas, y se simplifica el problema, mientras que en el segundo
caso se obtiene una solucién mas exacta pero mas compleja. En el presente proyecto se

adopta dicha simplificacién.

» Con/Sin Restricciones. Segin si se impone alguna restriccién al vuelo como por ejemplo,
altitud de vuelo constante, o si se considera el problema libre de restricciones. En el
presente proyecto no se considera ninguna restriccion, lo que conduce a las soluciones mas
optimizadas posibles, denominadas cruise climb, que se caracterizan porque la altitud del

vuelo aumenta conforme disminuye el peso de la aeronave. En la practica, estas soluciones
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no suelen estar permitidas debido a requisitos de control del trafico aéreo, que habitualmente

imponen una altitud de vuelo constante por tramos, el denominado stepped cruise climb

que analiza Valenzuela et al. [16].

Método de resolucién. Los métodos de resolucién existentes para la optimizacion de

trayectorias se pueden clasificar en dos grandes grupos, que a continuacién se explican

brevemente (una descripcién detallada de los mismos puede encontrarse en [7] y en [3]):

o Optimizacion estdtica o paramétrica. Es el mas sencillo desde el punto de vista

matematico, consiste en encontrar una serie de parametros que optimizan una funcién.
Tiene como ventaja que permite imponer ficilmente restricciones al vuelo (de igualdad
y de desigualdad). Como inconveniente, es un método menos general, pues no considera

el caso de que las leyes de control varien con el tiempo.

Optimizacion dindmica o cdlculo variacional. Utilizado en el presente proyecto, consiste
en encontrar una serie de funciones que optimizan un funcional. Es el método mas
general posible, que después se particulariza para resolver casos concretos. Dentro de
la optimizacién dinamica se encuentra el Control dptimo, que divide las variables en
dos tipos: de estado y de control. La soluciéon proporciona leyes de control éptimas en
funcién de las variables de estado, que pueden utilizarse directamente para controlar

la aeronave a través de la trayectoria éptima. Un caso particular es el Control dptimo

singular.

En la siguiente tabla-resumen (1.1) se indican diversas referencias que se han seguido en la

elaboracién del presente proyecto y se engloban dentro de la clasificaciéon anteriormente expuesta:

’ Ref ‘ Autor ‘ Min/Max ‘ Restric ‘ Método Estac ‘ Viento ‘
[15] | Torenbeek Comb Ambos | Derivadas logaritmicas Casi-est | No
[4] | Cavcar et al. Comb Alt cte | Optimizacién paramétrica | Casi-est | No
[11] | Pargett et al. Comb Alt cte | Control Optimo Singular | No est | No
[13] | Rivas et al. Comb Alt cte | Control Optimo Singular | Casi-est | No
[12] | Rivas et al. Alcance | Ambos | Célculo Variacional Casi-est | Ambos
[16] | Valenzuela et al. | Comb Stepped | Optimizacién paramétrica | No est | No
[6] | Franco et al. Comb Alt cte | Control Optimo Singular | No est | No
[5] | Franco et al. Coste Alt cte | Control Optimo Singular | No est | Si

Tabla 1.1:

Clasificacién de métodos de optimizacion de cruceros

(*) Min/Maéx: funcién objetivo a minimizar/maximizar. Restric: si existe alguna restriccion.

Comb: combustible. Alt: altitud. Cte: constante. Est: estacionario. Ambos: se refiere a que se

analizan los dos casos (con/sin restricciones o con/sin viento). Stepped: Stepped cruise climb.

Derivadas logaritmicas: equivale al Calculo Variacional.

Bernad Blanch, Alberto: Andlisis del vuelo de crucero de minimo coste de aviones comerciales
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1.3. Motivacion

El problema de minimizar el consumo de combustible en un vuelo de crucero, sea estacionario
o0 no, estd ampliamente estudiado en la literatura como se observa en la tabla (1.1). Sin embargo,
conduce a soluciones “demasiado lentas” , es decir, los niimeros de Mach éptimos obtenidos son
menores que los que se utilizan habitualmente en la préctica. Como ejemplo podria destacarse a
Rivas et al. [12] que, para la aeronave Boeing 767-300ER, obtiene un nimero de Mach éptimo
de M* = 0,76 que es menor que los habituales utilizados en la préctica (en las caracteristicas
técnicas de esta aeronave [1], se proporciona como valor tipico del nimero de Mach durante el

vuelo de crucero M = 0,80 que es en torno a un 5 % superior).

En este contexto aparece el concepto del Coste Operativo Directo (DOC), que incluye tanto
el coste del tiempo como el coste del combustible. A partir del Indice de Coste (CI), definido
como el cociente entre el coste del tiempo y el coste del combustible, se calcula el DOC como:
DOC = mp+CI-ty, siendo mp la masa total de combustible consumido y ¢ el tiempo total que
dura el crucero. Si se toma como funcién objetivo a minimizar este coste en lugar de tinicamente
la masa de combustible (que corresponderia con el caso CI=0) se obtienen soluciones “mas
rapidas” y mucho maés realistas. Cavcar et al. [4] observa este hecho: “aumentando sélo un 1%
el consumo de combustible respecto al éptimo, el nimero de Mach aumenta un 4% , lo que es

favorable si se tiene en cuenta el coste operativo directo”.

El potencial de ahorro econémico utilizando correctamente el CI (eligiendo adecuadamente su
valor en cada situacién) es altisimo: en 2007, Boeing [14] lo cifré entre cuatro y cinco millones de
US$ anuales para una ruta aérea de 1000 millas. En el presente proyecto no se calcula qué valor
del CI es el mas adecuado para cada situacién del vuelo sino que se toma éste como dato conocido

y se analiza cémo afecta a las trayectorias éptimas.

Por otro lado, en la tabla (1.1) se observa que, en general, el caso més estudiado es el de vuelo
a altitud constante, debido a requisitos de control del trafico aéreo y el criterio de minimizacion
mas utilizado en la practica es el de minimizar el consumo de combustible. Franco et al. [5]
analiza el crucero de minimo coste a altitud constante. Rivas et al. [12] analiza el crucero de
minimo combustible sin restricciones. Sin embargo, el vuelo de minimo coste y sin restricciones
no esta estudiado, por lo que el presente proyecto pretende resolverlo de forma que pueda servir
para comparar con los resultados obtenidos en otros tipos de crucero. El método empleado sera el

de Célculo Variacional y se adoptan las simplificaciones de crucero casi-estacionario y sin viento.

1.4. Objetivos

El objetivo del presente proyecto consiste en minimizar el DOC de un crucero sin restricciones,
dado un peso final de la aeronave Wy, un alcance 7, y un Indice de Coste C'I. Se analiza como
afecta la variacion de cada uno de estos parametros a las trayectorias éptimas, especialmente el

C1I. Se consideran tanto los casos en los que el vuelo se desarrolle integramente en la troposfera
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o en la estratosfera.

Se hace un planteamiento mediante las técnicas del calculo variacional para un modelo de
aeronave lo mas general posible, es decir, teniendo en cuenta los efectos de compresibilidad y
altitud en la resistencia aerodindamica y en el consumo especifico, y para un modelo de atmdsfera
también general. Las ecuaciones resultantes se particularizan para un modelo tipico de aeronave
civil de pasajeros de fuselaje ancho y dos motores, que opera en régimen subsénico pero a niimeros
de Mach elevados donde son importantes los efectos de compresibilidad, en particular se ha
escogido el Boeing 767-300ER, y la Atmoésfera Estandar Internacional ISA, aunque se podria
haber elegido cualquier otro modelo de atmdsfera y de aeronave debido a la gran generalidad del

planteamiento.

Como limitaciones principales podrian senalarse que no se considera el efecto del viento y
que no se analiza el caso en el que durante el vuelo se produzca la transiciéon de troposfera a

estratosfera.

Como en la solucién de este problema se obtiene que el nimero de Mach y el coeficiente de
sustentacién varian muy poco durante el vuelo, también se estudia el crucero imponiendo que

estos sean constantes y se analiza su optimalidad.
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Capitulo 2

Formulacién del problema

A lo largo del capitulo se formula el problema del vuelo de crucero de minimo coste sin
restricciones. Para ello, se desarrollan de forma detallada las ecuaciones del movimiento, propor-
cionando un modelo dinamico, se describen los modelos suplementarios necesarios, se define el

Coste Operativo Directo y se calcula utilizando las ecuaciones del movimiento.

2.1. Ecuaciones del movimiento

Se considera que el vuelo de crucero es casi-estacionario, es decir, se pueden despreciar las
fuerzas de inercia a la hora de establecer el balance de fuerzas. Debido a esto, las ecuaciones del

movimiento que describen el crucero son las siguientes!:

T = D (2.1)

L = w (2.2)

dr

= =V (2.3)
1dW

La ecuacién (2.1) establece el equilibrio de fuerzas horizontales, entre el empuje T y la
resistencia aerodindmica D. La ecuacién (2.2) hace lo propio entre las fuerzas verticales, la
sustentacion L y el peso W. La ecuacién (2.3) es cinemética y define la velocidad como la
derivada respecto al tiempo de la distancia horizontal recorrida. La ecuacién (2.4) propone un
modelo de gasto de combustible proporcional al empuje generado por la aeronave, donde a la
constante de proporcionalidad ¢ se le denomina consumo especifico. Las dos primeras ecuaciones

son algebraicas, mientras que las dos ultimas son diferenciales.

Para poder integrar estas ecuaciones es necesario proporcionar leyes de control para fijar los

grados de libertad, en concreto en un vuelo de crucero son necesarias dos ligaduras de vuelo.

!Estas ecuaciones estdn basadas en la hipétesis de que el d4ngulo de trayectoria ~ es mucho menor que la unidad
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CAPITULO 2. Formulacién del problema

También es necesario proporcionar unas condiciones iniciales a las ecuaciones diferenciales y
unos modelos suplementarios (modelo de aeronave, modelo de tierra y modelo atmosférico), que

complementen el sistema anterior.

2.2. Condiciones iniciales

Se considera que la distancia total del crucero r; es un dato conocido, mientras que no lo es
el tiempo que dura el crucero ni la carga de combustible. Por este motivo, interesa tomar como

variable independiente la distancia horizontal r.

Por otro lado, en la ecuacién del gasto de combustible es necesario imponer una condicién de
contorno, bien al principio del crucero, bien al final. Se ha optado por imponer la condiciéon de
contorno al final, es decir, W(r = ry) = Wy es conocido mientras que W (r = 0) = W; no lo es.
El motivo de esta decisién es que interesa finalizar el crucero con el minimo peso posible (aunque
siempre con suficiente combustible en la reserva), independientemente de su distancia ;. En
cambio, el peso inicial del crucero si que dependera de la distancia, pues si ésta es mayor, la
aeronave se cargara con mas combustible. De esta manera, se pueden comparar convenientemente

los resultados obtenidos para distintas distancias de crucero.

2.3. Coste del crucero

Como se explicé anteriormente, para resolver las ecuaciones del movimiento es imprescindible
imponer unas ligaduras de vuelo. El objetivo del presente trabajo es encontrar las leyes de control
optimas que permitan seguir una trayectoria éptima de forma que se minimice el coste del crucero
para un alcance dado. El coste del crucero es el coste operativo directo (DOC), que tiene en

cuenta el coste del combustible y el coste del tiempo de vuelo y puede expresarse como:
DOC = cymp + ity (2.5)

donde ¢y es el coste del combustible expresado en unidades monetarias por kilogramo, mg es
la masa total de combustible consumido durante el crucero en kilogramos, c; es el coste del
tiempo de vuelo en unidades monetarias por segundo y ¢y es el tiempo total que dura el crucero
en segundos. Es frecuente utilizar el pardmetro indice de coste (CI) definido como CI = ¢¢/cy
y medido por tanto en kg/s en el Sistema Internacional 2. Valores realistas de este pardmetro

oscilan entre cero y tres, siendo 1,5 un caso tipico.

En la ecuacién (2.5) el DOC estd medido en unidades monetarias, lo que no es muy conveniente,
pues su valor depende del coste del kilogramo de combustible, que varia a lo largo del tiempo

(depende principalmente del coste del barril de crudo, que varia segun la situacién geopolitica).

2En la préctica, no es habitual medir el CI en el Sistema Internacional, sino en el sistema anglosajén, midiendo
$/h

el coste del tiempo en $/h y el del combustible en cent/lb, resultando un CI medido en cent/Tb
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Utilizando el CI, puede medirse en kilogramos de combustible:
DOC

cf

DOC = =mp+CI-t; (2.6)

Esta nueva definiciéon del DOC es la que se va a emplear a lo largo del trabajo.

2.4. Modelos suplementarios

En este apartado se describen modelos suplementarios de tierra, atmésfera y aeronave, que
son necesarios para completar el sistema formado por las ecuaciones (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4).
Se describe lo fundamental de cara a la formulacién del problema, mientras que detalles menos

relevantes se reservan al apéndice A.

2.4.1. Modelo de tierra

Se considera un modelo de tierra plana con gravedad constante independientemente de la

altitud del crucero, siendo su valor g = 9,80665m,/s>.

2.4.2. Modelo de atmoésfera

Se considera que la atmésfera estd en calma, es decir, que la velocidad del viento relativa a
tierra es nula. Se considera el modelo de la Atmdsfera Estdndar Internacional (ISA), que define
la densidad, presion, temperatura y velocidad del sonido como funcién de la altitud. El valor de
estas magnitudes a nivel del mar se considera constante y se denota con el subindice “0”. A lo
largo del proyecto, se trabaja con el ratio de presiones § = p% como variable, por lo que interesa
obtener la velocidad del sonido a(d) y la altitud h(J) en funcién de éste.

La ISA parte de la hipdtesis de que el gradiente de temperaturas a7 es constante e igual
a —6,5 K/km en la troposfera (h < 11 km), mientras que en la estratosfera (h > 11 km) su
valor es nulo. Sabiendo esto y bajo las hipétesis de que el aire es un gas perfecto, mediante las
ecuaciones de la fluidoestatica se llega a las siguientes expresiones para a(d) y h(d), donde a las

Wy,

magnitudes en la tropopausa (hs = 11 km) se les ha denotado con el subindice “x”:

Rga
% (1 5 si 6 >d, (troposfera)
h(d) = Rgar (2.7)
he + R"T@O -In (%*) <0y ! si 9 <4, (estratosfera)
RgaT
ag -0 29 si 0 >0, (troposfera)
a(5) = Rgarp (28)
ag - 0y ¢ si 0 <d, (estratosfera)

Siendo Oy = 288,15 K (temperatura a nivel del mar), Ry, = 287,053 J/(kgK) (constante
de los gases para el aire), ¢, = 0,2233 (ratio de presiones en la tropopausa) y ag = 340,3 m/s

(velocidad del sonido a nivel del mar).
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CAPITULO 2. Formulacién del problema

2.4.3. Modelo de aeronave

Los resultados se presentan para un modelo tipico de aeronave civil de pasajeros de fuselaje
ancho y dos motores, que opera en régimen subsénico pero a nimeros de Mach elevados donde
son importantes los efectos de compresibilidad, en particular se ha escogido el Boeing 767-300ER

cuyos datos necesarios se detallan en el apéndice A.

El modelo aerodindmico que se detalla en el apéndice A proporciona la polar del avién, es
decir, el coeficiente de resistencia aerodindmica C'p en funcién del coeficiente de sustentaciéon Cf,
y del Mach de vuelo M:

Cp = Cp(M,Cyp) (2.9)

La sustentacion y la resistencia aerodindmica se obtienen a partir :

L = qdM2Cy (2.10)
D = qdM?*Cp(M,Cr) (2.11)

donde gy = %/@pgS’ es una constante conocida, siendo k = 1,4 el ratio de calores especificos, S la
superficie alar de referencia, 6 = p% es el ratio de presiones y pg es la presion a nivel del mar, que
segin la ISA (atmdsfera estandar internacional) es de pg = 101326 Pa.

Utilizando la ecuacién de equilibrio vertical (2.2) y la definicién del coeficiente de sustentacién

(2.10) se obtiene:

%4
= — 2.12
cr qod M? (212)

En cuanto al modelo propulsivo, se va a utilizar el siguiente modelo:

a(h)

I, ColM) (2.13)

donde Ly es el calor latente del combustible y C¢ es el coeficiente de consumo especifico de
combustible, que puede considerarse que es sélo funcién del Mach de vuelo (en realidad también
depende del coeficiente de empuje, aunque esta dependencia es muy débil segiin Miele [10]). En

el apéndice A, se detalla la funcién Co (M) empleada.

2.5. Formulacién final del problema. Problema de minimizacion.

En este apartado se plantea el problema de minimizar una funcién de coste sujeta a una
ligadura. Para ello en primer lugar se busca expresar el DOC como una integral de la variable

independiente r, que se hace de la siguiente manera:

1 -1 [Ws ty
DOC:mF—i—CI-tf:g(Wi—Wf)—l—C’I-tf:g/ dW+CI/ dt
e 0
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2.5. Formulacién final del problema. Problema de minimizacion.

Ahora se realiza el cambio de variable de integracién

Tf—1dW dt dt
DOC = — 4+ CI— | d
/0 ( g dt dr + dr) "

Si en la férmula del DOC sustituimos la ecuacién de fuerzas horizontales (2.1), la ecuacién
masica (2.4), la ecuacién cinemdtica (2.3) y la definicién del Mach de vuelo, M = V/a, se obtiene

la siguiente expresion:

poC — /Orf |:C(M, §)D(M, 5, W) +CI} " 214)

a(6)M

La ecuacién anterior expresa el coste total del crucero como una integral cuyo valor se desea
minimizar. El objetivo es encontrar el control éptimo expresado en forma de ligaduras de vuelo

M*(r), 6*(r) que generan una trayectoria 6ptima W*(r) tal que el DOC' es minimo.

Ademsds, la trayectoria 6ptima W*(r) debe cumplir con las ecuaciones del movimiento
(ecuaciones (2.1) a (2.4)). A partir de ellas (y utilizando que V' = alM) se obtiene la siguiente

ecuacion diferencial y su correspondiente condicién de contorno:

c 0 0
‘% et a)(?)%’ W W= =W, (2.15)

En definitiva el problema a resolver se resume en:

rs
minimizar DOC = / [C<M75)D(M75’ w)rcl dr,  (con 7y conocido)
0

a(6)M
sujeto a % = _ g, (Sa)(?)(j\]\j’ %, W), W(r =ry) = Wy (conocido) (2.16)

Las ecuaciones anteriores pueden expresarse de forma mdas compacta utilizando las funciones

genéricas F(M,0, W)y f(M,d,W):

Ty
min DOC = / F(M,6,W)dr, (con 7y conocido)
0
aw .
sa. —- = f(M,0,W), W(r=rs)=W; (conocido) (2.17)
siendo :
(M, 6)D(M, 6, W)+ CI
F(M,5,W) = BT
_ ge(M,0)D(M, 5, W)
fOM, 8, W) = T (2.18)

En el capitulo 3 se resuelve este problema mediante célculo variacional y en el capitulo 4 se

analizan los resultados obtenidos.

En el capitulo 5 se aborda el problema en el caso de volar a M y Cp, constantes; con estas
restricciones de vuelo el problema de minimizacién es trivial y puede resolverse utilizando calculo

infinitesimal. Los resultados obtenidos se analizan en el capitulo 6.
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Capitulo 3

Formulacion variacional

En el presente capitulo se plantea la resolucién del problema formulado en el capitulo 2,
utilizando para ello las técnicas del célculo variacional. En concreto, se utilizan las ecuaciones de
Euler-Lagrange y se obtiene un sistema de Ecuaciones Algebraico-Diferenciales. Posteriormente
se analizan casos particulares. El objetivo es encontrar los sistemas de ecuaciones de la forma

mas simplificada, aunque la resolucién de los mismos se reserva al capitulo 4.

3.1. Ecuaciones de Euler - Lagrange

En el capitulo 2 se obtuvo el siguiente problema, ecuacién (2.18):

min DOC = /Orf F(M,6,W)dr, (con 74 conocido)

s.a. d;f = f(M,0,W), W(r=ry) =Wy (conocido)

F(M,6,W) = c(M, 5)D(§](\64),J<\5,4W) +CI

fonswy = 94 i)(?)(]\]‘j W) (3.1)

El objetivo es encontrar las leyes 6ptimas de vuelo M*(r), 6*(r) y W*(r) que minimicen

DOC, cumpliendo con la ecuacién del gasto del combustible, que representa una ligadura.

Se define la funcién H = F(M, 5, W) + \(r)[W — f(M, 5, W)], siendo A(r) el multiplicador de
Lagrange. Nétese que H es una funcién de M, §, W y W pero no de M ni 4, lo que provoca que

las derivadas parciales de H respecto a estas dos tltimas variables sean nulas. Las ecuaciones de
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CAPITULO 3. Formulacién variacional

FEuler-Lagrange proporcionan:

oH d (0B OF of

oH d (9B OF of
aa‘was‘ 0= 5 Mgs =0
OH d (OH\ OF of dx

Las condiciones de contorno naturales son aquellas que se imponen en los extremos que son
libres. En este caso, los extremos W(r = 0), M(r = 0), 6(r =0), M(r =ry), 6(r = ry) son
libres, pues se desconoce su valor, mientras que el peso final es conocido: W(r = ry) = W;. Por
tanto, se tienen las siguientes condiciones de contorno naturales, aunque solo una es de utilidad,

pues las demds se cumplen de forma trivial al no depender H de M ni de 5:

oo o,
;];(7“20) = 0= ANr=0) = 0 (3.3)

El conjunto de las ecuaciones de Euler-Lagrange, la condicién de contorno natural no trivial,
la ligadura del consumo de combustible y su condicién de contorno forman un sistema de cuatro
ecuaciones con cuatro incégnitas: M (r), 0(r), W(r) y A(r). Este sistema representa las condiciones

necesarias (aunque no suficientes) para la optimalidad:

_oF af
O = o Mo
_ OF of
ax OF af B B
aw
Las derivadas parciales de F'y f respecto a W, M y ¢ son:
or - ¢ 9D
ow alM OW
or _ ¢ OD
ow alM OW
oF 1 1 1 Oc oD
o T a [_MQ(CDJFCI)JFM (DaM“aMﬂ
af g 1 1 dc oD
aMd ~ a [_MQCD+ M (DaM +C<9M>]
OF 1 1 da 1 Oc oD
of g 1 da 1 Oc oD
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3.2. Sistema de Ecuaciones Algebraico-Diferenciales (DAE)

Sustituyendo las ecuaciones (3.5) en las ecuaciones (3.4) se llega al siguiente sistema:

0 = (1+X\g) [—CD+M (Dac—i—cap>] -CI

oM~ OM
% - Wﬁé} AMr=0) =0
dcT‘j"/ - _%’ Wr=rp) = Wy (3.6)

A continuacién se desarrollan las derivadas parciales de la resistencia aerodinamica y del

consumo especifico, utilizando para ello (2.11), (2.12) y (2.13):

oD oCp 0C], oCp 1 oCp
— = q0M?=E = = o M? =
oW WO B, aw — 10N B0, woM? ~ acy,
oD 0Cp 0Cp
55 = qoM (CD CL(“)CL>
e _ e dCc
OM Ly dM
Jc 1 da
% = E%CC(M) (3-7)

Sustituyendo las ecuaciones (2.11), (2.12) y (2.13), y el sistema (3.7) en el sistema (3.6) se llega
a un sistema de Ecuaciones Algebraico-Diferenciales en funcién de los coeficientes adimensionales

Cp, Cp y Cc que se analiza en el siguiente apartado.

3.2. Sistema de Ecuaciones Algebraico-Diferenciales (DAE)

Se ha obtenido el siguiente sistema de Ecuaciones Algebraico-Diferenciales (DAE):

o = U +9AL);‘105M2 {Mcpcfl\j +Ce (CD + M%ﬁf - QCLZ?L)H ol
0o = U +9A)LG§OMQCC <C’D — CL(ZZE’) - %%01
W _ng@“%, W(ry) = Wy (38)
El término é% puede calcularse utilizando la ecuacién (2.8):
1da B {RgZTé si 0 >0, (troposfera) (3.9)
add 0 si d <, (estratosfera)
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CAPITULO 3. Formulacién variacional

Este término puede reescribirse como %% = k%, siendo k la siguiente funcién discontinua

(puesto que a(d) es continua pero no derivable):

Rya .
0 = {5 1 52k s b0
Utilizando esto y la ecuaciéon (2.12) se llega finalmente al siguiente sistema DAE:
cr = UFgNaW +gz>awéL [MCD% +Co (CD + M%% _ QCLZ?ZH
kCI = W/Cli [CD - Cngjz Cc
D[] -
o= | Ee2lem. wep=w, @.1)

donde las dos primeras expresiones son relaciones algebraicas y las otras dos son ecuaciones
diferenciales. Se tiene el mismo nimero de incégnitas (que son funciones dependientes de ) que
de ecuaciones, cuatro, que son: \(r), W (r), M(r),d(r). El sistema se completa con las siguientes

relaciones, que se obtuvieron anteriormente:

= a(9), proporcionado por el modelo de atmoésfera, ecuacién (2.8).

= k(0), calculado en la ecuacién (3.10) a partir del modelo de atmdsfera (ecuacion 2.8).

» Co(M), proporcionado por el modelo propulsivo descrito en el apéndice A.

» Cp(M,Cy), proporcionado por el modelo aerodindmico descrito en el apéndice A.

= O = qoé%’ obtenido del equilibrio de fuerzas verticales.

Observése que todas las funciones que aparecen son continuas y derivables, excepto k(d) y
a(d) que son, respectivamente, no continua y no derivable cuando § = d,, es decir, cuando se
atraviesa la tropopausa. Por este motivo, mientras que el crucero se realice sin atravesarla, es
decir, integramente en la troposfera o en la estratosfera, puede asegurarse que se cumplen las

condiciones de regularidad exigidas. Se omite del estudio el caso en que la solucion la atraviesa,

al no cumplirse dichas condiciones.

En los préximos apartados se resuelve el sistema (3.11) para los tres casos en los que es

posible:

= CI = 0: Indice de Coste nulo. En este caso, el sistema DAE se puede desacoplar y
resolverse en primer lugar las dos ecuaciones algebraicas y, posteriormente, las dos ecuaciones

diferenciales. En este caso particular, no existe singularidad incluso si se cruza la tropopausa.

» k = 0: Crucero realizado integramente en la estratosfera (0 < d,). Ocurre lo mismo que en

el caso anterior, aunque se obtienen ecuaciones algebraicas distintas.
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3.3. Indice de Coste nulo: CT =0

» k> 0: Crucero realizado integramente en la troposfera (§ > d,). En este caso, no es posible

desacoplar en general el sistema DAE.

3.3. Indice de Coste nulo: CI = 0

En este apartado se va a particularizar el sistema DAE (3.11) obtenido en el apartado
anterior al caso particular de que el indice de coste es cero, es decir, que el coste del tiempo sea
nulo. Por tanto, la resolucién de este problema conduce a una trayectoria en la que se busca
unicamente minimizar el consumo del combustible, independientemente de lo que dure el vuelo.
Este problema lo analiza en detalle Rivas et al. [12] obteniendo los mismos resultados que se

muestran a continuacién. Sustituyendo CI = 0 y simplificando se llega a:

0 = MCDC$+00<CD+M%§’\§)—QCLZELL))
0 = CD—Cngjz
TR
o= |e2lem. we=w (3.12)

Nétese que en el sistema resultante ya no aparecen las funciones k(9) y a(d), por lo que ya

no existe singularidad cuando se atraviesa la tropopausa § = d.

Ademss, si se sustituye la segunda ecuacién en la primera, ésta se simplifica:

_ dCo oCp

Se observa que en este caso particular las dos ecuaciones algebraicas quedan desacopladas
de las dos ecuaciones diferenciales, pues son unicamente dos ecuaciones con dos incdgnitas,
el nimero de Mach y el coeficiente de sustentaciéon. Por tanto, estas dos ecuaciones pueden
resolverse numéricamente (en concreto, se ha utilizado la funcién fsolve de Matlab, que permite
resolver sistemas algebraicos de ecuaciones), obteniendo los valores éptimos M* y C} que son
constantes a lo largo del crucero. Es maés, puesto que en las ecuaciones algebraicas no aparece
ningin pardmetro, ni Wy ni ry, queda probado que M* y C7 no dependen de ninguno de ellos,
sino que dependen exclusivamente del modelo de aeronave. A partir de estos puede obtenerse
0*(W) utilizando la ecuacién (2.12):

w

T = o

(3.14)

Esta expresion define un cruise climb (conforme el peso disminuye, la altitud aumenta), de
forma que la variacién de la presién es proporcional al peso de la aeronave. Por tanto, este tipo

de crucero es el que minimiza el consumo de combustible para un alcance dado (o maximiza el
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CAPITULO 3. Formulacién variacional

alcance para una carga de combustible dada). Nétese que si se define la eficiencia aerodindmica

como E = &L 1a primera y la segunda relacion algebraica son equivalentes a :
Cp>

o (ME
OF

_ 1

e 0 (3.16)

es decir, el nimero de Mach debe ser tal que el parametro ]g—f sea maximo, como ya observé To-

renbeek [15]. Para cada Mach de vuelo concreto, el coeficiente de sustentacién que minimiza el

consumo de combustible es aquel que maximiza la eficiencia aerodinamica.

Una vez resueltas las dos relaciones algebraicas se procede a la resolucién de las dos ecuaciones
diferenciales del sistema (3.12), que en este caso particular es muy sencilla y puede hacerse de
forma analitica. Sustituyendo M* y C7 en la segunda ecuacién diferencial se obtiene:

AW [gCc(M*)Cp(M*,C})

= —_B.
dr LyM*C; W W

9Cc(M*)Cp(M*,C})
LuM*Cy
en ambos lados de la ecuacién y utilizando la condicién de contorno W (ry) = Wy se obtiene

donde se ha definido la constante B =

con unidades de [1/m]. Integrando
finalmente la ley que representa la variacién 6ptima del peso con la distancia recorrida:

W*(r) = Wy.eBrr (3.17)

De forma similar, sustituyendo M* y C} en la primera ecuacién diferencial del sistema (3.12)

y agrupando los términos constantes se obtiene:

dA *
oA _ gCC(M)acD(M*,Cz) (1+g)‘):A(1+gA)
dr LM+ 8CL g g
donde se ha definido la constante A = ﬁ%%(M *,C7) con unidades de [1/m)]. Integrando

en ambos lados de la ecuacién y utilizando la condicién inicial A(0) = 0 se obtiene finalmente la

ley que representa la variacién 6ptima de A(r):

14+g-X(r) = e (3.18)

Noétese que, debido a que segun la segunda ecuacién algebraica del sistema (3.12) gCTZL’ (M*,C7) =

Cp(M*,C3)/C}, las dos constantes coinciden A = B. Esto permite encontrar una integral pri-
mera del movimiento, es decir, una magnitud que se mantiene constante a lo largo del crucero.

Multiplicando entre si las ecuaciones (3.17) y (3.18) se llega a:

[L4+g- A (r)]W*(r) = cte (nodependeder) = W;-ei7 = W, (3.19)

En el apartado 4.1 se muestran los resultados obtenidos numéricamente para el modelo de

aeronave descrito en el apéndice A.

- 18 / 70 - Bernad Blanch, Alberto: Andlisis del vuelo de crucero de minimo coste de aviones comerciales



3.4. Estratosfera: k =0

3.4. Estratosfera: £t =0

En este apartado se particulariza el sistema DAE (3.11) al caso de que todo el vuelo se realice
en la estratosfera, siendo el indice de coste distinto de cero (si éste fuese cero se llegaria al caso
del apartado 3.3).

Segun la ecuacién (3.10), si todo el vuelo se desarrolla en la estratosfera § < d, entonces
k(6) = 0. En este apartado se demuestra que sustituyendo k£ = 0 en el sistema DAE (3.11), se
vuelve a obtener que el nimero de Mach y el coeficiente de sustentacién son constantes a lo largo
del crucero, igual que ocurria en el caso CI = 0 en el apartado 3.3, aunque los valores éptimos
son distintos. Sustituyendo k = 0 en la segunda ecuacién algebraica de (3.11) se deduce que, de
nuevo:

o0Cp

0 = CD_CLTCL (3.20)

Ahora en las dos ecuaciones diferenciales del sistema (3.11) se definen las funciones A(M, Cf,)
y B(M7 CL):

dx [ gCc 9Cp| (14 gA) _A(1+g)\)

dr |MLyg 0C g B g
dw o gCC CD .
el [MLH CL] (-W)=-B-W (3.21)

Debido a (3.20), se obtiene que A(M,Cr) = B(M,Cr) VM,CpL. Si en las dos ecuaciones se

despejan A y B y se igualan entre si, se llega a:

9 dA_ —1dW
(14 gA)dr W dr
QW% +(1+ g/\)il—T =0
Llaroaw] = 0
[14 gA\(r)]W(r) = cte (no depende de r)
1+ g\ W(r) = [1+gMOTIW(0) = W; (3.22)

Se ha obtenido de nuevo que la magnitud (1 + gA\)W se mantiene constante a lo largo del
crucero e igual a W; (nétese que W es constante pero desconocida), al igual que ocurria en el
caso de C'I = 0 en el apartado 3.3. Gracias a esto y al hecho de que segin el modelo atmosférico
(ecuacion (2.8)) la velocidad del sonido en la estratosfera a. es constante, las dos ecuaciones
algebraicas del sistema (3.11) quedan desacopladas de las diferenciales nuevamente, obteniéndose
un sistema algebraico de dos ecuaciones con tres incognitas, W;, M y Cp, por lo que hay que

completarlo con una tercera ecuacion:

ClLyg B L dCo oCp _ dCp
o, oy |MCrgyy tCe <CD MG 2 ac)]
oCp
_ _ 2
0 Cp CL@CL (3.23)
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CAPITULO 3. Formulacién variacional

Ademss, si se sustituye la segunda ecuacién en la primera, ésta se simplifica:

ClLy 1 dCe aC
o0Cp
_ _ .24
0 Cp—-0CL 9c, (3.24)

Estas dos ecuaciones proporcionan:

M*,Cp = f(CI/Wy) =AM, Cp) = f(CI/W;) (3.25)

Es decir, los valores 6ptimos M* y C} son constantes a lo largo del crucero , al igual que
ocurria en el caso de C'I = 0, aunque su valor es distinto pues el sistema algebraico es distinto.
En concreto, dependen del parametro CI/W; (todavia desconocido), mientras que en el caso de

CTI = 0 no dependian de ningtin pardmetro, sélo del modelo de aeronave.

La resolucién de las dos ecuaciones diferenciales (3.21) es idéntica al caso de C'I = 0 ya que,
al ser M* y C] constantes, también lo son las funciones A(M*,C}) y B(M*,C7). Por ello, son

integrables analiticamente y, procediendo de forma similar al caso de C'I = 0, se obtiene:
W*(r) = Wp.eB0s) (3.26)
14+g-M(r) = e (3.27)

Si ahora se particulariza r = 0 en la equacién (3.26), se obtiene la relacién que completa el
sistema algebraico (3.24): W; = Wy - €577, Si se sustituye en (3.24), se obtiene finalmente un

sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, M y Cp:

CILy &P dCe aCp
- MCOp ™ 4 Mo SEP
W, c |MCraar TMCogap —CeCp
aCp
o 2
0 = Cp—Cuge (3.28)

Por tanto, estas dos ecuaciones pueden resolverse numéricamente (de nuevo, se ha utilizado
la funcién fsolve de Matlab), obteniendo los valores 6ptimos M* y C} que son constantes a lo
largo del crucero. A partir de M* y C} puede obtenerse §*(W) utilizando la ecuacién (2.12):

w
W) = ————— 3.29
) qo(M*)2C} (3.29)

De nuevo, al igual que ocurria en el caso de que C'I = 0 en el apartado 3.3, se obtiene un

cruise climb (conforme el peso disminuye, la altitud aumenta), de forma que la variacién de la

presion es proporcional al peso de la aeronave.

Para que todo el razonamiento sea valido, es necesario comprobar que §; < 0, y utilizando

(3.29) se obtiene una relacién entre los pardmetros que asegura que la solucién es valida:

W, Wy eBOCCh a0
—_— = < O .
q0(M*)2C} 10 (M*)2C}

En el apartado 4.2 se muestran los resultados obtenidos numéricamente para el modelo de

aeronave descrito en el apéndice A.
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3.5. Troposfera: k& > 0

3.5. Troposfera: £ >0

En este apartado se resuelve el sistema de Ecuaciones Algebraico-Diferenciales DAE (3.11)
al caso particular de que todo el vuelo se realice en la troposfera, siendo el indice de coste
distinto de cero (si éste fuese cero se llegaria al caso del apartado 3.3). En esta ocasién, ya no
es posible desacoplar las ecuaciones algebraicas de las diferenciales, por lo que ha de resolverse

numéricamente el sistema DAE (3.11), sabiendo que k = R%ZT > 0.

En primer lugar se demuestra que en la troposfera necesariamente M (r) y Cr(r) no son
constantes, lo que evita que puedan utilizarse técnicas similares a la de los apartados apartados 3.3
y 3.4 para desacoplar el sistema DAE. A continuacion, se explica como resolver numéricamente

dicho sistema.

3.5.1. Demostracién de que en la troposfera necesariamente M (r) y CL(r) no
son constantes

El sistema DAE (3.11) también puede expresarse como:

(I+gNaW 1 dCe oCp dCp
I = —————— |MCp—— M——-2C,—— 31
C L o, CDdM +Ceo | Cp + M CL@CL (3.31)
kCT
KL Ce(Cp_dCp )
(I 4+ g\)aW Ly \CrL 0Cp
g dx gCc 0Cp
0 (1 + g>\) dr MLH 8CL ’ (0) 0 (3 33)
1 dW gCC CD
_ =4 =D = .34
0 Woar T ML, o W(ry) =Wy (3.34)
Sumando (3.33) y (3.34) se obtiene:
o _ 8 [, Q=AW gCe (Co 0o
W(l + g)\) dr g dr MLH CL 8CL
1
0 = A [U+gNy |, Co (Cp_0Cp
W(l —|—g)\) dr g MLy \ Cp, oCy,
(3.35)
Si en la expresion anterior se sustituye la ecuacién (3.32) se obtiene:
1
0 — d[(1+g)\)w]+1 kCT
W(+ghydr [ g M (1+gxWa
d kgCIl
(3.36)

En definitiva, se demuestra que la magnitud (1 + g\)W decrece a lo largo del crucero. Puesto

que a también decrece a lo largo del crucero (pues, conforme disminuye el peso de la aeronave se
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incrementa la altitud de vuelo), de la ecuacién (3.32) se deduce que el término C¢ (%’2 - gg’j )

necesariamente crece a lo largo del crucero. Como este término es una funcién exclusiva de M y

Cr, queda demostrado que M (r) y Cr(r) han de variar necesariamente a lo largo del vuelo.

3.5.2. Troposfera: Resolucién numérica del sistema DAE

El sistema DAE (3.11) se ha resuelto utilizando la funcién odel5s de Matlabl. Para ello se
ha transformado en un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODE) introduciendo una
matriz de masas (matriz que premultiplica a la columnas de las derivadas) de la forma siguiente

(obsérvese que la matriz de masas es singular, es decir, su determinante es nulo):

1000 | A fi(\, W, M, 8) 0 Ar =0) 0
0100| |W A\, W, M, 0 W(r=0 Wi
I L I A 4 = (3.37)
0000| |M f3(A, W, M, 6) 0 M(r=0 M;
0000| |4 o\ W, M, 6) 0 5(r=0) 5;

f1, f2, f3 ¥ f1 son funciones genéricas que agrupan todos los términos que no tienen derivadas
de las ecuaciones del sistema DAE (3.11) y que dependen de A, W, M y § (también dependen de
C'1, pero éste puede expresarse en funciéon de W, M y ¢ utilizando la ecuacién (2.12)). Mediante
esta transformacién, se transforma el sistema DAE en un sistema ODE con sus condiciones
iniciales impuestas al principio del crucero, cuando » = 0. Respecto a las condiciones iniciales,

surgen ahora dos problemas:

= Se ha impuesto W;, pero es desconocido. Por otro lado, no se ha utilizado Wy, que es un
dato conocido.

= Se ha impuesto M; y d;, pero estas dos condiciones iniciales son “ficticias”2, pues no existian
en el sistema DAE original (las relaciones algebraicas no necesitan condiciones de contorno),

sino que aparecen al realizar la transformacién de sistema DAE a sistema ODE.

El primero se resuelve utilizando el método del disparo que es un proceso iterativo que consta

de los siguientes pasos:

Tomar k = 1 (k es un contador de iteraciones). Elegir un valor inicial de W}.

Resolver el sistema DAE, obteniéndose: A\¥(r), W¥(r), M*(r), 6*(r). Particularizar W*(r).
Obtener el error de la iteracién actual, como AW* = Wk (rp) — Wy

Elegir una nueva aproximacion de Wf“ = Wik + AWk, Tomar k =k + 1.

Repetir los pasos 2, 3 y 4 hasta que el error sea menor que el deseado: ‘AW’“} < AWmaz

ARl

El segundo se resuelve imponiento unos valores de M; y §; lo suficientemente cercanos

a los valores reales de forma que la resolucién numérica del sistema DAE converja3. Estos

'En la web de MathWorks (www.mathworks.es/es/help/matlab/ref/ode15s.html) se explica con més detalle

c6mo utilizar la funcién odel5s y ode23t para resolver sistemas DAE
2Se conocen en la literatura como inconsistentes: condiciones iniciales que no cumplen las relaciones algebraicas
3De forma més precisa, se permite imponer condiciones iniciales inconsistentes, pero con un valor suficientemente

cercano a unas condiciones iniciales que sean consistentes
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valores impuestos no juegan el papel de condiciones iniciales sino de iterantes iniciales. Estos se
consiguen mediante un método de continuacion: se parte de C'I = 0, cuya solucién es conocida
del apartado 3.3, y se aumenta el valor del C'I de forma gradual, tomando como iterante inicial
de M y § (también se hace lo mismo para W) para cada CT la solucién del CT inmediatamente

inferior, es decir:

Milcr—c1, = MQO)lci=cy,_,
d; |CI:CIn = 5(0) |CI:CI,H
Wilci—cr, = WO)lcr=cr,_,

Una vez transformado el sistema DAE en un sistema ODE y explicado como obtener las
condiciones iniciales, existen numerosas funciones ode de Matlab que permiten su resolucion,
aunque la mayoria no son ttiles para este caso pues, aunque permiten introducir una matriz de
masas, esta no debe ser singular. La gran ventaja de la funcién ode15s de Matlab (cuyo algoritmo
estd basado en las formulas de diferenciacién numéricas NDFs) frente a las otras funciones ode
es que si que permite resolver sistemas cuyas matrices de masa sean singulares. Otra funcién que
también lo permite es ode23t cuyo algoritmo estd basado en la regla del trapecio utilizando un

interpolante libre.

Para resolver el sistema es necesario fijar los tres pardmetros ry, Wy y CI. Una vez
hecho esto, la resolucién del sistema permite obtener las cuatro incégnitas del problema:
(), W(r), M(r),d(r). Ademds, a partir de §(r) del modelo atmosférico (2.7), se obtiene h(r) y
a partir de 6(r), M(r) y W(r), se obtiene Cr(r) de su definicién (2.10).

En los apartados 4.3 y 4.4 se muestran los resultados obtenidos numéricamente para el
modelo de aeronave descrito en el apéndice A. En primer lugar, en el apartado 4.3 se resuelve
el sistema para diversos valores de los pardmetros r;, Wy y CI, y se representan las funciones
(), W(r), M(r), Cr(r), 6(r) y h(r), que son las variables locales, pues dependen de la variable

independiente r.

Posteriormente, en el apartado 4.4 se parte de los resultados locales para obtener variables
globales, que ya no dependen de r, como son la masa total consumida a lo largo del crucero mg,

el tiempo total empleado t; y el coste total del crucero DOC, a partir de:
Wi — Wy

m = - ) 3.38
F ; (3.38)
! / L (3.39)
= 7“ .
d o a(r)M(r)
DOC = mp+CI-t; (3.40)

También pueden considerarse variables globales el valor de las variables locales en los extremos

del crucero, o al principio o al final, por lo que también se representan para su comparacion.
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Capitulo 4

Formulacion variacional: Analisis de

resultados

En el presente capitulo se muestran los resultados obtenidos en la resolucién numérica de los
problemas planteados en el capitulo 3 para el modelo de aeronave descrito en el apéndice A. En
primer lugar, se resuelve el problema con C'I = 0, planteado en el apartado 3.3. Posteriormente,
se resuelve el problema con k£ = 0, planteado en el apartado 3.4. Por ultimo, se resuelve el
problema con k > 0, planteado en el apartado 3.5. Los resultados obtenidos se clasifican en:
locales (evolucién de las variables con la variable independiente r) y globales (variables que no

dependen de 7).

4.1. Resultados con Indice de Coste nulo

En este apartado se muestran los resultados obtenidos en la resolucién numérica del problema
con CI = 0, planteado en el apartado 3.3 para el modelo de aeronave descrito en el apéndice A.
La resolucién de las dos ecuaciones algebraicas del sistema (3.12) conduce a M* = 0,7621 y

T = 0,4429. Las constantes definidas en el apartado 3.3 valen A = B = 3,4715 - 1078 m~—1,
nétese que al ser su valor tan bajo, las exponenciales se pueden aproximar por rectas para valores

no muy elevados de ry.

4.1.1. W(r), A(r), é(r) y h(r) para varios W;

Una vez obtenidos M* y C7 es posible obtener la evolucién de la variables locales en funcién
de r. En las figuras 4.1 a 4.4 se representan las funciones W*(r), \*(r), §*(r) y h*(r) para un

crucero de una distancia total de ry = 4000 km y para varios pesos finales W.

En la figura 4.1 se observa que, como es 16gico, el peso disminuye conforme el avién avanza,
de forma aproximadamente lineal (en realidad es una exponencial negativa). Se obtiene que el

crucero es un cruise climb pues conforme disminuye el peso la altitud aumenta (figura 4.4).
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re= 4000 km, CIl=0kg/s re= 4000 km, Cl=0kg/s
x 10

1.45p 0.16
— Wf=1160 kN
—— Wf=1180 kN
— Wf=1200 kN
—— Wf=1220 kN
—— Wf=1240 kN

1.4

1.35F

w [N] 1.3F 9 0.08 -
0.06 -
1.25-
0.04 ~ : : ——— Wf=1160 kN
1ol ——— Wf= 1180 kN
. —— Wf =1200 kN
002y ——— Wf=1220 kN
—— Wf =1240 kN
L1s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : : ‘
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
r [m] x10° r [m] x 10°
Figura 4.1: W (r) para varios Wy Figura 4.2: g - A(r) para varios Wy
r=4000 km, CI=0Kkg/s . r=4000 km, CI=0Kkg/s
0.3 11 X 10
—— Wf=1160 kN
— Wf=1180 kN
o291 —— Wf=1200 kN 1.08[
—— Wf =1220 kN
0.28 —— Wf =1240 kN
1.06 -
.04
h (]
1.02
Al
—— Wf=1160 kN
— Wf=1180 kN
0.98 - — Wf=1200 kN
—— Wf =1220 kN
—— Wf = 1240 kN
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : 096 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : : :
0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
r [m] x10° r [m] x 10°
Figura 4.3: §(r) para varios Wy Figura 4.4: h(r) para varios Wy

En la figura 4.2 se representa g - \*(r) que, como se dedujo en la ecuacién (3.18), no depende
del peso final. Se comprueba que crece de forma aproximadamente lineal desde 0 (recordar que
la condicién de contorno impuesta era A(0) = 0) hasta un valor cercano a 0,15. Este resultado no
tiene ningun significado fisico relevante, pero es de gran utilidad para los apartados en los que
C1T # 0, pues las soluciones obtenidas para el caso CI = 0 no seran muy distintas de las que se
obtengan para CI pequenos aunque distintos de cero, por lo que pueden utilizarse para resolver

numéricamente el caso CI # 0 en un método de continuacién, explicado en el apartado 3.5.

4.1.2. h; y hy en funcién de W; y ry

En la figura 4.5 se representan h] y h’J‘Z en funcién de la distancia total del crucero ry y para

varios pesos finales W; y en la figura 4.6 se representan en funcién de Wy para varios 7.

En las figuras 4.5 y 4.6 se observa que, mientras que hy es s6lo funciéon de Wy (si Wy crece
entonces hy decrece), h; decrece con 74 por lo que cuanto mayor sea r¢ mayor es el incremento

de altitud Ah = hy — h;. Cuanto mayor sea W, menor serd la altitud a la que se desarrollara el
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Cl=0kg/s Cl =0kg/s

11000 g 11000

10500 \

10500

10000 hi(WF = 1160 kN) 10000y
E———
h[m] —— hi(Wf = 1180 kN) h [m]
——— hi(WFf = 1200 kN) —_— hi(rf = 2000 km)
9500 | ——— hi(WF = 1220 kN) 9500 —— hi(rf = 4000 km)
——— hi(WFf = 1240 kN) —— hi(rf = 6000 km) \
— — = hf(Wf = 1160 kN) ——— hi(rf = 8000 km)
— = — hf(Wf = 1180 kN) [T = = = hi(rf = 2000 km)
900071 _ _ _ hiwf = 1200 kN) 9000 — = = hi(rf = 4000 km)
— = — hf(Wf = 1220 kN) - = — hi(rf = 6000 km) \
— = — hf(Wf = 1240 kN) ~ = — hf(rf = 8000 km)
8500 ‘ ‘ ‘ i i i i ‘ 8500 ‘ ‘ ‘ i i i i ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 1.16 1.17 1.18 1.19 1.2 1.21 1.22 1.23 1.24
re [m] x10° W, [m] «10°

Figura 4.5: hi(r¢) y hy(ry) para varios Wy Figura 4.6: h;(Wy) y hy(W;) para varios r¢

vuelo (tanto h; como hy). Las figuras 4.5 y 4.6 permiten ademés comprobar que el vuelo es
casi-horizontal pues la distancia horizontal recorrida es considerablemente mayor que la vertical,

por lo que la hipétesis de v << 1 que se utilizé en el apartado 2.1 es correctal.
4.1.3. mp(rs) y tg(rs) para varios Wy

En las figuras 4.7 y 4.8 se representan mp y ty en funcién de ry y para varios Wy. En la
figura 4.7 se observa que el consumo de combustible crece con la distancia del crucero y con
el peso final. En la figura 4.8 se comprueba que el tiempo de vuelo también aumenta con ry,
mientras que decrece, aunque poco, con W;. Esto se debe a que cuanto mayor sea el peso final,
son menores las altitudes de vuelo (figura 4.4), mayores las velocidades del sonido (segin el
modelo atmosférico (2.8) decrece con la altitud) y, por tanto, son mayores las velocidades de
vuelo V = aM (M es independiente de Wy).

«10" Cl=0kg/s X 10" Cl=0kgls
451 4r
4r 35F
35F al
sl
25F
m. [kadsr+ t [s] |
ol
15
15
1L Wf = 1160 kN 1F Wf = 1160 kN
— Wf=1180 kN — Wf=1180 kN
——— Wf = 1200 kN 05l ; : : ——— Wf = 1200 kN
0.5 ——— Wf=1220kN i ——— Wf=1220kN
—— Wf = 1240 kN —— Wf = 1240 kN
00 1 2 3 4 5 6 7 8 O0 1 2 3 4 5 6 7 8
s [m] x10° F [m] x10°
Figura 4.7: mp(ry) para varios Wy Figura 4.8: ty(ry) para varios Wy

LPor ejemplo, para ry =4000 km y Wy = 1160 kN se tiene Ah =890 m y v =~

s =2,2250- 107* rad << 1
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4.2. Resultados en la estratosfera

En este apartado se resuelve el problema con k& = 0, planteado en el apartado 3.4, particu-
larizado para el modelo de avién definido en el apéndice A. Se mostraran en primer lugar los

resultados del sistema algebraico y, posteriormente, del sistema diferencial de ecuaciones.

La resolucién de las dos ecuaciones algebraicas (3.24) permite obtener en funcién de los
pardmetros CI, vy y Wy el nimero de Mach éptimo M™ y el coeficiente de sustentaciéon éptimo

C7. Estos se mantienen constantes a lo largo de todo el crucero y a partir de estos se obtiene
_ W Wy

O = Goparr ¥ 0 = GeparT

hi(0;). Se representan estos resultados para varios Wy y r; en funcién del CI . Se han elegido

Finalmente, del modelo atmosférico (2.8) se obtiene hy(df) y

valores de Wy y 7 tales que siempre se cumpla la restriccion §(r) < 6, Vr (o su equivalente
h(r) > hy Vr), para que los resultados mostrados sean validos. Para que esto se cumpla, en
general se han elegido valores poco realistas de ry y de Wy, pues los dos son demasiado pequenos

para el modelo de aeronave para el que se han particularizado las ecuaciones (Boeing 767-300ER).

4.2.1. M*(CI) y C;(CI) para varios W; y ry

En las figuras 4.9 y 4.10 se representan M* y C7 en funcién del CI para varios W; y con un
valor de 7y = 2000 km, mientras que en las figuras 4.11 y 4.12 se hace lo mismo pero para varios
rfy con un valor de Wy = 1000 kN.

Estratosfera: 3<3,, r, = 2000 km Estratosfera: 3<3,, r, = 2000 km
0.841 0.46
083l 0451
082} 0.447
0.43- . : ——Wf= 960kN
0.81r . —— Wf =1000 kN
* C, o042t —— Wf=1040 kN
M sl L
0411
0.79
—— Wi= 960KkN 04r
0.78 — Wf =1000 kN
——— WF=1040kN 0.39¢
0.77 0.38
076 i i i i i j 037 i i i i i j
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
Cl [kg/s] Cl [kg/s]
Figura 4.9: M*(CI) para varios Wy Figura 4.10: C7(CI) para varios Wy

En las figuras 4.9 y 4.11 se observa que, como es evidente, a mayor C'I el nimero de Mach
6ptimo es mayor, es decir, OM*/OCT > 0. Esto se debe a que al aumentar el coste del tiempo
respecto al del combustible, compensa viajar a mayor velocidad pese a consumir mas. Se observa
que el efecto del CI es cada vez menor, es decir, 92M*/0CI? < 0. Esto se debe a que se
estd volando a ntimeros de Mach cercanos al Mach de divergencia, que se caracterizan porque
pequenos incrementos del nimero de Mach, que provocan pequenas disminuciones en el tiempo

de vuelo, producen grandes incrementos de la resistencia aerodinamica, con grandes incrementos
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Estratosfera: 6<9,, W, = 1000 kN Estratosfera: 6<9,, W, = 1000 kN
0.84 0.46
0.83f 0451
—— rf = 1000 km
0.44F . . — rf = 2000 km
082 — 11=3000 km
0.43 B
0.81r .
* C, o4t
M 0.8F L
f = 1000 km 041
0.79 —— rf =2000 km
——— 1f=3000 km 04r
0.78 0395
0.77r 0.38f
0.76 : : : : : j 0.37 : : : : : j
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
Cl [kg/s] Cl [kg/s]
Figura 4.11: M*(CI) para varios rf Figura 4.12: C7(CI) para varios rf

del consumo de combustible. También se atenta el efecto del CI con Wy (figura 4.9) y con 7y
(figura 4.11).

La tendencia de las figuras 4.10 y 4.12 es consecuencia directa de las figuras 4.9 y 4.11:
el comportamiento de Cf, es el inverso al de M? debido a la férmula (2.12), que implica

df = %U‘}/I/W (como se vera posteriormente d¢ y hy varfan muy poco con CT).

4.2.2. W(r), X(r), (r) y h(r) para varios CI

Una vez obtenidos M™* y C7 es posible obtener la evolucién de la variables locales en funcién
de r. En las figuras 4.13 a 4.16 se representan las funciones W*(r), \*(r), §*(r) y h*(r) para un
crucero de una distancia total de ry = 2000 £m, un peso final de Wy = 1000 kN y para varios
valores del Indice de Coste CI.

10gEstra’[osfera (3<9,): r, = 2000 km, W, = 1000 kN Estratosfera (6<d,): r, = 2000 km, W, = 1000 kN
X

1.08 0.08

Cl=0.0kg/s
——Cl=05kgls
1.07 INQ  Gis1okes 0.07}
—— Cl=15kg/s
1.06 ——Cl=2.0kgls 0.06F
Cl=25kgls
—— Cl=3.0kg/s
105} 0.05}
w [N]1A04 b ng.OA b
103} 0.03}
Cl'=0.0kgls
—— CI=0.5kg/s
1.02} 0.02f : ——Cl=10kgls
—— Cl=15kg/s
| | ——Cl=20kgls
1.01 0.01 G125 kg
—— Cl=3.0kgls
1 o ‘ ‘ ‘ ;
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
r[m] x 10° r[m] x10°
Figura 4.13: W (r) para varios CI Figura 4.14: g - A(r) para varios CI
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Estratosfera (6<d,): = 2000 km , Wf =1000 kN OAEstratosfera (8<96,): = 2000 km , Wf =1000 kN
1

X
021 121

Cl =0.0 kg/s
—— CI=0.5kg/s
——Cl=1.0kgls 12¢
—— Cl=15kg/s
—— Cl=2.0kg/s

Cl=25kg/s 1191
———Cl=3.0kgls

0.208 |-

0.206

0.204

0202} 18l
h [mf’

117

0.2

0.198 -

Cl=0.0kg/s
—— Cl=0.5kg/s
—— Cl=1.0kgls
—— Cl=15kg/s
—— Cl=2.0kgls

Cl=25kgls
—— CI=3.0kgls

0.196f 116h

0.194 -

1.15F
0.192 -

0.19
0

i i i 114 i i i
0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
r [m] x10° r [m] x 10°

Figura 4.15: 4(r) para varios C1 Figura 4.16: h(r) para varios C'I

Respecto a las tendencias de las funciones W*(r), \*(r), §*(r) y h*(r) conforme aumenta r,
en las figuras 4.13, 4.14 y 4.16 se observa que son similares a las del caso CI = 0 (figuras 4.1, 4.2
y 4.4): W*(r) y 6*(r) decrecen con r de forma aproximadamente lineal, mientras que \*(r) y

h*(r) crecen.

Lo interesante de las figuras 4.13 a 4.16 es comprobar cémo se desplazan las curvas al variar
el valor del C'I. En la figura 4.13 se observa que el peso inicial de la aeronave aumenta con el C1,
pues se necesita mas combustible. Por el mismo motivo, la figura 4.14 muestra que Ay aumenta
con el C1, pues para el mismo Wy, un mayor W; implica un mayor Ar, debido a que siempre se
cumple que (1 4+ g\)W = cte = W; = (1 4+ gAs)W;. Las figuras 4.15 y 4.16 tienen una tendencia

méas compleja cuando varfa el C'I, pues tanto h; como hy tienen un maximo relativo con CI.

4.2.3. hi(CI)y hy(CI) para varios W; y r;

En la figura 4.17 se representan h; y hy en funcién del CI para varios Wy y con un valor
de ry = 2000 km, mientras que en la figura 4.17 se hace lo mismo pero para varios ry y con un
valor de Wy = 1000 kN.

A diferencia de las figuras 4.9 a 4.12, las figuras 4.17 y 4.18 tienen tendencias més complejas
con el CI: hi(CI) y hy(CI) tienen un maximo relativo en un valor entre CI = 0,5 kg/s y
CI =1 kg/s (dependiendo de ry y Wy). hy varia considerablemente con W, levemente con CI
y practicamente nada con ry; mientras que h; varfa considerablemente con Wy y ry, y levemente
con CT .
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4.2. Resultados en la estratosfera

Estratosfera: 6<9,, r,=2000 km

Estratosfera: 6<9,, W, = 1000 kN

1247 1217
L e TI T TR -
12 ”4 -----....!
==
110f ses
1.18 /_\
17
h [m}' h,(rf = 1000 km)
/_ ) 116] — hsf=2000 km)
) _
) s /\ — h(if=3000 km)
L — = —htF=1000 km) f—_
/—— — - —hWf= 960KN) 114 — = —hytt=2000 km)
1.12f : - — —h(Wf=1000 kN) TTT—— 113k . . — — —hrf=3000 km)
— = —h(Wf=1040 kN) : \
11 ; ‘ ‘ ; ; ; 112 ; ; ; ; :
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
Cl [kg/s] Cl [kg/s]

Figura 4.17: h;(CI) y hy(CI) para varios Wy Figura 4.18: h;(CI)y hy(CI) para varios ry¢

4.2.4. mp(CI), tf(CI) y DOC(CI) para varios Wy y ¢

En las figuras 4.19, 4.21 y 4.23 se representan mp, ty y DOC en funcién del CI para varios
Wy y con un valor de ry = 2000 km, mientras que en las figuras 4.20, 4.22 y 4.24 se hace lo

mismo pero para varios 7 y con un valor de Wy = 1000 kN

Estratosfera: 6<9,, r= 2000 km Estratosfera: 6<9,, Wf =1000 kN
8400 8400
— Wf= 960 kN
8200 —— Wf =1000 kN 8200 -
—— Wf =1040 kN

8000 -
8000 -

7800
my. [kl

mF [kg]7800 r
7600 -

7600 -
7400 -

7400 -

7200 -

— rf = 1900 km

72007 7000 ——— rt=2000 km
— rf = 2100 km
7000 : : : : : j 6800 : : : : : j
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
Cl [kg/s] Cl [kg/s]
Figura 4.19: mp(CI) para varios Wy Figura 4.20: mp(CI) para varios rs

En las figuras 4.19, 4.21 y 4.23 se observa que:

= mp aumenta al aumentar CI, ry y/o Wy.
= ¢ty aumenta al aumentar r¢ y/o Wy (con este dltimo de forma muy suave), mientras que
disminuye al aumentar C1.

= DOC aumenta al aumentar CI, 7y y/o Wjy.
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Estratosfera: 6<9,, r.= 2000 km Estratosfera: 6<9,, W, = 1000 kN

8900 - 9400 -
— rf =1900 km
8800 9200 ——rf = 2000 km
—1f =2100 km
9000 -
8700 -
— Wf= 960 kN
—— Wf = 1000 kN 8800 |-
t [3]8600 r —— Wf = 1040 kN t [S]
f f 8600 |-
8500 |-
8400
8400 -
8200 -
8300 - 8000 -
8200 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 7800 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
Cl [kg/s] Cl [kg/s]
Figura 4.21: t;(CI) para varios Wy Figura 4.22: t;(CI) para varios 7
Estratosfera: 3<5,, r, = 2000 km Estratosfera: 3<3,, W, = 1000 kN
35 x 10 35 x 10
— Wf= 960 kN rf = 1900 km
— Wf =1000 kN — 1f =2000 km
3r ——— Wf=1040 kN 3r —— 1f=2100 km
25F 25F
DOC [kg]| DOC [kg]|

15

15

0.5
0

Figura

i i i i j 05 i i i i j
05 1 2 25 3 0 05 1 2 25 3

15 15
Cl [kg/s] Cl [kg/s]

4.23: DOC(CI) para varios Wy Figura 4.24: DOC(CI) para varios rf
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4.3. Resultados locales en la troposfera

En este apartado se muestran los resultados obtenidos en la resolucién numérica del problema
con k > 0, planteado en el apartado 3.5 para el modelo de aeronave descrito en el apéndice A. Se
muestran unicamente los resultados locales (los que dependen de la variable independiente r)

mientras que los resultados globales se reservan al apartado 4.4.

4.3.1. Resultados locales para varios C[

En las figuras 4.25 a 4.30 se representan W (r), A(r), M(r), Cr(r), 6(r) y h(r) para varios
valores representativos de C1, fijando los otros dos pardmetros: ry = 4000 km y Wy = 1200 kN.

. re= 4000 km, Wf =1200 kN re= 4000 km, Wf =1200 kN
x 10 016
1.38 Cl=0.0 kg/s
—— Cl=0.5kg/s 014k
136 —— Cl=1.0kgls )
i —— Cl=15kg/s
—— Cl=2.0kgls 0.12
1.34r Cl=25kgls
———Cl=30kgls
1.32 0.1r
W[N]y} g%.oa L
128}
0.06 [
Cl=0.0kg/s
126 ——Cl=05kgls
0.04 : . . —— Cl=1.0kg/s
124 —— Cl=15kg/s
L —— Cl=2.0kgls
122} 0.02 Cl=25kgls
—— Cl =3.0kg/s
12 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : : ;
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
r [m] x 10° r [m] x 10°
Figura 4.25: W (r) para varios CI Figura 4.26: g - A\(r) para varios CI
re= 4000 km Wf = 1200 kN re= 4000 km Wf = 1200 kN
0.84 0.46
——CI=0.0kgls
L —— Cl=0.5kg/s
0.83 oaah ——Cl=10kgis
—— Cl=15kg/s
0.82 —— Cl=2.0kgls
Cl=25kg/s
042 . —— CI=3.0kgls
081k
C
M osf Loat
0.79
—— CI=0.0kg/s 0.38
——CI=05kgls
0.78f ; —Cl=1.0kgls
—— Cl=1.5kgls
077+ ——CI=20kgls 0361
: Cl=25kgls
—— CI=3.0kgls
076 : : : ‘ : : : ‘ 034 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : : ‘
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
r [m] x 10° r [m] x10°
Figura 4.27: M (r) para varios C'I Figura 4.28: Cp(r) para varios CI

Respecto a las tendencias de las curvas con r, En la figura 4.25 se observa que la evolucion
del peso a lo largo del vuelo sigue una tendencia muy parecida a la que ocurria en el caso CI = 0,
exponencial negativa semejante a una recta. Evidentemente, cuanto mayor sea el C'I mayor

serd el peso necesario, por lo que la pendiente de la recta es mayor.
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re= 4000 km , W, = 1200 kN re= 4000 km , W, = 1200 kN

031 10800
Cl=0.0kgls
——Cl=0.5kg/s 10600
——Cl=1.0kgls
—— Cl=15kg/s
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0.3

020k 10400

10200 -

h [mTOOOO r

9800 i

0.28F
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—— Cl=1.0kgls
—— Cl=15kg/s
—— Cl=2.0kgls
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9600 -

9400

9200 -

—— CI=3.0kgls

i i i i i i i ] 9000 i i i i i n i
0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
r [m] x10° r [m] x 10°

Figura 4.29: 6(r) para varios C1 Figura 4.30: h(r) para varios C'I

En la figura 4.26 se observa que la tendencia de A(r) es opuesta a la de W (r), aunque en este
caso no se cumple que (14 g\)W = Wy. Lo que si se cumple es que la magnitud (1 4+ gA\)W es

siempre mayor que Wy para r = 0 y va decreciendo hasta llegar a Wy para r = ry.

En las figuras 4.29 y 4.30 se comprueba que el vuelo 6ptimo sigue siendo un cruise climb, la
altitud crece conforme avanza el vuelo. Se observa una fuerte dependencia de la altitud con el
C1 en la troposfera: cuanto mayor sea éste, menor es la altitud durante todo el crucero. Esto se
debe a que si se vuela a una altitud inferior a la éptima para CI = 0, estd claro que se gasta mas
combustible al no ser la altitud a la que se minimiza el consumo de combustible. Pero, teniendo
en cuenta que V = aM, el tiempo total de vuelo disminuye (la velocidad de vuelo es mayor) al
ser la velocidad del sonido decreciente con la altitud. Por tanto, cuanto mayor sea el C'I mas

rentable es volar a una altitud menor que la 6ptima con CI = 0.

La gran novedad de este apartado respecto a la estratosfera y al caso C'I = 0 son las
figuras 4.27 y 4.28, en las que se deduce que las variable M (r) y C(r) ya no son constantes a lo
largo del crucero. En concreto, Cr(r) disminuye y M (r) aumenta conforme aumenta r, aunque
la evolucién de ambas variables es muy suave, inferior al 1% en ambos casos. Se observa también
que M(r) y Cr(r) dependen fuertemente de C1I: si éste crece, también lo hace M (r) mientras

que C(r) decrece.
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4.3.2. Resultados locales para varios r;

En las figuras 4.31, 4.33, 4.35, 4.37, 4.39 y 4.41 se representan W (r), \(r), M(r), CL(r), o(r)
y h(r) para varios valores representativos de 7y, fijando los otros dos pardmetros: CI = 1,5 kg/s
y Wy = 1200 kN.

Algunas magnitudes se comparan mejor si se representan en funcién de la distancia suméndole
a ésta un valor tal que el punto final coincida siempre y no el inicial. Por ejemplo, si se representan
7 que van desde 1000 km hasta 8000 km, a la curva de 7y = 1000 km se le suma 7000 km, a la
curva de ry = 2000 km se le suma 6000 km, y asi sucesivamente. En definitiva, se representan
las variables en funcién de 7 = 7 + méx(rs) — r¢. Esto se hace en las figuras 4.32, 4.34, 4.36, 4.38,
4.40 y 4.42.

Cl = 1.5 kg/s, Wf =1200 kN Cl = 1.5 kg/s, Wf =1200 kN
x 10
1.6

—— 1f=1000 km —— 1f=1000 km
1551 — rf = 2000 km 155 — 1f=2000 km
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rf = 6000 km f = 6000 km
Las| ——— 1f = 7000 km 145 ——— 1f = 7000 km
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140
WIN], | WIN]

135

13f

1.25F

1.2

1.15 i i i i i i i i

1 > 3 4 5 6 = s ) 1 2 3 4 5 6 7 8
r [m] x10° r+max(r)-r, [m] x10°
Figura 4.31: W (r) para varios 7 Figura 4.32: W(7) para varios 7
Cl=15kgls, W, =1200kN Cl=15kgls, W, =1200kN
0351 0351
— rf =1000 km —_—= 1000 km
— rf =2000 km —_—rf=
0.3 ——— rf = 3000 km R p— g = gggg m
—— rf = 4000 km —— rf = 4000 km
— rf = 5000 km —
0.25 f = 6000 km 0.251 ﬁ - gggg m
e —
0.2} - 0.2 — rf=8000 km
g eln}
0.15F . : . . 0.15
0.1r : : : 0.1f
0.05- : : : : 0.05-
0 L L 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0
r [m] «10° r+max(rf)—rf [m] x 10°
Figura 4.33: g - A(r) para varios rf Figura 4.34: g - A\(T) para varios 7

Respecto a las tendencias de las curvas con 7y, en la figura 4.32 se observa que todas las
curvas practicamente se superponen. Esto implica que la evolucién del peso es la misma para
un crucero de un 7y dado, que para un crucero de mayor distancia total pero que le reste dicha

distancia para terminar. Algo andlogo ocurre con A(r) (figura 4.33).
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Cl=15kgls, W,=1200kN

/
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Figura 4.35: M(r) para varios 7y
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Figura 4.37: Cr(r) para varios 7
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Figura 4.39: 6(r) para varios
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Figura 4.36: M(7) para varios 7y

Cl=15kgls, W,=1200kN
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Figura 4.38: C(7) para varios 7
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Figura 4.40: 6(7) para varios 7
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Cl=15kgls, W,=1200kN Cl=15kgls, W,=1200kN
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0

Figura 4.41: h(r) para varios Figura 4.42: h(7) para varios 7

M(r) decrece con ry (figuras 4.35 y 4.36), mientras que Cr(r) crece (figuras 4.37 y 4.38),
aunque ambas magnitudes lo hacen levemente. La evolucién de h(r) depende de si se considera h;
o hy: en la figura 4.41 se observa que h; decrece fuertemente con ry, mientras que en la figura 4.42
se observa que hy crece levemente con ry. Este comportamiento se analizard en mas detalle
posteriormente en el apartado 4.4, donde se analiza la evolucién de h; y hy con los pardmetros

del problema.

4.3.3. Resultados locales para varios Wy

En las figuras 4.43 a 4.48 se representan W(r), A(r), M(r), Cr(r), 6(r) y h(r) para varios
valores representativos de Wy, fijando los otros dos pardmetros: 7y = 4000 km y CI = 1,5 kg/s.

re= 4000 km, Cl=1.5kg/s re= 4000 km, Cl=1.5kg/s
0.14r

Wf =1160 kN
—— Wf=1180 kN
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14r
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135F
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—— Wf = 1240 kN

12f

0 05 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
r [m] x10° r [m] x10°

Figura 4.43: W(r) para varios Wy Figura 4.44: g - A(r) para varios W
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re= 4000 km, CI=1.5kg/s re= 4000 km, CI=1.5kg/s
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Figura 4.45: Cf(r) para varios Wy Figura 4.46: M(r) para varios Wy
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Figura 4.47: §(r) para varios Wy Figura 4.48: h(r) para varios Wy

Respecto a las tendencias de las curvas con Wy, en la figura 4.43 se observa que conforme
éste aumenta, también aumenta W (r), mientras que A(r) practicamente permanece constante
(figura 4.44). M(r) y Cr(r) varian con Wy de una forma muy similar a como lo hacen con 7;:
conforme Wy aumenta, M (r) decrece con ry (figura 4.46), mientras que Cf(r) crece (figura 4.45),
aunque ambas magnitudes lo hacen muy levemente. h(r) decrece apreciablemente conforme crece

Wy, debido a la relacion 6(r) = #ﬁ)ﬂm y aque M(r)y Cr(r) varfan muy poco con W.
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4.4.

Resultados globales en la troposfera

En este apartado se muestran los resultados globales (que no dependen de r) obtenidos en la

troposfera. Estos son: M;, My, Cr;, Cry, hi, hy, mp, ty y DOC. Los seis primeros se obtienen

particularizando variables locales al inicio y al final del crucero, mientras que los tres dltimos se

obtienen mediante integracién de variables locales, en concreto con la ecuaciones (3.38), (3.39) y

(3.40).

Se analiza la dependencia de estas magnitudes con los tres parametros del problema: C1, ry

y Wy. Para ello, se representan cuatro gréficas para cada magnitud: en funcién de C'I para varios
r¢ (con Wy = 1200 kEN), en funcién de ry para varios CI (con Wy = 1200 kN), en funcién de
C1 para varios Wy (con ry = 4000 km) y en funcién de Wy para varios CI (con ry = 4000 km).

0.84

0.83 1

0.82

4.4.1. M,y My en funcién de ry, W; y CI
W, = 1200 kN
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Figura 4.49: M (CI) para varios rf
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Figura 4.51: M (CI) para varios Wy

En las figuras 4.49 a 4.52 se observa que:
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Figura 4.50: M /(ry) para varios CI1
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- — = Mi(Cl=2kg/s)

Mi(Cl=3kg/s)
T T

1.16

0
117

0
118

1.‘19 1.2 1.21
W, N]

T ]
1.23 1.24

x10°

Figura 4.52: M (W) para varios C'I
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CAPITULO 4. Formulacién variacional: Anélisis de resultados

» Al aumentar CI, tanto M; como My aumentan considerablemente. También aumenta
AM = My — M;, que es nulo con CI = 0.

» Al aumentar ry, tanto M; como My disminuyen levemente, tanto mds cuanto mayor sea
CI. En cambio, aumenta AM, que tiene a cero para ry pequeno.

» Al aumentar Wy, tanto M; como My disminuyen levemente, tanto mds cuanto mayor sea

CI. AM no se ve afectado pricticamente.

4.4.2. Cr; y Cry en funcién de vy, Wy y CI

Wf =1200 kN Wf =1200 kN
0.46 0.46
CLf(rf=2000km) CLf(CI=Okgs)
CLf(rf=4000km) CLf(Cl=1kgls)
0.44 CLf(rf=6000km) 0.44F : ——— CLf(Cl=2kg/s)
CLf(rf=8000km) CLf(CI=3kgls)
— — = CLi(rf=2000km) — — — CLi(CI=Okg/s)
0.421 - — — CLi(rf=4000km) 0.42r : ! - — - CLi(CI=1kgls)
- — = CLi(rf=6000km) - — - CLi(Cl=2kg/s)
CLi(rf=8000km) CLi(CI=3kg/s) o
C 0.4r C 0.4 M
L L
0.38
0.36
0.34f 0.34¢
032 05 1 15 2 25 3 % 1 2 3 4 5 6 7 e
Cl [kg/s] re (m] x10°
Figura 4.53: Cr(CI) para varios ry¢ Figura 4.54: Cp(ry) para varios CT1
re= 4000 km re= 4000 km
0.46 0.46
CLf(Wf=1160kN) CLf(CI=Okgls)
CLf(WF=1200kN) CLf(Cl=1kg/s)
0.44 CLi(Wi=1240kN) 0.44F CLf(Cl=2kgls)
- — — CLi(Wf=1160kN) CLf(CI=3kgls)
7 7 T CL(wi=1200kN) - = - CLi(CI=Okgls)
0.42F = = CLIGWE1240K) 0.42F - - - CLi(Cl=1kgls)
— — — CLi(Cl=2kg/s)
C C CLi(Cl=3kgls)
L oal L ooal R I R AR AL s
0.381 0.381
0.36] P
034 0.34 ; : ; ; ‘ ; i
0 05 1 15 2 25 3 116 117 118 119 12 121 122 123 124
Cl [kg/s] W, [N] x10°
Figura 4.55: Cr,(CI) para varios Wy Figura 4.56: Cr(W;) para varios C'I

En las figuras 4.53 a 4.56 se observa que:

= Al aumentar C'I, tanto Cr; como Cf,; disminuyen considerablemente. En cambio, aumenta
—ACL, = Cr; —Cpy, que es nulo con CI = 0.
» Al aumentar ry, tanto C'r; como Cry aumentan levemente. También aumenta —ACT, que

tiende a cero para ry pequetio.
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4.4. Resultados globales en la troposfera

» Al aumentar Wy, tanto Cr; como Cr; aumentan levemente. —AC no se ve afectado

practicamente.

En general, se comprueba que las tendencias de C';, y de M son contrarias, es decir, cuando

una aumenta la otra disminuye.

4.4.3. h; y hy en funcién de ry, Wy y CI

W, = 1200 kN

11000

10500

10000
h [m] 9500
= hf(rf=2000km) S-< o
9000 ——— hif(rf=4000km)
— hf(rf=6000km)[~ = ~ _ _
hf(rf=8000km) - -
— — — hi(rf=2000km)
8500 - — — hi(rf=4000km)
- — — hi(rf=6000km)
hi(rf=8000km)
8000 ‘ ‘ : ; ‘
0 0.5 1 1.5 2 25
Cl [ka/s]
Figura 4.57: h(CI) para varios ry
re= 4000 km
11000 ¢
10500
10000
h [m]
9500
Nf(W=1160kN) |~ ~ _ Se-ol 0 Te-l
——— hf(Wi=1200kN) Te-ll S~a
——— hf(Wf=1240kN) S~ ==
9000 | — — — hij(Wf=1160kN) TSl
- — — hi(Wf=1200kN)
- — — hi(Wi=1240kN)
8500 ‘ ‘ ; ; ;
0 05 1 15 2 25
Cl [kg/s]

Figura 4.59: h(CI) para varios Wy

En las figuras 4.57 a 4.60 se observa que:

Wf =1200 kN
11000
N
~
10500 <
N <~
S o SS - S o
10000 £ Sl g <2
S0 S ~o
~ - =~ ~ - ~ ~
~ ~ ~
h[m]gsoo’ g S It
< < <
=~ ~ ~ ~ ~ ~
hf(CI=0kg/s) ~ 4 SO
9000 || — hf(Cl=1kg/s) R L N
— hf(Cl=2kg/s) S e SO
hf(Cl=3kg/s) S S - ~
~ = = hi(CI=0kgls) ~o
8500 _ _ _ pj(cl=1kgls) .
- = = hi(Cl=2kgls)
hi(CI=3kg/s)
8000 ; ; i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8
re [m] °
f x 10

Figura 4.58: h(ry) para varios C'I

re= 4000 km
1000 \
10000F T T ani :
him  F=-eoo T TTTeeel
L hiCl=okgis)|™ ===~ ___ T T==
9500 7| ——— hf(Cl=akg/s) |- -+ - T T
——hf(Cl=2kgls) [~ = = =~ - _ _ _

hf(Cl=3kg/s)| T T ===

L — — — hi(CI=0kg/s)

9000 - — = hi(CI=1kg/s)

— — —hi(CI=2kg/s)

hi(CI=3kg/s)
8500 i i i i i i i i

1.16 1.17 1.18 1.19 1.2 1.21 1.22 1.23 1.24

W, [N] x10°

Figura 4.60: h(Wy) para varios CI1

» Al aumentar CI, tanto h; como h; disminuyen considerablemente. Ah aumenta levemente.

» Al aumentar 7, h; disminuye considerablemente, mientras que hy crece levemente.

» Al aumentar Wy, tanto h; como hy disminuyen de forma considerable. Ah practicamente

no se ve afectado.
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CAPITULO 4. Formulacién variacional: Anélisis de resultados

4.4.4. mp en funcién de ry, Wy y CI
W, = 1200 kN W, = 1200 kN
x10* f x10* f
2.3p SRIRLISSEIRTPRSERREONE 45
—— rf = 3500 km —— CI=0.0kals
22} —f=3750 km/ 4l ——Cl=1.0kgls
——— rf = 4000 km ——Cl=2.0kgls
21b ——— rf = 4250 km 35— Cl=3.0kg/s
L —| ——rf=4500km
| m=400kmj o
oL
m_ [kg] m [kgps}
19F
oL
1.8 /
15F
1.7 g : n
1.6} : g 056
i ; ; ; ; 0 ; ; ; ; ;
l'50 05 1 15 2 25 3 0 1 2 3 4 5 6 7
Cl [kg/s] F [m] X 10

Figura 4.61: mp(CI) para varios r¢

. M= 4000 km
x 10

2.05r 2.051

— Wf=1160 kN

—— Wf=1180 kN

2 —— Wf =1200 kN

—— Wf =1220 kN

—— Wf =1240 kN
1.95 1.95

m_ [ki
F [ g]l.g

1.85

me kol |

185F

Figura 4.62: mp(ry) para varios CI

= 4000 km
x 10

Cl=0.0kg/s
—— CI=0.5kg/s
—— Cl=1.0kg/s
—— Cl=1.5kg/s
—— Cl=2.0kgls

Cl=25kgls
—— CI=3.0kgls

18f 18k
175 : i i i j 175 : i i i i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3 1.16 117 118 1.19 12 121 122 123 124
Cl [kg/s] W, [N] x 10°
Figura 4.63: mp(CI) para varios Wy Figura 4.64: mp(Wy) para varios CI1

En las figuras 4.61 a 4.64 se observa que al aumentar C1, ry y/o Wy, mp aumenta.
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4.4. Resultados globales en la troposfera

4.4.5. ty en funcién de ry, W,y CI

. W, = 1200 kN
x 10
20
— rf = 3500 km
— rf=3750 km
19} — rf = 4000 km
——— rf = 4250 km

— 1f = 4500 km \

18] |

t 18] 7/

14 i i i i i
0

0.5 1 15
Cl [kag/s]

Figura 4.65: t;(CT) para varios 7

2 2.5 3

. = 4000 km
x 10
1.78
——— Wf=1160 kN
1.76 \ —— Wf=1180 kN
\ ——— Wf=1200 kN
——— Wf=1220 kN
Lrar —— Wf = 1240 kN
172}
tf [s] 17t
1.68}
1.66
1.641
1.62}
16 i i i i i
0 05 1 2 25 3

1.5
Cl [kg/s]

Figura 4.67: t;(CI) para varios W;

. W, = 1200 kN
x 10
351
Cl=0.0kg/s
—— Cl=1.0kg/s
3| ——Cl=2.0kg/s
—— Cl =3.0kg/s
25F
15F
e
0.5F
0 i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8
r [m] x 10°

Figura 4.66: t¢(ry) para varios CT1

. = 4000 km
x 10
1.78
1.76 -
1741 Cl=0.0 kg/s
—— CI=0.5kg/s
172k —— Cl=1.0kg/s
—— Cl=1.5kg/s
t, [s] L7}t ——Cl=2.0kgls
f Cl=25kgls
1.68 —— Cl=3.0kg/s
1.66
1.64
1.62
i i i i i i i

16 ‘
T16 117 118 119 12 121 122 123 124
Wf [N] x 10°

Figura 4.68: t;(W}y) para varios CI

En las figuras 4.65 a 4.68 se observa que al aumentar 7, t; aumenta. En cambio, al aumentar

C1, t; disminuye, debido a que la velocidad de vuelo aumenta. Al aumentar Wy, t; disminuye

levemente, al ser menores las altitudes de vuelo.
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CAPITULO 4. Formulacién variacional: Anélisis de resultados

4.4.6. DOC en funcién de ry, Wy y CI

. W, = 1200 kN

83(10
— rf = 3500 km
— rf=3750 km

7| = rf = 4000 km
——— rf = 4250 km

ol — rf = 4500 km

DOC [kg]

0 0.5 1 2 2.5 3

15
Cl [kg/s]

Figura 4.69: DOC(CI) para varios r¢

. = 4000 km
x 10
72X
Wf =1160 kN
—— Wf =1200 kN
6H —— Wf =1240 kN

5

DOC [kg]

[¢] 0.5 1 2 25 3

15
Cl [kg/s]

Figura 4.71: DOC(CI) para varios Wy

Wf =1200 kN

x 10"
141

—— CI=0.0kg/s
—— CI=0.5kg/s
121 ——cClI=1.0kgls
—— Cl=1.5kg/s
—— Cl=2.0kgls
101 Cl=25kg/s
—— CI =3.0 kg/s

DOC [kgj|

i 5 s 1 8
rf[m] x 10°

0 1 2 3

Figura 4.70: DOC/(ry) para varios CI

. = 4000 km
x 10
70
[ Cl=0.0kg/s
—— Cl=0.5kg/s
6l ——Cl=1.0kgis
—— Cl=1.5kg/s
—— Cl=2.0kg/s
- Cl=25kgls
S| ——cI=3.0kg/s
DOC [kg]
3l
21

116 117 118 119 12 121 122 123 124
Wf [N] x 10°

Figura 4.72: DOC(W/) para varios CI

En las figuras 4.69 a 4.72 se observa que al aumentar CI, ry y/o Wy, DOC aumenta de

forma lineal. Con los dos primeros parametros, la dependencia es muy fuerte, mientras que con

el tercero es muy débil.
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Capitulo 5
Crucero con M y (7 constantes

En los capitulos 3 y 4 se ha podido observar que la variaciéon del niimero de Mach y del
coeficiente de sustentacién es muy pequena a lo largo del vuelo, en ocasiones del orden de una
milésima en ambos casos. Estos valores se pueden considerar constantes en la practica, pues a
menudo los instrumentos que permiten medir estas magnitudes no tienen una precisién tan alta.
Por lo tanto, es razonable plantearse la simplificacién de imponer como ligaduras de vuelo que M
y C', son constantes, calcular qué valores serian los éptimos y comparar los resultados obtenidos,

objeto del presente capitulo.

5.1. Nueva formulaciéon del problema

En el capitulo 2 se obtuvo el siguiente problema, ecuacién (2.18):

Ty
min DOC = / F(M,6,W)dr, (con 74 conocido)
0
dw .

e f(M,8,W), W(r=rs)=W; (conocido)

(M, 0)D(M,6,W) +CI
F(M755W) - CL((S)M

_ ge(M,8)D(M, 0, W)

Si ahora se supone la hipétesis de que el nimero de Mach y el coeficiente de sustentacion son
constantes a lo largo del vuelo, no es necesario emplear la formulacién variacional utilizada en

los capitulos 3 y 4, pues el problema es integrable directamente como se muestra a continuacion.

Una vez escogido el nimero de Mach y el coeficiente de sustentacion con los que se va a volar,

el problema anterior se puede expresar como:

aw

Ty

min DOC = / F(W)dr, (con ry conocido)
0

—_ w

o I

), W(r=rs) =Wy (conocido) (5.2)
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CAPITULO 5. Crucero con M y C}, constantes

Por tanto, integrando la segunda ecuacion se obtiene el peso de la aeronave a lo largo del
vuelo, W (r), y sustituyendo este en la primera ecuacién puede obtenerse el coste DOC. En
definitiva, dados cualquier M y C7, es posible obtener facilmente DOC, por lo que el niimero de
Mach éptimo M* y el coeficiente de sustentacién éptimo C7 serdn aquellos que minimicen la
funcién DOC = f(M,CL).

5.2. Obtencién de DOC = f(M,Cy)

En este apartado se obtiene analiticamente la funcion DOC = f(M, C}) para su posterior
minimizacién, con la hipétesis de que M y Cp, son constantes a lo largo del vuelo. Esto se hace
para dos casos diferentes: que el vuelo se desarrolle integramente en la troposfera o que lo haga

en la estratosfera.

5.2.1. Estratosfera: obtencién de DOC = f(M,C})

A continuacién se va a obtener analiticamente la funcién DOC = f(M, Cr) para su posterior
minimizacion, bajo la hipdtesis de que todo el vuelo se realiza en la estratosfera. Sustituyendo en

la ecuacién del peso el consumo especifico del modelo propulsivo (¢ = ﬁC’c ), la resistencia del

modelo aerodindmico ( D = qodM?2Cp ) y utilizando (W) = qoc% se obtiene:
aw gD 9 (#5Cc) (andn*C) | e ol Cwy——pw (53)
dr—  aM aM - MLy Cy B '
donde se ha definido el pardmetro B = LQS%CCDL con unidades de [1/m], que es constante a lo

largo del crucero, al serlo también M y Cp. Por ello, la ecuacién es integrable analiticamente y

se obtiene:

W(r) = W;g-eBrrr) (5.4)

Una vez obtenido el peso de la aeronave a lo largo del vuelo, W (r), se procede a calcular
DOC como: DOC = mp + CI - ty. Se calculan por separado el coste del combustible y del

tiempo.

Por un lado, puesto que ya se ha obtenido el peso de la aeronave en funcién del peso, el
consumo de combustible es inmediato:
_Wi-Wwy Wy

p p (ePrr —1) (5.5)

mpg

Por otro lado, el tiempo empleado se obtiene de la ecuacion cinemadtica y de la definicién del
Mach de vuelo, V = aM, obteniéndose:

by "5 dr "fodr Tf
tp = dt = — = — = 5.6
E /0 /0 V(r) /0 aM  a.M (5:6)

- 46 / 70 - Bernad Blanch, Alberto: Andlisis del vuelo de crucero de minimo coste de aviones comerciales




5.3. Obtencién de DOC = f(M,Cy)

En definitiva, el coste total del crucero, dado 7y, CI'y Wy y una vez escogido el M y C}, a
los que se va a volar es (suponiendo que todo el vuelo se desarrolle en la estratosfera):
Wy

poc = (P11
g Qs

(5.7)

5.2.2. Troposfera: obtencién de DOC = f(M,C})

Si el vuelo se desarrolla en la troposfera el consumo de combustible sigue siendo el mismo,
por lo que se obtiene de la ecuacién (5.5), mientras que la duracién del crucero si que cambia.
Se obtiene de forma similar al caso de la estratosfera, aunque es algo méas complejo, pues la
velocidad del sonido no es constante, por lo que se ha de obtener su variacién a lo largo del

crucero. Esto se hace teniendo en cuenta lo siguiente:

1. Segin la atmdsfera estdndard internacional, la velocidad del sonido cae de forma exponencial
RgCMT

conforme disminuye el ratio de presiones: a(8) = ag - 6, siendo 0 < k = < 1.
2. Este ratio de presiones se relaciona con el peso mediante 6(W) = qoc% .

3. El valor de W(r) viene dado por la ecuacion (5.4).

Se obtiene pues la siguiente expresion para el tiempo total que dura el crucero:

_ [T dr k (qoCrM?)*F /Tf k.
P /O & aOM/ 5 tar = LD [T tar -
1 (qoCrM2\" / B (k) g
CLOM Wf 0

_ 1 qoCrM? | —Bkry
B aoM( W, Bk (1 € ) (5-8)

Se puede simplificar la expresién anterior definiendo 67 = qong yar=agp- 5’; :

11
t — _ (1 _ _kBTf) 5.9
P gMBe TS (5.9)

En definitiva, el coste total del crucero, dado 7y, CI'y Wy y una vez escogido el M y Cy, a

los que se va a volar es:

_ —kBrf
poc(,cyy = ey o1y4 <L (16)

g k afMB
gCc Cp
B(M = —
(M, Cr) MLy Cp
4% k
M — Y S A S 1
af( ,CL) ag f ao <QOCLM2> (5 0)
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CAPITULO 5. Crucero con M y C}, constantes

5.3. Minimizacién de DOC = f(M,Cy)

El nimero de Mach éptimo M™ y el coeficiente de sustentacién éptimo C7 serdn aquellos que
minimicen la funcién DOC = f(M,CL):

opoc  _

acr,

dDOC

o = 0 (5.11)

A continuacién se va a desarrollar en detalle estas derivadas parciales, para los dos casos en
los que se ha obtenido DOC = f(M,Cp). En ambos, se obtiene finalmente un sistema algebraico
de dos ecuaciones con dos incognitas, M* y C7. El sistema debe resolverse numéricamente,
utilizando por ejemplo la funcién fsolve de Matlab. Otra posibilidad mas directa, pues no hubiese
sido necesario el desarrollo de las derivadas parciales, es utilizar la funcién fminsearch de Matlab

que, dada una funcién de varias variables, busca minimos relativos en el intervalo deseado.

5.3.1. Estratosfera: minimizacién de DOC = f(M, 1)

Se busca minimizar la siguiente expresion:

Wy B T
DOC(M = L (eBrr —1) oL
OC(M,C1) g(e )+ 1
Ce C
B(M,Cp) = éﬁ;@% (5.12)

Igualando a cero las derivadas parciales de DOC(M, CL) se obtiene:

dDOC OB

= —_— = .1
e 0= 55 =0 (5.13)
aDOC Wy g, 0B Clyy
or = 0= e e =0 (5.14)

En el apéndice B se desarrollan las derivadas parciales de B(M, Cp) tanto respecto de CTf,
como de M ((B.1) y (B.2)). Sustituyéndolas en (5.13) y (5.14) se obtiene:

9DOC Cy. aCh OF

— 1= - = 1
ac, 0 = Co 9C, 0 = 9C, 0 (5.15)
aDOC Wi p, B [M3Cc M Cp cI

_ Nieprp B | M 0Ce | M ICD 4 ©1 1
oM 0= " \ccan T, am a0 (5.16)

_ 9Cc Cp

Si ahora en la segunda ecuacién algebraica se sustituye B(M,Cr) = 47 TG Y se simplifican

términos, se obtiene el siguiente sistema algebraico:

- aCh
0 = Co—Cugy
CILy 1 g, aCe aC
= e \mep 2 4 e 2P 1
aW; oL ¢ Cogar T MCogyr —CnCe (5.17)
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5.3. Minimizacién de DOC = f(M,CY)

Noétese que este sistema algebraico es idéntico al sistema (3.24). Este resultado tenia que
darse necesariamente, pues en dicho apartado se probd que el minimo coste en la estratosfera se
obtiene volando con M y (', constantes. Por tanto, los resultados numéricos ya mostrados el

apartado 4.2 son validos también para este caso.

5.3.2. Troposfera: minimizacién de DOC = f(M,C1)

Se busca minimizar la siguiente expresion:

Wy g CI (1— e FBrs
D M — — Tf _ 1
OC(M,C) g e ]+ p <anB
gCo CD
B(M = -
(M, C1) MLy Cr
k;
M T S LS 5.18
ay(M,C1) = a0-95 = ao <qocLM2> (5.18)

Igualando a cero las derivadas parciales de DOC(M, Cp) se obtiene:

9DOC Wy, 0B CL 0 (1—e kb
_ . cr ~0 5.19
acy, 0= e e, T oo, \aMB (5.19)
9DOC Wy, 0B CI 9 (1—e s
_ | ol - 2
oM 0= e o T o \ B 0 (5.20)

En el apéndice B se desarrollan todas las derivadas parciales que aparecen en las ecuaciones
(5.19) y (5.20) (ecuaciones (B.2), (B.1), (B.6) y (B.9)). Sustituyéndolas, se obtiene el siguiente
sistema de dos ecuaciones algebraicas con dos incégnitas cuya resolucién proporciona M* y C7,
los valores del nimero de Mach y coeficiente de sustentacién a los que se ha de volar si se desea

minimizar el DOC, manteniéndolos constantes:

= DB 2 (ZED ) P 2 gy kB
! g 1% oy <CD ac;, )+ k afBMCL{ [ ¢ F

CL 8CD —kB
SLID ) [(kr B + 1)e B —1
* (CD ac;, ) (ks B+ D ]
Wi B (MaCc M aCp cr 1 B
= By 2 (Z22C 2 TED = - _l(1-2 rf
0 g ¢ M(CCaM coom )Tk aBar ( )<e )+

M aCC M 80[) 7kBTf
Moo, WD - 21
<C'c ot T o ot 1) (kg B+ 1)e 1] (5.21)

_l’_

En el capitulo 6 se presentan los resultados numéricos obtenidos de la resolucién del sistema
algebraico y se comparan con los del capitulo 4. Esta comparacion justifica definitivamente que
volar a nimero de Mach y coeficiente de sustentacion constantes durante el vuelo da lugar a

resultados muy préximos a los éptimos.
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Capitulo 6

Crucero con M y (7 constantes:

Analisis de resultados

En el presente capitulo se muestran los resultados obtenidos en la resolucién del sistema
(5.21) obtenido en el capitulo anterior, particularizado para el modelo de avién definido en el
apéndice A. Este es valido siempre que la totalidad del vuelo se realice en la troposfera, que
es lo habitual para la aeronave escogida, y parte de la hipétesis de que el nimero de Mach y
el coeficiente de sustentacion permanecen constantes durante el crucero. También se comparan
los resultados obtenidos con los del capitulo 4, en el que el nimero de Mach y el coeficiente de
sustentacién variaban durante el crucero. En el caso de la estratosfera los resultados son los del

apartado 4.2, por lo que no se analizan aqui.

6.1. Comparaciéon de M y C},

En este apartado se resuelve el sistema algebraico (5.21) y se comparan con los resultados
obtenidos en el apartado 4.4, en el que se resolvia el problema mediante formulacién variacional.

En cada una de las gréaficas siguientes, se comparan las siguientes magnitudes:

= M 6 Cp, al inicio del crucero, segin la formulaciéon variacional, denotada con el subindice ¢
y sin superindice.

= M 6 Cp al final del crucero, segin la formulacién variacional, denotada con el subindice f
y sin superindice.

» La solucién del sistema (5.21), denotada con el superindice * y sin subindice, pues es

constante a lo largo del crucero.

Siguiendo el mismo esquema que en el apartado 4.4, se analiza la dependencia de estas
magnitudes con los tres pardmetros del problema: CI, ry y Wy, representandose para cada
magnitud cuatro graficas: en funcién de CI para varios ry (con Wy = 1200 kN), en funcién de
¢ para varios CI (con Wy = 1200 kN), en funcién de CI para varios W (con ry = 4000 km) y
en funciéon de Wy para varios CI (con ry = 4000 km).
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Figura 6.7: Cp(CI) para varios Wy Figura 6.8: Cr(Wy) para varios CI

En todas las figuras 6.1 a 6.8 se observa que, independientemente del valor de CI y ry, la
solucién del sistema (5.21) es un valor intermedio entre la magnitud al comienzo y al final del
crucero segun la formulacion variacional. Asi pues, de esta forma se estd volando siempre segin

unos valores de M y Cf, cercanos al éptimo.

6.2. Comparacién de h

Una vez obtenido los valores de M y C, a los que se va a volar, es inmediato obtener la
evolucién de W (r), 6(r) y h(r). En las figuras 6.9 a 6.12 se representan y comparan las altitudes

h, obtenidas mediante:

= h al inicio del crucero, segiin la formulacién variacional, denotada con el subindice i y sin
superindice.

= h al final del crucero, segin la formulacién variacional, denotada con el subindice f y sin
superindice.

= h al inicio del crucero, segtn la aproximacién del capitulo 5, denotada con el subindice 7 y
con el superindice *.

= h al final del crucero, segtin la aproximacién del capitulo 5, denotada con el subindice f y

con el superindice *
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Figura 6.11: h(CI) para varios Wy Figura 6.12: h(W/) para varios CI

FEn todas las figuras 6.9 a 6.12 se observa que la solucién de la aproximacion del capitulo 5
es muy proxima a la de la formulacién variacional. La diferencia existente entre ambas es muy
pequena, aumentando ligeramente conforme lo hace CI y ry. Esto es légico, pues como se vio
en apartado 4.3 (figuras 4.27, 4.28, 4.35 y 4.37), el incremento de estos parametros provocaba
una mayor variacién de M (r) y Cp(r), por lo que volar con éstos constantes estd més lejano del

optimo.

En general, se observa que la solucién aproximada tiene un rango de variacién de altitud
ligeramente mayor, es decir, empieza a una altitud inferior y termina a una altitud superior,

tanto mas cuanto mayor sean CI y ry.
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6.3. Comparacién de mp, t; y DOC. Justificacion de la aproxi-

macion

En este apartado se comparan mp, ty y DOC obtenidos mediante la formulacién variacional
y utilizando la solucién aproximada de que M y C7, son constantes. Esto se hace particularizando
Wy = 1200 kN y se representan en funcién del CI (para varios valores de r¢) y en funcién de ry¢

(para varios valores del CI).

En las figuras 6.13 a 6.24 se representan las diferencias (denotada por A) entre las soluciones

aproximada y variacional. Por ejemplo, en las figuras 6.13 y 6.14 se representa Amp = m%p To%

m%". Se ha elegido esta forma de comparacién porque los valores son muy parecidos, por lo que

aprox var

si se representase en una misma figura mp "~ y my'", entre ambas curvas practicamente no se

observaria diferencia.
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Figura 6.14: mpg(ry) para varios CI
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Figura 6.15: mp(CI) para varios Wy

Figura 6.16: mp(Wy) para varios C1
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Figura 6.22: DOC/(ry) para varios C1
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My CL constantes: r, = 4000 km re= 4000 km
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Figura 6.23: DOC(CI) para varios Wy Figura 6.24: DOC(W/) para varios CT

En las figuras 6.13 a 6.24 se comprueba definitivamente que volando a M y C}, constantes
se obtienen resultados practicamente idénticos que variandolos durante el vuelo, en términos
del combustible consumido, tiempo empleado y coste. Curiosamente, se consume algo menos de
combustible (figuras 6.13 a 6.16), aunque durando mas el vuelo (figuras 6.17 a 6.20). Siempre se
cumple que ADOC = DOC™* — DOC" " > (), pues la formulacién variacional obtiene siempre

la solucién 6ptima, aunque las diferencias son muy pequenas.

La diferencia entre la solucién aproximada y la variacional aumenta conforme lo hace el C'1
y el ry. Esto es l6gico, pues como se vio en apartado 4.3 (figuras 4.27, 4.28, 4.35 y 4.37), el
incremento de estos pardmetros provocaba una mayor variacién de M(r) y CL(r), por lo que
volar con éstos constantes estd mas lejano del 6ptimo. Por el contrario, esta diferencia disminuye

ligeramente conforme aumenta Wry.
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Capitulo 7

Resumen y conclusiones

7.1. Resumen de resultados

En este apartado se sintetizan los resultados mas relevantes obtenidos en los capitulos 4 y 6,

analizdndose especialmente el efecto de CI, Wy y ry.

7.1.1. Efecto del CI

Con caracter general, es decir, independientemente de si se estd en la estratosfera o en la
troposfera, a mayor CI el nimero de Mach 6ptimo es mayor, es decir, OM /OCI > 0. Esto se
debe a que al aumentar el coste del tiempo respecto al del combustible, compensa viajar a mayor
velocidad pese a consumir mas. Se observa que el efecto del CI es cada vez menor, es decir,
0?M JOCT? < 0. Esto se debe a que se estd volando a nimeros de Mach cercanos al Mach de
divergencia, que se caracterizan porque pequenos incrementos del nimero de Mach, que provocan
pequenas disminuciones en el tiempo de vuelo, producen grandes incrementos de la resistencia

aerodinamica, con grandes incrementos del consumo de combustible.

Consecuencia directa de este resultado es el inverso en Cp, es decir, 0CL/0CI < 0y

0?C/OCI? > 0. Esto se debe a que al volarse a mayor M no es necesario un Oy, tan alto, debido

W

a la ecuacién § = AT

Se observa una fuerte dependencia de la altitud con C1I en la troposfera: cuanto mayor sea
éste, menor es la altitud durante todo el crucero. Esto se debe a que si se vuela a una altitud
inferior a la 6ptima para CI = 0, estd claro que se consume més cantidad de combustible al no
ser ésta la que minimiza el consumo de combustible. Pero, teniendo en cuenta que V = aM, el
tiempo total de vuelo disminuye (la velocidad de vuelo es mayor) al ser la velocidad del sonido
decreciente con la altitud. Por tanto, cuanto mayor sea el C'I maés rentable es volar a una altitud
menor que la 6ptima con C'I = 0. En cambio, en la estratosfera, la dependencia de la altitud con

C1I es mucho menor y mds compleja, pues tanto h; como hy tienen un maximo relativo con C1.
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Logicamente, el incremento de C'I implica que aumenta el consumo de combustible mp y

disminuye el tiempo de vuelo ;.

7.1.2. Efectoderyy Wy

Con cardcter general, el incremento de r; y/o Wy suaviza las tendencias de M y Cf, con CI.
Ademads, a mayor 7 en la troposfera aumenta la variacién de M (r) y Cr(r) (en la estratosfera

no existe variaciéon al ser constantes).

ry afecta muy poco en hy y mucho en h;, cuanto mayor sea ry menor es h;. Por el contrario,

cuanto mayor sea Wy menor es tanto h; como hy.

Légicamente, el incremento de 7y implica que aumentan tanto mp como ¢, mientras que el

de Wy implica un aumento de mp pero una disminucién pequena de ;.

7.2. Conclusiones y avances futuros

La principal conclusion que se extrae a lo largo del trabajo es la gran similitud entre las
soluciones correspondientes a la formulacién variacional y al caso de volar con M y Cf, constantes.
Ademas, como el rango de variacién de estos parametros es muy pequeno, no es razonable intentar
implementar las ligaduras de vuelo obtenidas de la formulacién variacional para controlar una
aeronave en la practica, pues a menudo los instrumentos que permiten medir estas magnitudes

no tienen una precisién tan alta.

La forma maés razonable de controlar el vuelo debe ser imponer que el ntimero de Mach
adopte una serie de valores discretos, segun la precisién de los sensores. Por ejemplo, si los
sensores son capaces de medir con gran precisién hasta centésimas del nimero de Mach, se puede
reformular el problema forzando que el nimero de Mach sea constante a tramos y que en cada
tramo su valor sea miltiplo de 0,01. Este nuevo andlisis y su comparacién con los resultados
del presente proyecto serfa un posible trabajo futuro. Un caso parecido lo estudia Valenzuela et
al. [16], aunque limita las altitudes segtn niveles de vuelo y el criterio de optimizacién es el de

minimizar el consumo de combustible.

A pesar de la imposibilidad préactica (debido a la precisién finita de los instrumentos de
medida y a las restricciones de Control de Trafico Aéreo) de implementar la solucién obtenida
mediante formulacion variacional, esta sigue siendo la referencia al ser la mejor posible y permite
comparar cualquier otra solucién que se emplee en la préictica para comprobar cuanto se desvia

de la 6ptima.

Otra conclusién importante es que el modelo de atmésfera ISA no es adecuado para analizar
el paso de la troposfera a la estratosfera pues existe una discontinuidad en la tropopausa. Una

mejora futura consistiria en modificar el modelo actual anadiéndole un tercer tramo, que seria
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una “tropopausa finita” de forma que la funcién a(d) sea derivable. Es decir, se sustituiria la

ecuacién (2.8) por la siguiente:

Rgar

ap-6 29 si >0, +e (troposfera)
a(0) = 3 a(®)lyropopausa I O+ —€ <8 <d.+e (tropopausa) (7.1)
s si § <0, —€ (estratosfera)

Donde € es un parametro conocido pequeno (e << d,) que representa el semiancho de la

tropopausa. Podria elegirse cualquier funcién a con la condicién de que a(d) resultase

(6) |tropopausa
continua y derivable.

De esta forma, la funcién k(0) = g%‘g resultarfa continua (en la ecuacién (3.10) resultaba

discontinua), por lo que con este nuevo modelo atmosférico no existiria ninguna discontinuidad
y podria analizarse el crucero completo, independientemente de la altitud inicial y final. Este

analisis se deja para un trabajo futuro.

Otra posible mejora es la inclusion del viento y analizar cémo varian las leyes de control
Optimas y el coste del vuelo. Se consideraria un viento horizontal dependiente de la altitud de
vuelo. Un caso particular serfa el de viento horizontal constante, considerado en Rivas et al. [12]

en el estudio del crucero de maximo alcance.
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Apéndice A

Modelo de aeronave

En este apéndice se presenta el modelo de aeronave empleado a lo largo del proyecto para las
aplicaciones numéricas. Representa un modelo tipico de aeronave civil de pasajeros de fuselaje
ancho y dos motores, que opera en régimen subsénico pero a nimeros de Mach elevados donde

son importantes los efectos de compresibilidad.

En particular se ha escogido el Boeing 767-300ER, algunas caracteristicas se presentan en la
tabla A.1:

Superficie alar de referencia, S [m?] 283.3
Peso maximo al despegue, Wro[N] | 1832666
Peso méximo de combustible [N] 722112

Tabla A.1: Caracteristicas del Boeing 767-300ER

A.1. Modelo aerodinamico

El modelo aerodindmico define la polar parabdlica Cp = Cp(Cp, M), que proporciona el
coeficiente de resistencia aerodindmica en funcion del coeficiente de sustentacién y del nimero
de Mach. Tiene en cuenta, por tanto, los efectos de compresibilidad, aunque se desprecian los
asociados al nimero de Reynolds y a la variaciéon del centro de gravedad de la aeronave. Se

considera la polar parabdlica propuesta por Cavcar et al. [4]:

5 5
Cp(M,C) = |Cpy,+ Y koj-H/(M) | + | Cp,, +> kij-H (M) | CpL+
j=1 j=1
5 .
+ | Cpy, + > koy - HI(M) | CF (A1)
j=1
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APENDICE A. Modelo de aeronave

donde
(M — 074)2
HM) = —— A2
W= i (4.2
Los coeficientes de la polar parabdlica incompresible valen: Cp, , = 0,01322, Cp, ; = —0,00610

y Cp,; = 0,06000. Los coeficientes de la polar parabdlica compresible estdn dados en la tabla A.2.
Esta polar es valida para M > 0,4; para M < 0,4 se aplica la polar parabdlica incompresible,

que se obtiene haciendo H = 0 en la ecuacién (A.1).

] 1 2 3 4 5

ko;  0.0067 ~0.1861  2.2420 -6.4350  6.3428
ki 0.0962 ~0.7602 -1.2870  3.7925 ~2.7672
ky; ~0.1317  1.3427 -1.2839  5.0164  0.0000

Tabla A.2: Coeficientes de polar parabdlica compresible

A.2. Modelo propulsivo

Se considera el coeficiente de consumo especifico de combustible definido por Mattingly et
al. [9]:

L
Co(M) = COTH(1,0+1,2M) (A.3)
0

donde ¢q es el coeficiente de consumo especifico de combustible al nivel del mar y para M = 0,
cuyo valor para esta aeronave es co = 9,0 x 1076 kg/(sN) [1]. Para el calor latente del combustible,
se toma Ly = 43 x 10° J/kg.

No se ha considerado la dependencia del coeficiente de consumo especifico de combustible
con el coeficiente de empuje, pues es muy débil segin Miele [10]. Atun asi Martinez-Val et al. [8],
Cavcar et al. [4] y Bartel et al. [2] utilizan un modelo de coeficiente de consumo especifico de

combustible mas complejo que tiene en cuenta dicha dependencia.
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Apéndice B
Desarrollo de derivadas parciales

En este apéndice se desarrollan una serie de derivadas parciales que son necesarias en el

capitulo 5. En concreto se obtienen las derivadas parciales, tanto respecto de C'r, como de M,

k
de las siguientes expresiones: B(M,Cp) = J\g/l(ﬁ; %’ ar(M,Cr) = ap - 5’; = ag - (quWW) y
1_87kBTf
anB '

En primer lugar, se obtienen las derivadas parciales de B(M, Cr):

0B~ gCc 9 (Cp\ _ 9Cc 1 |, 9Cp . | _
aC, — LyMoCy <CL> - LHMC%[ Yacy D] -
_ 9CcCp 1 [CLach] _ B [C’Lacbl] (B.1)
LyMCy, Cy, CDGCL Cy, CD80L
8B — 9 a <OCCD> — 9 |:8C’CC’D_|_80DC’C+_10 C’] —
oM CrLy oM \ M CrLy |oM M~ oM M " M2 P~¢

gCcCp [0Cc 1 9Cp 1 1] B [MaCe M aCp
[ = o lcoan Topanr Y BY

CiLuM |oarce Yooy, M| T M

A continuacion, se obtiene las de ay(M,Cr), que son necesarias para obtener las del término

l_e—kBrf .
CLfMB '

8af Oaf 8(5f <k 5k71> Wf kaf

_— = _— = a . _— - -

aCL, 867 ACT, 0% q0C2 M? Cr

day  Oay Oo5 b1 W; _ 2kay

OM —  95;OM (kao‘sf ) 20Cii) = T (B:3)

—kBr
Finalmente, se obtienen las del término (%) Para ello se calculan por separado las
f
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APENDICE B. Desarrollo de derivadas parciales

de los términos

0 (1
8CL CLfBM

a e*k’BTf
OCL ((IfBM)

8 1 _ €7kBrf
oCr, < ayBM )

o1y
OM \ayBM )

8 e*kBTf
oM <afBM> B

a 1_€7kBTf
8M< arMB )

+ (1 2k) [e*’fBTf - 1} }

7kBr

B Y af 5 ]V’; , para posteriormente restarse:

da
1By tagZ 1 1 [CLda;  CLOB)
M (a;B)? afBM Cr, | ay 8C, B 9Cr]
1 1 Cr, 0Cp
= - — |(—k —— -1 B4
e |0+ (cegee )] (B4
M (ayrB)? B
—kBrf r
e kaCLaB+CLaaf CLaB}:
afBMC’L OCL ar GCL B 8CL
e kBry T Cr, 0Cp Cr, 0Cp
= — |kB( =222 1)) — k4 (=22 1) | =
a;BMCy, |77 (CD60L > +(CD<90L ﬂ
e kBry Cr, 0Cp
= ——  |(krB+1) [ === 1) -k B.
a;BMCy, _( s )<CD80L ) ] (B.5)
1 Cr 0Cp 1B
= -1 B+1 TP 1
afBMCL{<CD ac, ” (kryB+1) +
. k[l_ekBrf}} (B.6)
BM —|—an +afB
(ayB)?
— 1 Maaf +%87B+1 —
afBM? |af OM = B OM B
1 M oCe M 0Cp
— | (—2k 2 1) +1 B.
%BMQB )+<CC&W+Cb8M >+] (B7)

fkrfe_kBrfg—ﬁ(afBM) — e kB (BMaaf + an
(ayBM)?

0B , M aaf LMo
on fOM B OM

+1} =

[ M 600 M 0Cp

+ayB)

ekarf r
_afBM2 kry M
ekarf
agBM? |
ekarf

ayBM?

+1} =

M 0Cp

1 M GCC —kB
_ 1 (A% MICD N | (kB4 1)e B —1
afBM2{<CC oM T Cp oM )[ (hry B+ 1)e ]+

(B.9)

- 66 /70 -

Bernad Blanch, Alberto: Andlisis del vuelo de crucero de minimo coste de aviones comerciales



Notacion matematica

Simbolo Unidad Nombre
a m/s Velocidad del sonido
A m 2 G
B Ym  f5
c kg/(sN)  Consumo especifico de combustible
o kg/(sN)  Consumo especifico de combustible a nivel del mar con M =0
cr um./kg  Coste del combustible
¢t u.m./s Coste del tiempo
Cco — Coeficiente de consumo especifico de combustible
Cp — Coeficiente de resistencia aerodinamica
Cr, — Coeficiente de sustentacién
CI kg/s Indice de Coste
D N Resistencia aerodinamica
DOC kg Coste Operativo Directo
E — Eficiencia aerodindmica
g m/s? Gravedad terrestre
h m Altitud de vuelo
k — g% (vale 0 en la estratosfera, Rzg—go“ en la troposfera)
L N Sustentacién
Ly J/kg Calor latente del combustible
mg kg Masa de fuel total consumida
M — Ntmero de Mach
P Pa Presién atmosférica
) N $Kp0S
r m Distancia horizontal recorrida
Ty m Distancia horizontal total recorrida
R, J/(kgK)  Constante de los gases (aire)
S m? Superficie alar de referencia
t S Tiempo
ty S Tiempo total
T N Empuje
Vv m/s Velocidad de la aeronave
w N Peso de la aeronave
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Wy N Peso final de la aeronave

ar K/m Gradiente térmico atmosférico

) — Ratio de presiones § = p%

A — Incremento (final menos inicial)

S K Temperatura atmosférica

K — Ratio de calores especificos del aire
A s2/m Multiplicador de Lagrange

p kg/m? Densidad atmosférica

Subindices

Simbolo  Significado

f Final del crucero (r = ry)
i Inicio del crucero (r = 0)
A nivel del mar (0 =16 h=0)
* En la tropopausa (h = 11000 m)
n CI actual, utilizado en el método de continuacién
Superindices

Simbolo  Significado

* Valor cuando el crucero es 6ptimo
Derivada respecto a r
i Iteracion actual, utilizado en el método del disparo
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