ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIER{A
UNIVERSIDAD DE SEVILLA

Meétodos Numéricos para
Régimen Transonico

Proyecto Fin de Carrera
Ingenieria Aeronautica

2014 - 2015

Autor:
Manuel Pérez Rodriguez

Tutor:
Miguel Pérez-Saborid Sanchez-Pastor




Proyecto Fin de Carrera - Métodos Numéricos para Régimen Transénico

A mi tutor y profesor,
Miguel
A mispadres y a mi hermano,
Manolo y Ana, y Alberto
A mis amigos y comparieros mds cercanos de la carrera,

Javi, Miguel, Eloy, Juanma y Christian

Manuel Pérez Rodriguez Pagina | 2



Proyecto Fin de Carrera - Métodos Numéricos para Régimen Transénico

indice General

CAPITULO 1: SOBRE EL REGIMEN TRANSONICO ............cccoovviimrieneeeeeeeeeseeseenne 5
1.1 Motivacion y objetivos del Proyecto.......oeuerieierieieiereeieie ettt 5
1.2 Caracteristicas generales del régimen transOniCo..........coeevuererierinieiienieiese e 8
1.3 Ecuaciones para el réZimen tranSONICO ........ccveruieuierierueeierieseeeiesteeeeeie st eeeseeeneeeeseeeneeneas 13
1.4 Trabajos deStaCaOS. .....ccvieiieiieiieite ettt ettt ettt et e e b e s aaesnaeesseenteeseesneesnnennns 17

1.4.1 MUurman = Cole (1971).cuuuiiiie ettt e e e s e et e e ssveeeanae s 17
1.4.2 Jameson - Chipman (1979) .....c.eoviiriiiieeieeeeeeee ettt et 21
1.5 EStado del Arte......cceovuiiiiiiiieieiiee ettt st 27
1.5.1 Computational Fluid Dynamics (CFD) .....cccoooiriiiiiiieecieeeeeee e 27
1.5.2 Diseflo 6ptimo de perfiles y alas en transonico ..........cccceveevererienenenieeneniencneens 28

CAPITULO 2: METODO DE LINEAS PARA IMPLEMENTACION DE ECUACIONES

DIFERENCIALES ......coooiiiiiiiitneete ettt ettt sttt nae s 30
2.1 Introduccion al Método de 1Neas ...........coveririeriiiiiieniiieeeeeeetee e 30
2.2 Ejemplos simples de resolucion de E.D.P. mediante Método de Lineas ...........ccccuee.e.... 31

2.2.1 Ecuacion de TToeSChH .......cc.coiiiiiiiiiiiiieieeee ettt 31
2.2.2 Ecuacion de AdVECCION .........eecueruieieiieeieiesieeteie sttt ettt eee e eneeseeeneeneens 34
2.2.3 Ecuacion de BUIEETS........cc.coiiiiiiiiiiiiieteneetees ettt 40
2.3 Resolucion de ecuaciones de Euler mediante Método de Lineas...........cccceceeverienencennens 46
2.3.1 Tubo de choque (Introduccidn a viscosidad artificial).........c.cceeeerieeieiiiieiinieeees 46
2.3.2 Tobera convergente-diVeTZeNLe .........c.citrieririerieriieiene sttt ettt st e seeeeens 53

CAPITULO 3: ANALISIS DE REGIMEN TRANSONICO SOBRE PERFILES.............. 58
3.1 Revision del procedimiento Jameson — Chipman ............ccccoeieierieieneieeeeeeeee e 58
3.2 Primera aproximacion: DiSCretizacion €N X ........coccecveririeriinieienienieniesieeienie st 59

3.2.1 DESAITONIO ...ttt ettt e s et et n e ne e 59
3.2.2 RESUIAAOS ..ottt sttt et 62
3.3.3 COAIZO MATLAB ..ottt sttt 63
3.4 Segunda aproximacion: Variacion temporal de la seccion del perfil ..o 65
I O B B 1T 4 (o 11 J OSSPSR 65
3.4.2 RESUIAAOS ...eeoeieieeet ettt ettt sttt e ee e et e seeneenee e 68
3.4.3 COAIZO MATLAB ..ottt 69
3.5 Tercera aproximacion: Leve discretizacion en X/Y con seccidon constante/variable......... 71
3.5.1 DESAITONIO ...ttt sttt 71

Manuel Pérez Rodriguez Pagina | 3



Proyecto Fin de Carrera - Métodos Numéricos para Régimen Transénico

3.5.2 Resultados: SeCCiOn CONSLANTE ........ccevueeiiriirieriiiieierieeteee et 74
3.5.3 Resultados: Seccion variable............coccoeveiiiiiiinininiccceees e 75
3.5.4 COAIZO MATLAB ..ottt 76

3.6 Cuarta aproximacion: Inclusion de viscosidad artificial ...........ccoccoeoeriiieiinineieeee 83
3.6.1 DESAITONIO ..ottt sttt 83
3.6.2 Resultados: Seccion CONSLANTE .........cc.eeverveieieieirinientenietetee ettt 84
3.6.3 Resultados: Seccion variable...........c.ccoeevieririiriiiiiececeee et 85
3.6.4 COAIZO MATLAB ..ottt 87

3.7 Aproximacion final: Discretizacion espacial total, ley de espesor y matriz jacobiana ..... 88
3.7.1 DESAITONIO ...ttt ettt sttt 88
3.7.2 RESUIAAOS ...ttt sttt 90
3.7.3 COAIZO MATLAB ..ottt sttt 92
CAPITULO 4: ANALISIS DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES .........c..ccoooovvivannnee. 95
4.1 Comparacion MATLAB vs Jameson - Chipman ...........cccceoereeienieiienieieiesceeese e 95
4.2 Conclusiones fINALES.......ccc.eiuirieriiiiiiiieee ettt 99
APENAICE A ...ttt b ettt et et b e bt sttt et e b e nbeas 102
A.1 Formulas de segundo Orden............coevuieiuieriiieiiieiieiesiie ettt 102
A.2 Formulas de cuarto Orden ...........cocceeeuiiirieiiieiiiniincsesteeetee ettt 103
A3 Formula de Carver y Hinds ........coooieiiieiiiiiieiieieeese ettt 105
BIBLIOGRATFITA .......ooooiiiiriiniiesiise ittt sttt 107

Manuel Pérez Rodriguez Pagina | 4



Proyecto Fin de Carrera - Métodos Numéricos para Régimen Transénico

CAPITULO 1: SOBRE EL REGIMEN TRANSONICO

1.1 Motivacién y objetivos del proyecto

En el presente trabajo se estudiara el régimen que experimenta un fluido (en este
caso, serd el aire el objeto de andlisis) cuando se desplaza alrededor de un cuerpo a una
velocidad tal que el numero de Mach es proximo a 1 (0.75-1.1), conocido como régimen
transénico. Se expondran algunos de los aspectos fisicos mas importantes; se ofrecera
una breve vision historica de los avances cientificos dedicados a descubrir, comprender
y modelar este fendmeno; y se estudiaran algunos de los métodos mas interesantes
desarrollados en los ultimos afios por diversos investigadores, para implementar un
procedimiento propio para la resolucién de las ecuaciones que gobiernan el flujo
transonico mediante software computacional como MATLAB.

Una de las motivaciones principales para realizar este estudio se halla en la
aerodinamica aplicada al campo de la aviacion. En lo que refiere a la aviacion
comercial, la mayoria de aviones suelen viajar a una velocidad de crucero tal que el
numero de Mach se halla entre 0.75 y 0.83 para volar de forma 6ptima, por lo que
normalmente deben estar cerca del régimen transonico. Por otra parte, los aviones de
caza militares operan normalmente a Mach ligeramente superior a 1, lo que también
supone hallarse en dicho régimen.

En ambos casos, la razon de establecer dichos valores para la velocidad se halla
en la optimizacion de la actuacion del avidn. En el campo civil, la ecuacion de Breguet
es un clasico en la definicién de parametros de disefio, utilizada ampliamente en la
industria aeronautica, cuyo fin es optimizar el rango, la maxima distancia que puede
recorrer una aeronave cargada al maximo de su capacidad de combustible. Su expresion
es la siguiente:

VL W+W

R = —1
sfcD o8 W,
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Esta ecuacion muestra claramente la interaccion multidisciplinar que existe en el
disefio de un avidon. Mientras que el término W, (peso en vacio del avion) debe ser
minimizado desde la vertiente estructural del proyecto y el consumo especifico sfc es
optimizado por los fabricantes de motores, los ingenieros de aerodinamica deben
maximizar el término L/D, lo que supone aumentar la velocidad V hasta donde la
eficiencia aerodindmica alcance su maximo. En la siguiente figura se representa
graficamente la relacion entre los efectos aerodinamicos y el numero de Mach
correspondiente:
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Figura 1: L/D frente a Mach para aviones comerciales. Ref. [25]
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Figura 2: L/D frente a Mach para cazas. Ref. [25]

Se observa claramente que para alcanzar la maxima relacion L/D es necesario
alcanzar velocidades de la zona transonica, lo que conllevaria cruzar el llamado Mach
de divergencia (ya en régimen transonico), en el que la resistencia aerodindmica
aumentaria de forma desproporcionada y el centro de presiones podria verse
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modificado, alterando gravemente la estabilidad del avidon (efectos que se describiran
mas adelante).

En el aspecto militar, el problema es mas severo pues la velocidad de operacion
es generalmente supersonica por lo que es necesario atravesar la region de transonico,
pero ademas el avion debe ser capaz de poseer alta maniobrabilidad en un amplio rango
de velocidades donde casi todas implican la apariciéon de complejos patrones de flujo
transonico separado.

Figura 3: Onda de choque durante régimen transonico. Ref. [20]

Es por ello que tanto en la investigacion en la aviaciéon comercial como en la
militar se requiere conocer en profundidad cual es el comportamiento de la corriente en
esta situacion, de forma que ese conocimiento pueda repercutir positivamente en el
disefio de perfiles y alas para que los efectos negativos sean minimizados y puedan
alcanzarse las velocidades deseadas.

La materia sobre la que versa este trabajo se ha visto durante afios practicamente
desterrada de las aulas de universidad por la que complejidad que implica. Como se ira
describiendo en este capitulo y en posteriores, el régimen transonico es uno de los
ultimos retos que queda en la ensefianza de la aerodindamica, puesto que sus bases
matematicas no son inmediatamente asequibles desde un punto de vista numérico, y
analiticamente las hipdtesis y simplificaciones necesarias presentan un modelo muy
alejado de la realidad.

Esto genera una desmotivacion general, tanto en el profesorado como en el
alumnado a la hora de intentar abordar este fendmeno. En el primer caso, ante la falta de
métodos simples y la obligaciéon de tener que desarrollar largas deducciones
matematicas, a veces con suposiciones poco firmes, donde es muy facil perderse. En el
segundo caso, ante la falta de vision del problema real y la necesidad de entender sin
apenas perder la atencion a todo un laberintico desarrollo matematico en pizarra.

Obtener una implementacion numérica en ordenadores actuales puede ser una de
las claves para resolver esta dificultad. Por un lado, la creacion de un cédigo simple que
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permita comprobar el comportamiento real de este régimen ahorra tiempo de trabajo y
escritura en clase para el docente, que puede emplearlo en comentar los conceptos
fisicos mas importantes e intentar que los alumnos comprendan de manera mas directa y
visual por qué ocurre este fenomeno. Por otra parte, el alumno que dispone de un cédigo
asi puede manipular los pardmetros a su antojo pudiendo comprobar numerosas facetas
de este régimen, llegando a entender intuitivamente lo que ocurre, lo que puede ser
llevado a cabo con computadores usuales. Todo esto revela una motivacidén acuciante
que incita a desarrollar este proyecto.

De esta manera, para abordar el problema del régimen transénico resulta
necesario conocer sus principios fisicos y fundamentos matematicos para poder
comprender su naturaleza, lo que representara el objetivo de este capitulo.

1.2 Caracteristicas generales del régimen transénico

A modo de anécdota curiosa, fue Theodore von Karman quien decidié que la
denominacién mas adecuada para este singular fenomeno era la de flujo “transénico”

debido a que supone un estado transitorio entre los regimenes subsénico y supersénico.
(Ref. [1])

Si se indaga en la literatura referente a este régimen, se hallaran diversas
definiciones sobre el transénico, pero en la gran mayoria de referencias, la misma idea
predomina: la coexistencia en una region local de flujo subsonico y supersonico. Este es
un hecho inherente a la aparicion de este fendmeno en todos los casos posibles donde se
produce, lo que conlleva la existencia de una discontinuidad fisica u onda de choque
para establecer el paso entre regimenes.

Esta situacion provoca que las aproximaciones tanto tedricas como empiricas
hayan encontrado numerosos obstaculos para poder definir la naturaleza interna de este
régimen. En el primer caso, los magnificos avances en el estudio de la aerodindmica
subsdnica y supersonica desembocaron en el uso de una teoria linealizada que modelaba
de forma muy aproximada cualquier flujo, estableciendo la hipdtesis de pequefias
perturbaciones (bajos angulos de ataque sin desprendimiento de la capa limite). Sin
embargo, esta teoria resulta casi inutil para representar el régimen transénico. Como se
observa en la siguiente imagen, para pequefios a, ya tiene lugar la onda de choque
caracteristica:
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a. =217 deg

b. =37 deg e =067 deg

e. @=47 des f a="177 dee

Figura 4: Formacidn de ondas de choque en funcion de a. Ref. [20]

Una de las pruebas matematicas que confirman esta fatalidad es la analogia de
Prandtl-Glauert, la cual establecia los efectos compresibles del aire de la siguiente
forma:

C. = Cpinc

PJ1-M

Siendo M, el nimero de Mach del fluido no perturbado. Es evidente que esta
teoria no es valida para un valor de Mach igual a 1 (el denominador se hace 0) y para
valores muy cercanos a 1, el coeficiente de presiones se eleva de forma mondtona.
También se puede llegar a la conclusion de que este régimen es muy sensible a ligeras
variaciones cuando se halla muy préximo a 1, por lo que la hipdtesis de pequeiias
perturbaciones deja de ser aceptable.

Por lo tanto, es obvio que el régimen transénico no se puede captar de forma
correcta mediante la teoria lineal, siendo necesario desarrollar un modelo més complejo.
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Sin embargo, la linealizaciéon no es del todo desechable puesto que puede seguir
haciéndose uso de ella, aunque a nivel muy local.

En lo referente a los métodos experimentales, las investigaciones realizadas en
tuneles de viento estan lastradas por la influencia causada por las paredes del mismo, lo
que provoca que los datos obtenidos no sean fiables. Dicha influencia, cuando es
provocada por un obstaculo que enfrenta una corriente de Mach igual a 1, se puede
analizar mediante la ecuacion linealizada de pequefias perturbaciones en 2D:

ou' av'

u
—_ 2y _—=
(1 Moo)ax+ay 0

Donde u' y v’ son las velocidades de perturbacion. Mediante esta expresion, se
] . .
demuestra que para My, = 1, % es igual a 0, lo que significa quev’ solo depende de la

direccion x. La perturbacion provocada por el cuerpo que se transmite lateralmente lo
hace practicamente sin perder intensidad hasta regiones muy lejanas, por lo que se
deduce que, tedricamente, podrian darse diferencias infinitas de presiones entre la
superficie del cuerpo y un punto separado a una gran distancia.

Obviamente, esta situacion no puede darse en la realidad, pero si que puede
evidenciar los problemas que surgen en los ensayos de tunel de viento. Este resultado
también pone de manifiesto de nuevo, que la teoria de pequefias perturbaciones no es
valida para la region de M, muy proxima a 1.

Esta fue la problematica que surgi6 a mediados del siglo XX entre los ingenieros
que desarrollaban aviones que llegaban hasta los limites tecnologicos conocidos, donde
el vacio de datos aerodinamicos, tanto tedricos como experimentales, impedia un
estudio exhaustivo de flujos transénicos.

Sin embargo, con el paso de los afios los investigadores pudieron crear tuneles
de viento mas capaces de recrear condiciones reales (paredes porosas o ranuradas) para
simular una condicion de contorno de presion constante. Los resultados que se
obtuvieron mediante esta nueva técnica fueron bastante reveladores. Se pudo observar
que en todos los casos, ondas de choque (generalmente varias ondas de expansion
dominadas por una onda de choque normal) asi como zonas de régimen supersonico y
de separacion del flujo aparecian en el extradds del perfil.
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Subsomic .+ Bupersonic
{(M=1) ! (M= 1)

A M_ =078

Laminar

KEY

R = Realtuchment
§ = Separation

T = Transition

B. M= 0-81

C.M_ =088

D. M, 2092

Figura 5: Mach en perfil en funcion de M .. Ref. [20]

La posicion final de la regién supersonica en el extrados puede variar entre el
35% de la cuerda y el borde de salida, dependiendo del numero de Mach. Esta
variabilidad puede verse en la figura 5, donde se comprueba el desplazamiento de la
zona supersonica. Dicha region tiene numerosas ondas de expansion que acaban en una
onda de choque normal. A medida que el espesor aumenta, la situacion en el extradds se
vuelve mas convulsa, ya que la region supersonica aumenta y a continuacion de la onda
de choque, el desprendimiento de la corriente cada vez es mas fuerte y casi total en el
flujo. También se comprueba un aumento subito de la presion a través de la onda de
choque, lo que caracteriza la discontinuidad fisica que se genera en ese punto.

Estos sucesos son muy significativos dado que se corrobora el hecho de que el
flujo de aire en su estado no perturbado se halla en régimen subsonico y cuando se
encuentra con el perfil, el flujo pasa a ser supersonico tras transcurrir por el borde de
ataque. Pasada la onda de choque (la posicion de ésta en el extradds depende del espesor
del perfil y del numero de Mach), la corriente vuelve a régimen subsoénico. La
explicacion fisica de este fendmeno tiene su base en el denominado nimero de Mach
critico, M,

Es bien conocida la distribucion de presiones de un flujo de aire en el extrados
de un perfil comun, donde el fluido sufre una bajada de presion hasta un valor minimo,
aumentando su velocidad. Llevando este hecho al limite, es obvio que para un cierto
valor de la velocidad de la corriente, algun punto de la zona de baja presion del perfil
alcanzara un nuimero de Mach igual a 1. El valor del Mach del flujo de aire no
perturbado para el que se obtiene esta situacion es el numero de Mach critico. Este
valor depende, para angulos de ataque pequefios, de las caracteristicas de cada perfil y
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es fundamental para el estudio del régimen transonico, pues define el comienzo de éste.
El método comunmente utilizado para calcularlo es aquel en el que se relacionan los
valores del coeficiente de presiones donde M = 1y donde M = M,,., aunque no se
explicara en esta memoria (explicado en ref. [21])

Al comprobar que en una region definida de un perfil puede darse una zona de
flujo supersonica aislada entre zonas subsdnicas, se hace patente que la aparicion de
ondas de choque es inevitable. Este hecho afiade mayor complejidad matematica a la
hora de definir la discontinuidad de los valores a través de las ondas de choque, ya que
es necesario recurrir a las relaciones de Rankine — Hugoniot para poder cuantificar
dicho salto. Sin embargo, el problema fisico y aerodinamico adquiere una proporcion
mayor debido la separacion del flujo, producto de la interaccion entre la capa limite del
fluido y la onda de choque, efecto que no se valorara durante el desarrollo del método a
implementar.

El mecanismo fisico responsable es el gradiente adverso de presion (ésta
aumenta en la direccion del movimiento) que se genera por la onda de choque normal
en una zona muy estrecha. Debido a que esta discontinuidad no alcanza al perfil (por la
capa limite, donde la velocidad debe ser muy similar a la del cuerpo y por lo tanto
subsdnica en este caso) dicho gradiente se difunde aguas arriba a través de la capa limite
y ésta aumenta su tamaifio llegando a desplazar la corriente exterior, apareciendo una
onda oblicua delante de la normal. Dicho proceso (detallado en ref. [21]) se repite
generandose nuevas ondas de este tipo cada vez mas débiles.

La principal consecuencia es el aumento repentino de la resistencia
aerodinamica. El nimero de Mach a partir del cual se produce este fenomeno es
conocido como Mach de divergencia (este efecto fue el responsable del fracaso inicial
al intentar lograr el vuelo supersonico, motivo por el que se empezd a hablar de la
mitica “barrera del sonido”, fendémeno que generaba vibraciones inesperadas en el avion
y en los mandos).Este hecho puede comprobarse en la siguiente figura, donde se
observa la region aproximada en la que suelen posicionarse tanto el nimero de Mach
critico como el Mach de divergencia, y la relacion entre ambos y Mach igual a 1 (Mach
critico siempre es menor que el de divergencia puesto que este ultimo es consecuencia
de los efectos que se producen a raiz de alcanzar el primero)
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Figura 6: Mach critico y Mach de divergencia. Ref. [1]

El crecimiento de la resistencia suele estar relacionado con la coincidencia de la
posicion de la onda de choque con el punto del perfil donde la tangente de la superficie
coincide con la direccion de la corriente incidente (este punto depende del angulo de
ataque). Una vez que la onda sobrepasa este punto, su intensidad aumenta y por tanto, la
resistencia. El desprendimiento y re-adherencia de la capa limite depende tanto del
espesor del perfil como del nimero de Reynolds. Para estimar el valor del Mach de
divergencia, la ref. [21] comenta un método basado en el coeficiente de presion en la
cresta del perfil y aguas debajo de la onda, aunque, al igual que se comento
anteriormente con el método del Mach critico, no se detallara en este trabajo.

El fenomeno de la divergencia de resistencia es, sin lugar a dudas, uno de los
aspectos mas relevantes (quizas el mayor) que convierten al régimen transoénico en un
estado problematico en lo que refiere al ambito ingenieril, donde la investigacion y el
desarrollo se centran en evitarlo acercando todo lo posible el Mach critico a 1 (y a su
vez el Mach de divergencia) para reducir el rango de velocidades donde la resistencia se
dispara.

1.3 Ecuaciones para el régimen transdénico

Definido el problema, queda claro que no es posible analizar el régimen
transénico con la teoria de la aerodinamica linealizada desarrollada. Para poder hallar
una solucion, hace faltar acudir hasta sus bases matematicas para encontrar otro
procedimiento matematico mas preciso que permita desvelar los mecanismos internos
del transénico y acceder a unos resultados que lo modelen correctamente. Dichas bases
estan constituidas por las ecuaciones de Navier-Stokes, que definen perfectamente las
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caracteristicas y la naturaleza de un fluido en movimiento. Sin embargo, se puede
obtener una correcta vision del problema si se asume la simplificacion de considerar
efectos viscosos. De esta forma, el sistema de Navier-Stokes se convierte en las
ecuaciones de Euler.

Para el caso que atafie a este proyecto, se tomaran como ciertas la hipdtesis de
fluido casi incompresible para valores de Mach en torno a 0.3-0.4, la hipdtesis de
pequetias perturbaciones en el flujo debido a bajos angulos de ataque (teniendo en
cuenta que el desprendimiento de la corriente se puede producir para valores de angulo
entre 15-25°, esta teoria es de gran utilidad para un rango practico y realista) y se
supondra esbeltez de los perfiles aecrodinamicos. También es importante destacar que en
todo caso, se establece que la capa limite turbulenta que se genera tras la onda de
choque no se desprende en ningiin momento, sino que se mantiene adherida (un ejemplo
de ello se puede observar en la figura 7).

fnt (b

Figura 7: Capa limite adherida tras onda de choque. Réf. [23]

Se asumen las hipotesis de fluido no viscoso y adiabatico sin fuerzas masicas
presentes, siendo aplicable para flujos tanto rotacionales como irrotacionales. Para
régimen transonico, la existencia de ondas de choque producen variaciones de entropia,
lo que segun el teorema de Crocco (expuesto en ref. [1]) es indicativo de que los flujos
en este estado son rotacionales. Las soluciones numéricas de las ecuaciones de Euler
ofrecen resultados con bajo margen de error para fluidos de baja viscosidad.

Si se sigue profundizando, es posible entender hasta qué punto es rotacional un
flujo transdnico, para saber si las ondas de choque son lo suficientemente débiles como
para que la hipdtesis de irrotacionalidad sea aceptable. Para ello, es necesario recurrir a
la expresion que define el salto de entropia a través de una onda de choque (ref. [21]):

2+ (y —1)M?
(y + HM?

_ 2y e 2Y 2
SZ—Sl—Cpll’l 1+]/+_1(M1_1) —RIn 1+]/+_1(M1_1)
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En el flujo transénico, se puede asumir que M? ~ 1y M? — 1 < 1 por lo que,
en primera aproximacion la expresion anterior proporciona:

S2— 5 2y

R S3g+nr oY

El resultado afirma que el salto de entropia es proporcional al cubo del
términoM? — 1 que a su vez es mucho menor que 1. Por ello, es razonable asumir que
dicha variacion durante el régimen transonico es muy pequefia por lo que el flujo puede
ser considerado como isentrdpico y por lo tanto, irrotacional. No hay que olvidar que
este desarrollo es una aproximacion, por lo que tomando valores que se alejen del rango
transonico (como M; = 1.2) esta suposicion deja de ser cierta. Con las hipdtesis
anteriores, las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a las ecuaciones de Euler:

e Ecuacion de conservacion de la masa:

ap
S FV- (V) =0

e Ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento:

V+V =0
th p=

e Ecuacion de conservacion de energia:

Ds
D= 0

Estas expresiones, que son las que gobernaran el problema del régimen
transonico, son ecuaciones diferenciales parciales que alternan entre expresiones
elipticas e hiperbolicas dependiendo de la zona subsonica o supersonica, lo que
requiere conocer previamente qué regiones estan dominadas por cada régimen. Por esta
razon, la naturaleza de dichas ecuaciones es inherentemente no lineal

Tomadas las anteriores hipdtesis como ciertas, es posible definir la velocidad
como la derivada de un potencial de la forma:

V=Vo=¢,|=(v
¢, w

La irrotacionalidad del fluido implica que:

6u_6v _ av_au
ox dy ' odx 0y

Con estas condiciones, las ecuaciones de FEuler pueden ser redefinidas y
condensadas en una sola ecuacion, considerando régimen estacionario. En la expresion
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de la cantidad de movimiento, el término de la presion puede ser reescrito de la
siguiente manera:

op
Vp=—| Vp=a?V
papspap

En el caso estacionario, dicha ecuacién pasa a ser:
pV-VV+Vp=0
Multiplicando la ecuacién por V:

Vp a?
V-v.vwWw=-V.-—=—-——V-Vp
PP

Por la ecuacion estacionaria de conservacion de la masa:
V-Vp=—pV-V

Lo que significa que:
V-V 1 V-V
. —_— —— . p
p

Sustituyendo en la ecuacion de cantidad de movimiento:
V-V-VW=a%vV-V

Desarrollando por sus términos esta expresion, el resultado seria el siguiente:

(uz—az)a—u+(v2 —az)a—v+(w2 —az)a—w+uv(a—u+a—v)+uw<a—u+a—w)+vw(a—v+a—w) =0
0x dy 0z dy 0x 0z 0Ox 0z dy

Esta ecuacion define de forma perfecta fluidos idealmente isentropicos e
irrotacionales y es valida para obtener el comportamiento de un flujo sobre cualquier
tipo de objeto a cualquier dngulo de ataque. Si se quisiera restringir el estudio a cuerpos
fuselados y esbeltos con bajos angulos de ataque, se puede realizar la suposicion de
pequefias perturbaciones, la cual se define estableciendo una variable denominada
velocidad de perturbacion:

b=V_x+ _6(1) U, +u
= - =
=X+ ¢ 0x o TU

Introduciendo esta igualdad en la anterior ecuacion, se obtiene una nueva
expresion valida para los regimenes subsénico y supersonico:
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2<6u ov 6w>

6x+6y+az
ou av ow du OJv v  ow
— 2 2 2
=Usw +u) Era ay+w az+(U°°+u)v<6y+6x)+vw(az+ay)
ow Jdu
+(Uoo+u)w<—+—>
ox 0z

Dividiendo esta ecuacion entre a? y despreciando los términos relativos a
cuadrados de velocidades de perturbacion, se obtiene la siguiente expresion:

Ju OJv 6W>

(1_M°2°)<ax+@+§
o u Jdu ) u (v Jw zvau av
_MDO(}/+1)E§+Mm(y_1)m<$+g)+Mmm(@+§)
++M21(a—u+a—w)
Uy \0z  Ox

. .. ov  ow
Cabe decir que en este desarrollo, aparecen términos como 3 ¥ 3, due son

dominantes frente a otras derivadas respecto a las variables z e y al hallarse estas ultimas
multiplicadas por valores de orden similar al de las perturbaciones. Para Mach inferiores

. L. ou ., , .
a 0.8 y superiores a 1.2, el término P también seria dominante, pero para el rango que

se trata en este trabajo dicha suposicion no es posible.

.y ’ . u |o
Por lo tanto, en la ecuacion aparece un término M2 [(y +1) U—] a—u resultando la
00 X
expresion:

a M2)6u+6v+6W_M2[ 41 u]au
®’ox dy 0z o | (v )Uoo 0x

En términos de potencial:

(1- Mgo)qux + ¢yy + ¢, = Mé, [(V +1) lq]b_x] Drx

Esta es la ecuacion de pequeiias perturbaciones para el transonico.

1.4 Trabajos destacados

1.4.1 Murman - Cole (1971)

En 1971 surge el método de Murman y Cole, considerado como la piedra
angular del estudio numérico del régimen transénico, basado en las ecuaciones de
pequefias perturbaciones para el transonico.
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Primeramente es necesario establecer el espacio en el que se trabajara. Sea el
sistema de coordenadas cartesianas (x, y) que mediante discretizacion se convierte en un
sistema de puntos (X,y) mediante la transformacion (aunque la notacion para x,y se
mantendra invariable):

Computational i+
module . - ’ .
P2 i=1j |ij i+1,j
—_—
i j—1
Y
b <
y
i j
i3 Axllay
i,2
i1 —
X g o 7 10 qa
I . I Body
Physical space Computational (transformed) space

Figura8: Discretizacion Murman - Cole. Ref. [1]

En este espacio, la superficie de un perfil simétrico sin angulo de ataque se
representa por la linea situada en y = 0 yx € [0,1], estando la condicidon de contorno de
tangencia sobre éste aplicada en la linea y = 0. Dicha condicidon se definiria en el
espacio de coordenadas originales como:

dy  dz
ox  Cdx

Siendo v la componente vertical de la velocidad de perturbacion. En el espacio
transformado, esta variable se define. Al trabajar en un espacio discreto, las derivadas
pasan a ser diferencias finitas. De este modo, una forma simple de expresar una
derivada podria ser:

(@) = (a_ 20x

X

ad’) _ Div1,j — Pi—1j

Estas expresiones son consideradas como derivadas centrales. Sin embargo, no
dejan de ser una aproximacion a la forma real por lo que es posible expresar las
derivadas numéricamente con formulas alternativas. En el caso de la condicion de
contorno en el perfil, seria apropiado expresarla de la siguiente forma:

_ 6_¢ _ —3¢i1 +4di; — dis
dy 2Ay

Py
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Por lo que la condicion quedaria:

% _ —3¢i1 +4di; — dis
“ dx 2Ay

Definido el sistema, la clave que caracteriza el método de Murman y Cole es la
siguiente. Anteriormente se ha definido la diferencia finita central como una funcién en
la que el valor de dicha expresion en un punto (i,j) depende del término que esta
inmediatamente delante suya y del que estd de la misma manera detras suya. Esta
definicion es valida para variables que se hallan en régimen subsénico puesto que la
informacion que llega a ese punto (i, ) proviene tanto de aguas arriba del flujo como
aguas abajo, debido a que dicha informacion se transmite a la velocidad del sonido que
es mas rapida que el movimiento del fluido.

En el caso del régimen transénico, como ya se ha explicado en anteriores
parrafos, subsénico y supersénico conviven por lo que la definicién de diferencia finita
central no sera valida en toda la region. En la zona supersonica, al ser mas rapido el
flujo que la velocidad del sonido, la informaciéon de aguas abajo no puede llegar al
punto (i, j) por lo que solo podra conocer lo que ocurra aguas arriba. Esta situacion se
expresa matematicamente por la definicion de las diferencias finitas aguas arriba:

(Px)ij = (g—f)u = %

0%¢ Gij— 2¢i_1,j + iz
ij

Se puede apreciar que en estas expresiones desaparecen los términos de puntos
que estan detras del (i, ). La idea de Murman y Cole consistio en la implementacion de
dichas diferencias finitas en funcién de la region del perfil que se evaluase, diferencias
centrales o aguas arriba dependiendo del valor del Mach local. De esta forma, se
generan dos tipos de ecuaciones de pequefias perturbaciones, una para la zona subsdénica
y otra para la supersdnica:

e Ecuacidn subsonica:

P T + 1 (Pisrj— Picij\| [ Pirrj — 2Pij + i1, N Gijr1— 2Pi; + Pijo1 _ 0
“ Uy 20% (A%)? (Ay)2
e Ecuacidn supersonica:
0

K M&(y + 1) ¢i,j - ¢i—2,j ¢i,j - 2¢i—1,j + ¢i—2,j N Gijr1 — 2¢i; + Pijo1 _
U, 20% (Ax)2 (Ay)? B

Siendo K = 1 — M2 denominado parametro de similaridad
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La segunda aportacion del método de Murman y Cole fue mostrar un
procedimiento iterativo correcto para resolver estas ecuaciones, denominado
inicialmente método de relajacion simple de variables. De esta forma, se supondrian
valores para ¢ en todos los puntos (i, ) y se analizarian todos ellos, comprobando si se
hallan en régimen subsdnico o supersénico y dependiendo del resultado, se estableceria
la ecuacion correspondiente al régimen que afecta a cada punto. Una vez obtenidos se
procede a realizar el mismo paso anterior de forma iterativa hasta que se alcance la
convergencia.

Sin embargo, computacionalmente este proceso tiene un coste operacional
bastante alto. La alternativa al mismo fue el conocido método de relajacion de lineas. El
procedimiento es similar pero en este caso, la incdgnita es un vector de valores de ¢
correspondientes a todos los puntos sobre la columna j.

Los resultados obtenidos por Murman y Cole comparados con datos
experimentales para un perfil circular sin dngulo de ataque cuyos pardmetros son los
adecuados para que aparezca el régimen transonico:

T -4
+ =2
CP

To

12
L L i
-] 0 1

X

Figura 9: C,, seguin Murman - Cole. Ref. [1]

Se puede comprobar el subito aumento de presion en torno al 80% de la cuerda,
lo que sugiere la posicion de la onda de choque. También se observa que los datos
obtenidos por Murman y Cole muestran un pico en la onda muy escarpado mientras que
los datos experimentales sufren un cambio mas suave. Esto se debe al hecho de no haber
tenido en cuenta efectos viscosos, lo que puede significar variaciones significativas en
zonas donde la interaccion entre la capa limite y la onda de choque genere
desprendimiento de la corriente, donde dichos efectos son del orden suficiente como
para que sea necesario tenerlos en cuenta.

Vistos estos resultados se comprueba que este método es bastante adecuado para
obtener datos concluyentes. Sin embargo, es interesante hacer una pequefia reflexion
sobre como se ha llegado hasta ellos. Murman y Cole se basan en la ecuacion de
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pequefias perturbaciones que a su vez esta basada en la ecuacién potencial, la cual
supone que el fluido es isentropico. Si se piensa logicamente, parece fascinante que una
hipotesis de este tipo permita una teoria en la que se definan claramente los efectos de
una onda de choque.

A pesar de esta incongruencia, existe una evidencia que resuelve el enigma y se
halla en la resolucién numérica de las ecuaciones. El hecho de que exista un cierto
orden de error al resolverlas crea sistematicamente lo que se describe en la referencia
[1] como viscosidad artificial, la cual provoca que exista una disipacion “numérica” que
actiia de la misma forma que lo hiciere la friccion o la disipacion térmica, recreando las
condiciones que modelan la aparicion de una onda de choque.

Esta afortunada situacion provoca que una ecuacion, tal como la potencial o la
de pequefas perturbaciones, permita representar el comportamiento de todos los fluidos
considerados no viscosos en régimen transonico, obteniendo los efectos producidos por
una onda de choque. Este descubrimiento supuso un impulso muy importante para el
CFD ya que representaba la posibilidad de obtener soluciones estacionarias para el
transonico con un coste econdmico aceptable.

1.4.2 Jameson - Chipman (1979)

El método desarrollado por los investigadores Jameson y Chipman (ref. [7]) es
uno de los ejemplos mas destacados de la resolucion de flujos potenciales no
estacionarios. Como explican los autores, el objetivo del trabajo es obtener un sistema
de primer orden discretizado en diferencias finitas, haciendo uso de un sistema de
coordenadas dependiente del tiempo que se ajusta a la superficie del perfil para una
aplicacion comoda de las condiciones de contorno. El uso de esquemas explicitos e
implicitos de elementos finitos es otra de las cualidades que define este sistema. Segin
la teoria disefiada, las ecuaciones (fluido bidimensional no viscoso, isentrdpico e
irrotacional) de las que se parte son las siguientes:

ap _

S5+ V- (V) =0
oV
Ppr ="V

Desarrollando dicho sistema:
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0p dpu 0pv

T Ty =
_(0u _ou _ou op
P(ﬁ”ﬁ”a—y)*ﬁ
_/0U 00U 0V op
p<ﬁ+”ﬁ+”a_y>=_a_y

Suponiendo flujo isentropico, se obtienen las siguientes igualdades:

-1 -1

O=dh——=dp - dh=-=dp
p p
—  _ ut+ P u® + v°
hO = h + 2 = CpT 2
Conociendo las relaciones C,, = ﬁ, p = pRT, se puede definir la siguiente expresion:
_ U+ 2
0 — 4 E_ +
y—1p 2

Para un flujo irrotacional como el que se esta estudiando, también se cumplen las
siguientes condiciones:
Ju dv  0v _OJu
ox 0y ' 0x 0y
Por lo que las ecuaciones iniciales se transforman:
dp Odpu O0pv
at  Ox dy
_<6ﬁ+ _aa+ _617) _
P\at ""ox " Vox) T “ox
(617 ou _617) _0p
ot Yoy ' Vay

Pasando los términos al lado izquierdo:

dp odpu 0pv _
it ax tay 0
772 52
fou () )\ ap
Pl == — 4+ — +__:0
ot 0x 0x dx
772 52
fov ) )\ ap
Pl 5z —==0

"oy oy | Ty

Uniendo los términos de derivadas en x e y:
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dp o0pu 0pv

— 4+ —4+—=0

9t "oz T oy
ou 0d (u®+ v? ah0
at  0x 2 ax
aﬁ+a W+52+am_0
ot ay\ 2 y

Finalmente, juntando los dos ultimos términos de las ecuaciones de cantidad de
movimiento, las expresiones que se alcanzan son las siguientes:

a (ﬁ> : (ﬁa> : <p_ﬁ>
—|u ho |+5=| 0 ]=0
at 5 ox ay My
Una de las aportaciones mas importantes que realiza el método desarrollado por

Jameson y Chipman es la definicion de un sistema de coordenadas que se ajuste a la

superficie del perfil, de forma que se facilite en gran medida la resolucion de las
ecuaciones. Mediante el cambio de sistema de coordenadas:

X=x Y =9y —S(x,t), T=t

FREE STREAN

X
i
.

L3ir-ole

Figura 10: Discretizacion Jameson - Chipman. Ref. [7]

Las derivadas respecto a las nuevas variables pueden expresarse siguiendo el
siguiente ejemplo de una variable arbitraria ¢:

P(x,y,0 =X Y,T)

Derivando ¢ respecto a las nuevas variables:

0| Jd¢ 6X| ao 6Y|
af 3—,{ N aX Y, T af aY X,T af
Donde —| =lyo| = ~Sz,
P A aY|
0yl oY lxrdy
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Siendo a_s_(| =1,
oy
0| do 6T| L) 6Y|
0tlzy 0TIy ot Y lyy ot
. aT oY = . , .
Siendo E' =1y s = —Sr. De esta forma las ecuaciones serian reescritas

de la siguiente manera:

0\ g (PR\ o (P Sxi—S)
hO - Stﬁ
Con el fin de simplificar aun mas estas expresiones, se puede recurrir a la

siguiente manipulacidon algebraica. Como se definié anteriormente, en flujo isentrépico
se cumple la siguiente condicion:

v 0u
ox 0y
Expresada en las nuevas variables:
ou_ 0v 0V _
ay  ax oar~”*
Multiplicando por Sy:
aSru . 0V aﬁ§ s
ay ~ "Tax oy T

Atendiendo a la ultima ecuacidon del sistema presentado, se cumple que:

617+6h_0 _ 0V
0T  dY

Multiplicando por S:

Aunando expresiones:

0S;i  _ 07 5617 S_ah_o
ay ~ “Tox “Xor X oy

Sustituyendo en la 2° ecuacion del sistema:

ou 0dhy, _ 00 _ 00  _ 0hy _ Ohy _

ar Tax “Srax tSxgr Tk gy Tox gy =0
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. = 00 &5 oD .
Los términos Sy =Y Sx po pueden desarrollarse de la siguiente forma:

: 0v Sy a5,
Tax _ ox ' ox

_ v aSyw Sy

X3 =31 " Var

Introduciendo estos desarrollos en la anterior expresion:

ol 0Syv Oh, 6§T17+_65_T _ 0S8y

ar Y ar Yox " ax TVax Var

. . as; _ 0s .
Mediante la afirmacion de que a_xt = a_Tx’ se alcanza la expresion final:

Jd _ - _ 0 — - _
ﬁ(u +SX17) +ﬁ(h0 _STU) =0
De esta forma, el sistema final que debera resolverse es el siguiente:

9 p 9 pu 5 (P —Sxii—Sr)
i 37 _c 5 _ =0
3T u+ﬁSXv +8X ho OSTv +6Y 0

ho - ST'E
Y la condicion de contorno tangencial al cuerpo era:

v—Syu—S;=0 - Y =0paraX €[0,c]

Este sera el sistema que se habra de resolver para obtener las propiedades del
fluido alrededor del perfil. Sin embargo, es conveniente realizar una
adimensionalizacion de estas ecuaciones con el fin de optimizar la eficiencia
computacional del método. Por lo tanto, se procede definiendo las siguientes variables:

u

) S =
Uso

v =

al WLy

] ] poo ] poo ) Uoo )
Donde c es la cuerda del perfil, p., es la densidad de la corriente incidente, Uy,
es la velocidad de la corriente y Ty se define como:

Ty =—
Con esta adimensionalizacidn, la expresion de la entalpia de remanso seria la
siguiente:
2 2
— YPoo P u®+v

hg=—122 PLy2
T (¥ = Dpwp 2

Y P

Siendo P az yp=p"
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h_o pr1 u? + p?

=TT 2

El sistema de ecuaciones a resolver puede ser alterado, presentando finalmente
la siguiente forma:

Uy, 0 PP 10 pooUoopu 19 pooUoop(v _qu _St)
— | Voot + US| + ——| Usohy — ULS,v |+ =55 0 =0
cadc 0

c dt vU,, cadY UZhy-UZS.v

Simplificando términos, las ecuaciones finales son:

F) ( p F) pu 0 p(v —Syu—S5)
— u+va>+—<h0—Stv>+— 0 =0
at v dx 0 dy hy - Spv

La condicion de contorno tangencial al cuerpo se expresaria:
v=5§Su—S5=0 - Y=0parax€[0,c]

Los autores resefian dos consideraciones a tener en cuenta como son incluir un
mallado fino con un paso espacial aproximadamente de 0.02 y establecer las fronteras
del espacio analizado lo suficientemente lejanas como para evitar perturbaciones del
fluido. Para expresar las ecuaciones de forma compacta a fin de mejorar el manejo
durante la aplicacion del método numérico, se crean las siguientes variables:

p pu p(v —Syu—S¢)
W=<u+5xv>, F=<h—5tv>, G = 0
v 0 h—Swv

Jameson y Chipman proponen inicialmente un método predictor-corrector
basado en un esquema de diferencias finitas. Con este modelo, cada valor de W™*! en
cada intervalo de tiempo se obtiene mediante un paso que predice el valor sumado a
varias iteraciones de un paso corrector (el desarrollo matematico es altamente complejo
y no se expondra en este trabajo).

Basta afiadir que para modelar el efecto no estacionario, este método emplea una
técnica nueva que consiste en aumentar progresivamente el espesor del perfil. De esta
manera, la dependencia temporal de las derivadas espaciales y respecto al tiempo las
hace variar hasta alcanzar un régimen estacionario en el que el espesor se mantiene
constante.

Para un perfil cuyo espesork se rige por la siguiente ley temporal:

—oafi0-15(%) +6(5) | (&) sto=e=1s
e 15) 7 °\s) |\15) RS
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—0.1]10 15<3O_t>+6<30_t>2 (30_t)3 15 <t <30
= 15 15 15 Stio=t=

k=0 sit>30

Los resultados aportados por los autores en [7] se observan en la siguiente
imagen:

03—

M=D85

T=20.0
o \ -

-0

-08

T=26.875

o 00

¥ PRESENT METHOD
e REF. 10{FC] SMALL DISTURBANCE \.
- ‘ _-*‘-
05 ———=—=— REF. 13INC] FULL POTENTIAL

\ O = e PRESENT METHOD

——— ——— (FC) SMALL DISTURBANCE
= e == == (NC} FULL POTENTIAL
' | | 1 | I 0.2 1 1 —L J

0 02 04 06 08 0 -1.0 05 o 05 1.0
. e xfe

Figurall: Resultados Jameson - Chipman. Ref. [7]

1.5 Estado del arte

1.5.1 Computational Fluid Dynamics (CFD)

Como ya se ha argumentado, la dificultad de la resolucion de las ecuaciones del
régimen transonico reside en su no linealidad, lo que las hace practicamente irresolubles
analiticamente (esta es la razon de lo que se consideraba como fallo en la teoria
aerodinamica). La tnica forma de resolverlas es numéricamente, lo que constituye el
objetivo primordial del CFD, cuyos métodos siempre han supuesto la vanguardia de la
ciencia de la aerodinamica, aumentando progresivamente la precision de las
representaciones fisicas obtenidas y aplicandose en geometrias de un nivel cada vez mas
complejo. Aunque no siempre se ha partido de las ecuaciones de Navier — Stokes, el
rango de modelos matematicos abordados se extiende desde las ecuaciones potenciales
de pequeitias perturbaciones hasta la simulacion numérica directa (DNS) de turbulencias.

La resolucion de este sistema fue el foco de atencion de la década de 1980 de los
investigadores del CFD. Los avances en materia de computadores hacian posible la
aparicion de software para resolver estas ecuaciones en un tiempo lo suficientemente
razonable como para ser considerado apropiado para el uso industrial. A pesar de estos
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buenos augurios, los primeros métodos propuestos encontraban dificultades en las zonas
cercanas a la onda de choque, en ambos lados de la misma, mostrando extrafias
oscilaciones.

Durante esta época de investigacion se habia alcanzado la conviccion entre
muchos expertos de que los mallados numéricos que podian tener un potencial mayor
eran aquellos que eran capaces de distinguir al fluido en varias zonas dependiendo de
las velocidades, lo que motivaba el desarrollo de esquemas que se definian en funcion
de las distintas caracteristicas del flujo. El primer método que cumplia esta
especificacion fue el denominado flux-vector splitting, desarrollado por Steger y
Warming.

Mas tarde Harten desarrollo el concepto de esquemas Total Variation
Diminishing (TVD) que ofrecié una nocion sobre el control de las oscilaciones en la
onda de choque. Causé impacto la introduccion de Roe del concepto de linealizacion
local de las ecuaciones mediante jacobianos lo que aportd una vision interna de la
naturaleza de las ondas de choque.

Uno de los trabajos a destacar en el avance del CFD es el método desarrollado
por los investigadores Jameson, Schmidt y Turkel (Ref. [4]). Estos desarrollaron un
método para la resolucion de las ecuaciones de Euler mediante el esquema de elementos
finitos disefiado por MacCormack, combinado con una discretizacion del tiempo
mediante el método de Runge-Kutta y con diferencias de segundo orden y en algunos
casos de cuarto orden. Sin embargo, la clave de este trabajo era la introduccion de un
término disipativo que se definia en funcidn de las propiedades locales del fluido y del
gradiente de presiones.

A partir de 1985, algoritmos capaces de simular las condiciones de una onda de
choque con gran precision fueron rdpidamente desarrollados por los investigadores
hasta la base matematica pura de la dinamica de fluidos: las ecuaciones de Navier-
Stokes (también conocidas en inglés como Reynolds-averaged Navier-Stokes, RANS).

Las dos tultimas décadas han contemplado el surgimiento de complejo software
de célculo de mallado, simulacion de flujos, recreacion de configuraciones geométricas,
resolucion numérica y post-procesado de datos. Desde el punto de vista comercial, se
han desarrollado cédigos que simulan con bastante eficiencia y precision complejos
flujos tridimensionales. Programas como Fluent, Fastran, CFX, CFD++ han sido usados
ampliamente con fines industriales.

1.5.2 Diseiio optimo de perfiles y alas en transonico

La teoria de control ha sido una de las herramientas fundamentales en la
optimizacion de formas aerodindmicas, obteniendo resultados para problemas inversos
y problemas directos minimizando la resistencia aerodinamica. El disefio de perfiles

Manuel Pérez Rodriguez Pagina | 28



Proyecto Fin de Carrera - Métodos Numéricos para Régimen Transénico

transénicos es una ciencia que necesita de resultados muy precisos, ya que es muy
sensible a modificaciones en la geometria, estando limitadas al espesor de
desplazamiento de la capa limite. Los efectos viscosos también deben ser incorporados
al analisis. Actualmente, este tipo de calculos se realizan con el nimero de Mach como
parametro, optimizando el valor del coeficiente de resistencia en funcidn del coeficiente
de sustentacion. En la siguiente imagen, se puede observar el proceso partiendo de
perfiles ineficientes donde aparecen ondas de choque y tras la optimizacién, la nueva
configuracion evita la aparicion de las discontinuidades:

M 0.0% n Root Section: 13.7% Sems-Span Mid Section: 50.0%
Cl: 0532 Cd 0.00334 Cmc-0.2667 Cl: 0404 Cd 006994 Cme-0.1495 C: 0545 Cd-000730 Cme-D2172

Figural2: Optimizacion de perfiles para transoénico. Ref. [2]
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CAPITULO 2: METODO DE LINEAS PARA
IMPLEMENTACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

2.1 Introduccion al Método de lineas

Tal como se ha explicado en la introduccion, el objetivo de este proyecto es
implementar las ecuaciones de FEuler mediante métodos asequibles de facil
implementacion que puedan ser utilizados en ordenadores comunes. Esto sera posible
en parte gracias al avance tecnologico de los computadores actuales asi como al
desarrollo de software computacional como MATLAB, que puede ser usado con fines
académicos. El propoésito de este apartado sera el de desarrollar las posibles opciones
para generar dicho célculo.

Uno de los métodos mas utilizados por los investigadores que buscan resolver
sistemas de ecuaciones diferenciales parciales ha sido el denominado Método de Lineas,
explicado y desarrollado ampliamente en las referencias [15] y [16]. Concretamente,
Schiesser en [16] hace una introduccion breve pero muy clara sobre las bases de este
procedimiento.

El objetivo del método de lineas no es otro que el de transformar un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales, donde pueden hallarse varias variables
independientes, en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, donde solo hay
una variable independiente. En el caso que trata a este proyecto, habra dos tipos de
variables independientes fundamentales: espaciales (x, y) y temporales (t).

Para conseguirlo, y poniendo como ejemplo las variables que intervienen en el
problema del régimen transonico, es necesario aproximar las derivadas espaciales por
expresiones algebraicas que simulen estos operadores. Para ello, es imprescindible una
discretizacion del espacio en una malla 2D donde las variables continuas x, ypasan a ser
variables discretas x;, y;.

La derivada espacial de cualquier variable que defina una propiedad del fluido
en estudio podra ser aproximada en un punto concreto por una funcion que dependera
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de los valores de dicha variable en otros puntos contiguos o cercanos al objetivo. Sin
embargo, en el método de lineas empleado aqui la variable temporal no se vera
discretizada, por lo que se obtendra como resultado un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias respecto al tiempo.

Dichas ecuaciones pueden resolverse por los métodos basados en los
procedimientos desarrollados por Runge y Kutta, que son de una validez tal que se han
podido implementar con gran éxito en software computacionales tales como Matlab
obteniéndose funciones destinadas a dicho uso como las populares ODE45, ODE23 o
ODE15s (estos dos ultimos fueron disefiados con el propodsito de tratar problemas
“rigidos™).

Schiesser describe en [16] varias aproximaciones posibles para las derivadas
espaciales, fundamentales como ya se ha comprobado para la aplicacion del método de
lineas. En concreto, este autor explica en su libro dos formulas para derivadas primeras,
como son los métodos de segundo orden y cuarto orden, y de la misma manera para
derivadas segundas, afirmando que la eficiencia del método de lineas y de la féormula
escogida dependerd de la precision de la discretizacion espacial. Los procedimientos
para tal tarea se expondran a continuacion por medio de ejemplos practicos donde se
resolveran distintas ecuaciones diferenciales en cuya resolucion se mostraran las
férmulas a utilizar.

2.2 Ejemplos simples de resolucion de E.D.P. mediante Método de
Lineas

Este apartado tiene como propdsito mostrar varios tipos de ecuaciones
diferenciales parciales, propuestos en las referencias [15] y [16], en cuya resolucion
puede ser de utilidad el método de lineas para realizar una primera toma de contacto con
el mismo y corroborar que es una opcion viable para abordar las ecuaciones que definen
el régimen transonico, asi como para comprobar la viabilidad y la eficiencia de los
distintos tipos de discretizacidon que pueden establecerse.

2.2.1Ecuacion de Troesch

El primer ejemplo que se mostrara serd el de la ecuacion diferencial de Troesch
con condiciones de contorno en dos puntos, que forma parte del conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales conocidas como de tipo parabdlico. Su expresion inicial es:
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Uy = Uy —nSsinh (nu) , 0<x<1
Y las condiciones de contorno:
u(x,0) = x
u(0,t) =0 ; u(l,t)=1;

Esta expresion es tipica para probar métodos de resolucion de ecuaciones con
dos condiciones de contorno debido a las dificultades halladas para obtener una
solucion estable cerca de x = 1. De esta forma, sera el primer ejemplo de este proyecto
en el que se mostrara el potencial del método de lineas.

Para implementar dicho procedimiento, es necesario realizar un mallado de
puntos a lo largo de la coordenada x. Para cada nodo, se establecera una ecuacion
diferencial ordinaria respecto al tiempo (la misma presentada al principio del apartado)
con las derivadas espaciales que aparecian originalmente transformadas en
aproximaciones por diferencias finitas. Existen varias alternativas para recrear el valor
correspondiente a la derivada en un punto. El més simple es el denominado de 2° orden
con diferencias centradas. Con esta formula, la ecuacion podria aproximarse por la
siguiente expresion para x € (0,1):

~ulxpr) = 2ulx;) +ulx;_q)
e = Ax?

—n sinh (nu(x;))

En el punto x = 0:

u(xy) — 2u(xy) + u(x;)
Ax?

u(xy) = —n sinh (nu(x,))

En el punto x = 1:

ulxy—z) — 2ulxy-1) + ulxy)
Ax?

u(xy) = —n sinh (nu(xy))

Si se codifica este método para un software computacional como Matlab, las
representaciones graficas obtenidas son las siguientes:
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Resolucion Hyman

Troesch.m =]

ok J—— =g B . — CE I S
: =0.001| i

)| IS - T ek e R

—t=0m | :

: o S

" L L i H i i
i} 01 02 03 D04 05 e 0y 08 08 1
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Figura 13: Troesch: Matlab (Método de Lineas) frente a Hyman. Ref. [15]

Se observa en la figura que la similitud entre los resultados obtenidos por
discretizacion de 2° orden con diferencias centradas y usando odel5s apenas difieren de
los obtenidos en [15] mediante otros métodos de discretizacion temporal. Esto supone
un impulso para proseguir con la implementacion del método de lineas para la
resolucion de ecuaciones diferenciales.

e (Codigo MATLAB

$%%%%%%%%% Troesch.m %$%%%%%%%%%
Function [y0 yex]=Troesch
Clear all; close all; clc;
x10=0; xiL=1; N=50; xiv=linspace (xi10,xiL,N); dxi=(xiL-x10)/(N-1);
tinic=0; tend=0.05; Nt=10; dt=(tend-tinic)/(Nt-1);
yO(1l:N,1)=xiv"';
for i=1: (Nt-1),
tO=tinic+(i-1)*dt; tf=tinic+i*dt;
options=odeset ('Jpattern', jpattern(N));
[tsol ysol]l=odelbs(@troeschdif, [t0 tf], y0,options, N, dxi, xiv);
Nsol=length (tsol);
plot (xiv(1:N), ysol(Nsol,1:N),'r")

yO0=ysol (Nsol, :)"';
clear tsol ysol;
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end

function ydot = troeschdif(t, y, N, dxi, xiv)

1: (N-2),1)-2*y(2: (N-1),1)+y(3:N,1))/dxi"2;

yxx (N, 1)=yxx (N-

n=10;

ydot (1,1)=0;

ydot (N, 1)=0;

ydot (2: (N-1),1)=yxx(2:(N-1),1)-10*sinh(10*y(2: (N-1),1));

2.2.2 Ecuacion de Adveccion

Dentro del conjunto de ecuaciones diferenciales parciales, existe un tipo en
concreto conocido como ecuaciones hiperbdlicas, cuya resolucién requiere una
discretizacion espacial diferente para garantizar la convergencia del método numérico
usado para su resolucion.

Por ejemplo, considérese la ecuacion que describe la conveccion de temperatura
en un flujo unidireccional con velocidad uniforme v:

aT aT

—_— = -7 —_—,

Jat 0x
Que puede ser reescrita como:

Tt + vTx = 0

Esta es la llamada ecuacion de adveccion. Sus condiciones de contorno son:

T, =1 ; Tkx0 =g()

Para el caso que va a tratarse (claramente detallado en Schiesser, ref. [16]), se
van a establecer las funciones f y g de la siguiente forma:

g(x) =0
f) =1, t>0
Siendo los rangos de ambas variables:

x € (0,1)
t €(0,2)
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Asi pues, la solucion exacta de este sistema implicaria que T(1,t) = 0 para
t<1lyT(1,t)=1parat > 1.

Esta ecuacion podria resolverse numéricamente usando el método de lineas,
aproximando el término T, por diferenciacion finita de 2° orden centrada:

T(x;41,t) — T(x;-1, )
ZAxl-

Tli = —v

Si se implementase en Matlab un cédigo que resolviese la ecuacion de adveccion
sustituyendo los términos de derivadas espaciales por la aproximacion descrita, siendo
los parametros del problema:

v=1
N, = 100
Nt:50

El resultado obtenido seria el siguiente:

T(x1) 2* orden - Dif. centradas

Solucidn numérica
— — = Solucidn exacta

T

0 : ; : ;
0 02 04 0B 08 1 12 14 16 18 2
Tiempo

Figura 14: T (x1=1) con diferencias centradas de 22 orden

Otra posible opcion para aproximar el término T, es hacer uso de diferenciacion
de 4° orden, en cuyo caso la expresion a implementar seria la siguiente:

ZT(xi—Zl t) - 16T(xi—1l t) + 16T(xi+1l t) - ZT(xi+21 t)
24Ax;

Teli = —v

Introduciendo esta aproximacién en el codigo Matlab anteriormente citado, la
resolucion grafica seria la que se muestra a continuacion:
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T(x1) 4° orden - Dif. centradas

T
Solucian numérica i
1f-{ ===0Solucidn exacta |-+ =

1
f
I
I
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I
I
I
1
|
1
1
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I
i,

T(x1)

02r

- PopooBoa g
D 02 04 DB OB 1 12 14 1B 18 2
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Figura 15: T (x1=1) con diferencias centradas de 42 orden

Se observan, tanto en la formulacion de 2° orden como de 4° orden, oscilaciones
numéricas cuando se produce la discontinuidad en la condicidon de contorno establecida
en T(0,t). Por esta razén, es obvio que la formulacion desarrollada se puede mejorar, y
la mejor forma de hacer es razonando fisicamente los resultados.

Se podria comprobar mediante la ecuacion que los valores T (x, t) que se hallan
a la izquierda del punto donde se estima la derivada por la aproximacién son mas
influyentes que los que se encuentran a su derecha. Por esta razon, se rescata una idea
que ya fue presentada anteriormente en este mismo proyecto cuando se hacia referencia
al método propuesto por Murman y Cole para reflejar el régimen transénico. Aquella
idea pionera fue la definicion de las diferencias finitas upwind (aguas arriba), por la que
las derivadas espaciales se aproximaban en funcion de la region en la que se hallase
cada punto con el fin de establecer las zonas que podian surtir de informacién del fluido

a dicho punto.

Este tipo de método puede ser muy util para la resolucion de ecuaciones
diferenciales de tipo hiperbolico. El uso de diferencias finitas upwind tenia su base en la
recepcion en un punto de informacién proveniente tan solo de aguas arriba al hallarse el
fluido en régimen supersénico. Esta misma herramienta se utiliza para resolver las
ecuaciones de tipo hiperbdlica, redefiniendo la diferencia finita de 2° orden mediante la
aproximacion upwind de dos puntos de primer orden

T(xir t) - T(xi—lr t)
2Axl-

Tl = —v
De esta forma, al implementar la diferencia upwind en el método de lineas para

la resolucién de la ecuacion de adveccidn, la solucion obtenida adquiere una mayor
aproximacion a la resolucion exacta:
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T¢x1) 2° orden - Dif. centradas

Solucidn numérica ||
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0

Figura 16: T (x1=1) con diferencias upwind de 22 orden

Un hecho importante a tener en cuenta es uno de los efectos colaterales que
derivan del uso de las diferencias upwind. Hacer uso de esta formula implica cometer un
error en la aproximacion de las derivadas espaciales mayor que el generado por las
diferencias centradas. El aumento progresivo de este término se traduce en una
disipacion matematica por lo que el efecto producido es muy parecido al que se
conseguiria usando la denominada viscosidad artificial, que ya se cit6 en el capitulo
introductorio y que se detallard mas adelante.

Otro aspecto a tener en cuenta seria el sentido que adquiere el flujo en la
resolucion del problema, definido por el signo de v. En el caso de que sea negativo,
seria necesario redefinir las aproximaciones por férmulas downstream, aunque ese
efecto no sera relevante para este ejemplo.

Por lo tanto, se tienen dos posibles efectos negativos al resolver numéricamente
la adveccion: oscilacion numérica y la disipacidon numérica. De esta manera, seria
interesante hallar un método que combinase diferencias centradas y finitas de forma que
se estableciese un equilibrio entre ambos errores donde cada uno fuera el minimo
posible. Es aqui donde interviene la formula desarrollada por Carver y Hinds, que
aplicada a esta ecuacion:

—T(xi_3, t) + 6T(xi_2, t) - 18T(xi_1, t) + 10T(xi, t) + 3T(xi+1, t)
12Ax;

Tl = —v

El resultado en este caso seria:

Manuel Pérez Rodriguez Pagina | 37



Proyecto Fin de Carrera - Métodos Numéricos para Régimen Transénico

T¢x1) formula de Carver y Hinds - Dif. upwind
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Figura 17: T (x1=1) con diferencias Carver y Hinds

Como puede comprobarse, los datos obtenidos se ajustan mucho mejor que
ninguna de las otras formulas. Sin embargo, este efecto es inherentemente costoso a
nivel de calculo computacional, por lo que reduce la eficiencia del codigo a
implementar. Sera responsabilidad de este capitulo definir si es necesario hacer uso de
este tipo de diferencias finitas o si es posible obtener resultados fiables mediante

diferencias centradas.

e Cédigo MATLAB

function Adveccion
clear all; close all; clc;
x10=0; xiL=1; N=100; dxi=(x1L-x10)/(N-1);

tinic=0; tend=2; Nt=50; dt=(tend-tinic)/(Nt-1);
t=linspace(tinic, tend,Nt-1);

yvO(1:N,1)=0;

for i=1: (Nt-1),
tO=tinic+ (i-1)*dt; tf=tinic+i*dt;

[tsol ysol]l=oded5 (@advdif, [tO0 tf], vyO,[], N, dxi);
Nsol=length(tsol);

yO0=ysol (Nsol, :)"';
y0(1)=1;
T1t (1)=y0(N);
Clear tsol ysol;
end
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function ydot = advdif(t, y, N, dxi)

$% Formulacion 2° orden

yxp(1,1)=(=3*y (1,1)+4*y(2,1) -y (3,1))/2/dxi;
yxp (2: (N=1),1)=(y(3:N,1)-y(1:N=-2,1))/2/dxi;
yxp (N, 1)=(y(N,1)-y(N-1,1))/2/dxi;
yxm(1l,1)=(y(2,1)-y(1,1))/dxi;
yxm(2:N,1)=(y(2:N,1)-y(1:N-1,1))/dxi;

$% Formulacion 4° orden

yxp (1,1)=(=50%y (1,1)+96%y(2,1)=72*y(3,1)+32*y(4,1)-6%y(5,1))/24/dxi;
yxp (2,1)=(=6%y(1,1)=-20*y(2,1)+36%y(3,1)-12%y(4,1)+2*y(5,1))/24/dxi;

yxp (3: (N=2),1)=(2%y (1: (N-4),1)-16*y(2: (N-3),1)-0%y(3: (N-
2),1)+1l6*y(4: (N-1),1)-2*y(5:N,1))/24/dxi;

yxp (N=1,1)=(-2*y (N-4,1)+12%y (N-3,1)-36%y (N-2,1) +20*y (N-
1/l)+6* ( 1))/24/dxi;

yxp (N 6* (N—4,l)—32*y(N—3,1)+72*y(N—2,1)—96*y(N—
1,1)+5o* (N, 1)) /24/dxi;

%% Formulacion 4° orden - Carver y Hinds

yxp (1,1)=(-25%y(1,1)+48*y(2,1)-36%y(3,1)+16*y(4,1)-3*y(5,1))/12/dxi;
yxp(2,1)=(-3*y(1,1)-10*y(2,1)+18*y(3,1)-6*y(4,1)+1*y(5,1))/12/dxi;
yxp (3,1)=(y(1,1)- 8*y(2,1)+8*y(4,1)-1*y(5,1))/12/dxi;

yxp (4 (N-1), 1) = (~y (1: (N-4), 1) +6%y (2: (N-3), 1) -18%y (3¢ (N~

2),1)+10%y (4: (N-1),1)+3*y(5:N,1))/12/dxi;

yxp (N, 1)=(3*y (N-4,1)-16%y (N-3,1) +36%y (N-2, 1) -48*y (N-
1,1)+25%y(N,1))/12/dxi;
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2.2.3 Ecuacion de Burgers

La ecuacion de Burgers es otro ejemplo clasico de E.D.P. (tipo parabolico en
este caso) de conveccidon-difusion, cuya forma se asemeja o recuerda en cierta medida a
las ecuaciones de Navier-Stokes (desprecia el término relativo a la presion) presentando
comportamientos tipicos de la Mecénica de Fluidos. Un aspecto importante a tener en
cuenta de esta ecuacidon es su comportamiento frente a las posibles condiciones de
contorno, siendo su solucion muy sensible a estas. En el caso que trata a este proyecto,
es interesante presentar unos términos que generen internamente una discontinuidad que
simulen una situacion similar a la aparicién de una onda de choque.

La expresion de Burgers es la que se muestra a continuacion:

1
ut:—i(uz)x+vuxx , v=0.001, 0<x<1

Las condiciones de contorno que se impondran para conseguir el efecto citado
seran las siguientes:

1
y(,0) = ——7

1 1
y(0,6) = —— s 5 YLD =

t

_t _t 1t 1 t\\ 2
4ue aw (1 +e 4v) <%> <%>
4pe 1+e

Impuestas estas condiciones, la solucién obtenida para la ecuacion de Burgers
seria la siguiente:

1
y(x,t) = ——=

2 4
1+ew

Para poder implementar el método de lineas en la resolucion numérica de esta
expresion, se hace uso de nuevo de la discretizacion espacial, tal como se ha visto en los
anteriores ejemplos. En este caso, las opciones son varias:

- Discretizacion de 2° orden con diferencias centradas:

I S UL L™ 2u; + Uiy
‘ Y 2Ax Ax?

- Discretizacion de 2° orden con diferencias upwind:

Wiz Wiy Ui 2Uj_g + U
2Ax Ax?

ut = _ul
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- Discretizacion de 4° orden con diferencias centradas (segunda derivada de

2° orden):

2u(x;_) — 16u(x;_1) + 16u(xiq) — 2ulx;y,) L 2u; + Uy

ue = —u(x) 24Ax Ax?

- Discretizacion de 4° orden de Carver v Hinds (segunda derivada de 2°

orden):

ue = —u(x;)

—3u(x;_1) — 10u(x;) + 18ulx;yy) — 6ulxy) + ulxips) | wipq — 2u; + Uy
+v
12Ax Ax?

Como se comprueba, existen muchas posibilidades para aplicar el método de
lineas. Sin embargo, es interesante analizar cudl es la alternativa que, siendo mas simple
y asequible, permite la mejor fiabilidad de los resultados. Por tanto, se procede a
implementar dichas ecuaciones en Matlab para obtener una representacion grafica de la

solucién numérica, comparando las 4 formulas de discretizacion. Los resultados son los
siguientes:

2° orden — Diferencias centradas

Burgers.m Burgers.m
15 T T T 15 T T T
¥ Solucion exacta Solucidn exacta
Solucidn numérica Solucidn numérica
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g o !
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Figura 18: Burgers mediante diferencias centradas de 22 orden. v = 0.001
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2° orden — Diferencias upwind

Burgers.m

Burgers.m
15 T 15 T : . : ;
Solucidn exacts ; : Solucidn exacta
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Figura 19: Burgers mediante diferencias upwind de 22 orden. v = 0.001

4° orden — Diferencias centradas

Burgers.m Burgers.m
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Burgers.m Burgers.m
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Figura 20: Burgers mediante diferencias centradas de 42 orden. v = 0.001

Diferencias Carver y Hinds
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Figura 21: Burgers medianteCarver y Hinds. v = 0.001
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Como se ve, las diferencias entre las alternativas son practicamente nulas. Esto
evidencia que en una ecuacidn de tipo hiperbolica con una discontinuidad presente en su
solucidn, es posible hacer uso de una discretizacion tan simple como una diferencia
finita centrada de 2° orden.

Desde el punto de vista del coste computacional, esto supone una gran noticia,
pues se reduce el tiempo necesario para el calculo de la resolucion sin perder calidad,
aumentando la eficiencia. Este hecho definird en gran medida la forma de diferenciacion
a adoptar al implementar el método de lineas para la resolucion de las ecuaciones de la
dindmica de fluidos.

e Cédigo MATLAB
%%%%%%%%% Burgers.m $%%3%%%%%%%

function Burgers

clear all; close all; clc;

global vis

vis=0.001;

x10=0; xiL=1; N=1000; xiv=linspace(xi0,xiL,N); dxi=(xiL-xi0)/(N-1);
tinic=0; tend=1; Nt=100; dt=(tend-tinic)/ (Nt-1);
vO(1:N,1)=1./(l+exp(xiv'/2/vis));

for i=1: (Nt-1),

tO=tinic+ (i-1)*dt; tf=tinic+i*dt;

[tsol ysol]l=odelbs (@Burgersdif, [t0O tf],y0,options, N, dxi);
Nsol=length (tsol);
yvex (1:N)=1./(1l+exp ((xiv/2-tf/4)/vis));

yO0=ysol (Nsol, :)"';
clear tsol ysol;

end

function ydot = Burgersdif(t, vy, N, dxi)
global vis

ép(l:N,1>=(1+sign(y(1:N,1)))/2;
sm(1l:N,1)=(1l-sign(y(1:N,1)))/2;
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%% Derivadas segundas — Diferencias de 2° orden

y(l:(N-2),1)-2*y(2: (N-1),1)+y(3:N,1))/dxi"2;
yxx (1,1)=yxx )7

yxx (2: (N-1),1
(
yxx (N, 1)=yxx (

)=
2,1
N-1,1);

oo

% Diferencias 2° orden— Diferencias centradas

yxp (1,1 > (=3*y (1,1)+4*y(2,1)-y(3,1))/2/dxi;
yxp(2: (N-1),1)=(y(3:N,1)-y(1:N-2,1))/2/dxi;
yxp (N, 1)=(y(N,1)-y(N-1,1))/2/dxi;

%% Diferencias 2° orden—- Diferencias upwind

yxm(1l,1)=(-3*y(1,1)+4*y(2,1)-y(3,1))/2/dxi;
yxm(2,1)=(y(2,1)-y(1,1))/2/dxi;

yxm (2:N,1)=(y(2:N,1)-y(1:N-1,1))/dxi;

%% Diferencias 4° orden — Diferencias centradas

yxp (1,1)=(-50*y(1,1)+96*y(2,1)-72*y(3,1)+32*y(4,1)-6*y(5,1))/24/dxi;
yxp(2,1)=(-6*y(1,1)-20*y(2,1)+36*y(3,1)-12*y(4,1)+2*y(5,1))/24/dxi;

yxp (3: (N-2),1)=(2*y(1: (N-4),1)-16*y(2: (N-3),1)-0*y(3: (N-
2),1)+16*y(4: (N-1),1)-2*y(5:N,1))/24/dxi;

yxp (N-1,1) ( 2*y(N—4,1)+12*y(N—3,1)—36*y(N—2,1)+20*y(N—

1,1)+6*y (N ) /24 /dx1i;

yxp (N, 1)= (6* (N—4,l)—32*y(N—3,1)+72*y(N—2,1)—96*y(N—

1,1)+50* (N,1))/24/dx1i;

%% Diferencias 4° orden (Carver y Hinds) - Diferencias upwind
yxm(1l,1)=(=-25*y(1,1)+48*y(2,1)=-36*y(3,1)+16*y(4,1)-3*y(5,1))/12/dxi;
yxm(2: (N=-3),1)=(- 3*y(1:(N—4),1)—10*y(2:(N—E),1)+18*y(3:(N—2),l)—

6*y (4: (N-1),1)+y(5:N,1))/12/dx1i;

yxm (N=2,1)=(y(N-4,1)-8*y(N=-3,1)+0*y(N-2,1)-8*y(N-1,1)-y(N,1))/12/dxi;
yxm (N-1,1)= (—l*y(N—4,1)+6*y(N—3,1)—18*y(N—2,1)+10*y(N—
1,1)+43*y(N,1))/12/dx1i;

yxm (N, 1)=(3*y(N-4,1)-16*y (N-3,1)+36*y(N-2,1)-48*y (N-

1,1)+25*y (N, 1)) /12/dxi;

yx(1:N,1)=yxp.*sptyxm. *sm;

Q

% Ecuaciones

ydot (1,1)=1/4/vis*exp(-t/4/vis)/ (l+exp(-t/4/vis))"2;

ydot (N, 1)=1/4/vis*exp((1/2-t/4)/vis)/ (1l+exp((1/2-t/4)/vis))"2;
ydot (2: (N=-1),1)=-y(2:(N-1),1).*yx(2: (N-1),1)+vis*yxx(2: (N-1),1);
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2.3 Resolucion de ecuaciones de Euler mediante Método de Lineas

Presentados los ejemplos simples anteriores, seria interesante realizar una
primera aproximacion de las expresiones que definirian un posible estado de régimen
transénico. De esta forma, se propone como objetivo resolver las ecuaciones de Euler
para demostrar el potencial real del citado método a la hora de manejar expresiones con
rasgos tipicamente hiperbdlicos (en lo que refiere a su definicion como ecuacion
diferencial).

2.3.1 Tubo de choque (Introduccion a viscosidad artificial)

El primero de los ejemplos que se presentaran en los que estd involucrado el
sistema de ecuaciones de Euler es el relativo a un tubo de choque, una cdmara con dos
zonas claramente separadas por una membrana impermeable, cada una conteniendo gas.
En cada region, el gas posee unas caracteristicas distintas, por lo que cuando se retira la
membrana existe una evolucion natural de los dos gases cuyas propiedades interactiian
hasta alcanzar una situacion estable. Tal evolucion sera la que se estudie a continuacion,
haciendo uso del método de lineas.

Una de las caracteristicas mds interesante de este problema (bien detallado en
Hyman [15]) es el establecimiento de unas condiciones de contorno que se traducen que
una discontinuidad de valores inicial a estudiar, lo cual supone un obstaculo a superar
por la resolucion numérica. De esta manera, si el método de lineas es viable para
superar dicho reto se habra dado un paso importante para poder abarcar en siguientes
apartados las ecuaciones de Euler con condiciones iniciales mas proximas a la realidad
y sobre un perfil aerodinamico.

Hyman plantea las expresiones marcando como variables a obtener la densidad
local p, la cantidad de movimiento m (pu) y la presion de remanso E. Para obtener una
notacion mas limpia de dichas ecuaciones, el autor de [15] auna las variables a resolver
en el vector W de forma que la expresion final queda:

p 0
Wzlml - F(W)=uW+<p>
E pu
W,+FW), =0

Donde u es la velocidad local y p es la presion local que viene definida por la
ecuacion de estado:

1
p=G—-DE —ipuz)
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En este punto, es importante destacar el uso de uno de los elementos que
resultaran fundamentales para obtener los resultados deseados para el estudio del
régimen transdnico, como es la viscosidad artificial.

En anteriores apartados, se ha hecho referencia a este elemento cuyo propdsito
de la estabilizacion, es decir, suavizar las soluciones obtenidas por ecuaciones
diferenciales que presenten oscilaciones demasiado fuertes o distorsiones que impidan
observar la tendencia. Este elemento fue creado originalmente por Von Neumann y
Richtmeyr (Ref. [24]) y también ha sido utilizado por otros investigadores importantes
como MacCormack y Jameson.

En numerosos casos de EDP, el error numérico que se genera por usar métodos
matematicos de integracion provoca este tipo de perturbaciones, por lo que la idea sobre
la que se basa la viscosidad artificial es la de crear, por medio de un término disipativo
artificial, un error en la solucion que contrarreste las posibles oscilaciones que se
produzcan en las inmediaciones de una discontinuidad fisica.

Este efecto ya ha aparecido en otros métodos presentados en esta memoria
anteriormente, como el de Murman y Cole que con el uso de diferencias upwind incluye
un error de truncado en la resolucion numérica que al resolver las ecuaciones del
régimen transénico, provoca que la solucién pueda representar el comportamiento de
una onda de choque.

Con este ejemplo, puede entenderse realmente la funcionalidad de la viscosidad
artificial, siendo un concepto basado puramente en la adicion de un error que simule
espontaneamente lo que en la realidad sucede por la propia naturaleza de los fluidos.
Por lo tanto, esta viscosidad puede ser definida mediante cualquier definiciéon que se
ajuste correcta a este proposito.

Una de las formas que puede adquirir este término es la mostrada por la ref. [15],
incluyendo la disipacion mediante la segunda derivada espacial de la variable a obtener:

o e d*¢
Viscosidad artificial = pgre =v——
dx
Donde ¢ representa a la variable en cuya ecuacion diferencial ordinaria respecto
al tiempo va a afiadirse la viscosidad (en el caso del tubo de choque que se esta tratando,
serianp, m, E) y v es un pardmetro que aporta mayor o menor en la resolucion a este
término.

Los valores del término v son fijados en funcién de las caracteristicas del
problema. Dado que es un término ficticio, dicho valor debe ser suficiente para que se
consiga amortiguar las inestabilidades en la solucién pero sin alterarla
significativamente, evitando que se produzca la discontinuidad.

Como ya se ha comentado, en la literatura existente diversos autores han hecho
uso de este parametro. [15] define su valor tipicamente entre 0.005 y 0.01 para
conseguir buenos resultados. Por otro lado, referencias como Jameson [7] establecen su
valor en 0.25, aunque esto se debe a que la definicion de la viscosidad artificial en si
misma en distinta a la presentada en esta misma pagina.
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La definicion basada en la segunda derivada tiene la particularidad de que se
hace especialmente relevante en las zonas cercanas a la onda de choque, donde se hace
necesaria su funcion. En regiones donde la solucion no varia tan bruscamente y donde
no hay presencia de oscilaciones, este término pierde valor y no afecta a la resolucion.

Por otra parte, computacionalmente esta definicion es muy positiva puesto que
podria ofrecer resultados de alta fiabilidad sin lastrar el coste de tiempo necesario para
obtener los célculos. De esta manera, se convierte en una seria opcidn para ser incluida
en el método de resolucion del régimen transénico, posibilidad que serd estudiada
mediante el caso del tubo de choque.

Asi pues, explicada la funcion de la viscosidad artificial, se puede proseguir con
el desarrollo propuesto por Hyman. Partiendo de la ultima expresion escrita, este
término se incluye en la ecuacion de la siguiente forma:

W + F(W)x = VWWix

Por otra parte, en lo que concierne a las condiciones iniciales para t = 0, Hyman
propone introducir al principio una discontinuidad fisica de la siguiente forma:

Para x < 0.75:
p(x.0) =1
m(x,0) =0
E(x,0) =1.5
Para x > 0.75:
p(x.0) = 0.125
m(x,0) =0
E(x,0) = 0.15

Asi pues, la representacion grafica partiendo de esta configuracion inicial es la
siguiente:

Densidad inicial Cantidad de movimiento inicial
I

[t} 05 1 15 2 ] 0s 1 15 2
X X

Presién remanso inicial
2

Figura 22: Condiciones iniciales en tubo de choque. Ref. [15]
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Para poder abordar este sistema, Hyman hace uso de una discretizacion espacial
con derivadas de 4° orden y emplea el método de Adams — Moulton para la integracion
en el tiempo. Sin embargo, en este proyecto se hard uso del método Runge-Kutta
implementado en Matlab (ode45 y odel5s en concreto) para la resolucion temporal y se
recurrira a formulas de 2° orden y 4° orden con diferencias centradas (se busca
comprobar que no es necesario incluir diferencias upwind, puesto que estas representan
mayor coste desde el punto de vista de tiempo de céalculo, debido al error que incluyen
en la resolucion, que por otra parte ya ha sido introducido mediante la viscosidad
artificial)

Asi pues, la ecuacidn discretizada segtin la formula de 2° orden con diferencias
finitas centradas del método de lineas presentaria la siguiente forma:

W Cisn) = 2W ) + W i) F(Wien)) = FOW (xi-1))

We = Ax? 20x

Con una diferenciacion finita de 4° orden segun la formula de Carver y Hinds
con diferencias centradas (siendo las derivadas segundas de 2° orden por mayor
simplicidad), la expresion seria (se obviardn las expresiones para i = 1,2,3,N .
expresadas en Apéndice A, Apartado A.3):

W (xi41) — 2W (x;) + W (x;-1)

Ax?
_ —F(W(xi-3)) + 6F (W (x;—)) — 18F (W (x;—1)) + 10F(W (x;)) + 3F (W (x;41))

12Ax

W)i=v

Cabe resefar los valores que se le han dado a algunos parametros basicos en la
implementacion numérica como son el paso de discretizacion espacial y la viscosidad.
Este ultimo es de suma importancia, pues aporta un elemento estabilizador clave para
obtener unos resultados que posean cierta continuidad.

También es importante definir correctamente la distancia entre los puntos que
definen la direccidon en x, pues un nimero bajo dard una vaga aproximacion mientras
que un valor alto provocard una inestabilidad y menor eficiencia de la resolucion
temporal. Los resultados que se obtienen mediante esta aproximacion son los siguientes:
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Figura 24: Tubo de choque: Matlab frente a Hyman. t=0.6. Ref. [15]

A continuacion se muestra la diferenciacion finita de 4° orden. Sin embargo,
para este caso es necesario afiadir mayor viscosidad artificial para poder mantener la
estabilidad de la resolucion, por lo que afiade una distorsion demasiado grande (suaviza
demasiado la solucidén) como para poder considerar la solucién con una exactitud
aceptable, ademas de aumentar el coste operacional del procesamiento del codigo
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Figura 25: Tubo de choque: Matlab frente a Hyman - Dif. 42 orden. t=0.3. Ref. [15]

Hechos estos comentarios, las conclusiones de este apartado definen las ventajas
de usar las diferencias finitas centradas de segundo orden por su relacion entre la
calidad de los resultados y el coste operacional; la viscosidad artificial para la
estabilizacion de la resolucion; y la adimensionalizacion de las variables.

e (Codigo MATLAB
%3%%%%%%%% Euler.m %3%%%%%%%%

function Euler
clear all; close all; clc;

global vis
global gamma

vis=0.009;
gamma=1.4;

x10=0; xiL=2; N=50; xiv=linspace (x10,xiL,N); dxi=(xiL-x10)/(N-1);
tinic=0; tend=2; Nt=50; dt=(tend-tinic)/(Nt-1);

y0=zeros (3*N, 1) ;
for i=1:N

if xiv(1i

YO(ZL, 1)=
else
y0(i,1)=0.125;
end

end

)<0.75
1;

for 1=(N+1): (2*N)
yO0(i,1)=0;
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end

for 1=(2*N+1) :3*N
if xiv (i-2*N)<0.75
yO(i,1)=1.5;

else

y0(i,1)=0.15;

end

end

for i=1:(Nt-1),

tO=tinic+ (i-1)*dt; tf=tinic+i*dt;
options=odeset ('Jpattern', jpattern(N));
[tsol ysol]l=oded5(@Eulerdif, [t0 tf],y0,options,N,dxi,xiv);

Nsol=length (tsol);
u=ysol (Nsol, (N+1) :2*N)./ysol (Nsol,1:N);

yO0=ysol (Nsol, :)"'

clear tsol ysol;
end

function ydot = Eulerdif(t, vy, N, dxi, xiv)

global vis
global gamma

ml=N+1; mf=2*N;
E1=2*N+1; Ef=3*N;

u(l:N, l) =y(ml:mf,1)./y(1:N,1);
(gamma-1)* (y(E1:Ef,1)-0.5*y(ml:mf,1).*u(l:N,1));

T
—
Z

Il

F(ml:mf,1 (1:N,1).*y(ml:mf,1)+p(1l:N,1);

F(1:N,1)=y(ml:mf,1);
)=u
F(El:Ef,1)=u(l:N,1).*y(El:Ef,1)+p(1:N,1).*u(l:N,1);

%% Diferencias segundas

y(l:(N-2),1)-2*y(2: (N-1),1)+y(3:N,1))/(dxi"2);
yxx (1,1)=yxx )

yxx (2: (N-1),1
(
yxx (N, 1)=yxx (

)= (
2,1
N-1,1);

yxX ((N+2) : (2*N-1),1)=(y (N+1: (2*N=-2),1)-2*y (N+2: (2*N-
1),1)+y (N+3:2*N, 1))/ (dxi*2);

yxx (N+1,1)=yxx (N+2,1);

YXX (2*N,1)=yxx (2*N-1,1);

VXX (2*N+2: (3*N=-1),1)=(y (2*N+1: (3*N-2),1)-2*y (2*N+2: (3*N-
1),1)+y(2*N+3:3*N, 1))/ (dxi"2);

yxx (2*N+1,1)=yxx (2*N+2,1);
yxx (3*N,1)=yxx (3*N-1,1);

Fxp=zeros (3*N,1); Fxm=zeros(3*N,1);
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for §=1:3

if j==
indl=1; indf=N;
else 1f ==
indl=ml; indf=mf;
else if j==
indl=E1l; indf=Ef;
end
end
end

Fxp(indl,1)=(-3*F(indl, 1)+4*F(indl1+1,1)-F(ind1+2,1))/2/dxi;
Fxp ((indl+1): (indf-1),1)=(F(indl1+2: (indf),1)-F(indl:indf-2,1))/2/dxi;
Fxp (indf,1)=(F(indf,1)-F(indf-1,1))/2/dxi;

Fxp(indl,1)=(-3*F(indl, 1)+4*F(indl1+1,1)-F(ind1+2,1))/2/dxi;
Fxm(indl+1,1)=(F(indl+1,1)-F(indl,1))/2/dxi;
Fxm(indl+2: (indf),1)=(F(indl+2: (indf),1)-F(indl:indf-2,1))/2/dx1i;

end

%

Fx(1:3*N,1)=Fxp.*sptFxm. *sm;
ydot=zeros (3*N, 1);
for §=1:3

if j==
indl=1; indf=N;
else 1f ==
indl=ml; indf=mf;
else 1if j==
indl=E1l; indf=Ef;
end
end
end

ydot (indl, 1)=vis*yxx (indl,1)-Fx(indl,1);
ydot (indf, 1)=vis*yxx (indf, 1) -Fx (indf, 1) ;

ydot (indl+1: (indf-1),1)=vis*yxx (indl+1: (indf-1),1)-Fx(indl+1: (indf-
1),1);

End

2.3.2 Tobera convergente-divergente

Antes de proceder a analizar perfiles en régimen transonico, seria de utilidad
completar el desarrollo realizado en el apartado anterior con las ecuaciones de Euler
planteando un problema muy conocido en la dindmica de fluidos como es la situacién
que se genera en una tobera convergente — divergente. En este caso, la forma de la
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seccion del conducto por el que se desplaza el fluido provoca la aparicion natural de una
onda de choque, sin necesidad de forzar la discontinuidad como ocurria en el ejemplo
de Hyman [15].

Este hecho puede suponer la prueba que demuestre que tanto el método de lineas
como los procedimientos ode implementados en Matlab son vélidos para captar una
onda de choque de forma precisa y que, por lo tanto, se podran emplear para analizar el
régimen transonico sobre un perfil. Segin Anderson (ref. [1]), las ecuaciones que
definen el fluido que transcurre por la tobera citada son las siguientes:

e Ecuacioén de continuidad:

dp av d(InA4) Vap

ot ax PV " ox %

e FEcuacioén de cantidad de movimiento:

v V(?V 1<6T+Tap>
ot dx y\dx pox
e FEcuacion de energia:
oT _ v oT ( DT (EJ‘V Ly 6(1nA)>
ot oax ox dx

Aplicando el método de lineas, las expresiones se pueden transformar
numéricamente mediante diferencias finitas centradas de la siguiente forma:

e Ecuacion de continuidad:

(6_p>t Ly Vi —VE e InAipy —InAiy Pl —Pis
ot/; ' Ax Lt Ax ' Ax

e Ecuacidén de cantidad de movimiento:

P Ax Y

(av)t _ _pt Vi — Vi 1(Ti — Ty | T plaa — pica
Jt Ax p; Ax

e Ecuacion de energia:

<8T>t _ TL, —TL

vt -Vt In4;,.; —InA;
1 t i+1 -1 t i+1 -1
at/; ' Ax '

Ax L Ax

Como se puede observar, el método de lineas simplifica enormemente la
implementacion numérica de este sistema. Los resultados conseguidos comparados por
los aportados por Anderson se visualizan en la siguiente grafica (teniendo en cuenta que
las condiciones de contorno fijadas en la implementacion en Matlab son distintas a las
utilizadas por [1]):

Manuel Pérez Rodriguez Pagina | 54



Proyecto Fin de Carrera - Métodos Numéricos para Régimen Transénico

Resolucion Matlab Resolucion Anderson

Nozzle 106 =

1 . Y «—— Numerical result
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Nondimensional distance through nozzle (x)

Figura 26: Tobera convergente divergente: Matlab frente Anderson. Ref. [1]

Se comprueba que la tendencia en ambos casos es similar, evidenciando un salto
en las propiedades del fluido tras pasar por el area critica. De esta manera, se muestra
finalmente que el método de lineas es viable para la resolucion de ecuaciones que
supongan una discontinuidad fisica, habiendo sido posible previamente la
implementacion de este método en multiples ejemplos.

e (Codigo MATLAB

3%%%%%%%%% Nozzle.m $%%%%%%%%%

function Nozzle

o

o

clear all; close all; clc;

o

global gamma
gamma=1.4;

[oX

o

x10=0; xiL=3; N=100; xiv=linspace(xi0,xiL,N); dxi=(xiL-xi0)/(N-1);

Q

°

tinic=0; tend=2; Nt=100; dt=(tend-tinic)/(Nt-1);

Q

A=1+2.2*(xiv-1.5) .72;

xiv N=xiL+dxi;
A(N+1)=1+2.2* (xiv_N-1.5)"2;

rho0=1-0.3146*xiv;

TO0=1-0.2314*xiv;
VO=(0.1+1.09*xiv) .*T0." (0.5);
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al0=sqrt (1.4*282*T0) ;
y0 (1:N)=rhoO;

vO ((N+1): (2*N))=VO0;
vO ((2*N+1) : (3*N))=TO0;

for i=1:(Nt-1),

tO=tinic+ (i-1)*dt; tf=tinic+i*dt;

tsol ysol]=odelb5s (@Nozzledif, [tO tf],vy0,[],N,dxi,xiv,A);

Nsol=length (tsol);
M=1/(sqrt(1.4*286.9))* (V./sqrt(T));

yO0=ysol (Nsol, :)"'
clear tsol ysol;

end

function ydot = Nozzledif(t, vy, N, dxi, xiv, A)
global gamma

V1=N+1; V£f£=2*N;
1=2*N+1; Tf=3*N;

rho(1:N,1)=y(1:N,1);
V(1l:N, l)=y(Vl VE,1);
T(1:N,1)=y(T1:Tf,1);

$Mlocal=1/(sqrt (1.4*282))* (V./sqrt (T));

%% Diferencias finitas centradas

rho x(1,1)=(-3*rho(1,1)+4*rho(2,1)-rho(3,1))/2/dxi;
rho x(2:N-1,1)=(rho(3:N,1)-rho(1:N-2,1))/2/dxi;

rho x(N,1)=(3*rho(N-2,1)-4*rho(N-1,1)+rho(N,1))/2/dxi;
V x(1,1)=(=-3*V(1,1)+4*V(2,1)-V(3,1))/2/dxi;
V_x(2:N-1,1)=(V(3:N,1)-V(1:N-2,1))/2/dxi;
V_x(N,1)=(3*V(N- 2,1)-4*V(N-1,1)+V(N,1))/2/dx1i;

T x(1,1)=(=-3*T(1, 1)+4*T(2,1)-T(3,1))/2/dxi;

T x(2:N-1,1)=(T(3:N,1)-T(1:N-2,1))/2/dxi;

T x(N,1)=(3*T(N-2,1)-4*T(N-1,1)+T(N,1))/2/dxi;

rhodot (1,1)=0;

Vdot (1,1)=2*Vdot (2,1)-Vdot (3,1);
Tdot (1,1)=0;

for i1i=2:(N-1)

dlnA=(log (A(i+1))-log(A(i-1)))/2/dxi;

rhodot (i,1)=-rho(i,1)*Vx(i,1)-rho(i,1)*V(i,1)*dlnA-V(i,1)*rhox(i,1);
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Vdot (1,1)=-V(i,1)*Vx(i,1)-
(1/gamma) * (Tx(i,1)+rhox (i, 1)*T(i,1)/rho(i,1));
Tdot (i,1)=-V(i,1)*Tx(i,1)-(gamma-1)*T(i,1)*(Vx(i,1)+V(i,1)*dlnA);
end
rhodot (N, 1)=2*rhodot (N-1,1)-rhodot (N-2,1);
Vdot (N, 1)=2*Vdot (N-1,1)-Vdot (N-2,1);
Tdot (N, 1)=2*Tdot (N-1,1)-Tdot (N-2,1);
ydot (1:N,1)=rhodot;
ydot (V1:Vf, 1)=Vdot;
ydot (T1:Tf,1)=Tdot;

end
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CAPITULO 3: ANALISIS DE REGIMEN TRANSONICO SOBRE
PERFILES

3.1 Revision del procedimiento Jameson - Chipman

Tras los resultados obtenidos en el apartado anterior, se comprueba que tanto el
método de lineas como los procedimientos de Runge-Kutta tipo ode45 o odel3s
implementados en Matlab pueden ser Uutiles para intentar resolver las ecuaciones de
dinadmica de fluidos con el fin de hallar la discontinuidad tipica que se genera entre las
zonas supersonica y subsénica.

Llegado este punto, el siguiente paso ldgico es empezar a tratar las ecuaciones
en una situacion real: estableciendo un perfil (cuya forma definira la condicién de
contorno de la velocidad vertical local)y unas condiciones iniciales realistas.

Para llegar a este objetivo, se puede hacer uso de los distintos y variados
planteamientos que los investigadores han ido desarrollando con el paso de los afios,
como bien se pudo comprobar en el capitulo de introduccion historica del régimen
transénico. Sin embargo, el articulo mas interesante en lo que refiere a este calculo para
el objetivo de este proyecto, la referencia [7] escrita por Jameson y Chipman.

La razén de esta eleccion se debe al potencial que este desarrollo ofrece puesto
que permite realizar un cambio de sistema de coordenadas en el que se define una
coordenada tangente a la superficie del perfil, lo que simplifica la aplicacion de las
condiciones de contorno.

A pesar de esto, no se procedera a utilizar el método predictor-corrector que se
propone en [7] puesto que se considera demasiado complejo y farragoso para la
finalidad a la que se destina este proyecto, siendo menos eficiente que otros métodos
mas recientes. Como se vio en el apartado 1.4.2, se establece el sistema de a resolver a
partir de las ecuaciones de Euler de la siguiente forma:
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9 ( p 9 pu 0 p(v—Sxu—>5;)
— u+5xv>+—<h—5tv>+— 0 =0
ot 1% Ox 0 9y h-Swv

v=Su+S - y=O0paraxe€[01]

3.2 Primera aproximacion: Discretizacion en x
3.2.1 Desarrollo

Para poder abordar las ecuaciones planteadas mediante una resolucién numérica
resulta interesante comenzar por un caso simple con el que empezar a corroborar la
viabilidad del método que se implementard. Una vez que se obtengan unos resultados
que sin ser exactos, muestren un comportamiento cualitativo fiable se procederd a
aumentar gradualmente la dificultad del caso a resolver hasta alcanzar el sistema de
ecuaciones presentado.

La primera y mas inmediata simplificaciéon supone despreciar los términos
correspondientes a las derivadas en la direccion y considerando una sola linea en dicha
dimension que correspondera con la superficie del perfil. Asi pues, se resolvera un
problema unidimensional.

Esto tiene una consecuencia importante en lo que refiere a las variables
involucradas en el problema: la velocidad vertical local pasa a ser conocida mediante la
velocidad horizontal local y la definicion de la condicién de contorno tangente. Por lo
tanto, el sistema de ecuaciones se reduce a dos expresiones con dos incognitas: p y u.

Por otro lado, también se simplifica la seccion del perfil suponiéndola constante
respecto al tiempo, por lo que los términos S; de las expresiones se suponen igual a 0.
Con todo lo expuesto, el sistema a resolver queda:

0 0
a(u +prv) +a(p}?) =0

Siendo la condicién de contorno (que definira la variable v) en este caso:
v=S,u - y=0paraxce€][0,c]

Sustituyendo:

0 p d (pu
a<u(1+s,%)>+a(h)— 0

Las ecuaciones quedarian finalmente:
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dpu
d /p Ox
a(u)z_ 1 oh
1+ S20x

Expresadas de forma discretizada con la formula de 2° orden y diferencias finitas
centradas, presentarian la siguiente forma:

(pw)iy1 — (pU)i—q
d p\ 2Ax
W= 1 - )
1+ 852 20x

El mallado que se utilizara en este caso serd una linea:

Mallado original Mallado nuevo sistema

Mallado primera aprox. Mallado primera aprox.
1 T T T T T T T T T 1 T : : T T T T

s T Lt . s
s EERUS U, T SRR S N S s e a7
08 ; ; i : : 1 06
> 05 - G : . > 05
04 - : ; ) i I R S -
O N s -
0.2 : : : : L 02

i il - 5 | BT st :

0 i i i i i i i . i 0 R P S ooonoondoond
§ 01 02 03 04 05 06 07 08 09 G000 04 s 0s 07 08 09
X X

Figura 27: Mallado 12 aproximacion

Por otra parte, la superficie sobre la que se desplazara el fluido sera de tipo
parabolica y vendra dada por la expresion:

S(x) = 2k(x — x?)

Donde k representa el espesor de la seccidon. Su pendiente en cada punto viene
dada por:

S,(x) =2K(1 — 2x)

Para obtener los valores de la presion y el Mach local se ha procedido mediante
las siguientes expresiones:
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El codigo implementado en Matlab llamado Jameson firstaproach.m (se
muestra al final del apartado) para representar esta aproximacion sera la base sobre la
que se trabajard para aumentar progresivamente la complejidad. En el mismo, se
definiran los parametros que caracterizan el problema (mallado, espesor de perfil, Mach,
etc.) asi como las condiciones iniciales que se incluiran mediante un vector columnay,:

p(x €[0,1],0)
u(x € [0 1],0)
= 0.85

La condicion establece las propiedades correspondientes a la corriente
imperturbada como valores iniciales.

Para establecer las ecuaciones relativas a la linea x; = 0, se emplea una
diferencia finita entre el valor correspondiente a la linea x, y el valor de las propiedades
de la corriente incidente. Para realizar esta operacion, se establece un punto imaginario

a una distancia% = Ax por delante del perfil, donde se asignan los parametros de la

corriente. Por lo tanto, la aproximacion para las ecuaciones de x;se realizaria de la
siguiente forma:

(pw); — (PU) oo
9 (p) _ (24%)

ot \u 1 (W)= (W
1+5% (2Ax) /
: 1 1
Siendop =1, u, =1, h, =W+E

El programa Jamesondif implementa las ecuaciones a resolver en un vector
columna denominado ydot. Los resultados mas relevantes a mostrar son el nimero de
Mach local asi como el coeficiente de presiones en cada punto, modelado en este cddigo
de acuerdo a la siguiente expresion:

_p
P P

C

Estos datos, representados graficamente y obtenidos mediante el codigo Matlab,
son los siguientes:
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3.2.2 Resultados

1° Aprox - t/e=0.3

0.4

=
[=)
L]
B

b & B & & 3 0F o 1 & |

o 01 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 08 09 1
x/c
Figura 28: Mach/C,, con espesor Th/c =0.3
1° Aprox - t/c=0.4
05 . . : : . - : . . 2
E ; : g
=

05 I 1 1 i ! i
0 01 02 03 04 05 0B 07 08 09 1
x/c

Figura 29: Mach/C,, con espesor Th/c =0.4

1° Aprox - t/c=0.43

08

a8 i i ; i ! i i : i 0
o 0.1 02 0.3 04 05 0.8 0.7 08 0.3 1
¥c

Figura 30: Mach/C,, con espesor Th/c =0.43
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Se puede observar en las figuras 28,29 y 30 una clara discontinuidad de
presiones y velocidades que bien pueden ser interpretadas como una onda de choque en
la zona del borde de ataque (x ~ 0.25 — 0.5), donde el Mach local asciende por encima
de 1 y desciende subitamente hasta valores subsénicos, todo ello en el interior de la
region que marca el perfil, lo cual coincide con la definicion de régimen transonico.

A medida que el espesor aumenta, como es logico, la onda de choque es mas
intensa provocando una discontinuidad mayor en todas las propiedades del fluido. Esto
también se traduce, sin la presencia de viscosidad artificial, en un aumento de las
inestabilidades en el calculo numérico. Sin embargo, en los casos estudiados, dicho
fendémeno solo se aprecia para un espesor K = 0.4, (siendo este un valor bastante
razonable) y aun asi los resultados son igualmente positivos puesto que reflejan un
caracter apropiado tanto cualitativa como cuantitativamente.

3.3.3 Cédigo MATLAB

$%%%%%%%%% Jameson_ firstaproach.m %$%%%%%%%%%
Function Jameson firstaproach
clear all; close all; clc;

global vis
global gamma

gamma=1.4;

%% Mallado
x10=0; xiL=1; N=100; xiv=linspace(xi0,xiL,N); dxi=(xiL-xi0)/(N-1);
tinic=0; tend=1; Nt=50; dt=(tend-tinic)/(Nt-1);

o)

t=0.4; % Espesor del perfil
S x=2*t*(1-2*xiv); % Funcidn que define la pendiente en cada punto de
la superficie

oo

% Valores iniciales adimensionales
Uoo=1; % Valor de la velocidad incidente adimensional

ro0=1; % Valor inicial de la densidad adimensionalizada con la
densidad de la corriente incidente

$% Condicidn inicial y0 que incluye densidad inicial en cada punto y
Mach local

y0(1:2*N,1)=0;

for i=1:N
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y0(i,1)=ro0;
end

%

for 1i=(N+1): (2*N)
y0 (i, 1)=Uoco;
end

for i=1: (Nt-1),

tO=tinic+ (i-1)*dt; tf=tinic+i*dt;
[tsol ysoll=odelbs (@Jamesondif, [t0 tf],y0, [],N,dxi,xiv,S x, MO);

Nsol=length(tsol);

ro=ysol (Nsol, 1:N);
u=ysol (Nsol, (N+1) :2*N) ;

Moo=0.85;
p=(ro.” (gamma)); $%presion adimensional
usol=u*Moo./sqrt (p./ro);

plot(xiv(1:N),u,'g', 'Linewidth', 2)
title ('Mach')

xlabel ('x/c', 'Fontsize',13)

ylabel ('"Mach local', 'Fontsize',13)
grid on

hold off

y0=ysol (Nsol, :)"';

clear tsol ysol;

end

function ydot = Jamesondif(t, y, N, dxi, xiv, S x, MO)
global gamma

rol=1; rof=N;
ul=N+1; uf=2*N;

ro=y(rol:rof,1);
u=y(ul:uf,1);

rou(l:N

, =ro.*u;
h(1l:N,1)

1)
:O;

for §=1:N

h(j3,1)=0.5*(1+S x(Jj)"2).*u(3j)" 2+ (ro(Jj) " (gamma-1))/((gamma-1)* (Moo"2));
% Entalpia

h(3,1)=0.5*(1+S_x(3j)"2).*Uoo"2+1/ ((gamma-1) * (Moo"2)) ;

end

%% Derivada primera

roux (1l,1)=(rou(2,1)-1)/(2*dxi);%Diferencia respecto a valor incidente
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roux(2: (N-1),1)=(rou(3:N,1)-rou(l:N-2,1))/2/dx1i;
roux (N, 1)=(rou(N,1l)-rou(N-1,1))/2/dxi;

hx(1,1)=(h(2,1)-h0)/(2*dxi);
hx(2:(N-1),1)=(h(3:N,1)-h(1:N-2,1))/2/dxi;
hx(N,1)=(h(N,1)-h(N-1,1))/2/dxi;

%% Ecuaciones

rodot (1,1)=0;% Condicidn impuesta para estabilizar resolucidn
rodot (N, 1)=-roux (N, 1);
rodot (2: (N-1),1)=-roux(2: (N-1),1);

for k=1:N
udot (k,1)=-hx(k,1)/(1+S x(k)"2);
end

ydot (rol:rof,1)=rodot;
ydot (ul:uf, 1)=udot;

3.4 Segunda aproximacion: Variacion temporal de la seccion del
perfil

3.4.1 Desarrollo

Definida la primera aproximacion al planteamiento de [7], el siguiente paso sera
considerar los aspectos relativos a la seccion del perfil. En su articulo, Jameson y
Chipman describen un proceso no estacionario en el que simulan un perfil con espesor
variante en el tiempo, partiendo de un valor nulo, alcanzando un maximo y volviendo a
ser nulo (aumentando y disminuyendo el espesor).

De esta forma, el término S; no es nulo. En este proyecto se realizara un proceso
parecido siendo la forma del perfil parabdlico variante, a pesar de que [7] utiliza una
funcién bicircular (mas compleja y con menos interés). Sin embargo, la ley que define
el espesor en el tiempo impuesta por Jameson y Chipman sera de utilidad para poder
obtener ciertos resultados no estacionarios, aunque se redefinird de acuerdo al valor
adimensional T = t/30.
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Figura 31: Ley de espesor Jameson-Chipman. Ref. [7]

Dicha ley sera la que se muestra a continuacion:
Si0<71<0.5:Kk=80THpg 1> — 240TH, 4, T* + 192TH, 4, T°
Si0.5<7<1: k =80THygy (1 —7)% — 240THpgy (1 — 0)* + 192THypy gy (1 — 7)5

Sit> 1: k=20

De esta forma, el término S; se caracterizard por la derivada de la ley del
espesor:

Si0<T<0.5: k=240TH,pg T2 — 960T Hyppgy T3 + 960T Hypy g T
Si0.5<7<1: k=—240TH,g (1 —17)% 4+ 960THpgy (1 —7)3 — 960THppgy (1 — 7)%

Sit>1: k=0

Siendo S;:
Se = 2K (x — x?)

Partiendo de las ecuaciones adimensionalizadas del apartado anterior, si se
incluyen los términos relativos a S;, las nuevas expresiones son:

d p d pu
E(u + va) - _a(h + vSt)
Siendo en este caso la condicion de contorno:
v=Su+S - y=O0paraxce€][01]

Manipulando las expresiones:

Manuel Pérez Rodriguez Pagina | 66



Proyecto Fin de Carrera - Métodos Numéricos para Régimen Transénico

9 9
a(u + sx(spxu + st)) = T ox (h flqust)

0 P 0 pu
a(u + SZu +5x5t) - _a(h + vSt)

La expresion % (u + S2u + S,.S;) debera desarrollarse:
d 5 d 5 0 5 0
g @+ ST+ SxS) = o (u(l + S) + 5xS) = o (u(1+SH))+ 3¢ (5xS0)

El término % (u(1 + S2)) es igual a:

0 u 052
il 2\) = AN I
at(u(l +52)) =(1+52) TR
Donde:
052
6; =K, 8- Kk(1—2x)*2

Por otro lado:

g (5.5) =S 0, g O
R T
Donde:
95,
E = 2Kt(1 - Zx)
as
a_tt = 2k (x — x?)

Asi pues, la ecuacion diferencial de la velocidad local adimensional queda
finalmente como:

oh ovS, 9sz _dS, _ s,

(1+Sz)au—— + —S,——§
T Tox T ox Yar Ctar ot

Las ecuaciones a resolver en forma discreta, y como ya se ha explicado
anteriormente, segun la férmula de 2° orden con diferencias finitas discretas son las
siguientes:

(pw)is1 — (pu)i—q
6 p _ ZAX
7= 1 (Wi - WSt — (Wir+ WSOy 982
u;
1+ 52 2Ax at

a5,

+5 05
l, Lot

at

+ S,

)

i
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Las expresiones correspondientes a los puntos en x = 0 serian las siguientes:

(pu); — (pw)w
6 p 2Ax
W=l 1 (- S0 — W + WS 07 S OS L 05,
1+52 20x% ”1F1+ 1oe |, T e |,

De esta forma, para implementar este nuevo desarrollo en Matlab, solo seria
necesario modificar el apartado que define las ecuaciones en el codigo presentado en el

apartado anterior y afiadir las funciones de las derivadas de la seccidén presentadas hasta
ahora.

3.4.2 Resultados

2° Aprox - t/c=0.3
0.5 . T . T T T

Mach

L L | L | L L
o 01 02 03 04 05 0B 07 08
x/c

: 06
[ik:] 1

Figura 32: Mach/C,, para espesor Th/c = 0.3

2° Aprox - t/e=0.4
1 : : : . r -

1 L i 1 | L L i UB
01 02 03 04 06 0O 07 08 09
xic

Figura 33: Mach/C,, con espesor Th/c =0.4
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Se comprueba la diferencia en la tendencia tanto de la distribucion de presion y
el nimero de Mach entre el caso de seccion variable y el de seccidon constante. Cabe
reseflar que las graficas presentadas corresponden al tiempo final de la resolucion. De
nuevo, se observa una clara discontinuidad de los valores aproximadamente a la misma
distancia que se daba en el anterior apartado. También se destaca la importancia del
espesor del perfil en la naturaleza de la onda de choque (su intensidad aumenta con la
En posteriores apartados se realizarda una breve comparacién entre los

seccion).
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2% Aprox - t/c=0.43

i 1 i L i 1 i | 0E
0.1 02z 03 04 05 0B 07 08 08 1

xfc

Figura 34: Mach/C,, con espesor Th/c =0.43

resultados obtenidos

3.4.3 Codigo MATLAB

$%%%%%%%%% Jameson_secondaproach.m %%%%%%%%%%

%% Ecuaciones

rodot (1
rodot (N
rodot (2

,1)=0;
,1)=—roux (N, 1);

: (N=-1),1)=—roux(2: (N=-1),1);

for k=2:N

[s x]=sx(xiv(]),t,Th);

[s tl=st(xiv(j),t,Th);

[s xtl=sxt(xiv(j),t,Th);

[s_ttl=stt(xiv(]j),t,Th);

[s x2t]=sx2t(xiv(]),t,Th);

udot (k,1)=(-hx(k,1)+St vx(k,1)-u(k,1)*s x2t-s t*s xt-

s x*s tt)/(l+s x"2);

end
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ydot (rol:rof,1)=rodot;
ydot (ul:uf, 1)=udot;

function [s x]=sx(x,t,Th)

if t<=0.5
TH=80*Th*t"3-240*Th*t"4+192*Th*t"5;
elseif t>0.5 && t<1
TH=80*Th* (1-t)"3-240*Th* (1-t)~44+192*Th* (1-t)"5;
else

end
end

s _x=2*TH* (1-2*x);
function [s t]=st(x,t,Th)

if t<=0.5
TH t=240*Th*t"2-960*Th*t"3+960*Th*t"4;
elseif t>0.5 && t<1
TH t£=-240*Th* (1-t)"2+960*Th* (1-t)"3-960*Th* (1-t)"4;
else
TH t=0;
end
end

s _t=2*TH t*(x-x"2);

function [s tt]=stt(x,t,Th)

if t<=0.5
TH tt=480*Th*t-2880*Th*t"2+3840*Th*t"3;
elseif t>0.5 && t<1
TH tt=480*Th* (1-t)-2880*Th* (1-t)"2+3840*Th* (1-t)"3;
else
TH tt=0;
end
end

s_tt=2*TH tt*(x-x"2);

function [s xt]=sxt(x,t,Th)

if t<=0.5

TH t=240*Th*t"2-960*Th*t"3+960*Th*t"4;
Elseif t>0.5 && t<1

TH t=-240*Th* (1-t)"2+960*Th* (1-t)"3-960*Th* (1-t)"4;
else

TH t=0;

end
end

s _xt=2*TH t*(1-2*x);
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function [s x2t]=sx2t(x,t,Th)

if t<=0.5
TH=80*Th*t"3-240*Th*t"4+192*Th*t"5;
TH t=240*Th*t"2-960*Th*t"3+960*Th*t"4;
elseif t>0.5 && t<1
TH=80*Th* (1-t)"3-240*Th* (1-t)~4+192*Th* (1-t)"5;
TH t=-240*Th* (1-t)"2+960*Th* (1-t)"3-960*Th* (1-t)"4;

else
TH=0;
TH t=0;
end
end

S_X2t=8*TH*TH t*(1-2%x)"2;

end

constante/variable

3.5.1 Desarrollo

Tras alcanzar la situacion deseada para el régimen transonico sobre una linea
basica de la superficie del perfil, es el momento de dar el siguiente paso logico que
consiste en la discretizacion del espacio en dos dimensiones, en las coordenadas x e y.

Para ello, es conveniente cambiar el planteamiento de las ecuaciones como se
realizo anteriormente, resolviendo el problema en las variables W, = p , W, = u + S,v
y Wz =v. De esta forma, las incognitas a obtener son los valores W, W,y W;
correspondientes a cada punto que conforma el mallado. Sin embargo, es importante
tener en cuenta que la velocidad vertical correspondiente a la linea que coincide con la
superficie del perfil ya viene definida por la condicién de contorno tangencial.

Por esta razon, el sistema a resolver estard compuesto por N, - Ny, ecuaciones
diferenciales (nimero de puntos en x por numero de puntos en y) menos las N,
ecuaciones diferenciales de v de la linea tangente a la superficie.

El mallado que se utilizara en este caso sera:
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Mallado original Mallado nuevo sistema

Mallado XY Mallado XY
1 : ‘ : ‘ : . : 1 — .
oal * i i = ; ] 1) AR S S LITTRTAEL ST S O B freeened]
- . - T . o7t
OB e e gy b g e UL SO S (1]{= ERERRPEE SORERE -------- --------- ]
> 05
@il T ........ SRR TR ........
(e ke e S A A R R D
0.2 )OOGOOOOGOOOOOOO_OOOG‘OOOO‘OG (olelslslslelolslolelelole]
ieisieleleletaislolototene el Egcacieycicazie seleiel
01 OOOGOOOQGOOGOOObOOOOOOC{OOOOOOOGOOOOOOO
OOC‘OOOOE_)GOOOOGGOOOOOOOO:OOOOGOOQOOOOO{)O
0 & & S i . ; & & &
0 0.1 02 03 04 D5 0e 07 og o o0sm

X
Figura 35: Mallado 32 aproximacion

Las expresiones del sistema a resolver discretizadas, segin las formulas de 2°
orden serian las siguientes:

(PWir1 — (PWi—q /(P(U = Syu = S))j1 — (p(v — Syu — St))j—l\
a( F 20x 20y
§<u + S"”) =—| (h=51)jy1 — (h = Sv)i_q [ - 0
v \ 2Ax / (h - Stv)j+1 - (h - Stv)j_l
0 24y

Para simplificar la resolucion de este sistema, se utiliza la siguiente notacion,
tomada de [7]:

4} p Fy pu Gy p(v—Sxu—S5)
w =W, =<u+5xv> ; F=|F =<h—5tv> ; G=1Gy | = 0
Wy v F; 0 G3 h—Sv

De esta forma, el sistema a resolverse puede expresarse de la siguiente forma:

(F1)i+1 - (F1)i—1 (Gl)j+1 - (Gl)j—1
a / 2Ax \ / 20y \
(W2 | =—| (F)is1 — Fy)iq |~ 0

W3

\ 2Ax / (G3)j41 — (G3)j—1
0 20y

Esta forma permitird manejar con mayor facilidad estas ecuaciones y ahorrara
coste de calculo. Sobre el cdédigo a implementar en Matlab cabe destacar varios
aspectos. En primer lugar, se puede observar que la discretizacion en la direccion y para
este caso es breve aunque dado que esto es solo una aproximacion, serd un primer paso
para seguir aumentando el mallado a lo largo de esta coordenada en posteriores
apartados.

Tal como ocurria en anteriores codigos, la condicion inicial y, debe ser
introducida en forma de columna por lo que es necesario definir los limites de los
valores pertenecientes a cada una de las tres variables. Se puede comprobar cdmo se
calcula la velocidad vertical v para la linea correspondiente a y = 0y como definen
estos valores a la variable W, en la misma zona, aunque es necesario recordar que los
datos de W3 en dicha region no se afiadiran a y, puesto que no se consideran incognitas
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a resolver en el sistema de ecuaciones diferenciales (se obtendrdn a partir de la
condicién de contorno de impenetrabilidad).

En las lineas de la funcion jamesondif se han incluido dos funciones que
responden a los nombres de matriz col y col matriz. Estas tienen la propiedad de
transformar vectores columna en una matriz y viceversa. Esta finalidad esta relacionada
directamente con la forma de implementar las diferencias finitas en las direcciones x e y,
pudiendo realizarse de forma mas sencilla y visual cuando los valores de los puntos del
mallado estan distribuidos de forma matricial (la configuracién real). Obtener las
diferencias en y cuando los valores se hallan en forma de columna puede resultar menos
intuitivo.

Otro aspecto relacionado con la definicion de matrices que alberguen los datos
de los puntos del mallado es la obtencidon de la correspondiente a la velocidad vertical.
Puesto que la fila y = 0 no se considera como ecuacidn diferencial, dicha matriz tiene
originalmente una fila menos que las relativas a los valores W; y W,. Sin embargo, para
poder realizar los célculos de las diferencias finitas correctamente, se afiade un vector
con los valores v, calculados al principio del codigo, términos que solo se usaran para
este fin.

Una vez definidas las diferencias finitas en ambas direcciones, se definen las
ecuaciones diferenciales, estableciendo la variable W, constante en el borde de ataque
para garantizar la estabilidad de la solucion (aunque no esto no serd necesario en el
programa final). En el caso de las expresiones correspondientes a W3 solo se obtienen a
partir de la segunda fila (la inmediatamente superior a y = 0). Una vez establecida la
matriz del sistema, se transforma en vector columna para poder ser “entregada™ al
método odel5s que se encargara de resolver y obtener los valores finales.

Resuelto el problema y conseguida la solucién para W;, W, y Ws, se procede a
calcular los valores correspondientes de u en todo el mallado (u también se ve afectada
por v puesto que precisa deW, para ser hallada) y de v en y = 0 mediante los valores de
u en esa linea.
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Mach local
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Figura 36: Mach/C,, con espesor Th/c =0.25
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Figura 37: Mach/C,, con espesor Th/c =0.3

Mach local
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Figura 38: Mach/C,, con espesor Th/c = 0.4
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3.5.3 Resultados: Seccion variable

Mach local

¢ o)
=3
o
= Az
1
09t
0B SN N T B N N B
o 01 02 0.3 0.4 0.5 0B 07 0.8 (14=) T i : : : | i i : :
xfc VU'SD 01 02 0.3 0.4 0s 0B a7 08 08 1
x/c
Figura 39: Mach/C,, con espesor Th/c =0.25
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Figura 40: Mach/C,, con espesor Th/c =0.3
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Figura 41: Mach/C,, con espesor Th/c =0.4

Desechada la aproximacién para una sola linea, se comprueba que con una
discretizacion en y, la posicion de la onda de choque se retrasa hasta alcanzar x ~ 0.6 —
0.8. Esta situacion es logica puesto que en un perfil parabdlico, la maxima seccioén
(zona tedrica donde el flujo se “estrecha” mads, por lo que la velocidad deberia ser
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maxima y la presion minima) se halla en el centro, por lo que en teoria se postula como
regidn propensa a generar una zona supersonica y a continuacion, provocar una
discontinuidad. Sin embargo, los resultados que ofrece este mallado generan una peor
estimacion para los valores de espesores estudiados, por lo que solo es posible recoger
conclusiones de forma cualitativa. Mds adelante se detallarda la mejora obtenida
mediante el uso de la viscosidad artificial.

Esto puede deberse a que en el primer caso, los términos relativos a las
diferencias en y son obviados, por lo que la variable de velocidad vertical se supone
definida por la superficie del perfil, lo que significa una variaciéon importante aunque
interesante del planteamiento del problema. En el segundo caso, dichos términos no son
despreciados y se afiaden a la resolucion.

Sin embargo, de momento se ha procedido con una discretizacion ligera en y (3-
5 lineas), por lo que los resultados, aunque parecen peores que los conseguidos en la
primera aproximacidn, son mas cercanos a la situacion final. Lo Gnico que se necesita es
aumentar el mallado e incluir términos estabilizadores como la viscosidad artificial (en
el siguiente apartado se analizara el efecto de dicho elemento en la resolucion).

3.5.4 Codigo MATLAB

%%%%%%%%%% Jameson_thirdaproach.m %$%%%%%%%%%
function Jameson thirdaproach
Clearall; close all; clc;

global gamma
gamma=1.4;

%% Valores iniciales
Uoo=1;
%% Mallado

x10=0; xiL=1; N=50; xiv=linspace (xi10,xiL,N); dxi=(xiL-x10)/(N-1);
yi0=0; yilL=0.2; Ny=3; dyi=(yiL-yi0)/(Ny-1);

[o3

Nx=N;
tinic=0; tend=1; Nt=30; dt=(tend-tinic)/(Nt-1);

%% Condicidén inicial yO0

Nro=N*Ny; Nul=Nro+l; Nuf=Nro+Ny*N;
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if Ny>1

Nv1=Nuf+l; Nvi=Nuf+Ny*N-N;
else

Nvl=Nuf; Nvf=Nvl;

end

yO0=zeros (Nvf, 1) ;
y0(1l:Nro,1l)=ones (Nro,1); yO(Nul:Nuf,1l)=Uoo;

if Ny>1

yO(Nv1:Nvf,1l)=zeros (Nro-N,1);
else

end

vO0=zeros (1,N);
w2=zeros (N, 1) ;

for i=1:Nx
x=xiv (1) ;
[s_x]=sx(x,tinic, Th);
[s_t]=st(x,tinic,Th);

v0(1l,1i)=Uoco*s x+s t;
w2 (i,1)=Uco+s x*v0(i);

end

yv0 (Nul:Nul+Nx-1,1)=w2;

%% Resolucion ecuaciones
for i=1:(Nt-1),

tO=tinic+(i-1)*dt; tf=tinic+i*dt;
[tsol ysol]l=odel5s (@Jamesondif, [tO
tf],y0,[],dxi,dyi,xiv,M0,Nx,Ny,Nro,Nul,Nuf,Nvl,Nvf, Th,v0);

Nsol=length(tsol);
Tsol=tsol (Nsol) ;

rho_sol=ysol (Nsol,1:Nro);
w_2 sol=ysol (Nsol,Nul:Nuf);

[rosol]=col matriz(rho sol,Nro,Nx,Ny);
[w2sol]=col matriz(w_2 sol,Nro,Nx,Ny);

if Ny>1
vv_sol=ysol (Nsol,Nvl:Nvf);
[vsol]l=col matriz(vv_sol,Nro-N,Nx,Ny-1);
vsol (2:Ny, :)=vsol;
else
vsol=zeros (1,Nx);
end

usol=zeros (Ny,Nx) ;
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for k=1:Ny

for j=1:Nx

x=x1iv (]J);
[s x]=sx(x,Tsol,Th); % Derivada respecto a x de la seccidn
[s t]l=st(x,Tsol,Th); % Derivada respecto a t de la seccidn

usol (k,j)=(w2so0l(k,j)-s t*s x)/(l+s x"2);
vsol(k,]j)=s x*usol(k,Jj)+s t;

else

usol (k,j)=w2sol (k,])-s_x*vsol(k,J);

end

end
end

vO=vsol (1, :);

Moo=0.85;

psol=(rosol.” (gamma)) ;
usol=usol*Moo./sqrt (psol./rosol);

%% Graficas

subplot(2,1,1)

for k=1:Ny

if k==

plot (xiv(1l:N), usol(k,:),'c','Linewidth', 2)
else

plot (xiv(1:N), usol(k,:),'r', 'Linewidth', 2)
end

holdon
title('Mach local', 'Fontsize', 13)
xlabel ('x/c', 'Fontsize',13)

ylabel ("Mach', 'Fontsize',13)
end

gridon
holdoff

subplot (2,1, 2)

for k=1:Ny

if k==

plot (xiv(1:N), -(psol(k,:)-1),'c', 'Linewidth',2)
else

plot (xiv(1l:N), -(psol(k,:)-1),'r', 'Linewidth',2)
end

holdon

title('C p', 'Fontsize',13)
xlabel ('x/c', 'Fontsize',13)
ylabel ('Cp', 'Fontsize',13)

end

gridon
holdoff
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pause (le-11)
yO0=ysol (Nsol, :)"';
cleartsolysol;

end

3% PROGRAMA DIF $%3%%%%%35%3%35%3%38%3%5%%%

function ydot =

Jamesondif (t,y,dxi,dyi, xiv,M0,Nx,Ny,Nro,Nul,Nuf,Nvl,Nvf, Th, v0)

global gamma

rho=y (1:Nro,1);
W 2=y (Nul:Nuf,1);

[ro]=col matriz(rho,Nro,Nx,Ny);
[w2]=col matriz(w 2,Nro,Nx,Ny);

if Ny>1
vv=y (Nv1:Nvf,1);

[vl]=col matriz(vv,Nro-Nx,Nx,Ny-1);
v(2:Ny, :)=v;

v(l,:)=v0;
else

v=v0;
end

u=zeros (Ny, Nx) ;

%% DEFINICION DE u $%$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for i=1:Ny
for j=1:Nx
x=x1iv (]J) ;
[s x]=sx(x,t,Th);

u(i,j)=w2(i,j)-s x*v(i,Jj);

end
end
$% DEFINICION DE F y G %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

Fl=zeros (Ny,Nx); F2=zeros (Ny,Nx);
Gl=zeros (Ny,Nx); G3=zeros (Ny,Nx);
h=zeros (Ny, Nx) ;

Moo=0.85;

for i=1:Ny

for j=1:Nx

x=xiv () ;

[s x]=sx(x,t,Th);
[s t]l=st(x,t,Th);

h(i,j)=0.5*(u(i,j)"2+v(i,3)"2)+(ro(i,j) " (gamma-1))/( (gamma-

1)*(Moo"2));
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h0=0.5*Uoc0"2+1/ ( (gamma-1) * (Moo"2) ) ;

F1(i,j)=ro(i,j)*u(i,j);F1l0=Uo0; 8F10 corresponde a Fl en corriente

F2(i,J)=h(i,J)-s_t*v(i,]);F20=h0; % F20 corresponde a F2 en corriente

Gl(i,J)=ro(i,J)*(v(i,J)-s_x*u(i,j)-s t); GIN=0;
G3(i,3)=F2(i,3); G3N=F20;

%GIN y G3N corresponden a Gl y G3en corrienteimperturbada

end
end

%% DERIVADA PRIMERA 3%%3%%3%%3%3%3%3%33%%5%%3%%3%%

Flx=zeros (Ny, Nx) ;
F2x=zeros (Ny, Nx) ;

Gly=zeros (Ny,Nx) ;
G3y=zeros (Ny, Nx) ;

for j=1:Ny

Flx(j,1)=(F1(2,1)-F10)/(2*dxi);%Diferencia respecto corriente

)
Flx(3,2:Nx-1)=(F1(j,3:Nx)-F1(j,1:(Nx-2)))/2/dxi;
Flx (3,Nx)=(F1(j,Nx)-F1(j,Nx-1))/2/dxi;

F2x(j§,1)=(F2(2,1)-F20)/(2*dxi) ;%Diferencia respecto corriente

)
F2x(3,2:Nx-1)=(F2(j,3:Nx)-F2(j,1: (Nx-2)))/2/dxi;
)

F2x(j,Nx)=(F2(j,Nx)-F2(j,Nx-1))/2/dxi;

end

%% DIFERENCIA FINITA PRIMERA EN Y %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for i=1:Nx

if Ny>1
Gly(1,1)=(-3*G1(1,1)+4*G1(2,1)-G1(3,1))/2/dyi;
Gly(2:Ny-1,1i)=(G1(3:Ny,1)-G1l(1: (Ny-2),1))/2/dyi;
Gly(Ny,1)=(GIN-G1 (Ny-1,1i))/2/dyi;%Diferencia respecto corriente
G3y (2:Ny-1,1)=(G3(3:Ny,1)-G3(1: (Ny-2),1))/2/dyi;
G3y (Ny,1)=(G3(Ny,1)-G3(Ny-1,1))/2/dyi;
G3y (Ny,1)=(G3N-G3(Ny-1,1i))/2/dyi;%Diferencia respecto corriente

Else

Gly(1,1)=0;
i)=0

end

3% ECUACIONES %3%%3%3%5%%3%3%5%3%3%3%38%3%3%%

rodot=zeros (Ny, Nx) ;
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w2dot=zeros (Ny, Nx) ;

for i=1:Ny
for j=1:Nx
if j==
rodot (i, J)=-Flx(i,1)-Gly (i, 1);
w2dot (i,3)=0;
else
rodot (i,J)=-F1lx(i,3)-Gly(i,]J);
w2dot (i,])=-F2x(1,7);
end
end
end
if Ny>1
vdot=zeros (Ny-1,Nx) ;
for i=2:Ny
for j=1:Nx
vdot (1i-1,3)=-G3y(i,73);
end
end

[vvdot]=matriz col (vdot,Nx,Ny-1);
ydot (Nvl1:Nvf,1)=vvdot;

else

end

[rhodot]=matriz col (rodot, Nx,Ny);
[w 2dot]=matriz col (w2dot,Nx,Ny);

ydot (1:Nro, 1)=rhodot;
ydot (Nul:Nuf, 1)=w 2dot;

TS SX 53T 5055055055055255555355555%5%%%%%
function [s x]=sx(x,t,Th)

if t<=0.5
TH=80*Th*t"3-240*Th*t"4+192*Th*t"5;
Elseif t>0.5 && t<1
TH=80*Th* (1-t)"3-240*Th* (1-t)~44+192*Th* (1-t)"5;
else

end
end

s x=2*TH* (1-2*x);
s x=2*Th* (1-2*x); % Seccidén constante

S St BTV 5T55T5555555555555%%5%%%%
function [s t]=st(x,t,Th)

if t<=0.5
TH t£=240*Th*t"2-960*Th*t"3+960*Th*t"4;
Elseif t>0.5 && t<1
TH t=-240*Th* (1-t)"2+960*Th* (1-t)"3-960*Th* (1-t)"4;
else
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TH t=0;
end
end
S _t=2*TH t*(x-x"2);
s t=0; % Seccidn constante

%% col matriz %3555 59559%9%%%%%%
function [matriz]=col matriz(columna,Nmat, Nx,Ny)

fil=1;
col=1;

matriz=zeros (Ny,Nx) ;

for I=1:Nmat
matriz (fil, col)=columna (I);
col=col+1;
if col>Nx
col=1;
fil=£fil+1;
else
end
end

%% matriz col %%%%3%%%3%%5%55%5%9%%%%%
function [columna]=matriz col (matriz,Nx,Ny)

I=1;
columna=zeros (Nx*Ny, 1) ;

for i=1:Ny

for j=1:Nx

columna (I)=matriz (i, J);
I=1+1;

end

end
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3.6 Cuarta aproximacion: Inclusidon de viscosidad artificial

3.6.1 Desarrollo

Como se ha podido comprobar, los resultados obtenidos hasta ahora, a pesar de
mostrar un comportamiento que modela de forma bastante aproximada la aparicion de
una onda de choque, también poseen un cardcter inestable en ciertos puntos provocando
oscilaciones (en algunos casos, de gran envergadura) en los valores, ralentizando el
proceso de calculo, provocando la apariciéon de posibles singularidades (matrices
singulares, nimeros complejos, tolerancias inalcanzables, etc.) y deformando la
representacion grafica.

Este suceso es una de las razones por las que surge la necesidad de incluir un
elemento estabilizador en las ecuaciones, elemento que ya fue citado en el capitulo
introductorio sobre el régimen transénico y que ha sido denominado viscosidad
artificial.

Dicho término puede aparecer naturalmente al resolver sistemas de ecuaciones
como Navier-Stokes al cometer un error numérico inevitable mediante los métodos
matematicos empleados, lo cual acaba generando de forma espontdnea una
discontinuidad para el caso de valores de Mach cercanos a 1.

En otras situaciones, la viscosidad artificial puede ser incluida en forma de un
término que se afiade a cada EDP. En el articulo de Jameson y Chipman, dicho
elemento tiene la siguiente forma:

Uare = € A(coordenada) DYD~

Donde ¢ es un parametro, A(coordenada) define el paso en la direccién que se
esté tratando y DT D~ son operadores de diferencias upwind y downwind o downstream
(aguas abajo). Sin embargo, aunque que esta definicion de la viscosidad artificial pueda
ser efectiva, resulta compleja e ineficiente ademas de poseer una notacion confusa.

Como ya se vio en el apartado del tubo de choque, una expresion muy utilizada
para representar el efecto disipativo deseado viene dado por la siguiente formula:

d?e
Ugre =V W

Donde v representaria un parametro de proporcionalidad entre la viscosidad
artificial y la derivada de cada funcion, e ¢ representa cada variable a resolver.De esta
forma, las ecuaciones a resolver deben ser modificadas de la siguiente forma:

9 < p P pu 9 p(v —Sxu—St) 92 p
— u+va>:——<h0—Stv>—— 0 +v—2<u+5xv>
ot v ox oy hy - S;v 0x v

Simplificando la notacion:
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(02) =) a2 o
=\ W2 |=—2\F2 )| — 5 v—| W2
ot W, ox dy Gy d0x? W,

En la forma discretizada, segiin la formula de 2° orden con diferencias centradas,
tanto para derivadas primeras o como derivadas segundas:

AN AR s Z 2D ¢ T
g (M 2Ax 28y | W)isr —2W); + W)y |
= We | =~ (F)ipy — (Fa)iq | 0 tv
ot\w, e G = G || o |
\ 2 / (Oin = (B, \(Ws)i+1 2+ O /
X

Establecida la forma, tinicamente seria necesario incluir en el cddigo Matlab el
valor escogido para v y la formula para la aproximacion de la segunda derivada.

3.6.2 Resultados: Seccion constante

Mach local
13 ——
12F
1.1
=
[¥)
Ic} : i : :
=i O R SR
0.8
g7 s ot s AR SR
P 5@ o8 & 5 & R 4 ogbo o
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 0a 1 a 01 02 0.3 04 05 06 07 0.8 09 1
xic x/c
Figura 42: Mach/C,, con espesor Th/c =0.25
Mach local <,
13 : : 04 ;
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: 03
07
0.4
0Br 05
o : k : ; : i i : ; - i ; 3 ; : i i ; ;
0 01 02 03 04 05 06 o7 o8 09 1 o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0s 0s 1
x/c x/c

Figura 43: Mach/C,, con espesor Th/c =0.3
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Mach local

xic

Figura 44: Mach/C,, con espesor Th/c =0.4
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Figura 45: Mach/C,, con espesor t/c=0.25

Mach local

Mach

08p

D&

07

i}

; i
01 02 03 04 05 0B 07 08 09
xfc

04 06 07 0g 08 1

08 L
]

01

0.z

03

0.4

Figura 46: Mach/C,, con espesor Th/c =0.3
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Mach local c
‘ ‘ . ‘ . : s

18} - U NN R S S osf
v g rian g gy 04}
o2}

ok

Mach
Cp

02F
a4l
QB

= R UL S O s g g il

-
o

; : ; ] h

i L i i L L L i i L
01 02 03 04 05 0B 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
xfc we

Figura 47: Mach/C,, con espesor Th/c =0.4

A pesar de que la discontinuidad supone un cambio brusco, la viscosidad no
afecta a la reproduccion de la misma y es capaz de afinar la tendencia propia del
fenomeno. En este sentido, se podria afirmar que posee un efecto de homogeneizacion
sobre la funcion en general.

Este aspecto debe ser reforzado también por el valor numérico que se otorga a v.
Dar un valor pequefio aportard unos datos més sensibles a cambios y més propensos a
oscilar mientras que un valor grande estabilizara demasiado la representacion y el
resultado seria muy distinto al deseado. Es por ello que la fiabilidad del proceso se ve
influenciada directamente por este parametro.

De este punto se denota que es necesario ajustar el valor v para cada problema,
alcanzando una solucién de compromiso positiva entre la fiabilidad del método y la
estabilidad del resultado. Esta solucion también se vera intervenida por los parametros
fisicos tales como el espesor de la seccion o la discretizacion, por lo que es necesario
realizar un estudio (que no se detallara en esta memoria por ser demasiado extenso y
que no es estrictamente necesario para poder comprender el procedimiento que se
expone) para obtener la viscosidad que permita cumplir con todos los requisitos.

En lo relativo al coste computacional, la expresion utilizada de la segunda
derivada ha resultado muy efectiva puesto que el tiempo que se incrementa en la
resolucion no es relevante frente a la duracion propia del calculo numérico de la
ejecucion del programa odel3s.

Por otro lado, intentos realizados con la definicion que utilizan Jameson y
Chipman en su articulo [7] denotan la necesidad de mayor tiempo, no solo en el
procesamiento en si, sino también en la duracion de la depuracion de cddigo necesaria
para que sea correcta la implementacion. Este es uno de los puntos clave a destacar del
método utilizado, pues un programa complejo llevaria a una serie de modificaciones que
lastrarian todo el proceso.
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3.6.4 Codigo MATLAB

o\°
o\°

000000000 : 000000000
3%%%%%%%% Jameson V1SCOUS 33%3%%%%5%

$% Solo se mostraran las lineas que difieran de anteriores programas.
El resto del cdédigo es idéntico %%

function ydot =
Jamesondif (t,y,dxi,dyi, xiv,M0,Nx,Ny,Nro,Nul,Nuf,Nvl,NvEf, Th,v0)

$%Derivada segunda $%%%%%%%%%%%%%
roxx=zeros (Ny,Nx) ;
w2xx=zeros (Ny, Nx) ;
vxx=zeros (Ny,Nx) ;

for j=1:Ny

roxx (J,2: (Nx=-1))=(ro(j,1: (Nx=2))=-2*ro(j,2: (Nx=1))+ro(j,3:Nx))/ (dxi"2);
roxx (j,1)=(1-2*ro(j,1)+ro(j,2))/(dxi"2);

roxx (j,Nx)=roxx (j,Nx-1);

w2xx (7,
w2xx (7,

) MO- 2*W2(] 1) W2(j, ))/ (dxin2);
w2xx (3, Nx

Nx-1))=(w2(j,1: (Nx=2))=-2*w2(j,2: (Nx=1))+w2(F,3:Nx) )/ (dxi*2);
(
=w2xx (j,Nx-1);

:(
)

vxx(j,2: (Nx=1))=(v(J,1: (Nx-2))-2*v(],2: (Nx-1))+v(]j,3:Nx))/ (dxi"2);
vxx (7, )=( 2*v(3,1)+v(J,2))/ (dxi"2);

vxx (j,Nx)=vxx (J,Nx-1);

end

oo

%% ECUACIONES %36%%%2%35%%

rodot=zeros (Ny, Nx) ;
w2dot=zeros (Ny, Nx) ;

for i=1:Ny
for j=1:Nx
if j==
rodot (i,3)=-Flx(i,1)-Gly(i,1l)+vis*roxx(i,1);
w2dot (1i,73)=0;
else
rodot (i, J)=-Flx(i,3)-Gly(i,j)+vis*roxx(i,j);
w2dot (1,J)=-F2x(1,7J)+vis*w2xx(1i,7);
end
end
end
if Ny>1
vdot=zeros (Ny-1,Nx) ;
for i=2:Ny
for j=1:Nx
vdot (1-1,J)=-G3y (i, J)+vis*vxx (i, J);
end
end

[vvdot]=matriz col (vdot,Nx,Ny-1);
ydot (Nv1:Nvf,1)=vvdot;

else
end
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3.7 Aproximacion final: Discretizacién espacial total, ley de
espesor y matriz jacobiana

3.7.1 Desarrollo

Finalmente, obtenidas y presentadas las aproximaciones, ya es posible realizar el
planteamiento para abordar el problema con una discretizacion completa y extensa, asi
como para incluir la viscosidad artificial por la que se obtengan unos resultados con una
tendencia estable.

Por otro lado, hasta este apartado la no estacionariedad del proceso se ha venido
caracterizando por la ley temporal del espesor definida en el articulo [7] descrito por
Jameson y Chipman. Sin embargo, la busqueda de la simplicidad y la eficiencia asi
como del directo entendimiento visual que caracteriza este proyecto lleva a pensar una
manera alternativa para desarrollar el proceso de formacion temporal de la onda de
choque, ya que la funcion establecida en [7] posee cierta complejidad.

Por esta razon, es interesante realizar un andlisis con una ley que varie
progresivamente y que se mantenga en el tiempo, con el fin de captar correctamente el
salto de presiones y velocidades. Asi pues, se ha decidido que en este apartado, el
espesor del perfil venga dado por una expresion que represente un crecimiento rapido
pero controlado y que se mantenga en el maximo una vez alcanzado éste.

La funcién que encaja mejor con esta definicidn es la tangente hiperbolica:

TH = TH,qy - tanh (7 - t")

Donde t' = L
T

Espesor para tau=8

Tiempo
Figura 48: Ley de espesor con tangente hiperbdlica

El sistema a resolver es similar al planteado en el apartado anterior, donde se
incluye el término relativo a la viscosidad artificial:
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9 %l 9 51 9 %1 Ly %l
A\ V2 =75\ 2 ) T 50 v W
at W, 0x 0 dy Gy d0x W,

En forma discretizada, estas ecuaciones pasan a ser:

(W11 — 2(W1); + (W) i—y

(F)iv1 — (Fiq /(Gl)jﬂ - (Gl)j—l\ a2
a (M 20x 20y Wens — 2000+ (W)
a<%2> =~ (F)iva — (Fis | G 0 G.) |+v dat szz - 27t
3 2A 3)j+1 — \b3)j1 o ' '
Ox \ 20y / Wa)ins Z(AVZz)t + (W3)i-q

El mallado que se utilizara en este caso serd mucho mas extenso que el utilizado
en anteriores apartados. En esta ocasion, el numero de lineas en las que se discretiza la
direccion y sera mayor (11 lineas) y el valor mas alto de y sera igual a 0.5:

Mallado original Mallado nuevo sistema

Mallado XY Mallado XY

1 . 1 . — ‘

T
(1] — . L — O RUUSE SRR SO T IR FoiLossa st neadims e el s b

osl 1)) R NPRVRNR PUPEN . NAROPL SNRRUANY | SVNE SR, SN SO

07 n7p

>0 : : alslatoialabelatotolatstatatotetetatsd
[slalololelolotololelsleTolelelelelololelololstolots o lolotol s IoY oloteTeteTed
[iFlatatalataltatatatclatalatatstetctatalatototatatatayotatoatata ot ctot exatatad
ielslolslolololslololelelololelelelololslolalsiolotslololololeToR olotstetole)
[ufclfatalatalatatetalalalalatotatetatatetatototatatat Yot atatatatatatotot etotate)
[slslololstelolotoletelsTololslelalslslsTelslslolotelelel ot eloteT slototelelsd
02 2 { SOeEae08

[slalololelolototoletelelotolelelalslolslelalstoloslelal oteloTot clototelsls)
0.1 alatotersal [eleteteted gRetatel
eTeTelo T TR Eete TateTetototetotetelet et otot ol statotetetet et Tot Yoo tate)

S O.5FE o
0.4

0.5 - g

0.2¢¢

0.1 e

o N N N N N S o bocabanos EReo
0 01 02 03 04 05 0B 07 0B 09 0 1N 02 03 04 05 0k 07 08 09 1

X X
Figura 49: Mallado aproximacion final

En lo relativo al uso de odel3s, esta funcion permite incluir la opcidén de aportar
el jacobiano del sistema de EDP como argumento para establecer las relaciones entre las
distintas variables. Esta posibilidad se realiza mediante la opcion del odel5s
denominada JPattern. Haciendo uso de esta herramienta y de la funcion Sparse de
Matlab para generar matrices dispersas, se puede simplificar el jacobiano que debera
utilizar el programa ode para la resolucion del sistema.

La matriz jacobiana, teniendo tantas filas y columnas como variables a resolver
tenga dicho sistema, define para cada fila las incognitas del problema que se hallan en la
ecuacion diferencial correspondiente a la variable situada en dicha fila. Por ejemplo, la
fila 1 del jacobiano en este caso establecera qué elementos intervienen en la EDP de la
densidad que caracteriza el punto que se halla justamente en el borde de ataque. La fila
2 sera similar pero responde al valor de la densidad en el siguiente punto en la direccion
X.

Las variables que intervienen o no en cada ecuacién se indican mediante un 0 (si
no estd presente) o un 1 (si esta presente) en la columna correspondiente. Al introducir
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la matriz jacobiana de forma dispersa, Matlab elimina los términos nulos y se queda con
los valores unidad, de manera que puede trabajar directamente con los elementos que
interesan en cada momento sin tener que perder tiempo con aquellos que no estan
involucrados.

Para implementar estos cambios en el codigo Matlab, solo sera necesario
cambiar las lineas relativas a la discretizacion en y, ademas de modificar las funciones
S, y Ste incluir la funcidn que genera la matriz jacobiana dispersa:

3.7.2 Resultados

Para poder observar correctamente la resolucion de los datos obtenidos, se
mostrard una relacion de graficas referentes a distintos espesores. Por lo general, el
problema se resolvera para una viscosidad artificial igual a 0.005:

Espesor: Th = 0.3

AY = 0.05 (N, = 11)

0.8 : ; : , , ; : : : 15

Cp
Mach

05 I N SR NS S S B -
i} 0.1 02 0.3 0.4 0.4 0.6 0.7 0.8 09 1
xfc

Figura 50: Mach/C,, con espesor Th/c =0.3
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Espesor: Th = 0.4
AY = 0.05 (N, = 11)

Mach

4 i |
] 0.1 0z

0.3 04 05 0 07 0g 09 1
x/c

Figura 51: Mach/C,, con espesor Th/c =0.4

Espesor: Th = 0.5

AY = 0.05 (N, = 11)

0s

Mach

AE i i
o 01 0z 03

1
0.4 05 0B a7 0s 0g 1

xfc
Figura 52: Mach/C,, con espesor Th/c =0.5
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Espesor: Th = 0.65

AY = 0.05 (N, = 11)

Mach

;
o 0.1 oz 03 04 0a 06 o7 08 09 1
%

Figura 53: Mach/C,, con espesor Th/c=0.65

En estas graficas ya se corrobora una distribucién de presiones acorde a la
descripcion que se tenia inicialmente sobre el régimen transonico. Inicialmente, la
presion disminuye de forma mondtona asi como aumenta el Mach local hasta la mitad
del perfil. Pasado el méaximo espesor, se observa el salto de presiones hacia un valor
mayor. El nimero de Mach local, que hasta ese punto se hallaba en valores
supersonicos, baja de forma brusca hasta hallarse por debajo de 1, formandose de nuevo
otra zona subsdnica. Los resultados obtenidos tienen una logica fisica solida y apoyan la
alta fiabilidad del programa desarrollado (se analizardn con mas detalle en el capitulo 4)

3.7.3 Cédigo MATLAB

$%%%%%%%%% Jameson_transonic %%%%%%%%%%

$% Solo se mostraran las lineas que difieran de anteriores programas.
El resto del cdédigo es idéntico %%

yi0=0; yiL=0.5; dyi=0.05; Ny=1+(yiL-yi0)/dyi;

[}

°

options=odeset ('Jpattern', jpattern (Ny,Nx,Nro));

[tsol ysol]l=odel5s (@Jamesondif, [tO
tf],y0,options,dxi,dyi, xiv,M0,Nx, Ny, Nro,Nul,Nuf,Nvl,Nvf, Th,v0);
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function [s x]=sx(x,t,Th)

tau=10;

A=Th/tanh (tau); TH=A*tanh(t*tau);
$TH=Th;

s _x=2*TH* (1-2*x);

o\
oo
oo
oo

St %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%3%%%%¢%
function [s_t]=st(x,t,Th)

tau=10;

A=Th/tanh (tau); TH t=A*(1l-(tanh(t*tau))"2);
s _t=2*TH t*(x-x"2);

%% SPAR $%%%%%%%%%%%%%%3%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
function [matriz]=spar (Ny,Nx)

Nro=(Nx+2) * (Ny+2) ;
mat=zeros (Ny+2,Nx+2) ;
I=1;

for k=1: (Nro)
i=ceil (k/ (Nx+2));
J=k- (Nx+2)* (i-1);
if j==1 || i==1 || Jj==Nx+2 || i==Ny+2;
else

end
end

function [matriz]=sparv (Ny,Nx)
Nro= (Nx+2)* (Ny+2) ;

mat=zeros (Ny+2,Nx+2) ;

I=1;

for k=1: (Nro)
i=ceil (k/ (Nx+2));
J=k- (Nx+2)* (i-1);
if ==1 || i==1 [| i==1 || j==Nx+2 || i==Ny+2;
else
mat (i+1,3, 1)
mat (i-1,73, 1)
I=1+1;

=1:

’

end
matriz=mat (2: (Ny+1),2: (Nx+1),:);
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function [matriz]=sparx(Ny,Nx)
Nro= (Nx+2) * (Ny+2) ;

mat=zeros (Ny+2,Nx+2) ;

I=1;

for k=1:(Nro)
i=ceil (k/ (Nx+2));
J=k—=(Nx+2)* (i-1);
if J==1 || i==1 || Jj==Nx+2 || i==Ny+2;
else
mat (i,3+1,1I)
mat (i,3-1,1)
I=1+1;
end
end
matriz=mat (2: (Ny+1),2: (Nx+1),:);

=1:

’

o o 000000000000000000000000000
3% JPATTERN 336336600600 600060060060600%0

function [S]=jpattern (Ny,Nx,Nro)
[matriz]=spar (Ny,Nx) ;
[matrizx]=sparx (Ny,Nx) ;
[matrizy]=sparv (Ny,Nx) ;

S=zeros (Nro, Nro) ;

for i=1:Nro
[columna]=matriz col (matriz(:,:,1i),Nx,Ny);
[columnav]=matriz col (matriz (2:Ny,:,1),Nx,Ny-1);

S(i,1:Nro)=columna’;

S(i, (Nro+1l): (2*Nro))=columna';

S(i, (2*Nro+1): (3*Nro—-Nx) )=columnav';
end

I=1;

for i=Nro+l:2*Nro
[columna]=matriz col (matrizx(:,:,I),Nx,Ny);
[columnav]=matriz col (matrizx(2:Ny,:,I),Nx,Ny-1);
S(i,1:Nro)=columna’;

S(i, (Nro+1l): (2*Nro))=columna';

S(i, (2*Nro+1): (3*Nro-Nx) )=columnav';
I=1+1;

end

I=Nx+1;

for 1i=(2*Nro+1) : (3*Nro-Nx)
[columna]=matriz col (matrizy(:,:,I),Nx,Ny);
[columnav]=matriz col (matrizy(2:Ny,:,I),Nx,Ny-1);
S(i,1:Nro)=columna’';

S(i, (Nro+1l): (2*Nro) )=columna';

S(i, (2*Nro+1): (3*Nro-Nx) )=columnav';
I=1+1;

end

S=sparse(S);
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CAPITULO 4: ANALISIS DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

4.1 Comparacion MATLAB vs Jameson - Chipman

Obtenidos todos los resultados, es interesante hacer una comparacién de los
resultados conseguidos mediante el método odel5 que implementa Matlab y cuyo
cédigo se ha venido desarrollando en este proyecto frente a los datos aportados por el
trabajo de Jameson y Chipman. En concreto, se analizaran los casos de discretizacion en
X con seccidn variable en el tiempo segln el espesor definido en [7] y la aproximacién
final recreando un problema mucho mas parecido.

Cabe resefiar antes de realizar dicha comparacion que son métodos que han
empleado perfiles con una geometria distinta y con espesores que dependen del tiempo
segun leyes diferentes, por lo que no es posible hacer un analisis cuantitativo de los
resultados. Sin embargo, cualitativamente si deben guardar cierta relacion por lo que
sera esa similitud en cuanto al comportamiento de la solucion lo que se valorara en este
apartado. Comenzando con el caso de la primera aproximacion realizada con seccion
variable, la comparacion es la que prosigue a continuacion:

2% Aprox - t/c=0.43

01

PRESENT METHOD

— e (FC) SMALL DISTURBANCE
= o v o (NC) FULL POTENTIAL 1

& i I i I i I i
0.2 | 1 | ] a 0.1 02 03 04 05 08 07 08 08 1

-1.0 05 o 0s 10
xie xfc

Figura 54: 12 aproximacion con seccion variable frente a Jameson — Chipman. Ref. [7]

En este caso, a pesar de que el resultado obtenido por Matlab es una
aproximacion muy suave del problema real, pues solo se discretiza una linea en y. Sin
embargo, a pesar de esto, se comprueba cierta similitud en el orden de los resultados y
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en la tendencia que siguen (la grafica obtenida por el método con odel5s corresponde al
tiempo final). Hay que recordar que la ley de espesor utilizada en este apartado fue la
misma usada en [7] por lo que es ldgico que se capten comportamientos parecidos,
aunque también debe destacarse que la geometria de los perfiles es distinta por lo que
no se podrian dar los mismos resultados para ambos casos.

Como se explicd en anteriores apartados, se comprueba en ambas graficas el
salto de presiones que existe en mitad del perfil evidenciando la presencia de una onda
de choque. Se observa que en el método por odel5s, la discontinuidad es menos brusca
y la posicién es menos exacta, aunque como ya se comentd, al ser una aproximacion
bastante burda cabe esperar que existan discrepancias. A pesar de todo, los efectos
cualitativos son destacables, los cuales han permitido seguir confiando en la posibilidad
de obtener resultados mas cercanos mediante Matlab.

A medida que se profundiza en la discretizacion de la direccion y los datos para
el perfil parabolico empiezan a diferir y a parecerse mas a los adecuados para su forma:

08
(e[ SO
-as
0.4
D,

\ o2t
i
[}

04l

Cp 00

Cp

PRESENT METHOO

e — REF. 10 [FC) SMALL DISTURBANCE

05 = REF. 13 (NC) FULL POTENTIAL \ agk

08k

;
i | 1 L 1 | 0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1

A i i i |

] 02 o4 08 08 10

xle X
Figura 55: 42 aprox. con odel5s frente a Jameson — Chipman. Th/c = 0,4. Ref. [7]

En la zona final de la grafica representaba se puede ver como la tendencia
descendente se hace mas pronunciada en torno a un valor de x € (0.7 — 0.9). Es ahi
donde se aprecia realmente la aparicion de la onda de choque, pasada la zona de mayor
seccion. En comparacion con los datos de [7], se observa similitud en el orden de los
valores del coeficiente de presiones asi como en la posicion de la onda de choque.

Una vez descrita esta comparacion, se puede pasar a analizar los resultados
finales obtenidos en este proyecto:
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-05

s 00

Mach

PRESENT METHOO

= == REF. 10 {FCI SMALL DISTURBANCE

Lo o === == REF. 13(NC] FULL POTENTIAL \

| | | | I
10
0 02 04 06 08 10 x/c

wie

Figura 56: Aprox. Final con odel5s frente a Jameson — Chipman. Th/c=0.5. Ref. [7]

-08

Cp 00

Mach

PRESENT METHOO

e — REF. 10 [FC) SMALL DISTURBANCE

L e ] REF. 13 INC) FULL POTENTIAL \

1 | L 1 | 2 i L L L L i i L L
10
5 22 o4 o6 m o 0 o1 0.2 03 0.4 0s 0.e 07 0s 09 1

e xfc

Figura 57: Aprox. Final con odel5s frente a Jameson — Chipman. Th /c=0.65. Ref. [7]

De esta comparacion cabe destacar que para ambos espesores, en lo que respecta
al rango de valores, se da un orden parecido tanto en Jameson-Chipman como en el
método por odel5Ss, comprobandose una vez mas que los resultados son logicos y
fiables. La discontinuidad es manifiesta en todas las gréaficas, representando la posicién
de la onda de choque.

Por otra parte, existe cierta tendencia de las presiones similar entre ambos
métodos, observandose una pequefia protuberancia de las presiones pasada la onda de
choque. Si se comprueba también los valores de Mach, se puede ver que existe una
caida brusca desde el valor maximo hasta hallarse por debajo de 1, lo que de nuevo
corrobora la presencia de la onda. La posicion que toma la discontinuidad dentro del
perfil es similar para ambos métodos, cuya explicacion se dio en el apartado relativo a la
ultima aproximacion.

En lo que respecta a la profundidad del mallado, se concluye que los resultados
para ambos casos poseen discrepancias aunque el comportamiento es similar. Se
concluye de este estudio, que para un valor de 11 lineas en y la fiabilidad de los datos
obtenidos es buena. La eficiencia computacional es aceptable para el proposito de este
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proyecto, siendo muy inferior para mas lineas, debido al aumento del tiempo necesario
para completar la resolucion (se han realizado calculos incluyendo 21 lineas
obteniéndose resultados en un tiempo mucho mayor (alrededor de 20 minutos) con una
tendencia claramente no estable donde la onda de choque se suaviza demasiado).

Para acabar de corroborar finalmente que el resultado conseguido es fiable, se
puede realizar un sencillo calculo de la resistencia generada por la distribucion de
presiones mostradas. Para obtener dicho valor, es necesario resolver la siguiente
expresion:

D=2 f B = Py dX
0

Siendo n,, = —

Adimensionalizando la anterior expresion:

D = 2p.c f () - Dnydx - cd— =2 f () — Dnydx

Para implementar en Matlab esta férmula solo es necesario incluir dos lineas:

[nx]=-sx(xiv, 1, Th);
Cd=trapz(xiv, (psol(1l,:)-1).*nx);

Para una distribucion de presiones estacionaria como la presentada para el caso
Th . . : :
del perfil con espesor —= 0.5, el coeficiente de resistencia es igual a 0. 1222.

Aunque la forma del perfil es una variable a tener en cuenta para realizar
comparaciones, resulta cuanto menos curioso comprobar la similitud entre el valor
obtenido por este método respecto a los mostrados en las figuraS8, que se presenta a
continuacion:
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1.0 T
Cd
08 —
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04 —

02 —
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0

Figura 58: Aumento de resistencia frente a Mach. Ref. [21]

De esta forma, todos los datos conseguidos apoyan la idea original que se
concebia al principio de esta memoria de representar el comportamiento del régimen
transonico mediante un codigo MATLAB de dificultad media aunque asequible para el
nivel universitario, y sobre todo, de captar la onda de choque que se genera sobre la
superficie del perfil.

4.2 Conclusiones finales

Como punto y final a este proyecto, es interesante hacer una recopilacion de los
objetivos planteados y las soluciones alcanzadas para poseer una vision general del
trabajo, asi como para poder entender lo que representa esta investigacion para los
conocimientos del campo de la dindmica de fluidos.

Inicialmente, se establecid una meta prioritaria: conseguir un método numérico
que permitiese, de forma simple y clara, mostrar una aproximacion fiable del
comportamiento del régimen transénico en ordenadores accesibles para la mayoria de
docentes y estudiantes, asi como de otros investigadores, basdndose en los
procedimientos obtenidos anteriormente por los expertos en esta materia, como el inglés
Anthony Jameson.

La motivacién que se hallaba tras la propuesta de conseguir definir de alguna
forma este régimen no era otra sino la de dar a conocer el régimen transonico para
aquellos que no dominen la materia asi como para estudiantes, para los que entender
este fenomeno, aunque sea de forma cualitativa, puede resultar de gran interés y
utilidad, por las razones que se explicaron al comienzo de esta memoria.

La recopilacion de informacion sobre este campo, que a dia de hoy se ve

dispersa y esquiva entre no demasiados libros (muchos son los que pasan ligeramente
por encima, sin llegar a profundizar) y articulos (algunos de ellos demasiado farragosos,
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con excesiva complejidad matematica) permite tener una vision mucho mas amplia del
régimen transoénico de lo que se ha tenido hasta ahora.

El estudio y analisis de la linea de investigacion histérica que se ha seguido
sobre este fendmeno, presentado ampliamente en el capitulo 1, ha permitido al autor de
este trabajo acceder a conceptos y herramientas matematicas, asi como planteamientos
que se ven reflejados en el método final alcanzado (discretizacion, método de lineas,
viscosidad artificial, condiciones de contorno, etc.). Estos elementos también han
ayudado a conocer y comprender cudles debian ser los pasos a seguir y los resultados a
obtener para poder dar por valido el procedimiento descrito, sin los cuales este trabajo
no habria sido posible.

El hecho de completar esta compilacion en espafiol también supone una ventaja,
puesto que la literatura espafola relativa es muy escasa (por no decir, casi inexistente) y
tener una materia de cierta complejidad expresada en una lengua extranjera (la jerga,
aunque inglesa, puede resultar en algunos momentos incomprensible siendo necesaria la
ayuda de un diccionario técnico) puede disuadir a aquellos que se interesen por este
campo de profundizar en élI.

En lo relativo a la resolucion del problema, investigar y utilizar el método de
lineas ha sido crucial, pues ha permitido cumplir con todos los requisitos que debia
adquirir el proyecto, que a su vez representaba un gran reto pues la dificultad que
implicaba era bastante alta (como se ha podido ver en el empefio que ha sido necesario
para hallar los métodos empleados histéricamente, asi como en el procedimiento que se
ha seguido en este desarrollo).

La viabilidad del método de lineas ha venido sujeta a tres cualidades:
simplicidad, eficiencia y versatilidad. Poseer una herramienta que encaje en estos tres
aspectos supone una importante potencia computacional, como se ha podido comprobar
en los resultados, y éste ha sido uno de los aspectos que ha permitido concluir
satisfactoriamente este trabajo.

Otro de los elementos fundamentales sobre los que se ha cimentado ha sido el
uso del software Matlab, reconocido y usado por la amplia mayoria de personas que se
manejan en el mundo de la ingenieria, tanto profesionales como estudiantes, al ser una
herramienta altamente versatil que posee una biblioteca de funciones muy potente.

En concreto, han sido los programas que implementan los métodos Runge-Kutta
para ecuaciones diferenciales tipo ode (45, 15s, 23s, etc.) los que han hecho posible la
resolucion del sistema de ecuaciones de dinamica de fluidos potenciales. La version que
mejor encaja y funciona para el objetivo de este proyecto es odel3s, particularmente
disefiada para resolver sistemas EDP de caracter rigido. Otros métodos, como por
ejemplo Adams-Moulton, han demostrado ser menos eficientes y ha sido, de nuevo, la
simplicidad de la aplicacion de la funcion ode y la fiabilidad y precision de sus
resultados la que le permite formar parte de este estudio.

Por otro lado, la definiciéon y el uso del término de la viscosidad artificial ha sido
otro pilar fundamental. Las multiples referencias a este elemento asi como su expresion
lo convertian en un componente clave para resolver este problema. Su uso ya fue
propuesto en varias referencias de la bibliografia manejada y la efectividad de su
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empleo mediante una funcidén tan sencilla como una derivada segunda (la féormula
presentada en la referencia [7] requiere un entendimiento complejo de los términos que
intervienen y un célculo costoso y farragoso, hechos que no cuadran con los valores en
los que se basa este proyecto) recalca la simplicidad y la capacidad de visualizacién del
método en general. Sin embargo, ha sido necesario estudiar los valores para el término
v que apoyan la solucion sin distorsionarla demasiado, de forma que los resultados
conserven el comportamiento brusco de la onda de choque.

Finalmente, en lo relativo a resultados, se ha comprobado la factibilidad de
obtener una representacion grafica que muestre claramente el comportamiento del
régimen transénico. La visualizacion de los datos conseguidos muestra la presencia de
un area supersonica justo antes de la caida de valores, hasta que el Mach se halla por
debajo de 1. El hecho de conseguir captar dicha discontinuidad tiene un gran valor para
dar validez a este proyecto, puesto que era el objetivo clave para comprobar que
realmente el método planteado podia modelar un estado de esas caracteristicas.

También cabe destacar la consecucion de datos para un régimen no estacionario,
cuyas propiedades cualitativas han sido comparadas con los resultados por articulos de
prestigio y peso como [7], lo que corrobora ain mas la fiabilidad y la versatilidad del
procedimiento creado.

Solo queda afiadir que este proyecto supone un hito tanto a nivel personal del

alumno que escribe como a nivel académico, en lo que refiere al conocimiento del
régimen transonico.
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Apéndice A

A.1 Formulas de segundo orden

. .y ., du(x;
Para obtener una aproximaciéon de la expresion d(x D — u,(x;), se hace uso de

los valores de la variable u para x;, x; ., X;—; mediante series de Taylor centradas en x;.
De esta forma, u(x;,1) y u(x;_1) se pueden expresar como:

du(x;) 1 d?*u(x;)
u(xip1) = ulx;) + dxl Crivr — X)) + ETZI(JQH —x)% +
( i) 1 d?u(x))
u(xi—1) = ulx) + —— (g —x) + ETZL(xi—l —x)* +
Restando estas expresiones:
du(x;
u(xip1) —ulx;_q) = 2Ax (xg) +
Con lo que, siendo Ax = x; — x;_1
du(x;) u(xjyq)—u(x;_
( 1): ( l+1) ( i 1)+0(Ax2)

dx 2Ax

De esta forma se obtiene la diferencia finita centrada de segundo orden. Notese
que para la utilizacién de este proceso es necesario tener como minimo 3 puntos. Sin
embargo, para los puntos x; y xy se obtienen singularidades puesto que es necesario
conocer los valores referentes a las posiciones x, y xy41 que no estan definidas. Por
tanto, para estos puntos se define la formula de segundo orden de forma distinta:

d() 2(1)

u(xy) = ulxy) + (Ax) + 31 ———(Mx)* +

du(x,) “u(x,)
Ty (2A)+—

TR (2Ax)% +

u(xz) = ulxy) +

Multiplicando la primera ecuacién por 4 y restando la segunda:

du(xq)
dx

4u(xz) — 3u(xy) — uxs) = (24x)

du(x;) —3u(xy) + 4ulx;) — u(xz)
dx 2Ax

+ 0(Ax?)

De forma analoga para xy:

du(xy) 3u(xy) —4u(xy_1) + u(xy_z)

_ 2
dx 2Ax +0(Ax%)
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Para obtener la aproximacion de las derivadas segundas, el procedimiento es
similar al de las derivadas primeras, sumando las ecuaciones que aparecian al principio
de este subapartado:

ki) + i) = 2uCr) + o (a2 4

d’u(x;)  u(xiq) — 2ulxy) +ulx;_q)
dxz Ax?

+ 0(Ax?)

Para los puntos extremos, se realizan pasos semejantes para la derivada primera
pero se multiplica la primera ecuacion por 2 y se resta la segunda ecuacion:

2u(x;) — u(r;) — uxs) = dzu("” 2 (an)? +

d’u(xy)  u(xy) — 2u(xz) + u(x;s)
dx? (Ax)?

Para xy:

d’u(xy)  —u(xy) + 2u(xy) — u(xz)
dx? (Ax)?

A.2 Formulas de cuarto orden

Para aumentar el grado de precision de las férmulas, es posible usar
procedimientos que involucren 5 puntos (X;, Xj41, Xi—1, Xj+2,Xi—2) €n vez de 3 para
aproximar las derivadas, obteniendo métodos de cuarto orden. Los pasos a seguir son
similares a los de las formulas de segundo orden:

du 1 d2u(x;
uCr2) = uCe) + o iy gy ¢ U s
. 2 .
u(xi—1) = ulx;) + () Cio1 — %) + %d;—x(fl)(xiq —x)% +
, 2
) = uCe) + o ey ¢ U s
du(x;) 1 d?u(x;)

u(xi—z) = ulx) + dx (Xip2 = x;) + N dxZ (Xi42 —x)% +

Al igual que anteriormente, se procede a realizar una combinaci(')n lineal de estas

ecuaciones de forma que se pueda hallar una expresion de 28X dx ) Dicho procedimiento
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es largo y farragoso, aunque si que es posible explicar que es necesario multiplicar cada
ecuacion por un coeficiente a, b, ¢, d y estableciendo relaciones algebraicas se alcanza el
siguiente sistema:

—2a—b+c+2d=1
4a+b+c+4d=0
—8a—-b+c+8d=0
l6a+b+c+16d =0

El resultado de este sistema es:

2 _—16 16 2
T T T T
Por lo tanto, la expresion de la aproximacion de cuarto orden de la derivada primera es:

du(x;) _ 2u(x;—z) —16u(x;_1) + 16u(x;1) — 2u(X;42)
dx 12Ax

Para los puntos x4, x5, Xy_1, Xy+1» €Sta expresion seria:

du(x;) —50u(xy) +96u(x;) — 72u(x3) + 32u(x,) — 6u(xs)
dx 12Ax

du(x;) —6u(xy) — 20u(x;) + 36u(xz) — 12u(xy) + 2u(xs)
dx 12Ax

du(xy_1) —2ulxy_4) + 12u(xy_3) — 36u(xy_) + 20u(xy_1) + 6u(xy)
dx 12Ax

du(xy) 6u(xy_4) —32u(xy_3) + 72u(xy_2) — 96u(xy_1) + 50u(xy)
dx 12Ax

Para derivadas segundas, este procedimiento puede ser aplicado de la misma
manera, obteniéndose las siguientes aproximaciones:

d*u(x;)  —2u(x;_p) +32u(x;_1) — 60u(x;) + 32u(xi1) — 2u(Xiy2)
dxz 12Ax2

+ 0(AxY)

d*u(x;) 90u(x,) — 308u(x;) + 428u(x3) — 312u(x,) + 122u(xs) — 20u(x,)
dx? 12Ax2

d*u(x,) 20u(xy) — 30u(xy) — 8u(xs) + 28u(xy) — 12u(xs) + 2u(xg)
dx? 12Ax2

d’u(xy_1) 20u(xy) — 30u(xy_q) — 8u(xy_p) + 28u(xy_3) — 12u(xy_4) + 2u(xy_s5)

dx? 12Ax2
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d’*u(xy) 90u(xy) — 308u(xy_q) +428u(xy_5) — 312u(xy_3) + 122u(xy_4) — 20u(xy_s)
dx* 12Ax2

Esta aproximacion es muy precisa para la mayoria de sistemas de ecuaciones
diferenciales, por lo que se puede considerar un método de gran robustez, y ademas
tiene la ventaja de que permite aplicar los tres tipos de condiciones de contorno
existentes (Dirichlet, Neumann y el tercer tipo) de forma exacta.

A.3 Formula de Carver y Hinds

Aparte de la ya demostrada formula de cuarto orden, existe otro método de
aproximacion de igual orden desarrollado por los investigadores Carver y Hinds que
ofrece dos caras: diferencias finitas centradas y diferencias finitas wupwind o
downstream.

Estas expresiones para las diferencias upwind son las que se describen a
continuacion:

Parax;, i=4,..,N—1

du(x;)
dx

—u(x;_3) + 6u(x;_2) — 18u(x;_4) + 10u(x;) + 3u(x;yq1)
12Ax

Para xq,x;,x3, x5

du(xy)|  —25u(xq) + 48u(x;) — 36u(x3) + 16u(x,) — 3u(xs)
dx | 12Ax
du(x,) B —3u(x;) — 10u(xy) + 18u(xz) — 6u(x,) + u(xs)
dx | 12Ax
du(xz)|  ulxq) — 8u(xy) + 8ulx,) — u(xs)
dx | 12Ax
du(xy) B 3u(xy_y) — 16u(xy_3) + 36u(xy_,) — 48u(xy_1) + 25u(xy)

dx 12Ax

Para las diferencias finitas downstream, las expresiones pasan a ser:

Parax;, i=2,..,N—3
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du(x;)
dx

—3u(x;—q1) — 10u(x;) + 18u(x;1) — 6u(x;y2) + ulxiy3)
12Ax

Para x4, x5, %3, x5

du(xy)|  —25u(xq) + 48u(x;) — 36u(x3) + 16u(x,) — 3u(xs)
dx | 12Ax
du(xy_z) _ u(xy-_4) — 8u(xy_3) — 8ulxy_1) —ulxy)
dx . 12Ax
du(xy_4) _ —u(xy_4) + 6u(xy_3) — 18u(xy_z) + 10u(xy_q1) + 3u(xy)
dx . 12Ax
du(xy)|  3u(xy_4) — 16u(xy_3) + 36u(xy_p) — 48ul(xy_1) + 25u(xy)

dx 12Ax
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