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Resumen

Las maniobras de rendezvous, en las que se persigue el acoplamiento entre dos estructuras espaciales, son una
de las mas peliagudas y criticas que se pueden dar en el espacio; a pesar de todo, el desarrollo de las estaciones
espaciales modulares, entre otras estructuras, durante las Gltimas décadas, ha hecho que dichas maniobras
proliferen. El control que requiere este tipo de movimiento relativo debe ser extremadamente preciso y
cuidadoso pues la integridad de dos sistemas, que pueden estar habitados, esta en juego.

En el presente proyecto se plantea un problema genérico de rendezvous, que se abordara siguiendo una
metodologia basada en elementos orbitales relativos. Para comprobar la veracidad de este método se
establecerd, a lo largo del documento, una comparacion con el tradicional basado en coordenadas cartesianas.
Una vez verificado, se efectuard un desarrollo tedrico que daré lugar a un algoritmo que permitira tener un
modelo de control predictivo del rendezvous en cuestion. Este algoritmo permitira realizar un disefio éptimo
de las maniobras de un vehiculo respecto de otro de manera que se minimice el consumo y se consiga el
rendezvous.

A pesar de las simplificaciones asumidas, se considera la existencia de la perturbacion mas importante que se
da a estas altitudes, la perturbacion del J,. Finalmente, y tras las conclusiones derivadas de la resolucion del
problema planteado, se expondran diversas ideas para trabajos y extensiones futuras del proyecto.
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1 INTRODUCCION

estructuras espaciales para misiones de observacion terrestre, entre otras. Los primeros disefios

lanzados al espacio eran de caracter unimodular, modelos constituidos por una pieza Unica puestos en
Orbita mediante un Unico lanzamiento desde su base en la Tierra. Con el tiempo, la evolucion en las
caracteristicas de ciertas misiones, el aumento del tamafio de las estructuras (con el consiguiente cambio a
disefios modulares) y la necesidad de conseguir acceso al interior de las mismas para realizar labores de
mantenimiento crearon la necesidad de disefiar maniobras de aproximacién entre dos estructuras con el fin de
realizar un posterior acoplamiento entre ellas (docking). Este concepto, conocido como rendezvous, tiene su
origen en este contexto de necesidad.

Q lo largo de la segunda mitad del siglo XX ha existido una tendencia creciente en el desarrollo de

El ejemplo més representativo es la Estacion Espacial Internacional, disefio modular que pone de manifiesto
gue las maniobras de rendezvous son esenciales en la actualidad. Esta mecanica requiere de gran precision y
control y son de vital importancia por numerosas razones. Es por ello por lo que se desarrolla el presente
Proyecto.

1.1. Alcance y contexto del Proyecto

El objetivo que se persigue es analizar y optimizar el problema genérico de rendezvous de vehiculos espaciales
mediante el método de los elementos orbitales relativos. EI método de los elementos orbitales relativos resulta
ser un método poco empleado hasta la fecha que fue desarrollado en el Laboratorio de Investigacion de la
Fuerza Aérea y en el AFIT (Instituto tecnoldgico del Ejército del Aire) de los Estados Unidos. Constituy6 una
gran novedad en el campo de la mecénica orbital, proporcionando una vision de la geometria del problema
mucho mas clara que la que proporcionaba el tradicional método basado en coordenadas cartesianas.

La maniobra de rendezvous no es una Unica, como se explica en el capitulo 2, sino que esta compuesta de
varios tramos de maniobras que se consideran o no en funcién del tipo de problema que se tenga. El calculo de
la orbita relativa, la que aparentemente describe el vehiculo perseguidor alrededor del blanco, se predice
gracias al método basado en ROE, el cual data de 2004. Sus desarrolladores, Lovell, Tragesser y Tollefson, lo
crearon para estudiar las Orbitas relativas de manera més intuitiva. Ademas, formularon la relacion de
transformacion entre este método y el cartesiano y obtuvieron la solucion de las ecuaciones de Hill-Clohessy-
Wiltshire en términos de estos elementos orbitales relativos. EI autor Press también contribuy6, poco después,
a un mayor desarrollo y aprovechamiento de este procedimiento [7].

A pesar de la juventud del procedimiento, ya ha sido usado por organismos espaciales tan importantes como la
DLR alemana o la NASA estadounidense. En el primer caso, se ha recurrido al método de los elementos
orbitales relativos para formular de manera sencilla el sistema adecuado para evitar colisiones entre los
modulos TerraSAR-X y TanDEM-X [17]. En el caso de la asociacion norteamericana, se han realizado
numerosas aplicaciones como las definidas en [18].

Tras el calculo de la drbita relativa y la comprobacion de la fiabilidad y validez de la misma, lo interesante es



2 Introduccion

conseguir el rendezvous respetando una serie de restricciones y minimizando la variable de decision que, en
este caso, serd el gasto de combustible. La optimizacion se llevara a cabo mediante un algoritmo de control
predictivo, estdndose en disposicion, posteriormente, de verter las pertinentes conclusiones sobre los diferentes
resultados obtenidos.

1.2. Estructura del Proyecto

En el presente capitulo se ha llevado a cabo una definicion del objeto y motivacion del Proyecto desarrollado,
aludiendo al recorrido histérico que ha experimentado el método de los elementos orbitales relativos, a la
finalidad con la que éste es empleado en el calculo de la 6rbita relativa necesaria para la consecucion del
rendezvous y al uso actual que éste tiene en los distintos organismos espaciales del mundo (NASA, ESA,
DLR,...). Se establece el objetivo del proyecto, el cual no es otro que construir un algoritmo que optimice las
maniobras de rendezvous de vehiculos espaciales, minimizando el consumo de combustible.

En el capitulo 2 se define, por un lado, la teoria del problema de rendezvous, nombrando las diferentes
hipétesis de partida del problema, ademas de comentar ciertos rasgos que caracterizan a las maniobras de
rendezvous. Por otro lado, se explica con detalle la formulacién del método de los elementos orbitales
relativos, previa definicién de la teoria que en ella interviene (elementos orbitales, sistemas de referencia
usados en mecénica orbital). Por ltimo, se describe el tradicional método cartesiano y la correspondencia
entre éste y el de los ROE con el objetivo de llevar a cabo una verificacion del buen funcionamiento de este
ultimo de cara a su uso en la optimizacion.

La verificacién nombrada en el parrafo anterior constituye, de por si, la totalidad del capitulo 3, habiéndose
comprobado el correcto funcionamiento en el movimiento relativo libre y en el movimiento relativo forzado.

El capitulo 4 incluye toda la formulacion relativa a los diferentes procedimientos que se han usado para el
calculo del rendezvous y su optimizacién. Se define el problema de los dos impulsos como caso simple y se
detalla, posteriormente, el verdadero problema de control, que viene dado por la construccion de un modelo de
control predictivo que calculard los impulsos de velocidad necesarios para alcanzar el rendezvous,
satisfaciendo las restricciones impuestas y minimizando el gasto de combustible. Por Gltimo, se introduce un
Gltimo apartado en el que queda recogido el desarrollo teérico matematico para incluir las perturbaciones mas
importantes que afectaran al sistema en la evolucion de su estado.

El capitulo 5 recoge todos los resultados graficos y numéricos resultantes de implementar toda la formulacion
desarrollada en el capitulo 4. Se muestran tanto los resultados que arroja el modelo del problema de los dos
impulsos como los predichos por el modelo de control predictivo perturbado y no perturbado. Asimismo, se
realizan andlisis sobre la influencia en los resultados de las condiciones iniciales del movimiento relativo y de
los elementos orbitales del blanco. Igualmente, se hace un pequefio estudio acerca de los efectos que sobre el
gasto de combustible tiene el hecho de que el blogue de control se realimente con datos de elementos orbitales
relativos errdneos y el hecho de que las toberas propulsivas presenten una cierta desalineacion respecto de su
eje de referencia. Estas desviaciones consideradas han sido pequefias (del orden del 5%-10% del valor maximo
del dato verdadero correspondiente). Por Gltimo, se establece una comparacién muy sucinta sobre los tiempos
de computacion de los tres métodos de programacion empleados.

Una de las hip6tesis simplificativas mas importantes que se han acatado a la hora de desarrollar teéricamente
el método de control es la de obviar la restriccion de no colision. En el capitulo 6 se formula un desarrollo
detallado de la misma a pesar de no haberse implementado.

Por ultimo, el capitulo 7 recoge las conclusiones generales que se han obtenido de la construccion del presente
Proyecto asi como pequefias pinceladas sobre el trabajo futuro que podra desarrollarse a partir de todo el
trabajo aqui explicado.



2 MODELADO DEL MOVIMIENTO RELATIVO

vehiculo blanco y el perseguidor, de manera que resulte una formulacion simple de implementar y se

defina por completo el problema del movimiento relativo, como se ha dicho. Para ello, se definira el
problema del rendezvous desde sus inicios, explicando las fases de que consta, las caracteristicas de cada una
de ellas, etc. Asimismo, se listaran las diferentes hipétesis simplificativas tenidas en cuenta.

Q lo largo del capitulo actual se desarrollara todo lo concerniente al modelado de la érbita relativa entre el

En el ultimo apartado se detalla el desarrollo mateméatico de los dos métodos que se compararan
posteriormente, siendo uno el comprobante del correcto funcionamiento y de la validez del otro. Previamente
se definen ciertos conceptos necesarios para el entendimiento y formulacion de dichos métodos.

2.1. El concepto de rendezvous

Las maniobras de rendezvous tienen como objetivo conseguir el acoplamiento de dos vehiculos espaciales que
se encuentran orbitando en el espacio. En este Proyecto se considerara que un vehiculo, denominado
indistintamente blanco, objetivo o chief, se mueve en una érbita geocéntrica determinada mientras que otro,
llamado perseguidor, deputy o chaser, también orbitando alrededor de la Tierra, es el encargado de efectuar
todas las maniobras pertinentes para conseguir el acoplamiento al primero. La acepcion de vehiculo espacial es
ambigua, pudiendo tratarse de sondas, satélites o de cualquier otra estructura espacial.

A priori, se desconoce cuan lejos se encuentra el vehiculo perseguidor del blanco. El interceptor puede
encontrarse en la superficie terrestre o en otra Orbita, por lo que el rendezvous, desde que comienza hasta el
acoplamiento final, puede dividirse en diferentes fases o etapas [1]:

e  Fase orbital: en esta etapa se lleva el vehiculo perseguidor a una 6rbita de aparcamiento adecuada, en
caso de estar inicialmente en tierra. Previsiblemente, esta Orbita no sera la misma que recorre el
vehiculo objetivo. Lo mas conveniente es conseguir las condiciones necesarias en posicion y
velocidad para efectuar la etapa siguiente, de aproximacion.

e Fase de acercamiento inicial: en esta etapa se persigue realizar una aproximacion del interceptor al
blanco, reduciendo la distancia entre ellos desde un rango de 10 — 100 km hasta 10 — 1000 m.

e  Fase de acercamiento final: se efectlian maniobras para acercar el vehiculo interceptor al blanco a muy
poca distancia (menos de 1 m). El control en velocidad en esta etapa ha de ser muy cuidadoso y
estricto pues se pone en juego la integridad de ambas estructuras espaciales. La velocidad relativa
deberd reducirse hasta hacerse préacticamente nula. El control en posicién, obviamente, juega un papel
fundamental por la forma de ambas estructuras y la cercania entre ellas, ademas de por la necesidad de
orientar el vehiculo perseguidor para conseguir el éxito en la Gltima fase.

e  Acoplamiento o docking: la fase final es el contacto entre las dos estructuras, que debera ser lo mas
suave posible para impedir que se produzcan dafios en alguna de ellas, y el posterior acoplamiento que
fijard definitivamente ambos vehiculos. Si no existe ese acoplamiento tras el contacto, entonces la
operacion se denominaria berthing.



4 Modelado del movimiento relativo

Como se puede deducir de lo anterior, cada una de las fases de que consta un rendezvous completo supone un
problema en si. Las condiciones a considerar evolucionan a lo largo de las diferentes etapas. En la primera
fase, la orbital, los efectos que produce la resistencia aerodinamica son muy considerables si el vehiculo parte
desde tierra mientras que en las siguientes no. lgualmente, las primeras fases constituyen un problema de
alcance en tanto que las Ultimas podrian definirse como un problema de control, en donde la precision en el
disefio se torna extremadamente importante y critica. Este proyecto se centrard exclusivamente en la tercera
etapa de las cuatro descritas: el acercamiento final. Para estudiarla y analizarla habré que tener en cuenta una
serie de consideraciones relativas a la mision, que seran detalladas posteriormente.

2.2. Hipétesis de partida y caracteristicas de la mision

El conjunto de maniobras que el vehiculo perseguidor realizard para dar caza al objetivo conformara el perfil
de la mision. La descripcién matematica de dicha mision se deja para el capitulo siguiente. Para el caso que se
estudia, se deberan atender a los siguientes puntos.

2.2.1. Seguridad

Hay que hacer hincapié en que, a pesar de tratar los aspectos relativos a la seguridad de la mision como parte
integrante del Proyecto, la formulacion matematica en que desemboca no ha sido considerada en los resultados
del capitulo 5. No obstante, en el capitulo 6, se presenta dicha formulacion de manera detallada, quedando su
implementacién como trabajo futuro del presente Proyecto.

Las caracteristicas de la etapa del rendezvous que se va a estudiar obligan a realizar un disefio muy cuidadoso
y estricto de la maniobra por cuestiones de seguridad, como ya se ha comentado. En ese sentido, se antoja
primordial evitar a toda costa cualquier colision entre blanco y perseguidor. Para lograr este objetivo se deben
cumplir una serie de requisitos [2], listados a continuacién:

e El vehiculo perseguidor estara forzado a permanecer, en todo momento, en el interior de un
determinado area que debera ser detectable por el vehiculo objetivo.

e  Si por cualquier circunstancia o0 motivo se produjera un fallo de motor no catastréfico que permite, a
pesar de todo, realizar maniobras, debera cumplirse la misién de forma segura o, en su defecto, se
deberd poder efectuar una maniobra evasiva para garantizar la integridad estructural de ambos
vehiculos espaciales.

e En el hipotético caso en que se produjese un fallo total de la planta motora no podra existir, bajo
ningun concepto, un punto de interseccion (en cualquier instante posterior a aquel en el que se produce
el fallo) entre las trayectorias de ambos vehiculos, evitando asi cualquier choque eventual que se
pudiera producir entre las mismas.

El primer punto limitaria enormemente el abanico de posibles resultados a obtener, torndndose en una
restriccion del problema. Sin embargo, y con vistas a no extralimitarse de los objetivos planteados
inicialmente, este punto se supondra hipotesis de partida del problema a estudiar.

La segunda restriccion alude directamente a la fisonomia del vehiculo perseguidor. Es habitual que un
vehiculo de estas caracteristicas tenga la capacidad de efectuar un impulso en tres direcciones independientes
del espacio para realizar cualquier tipo de maniobra posible. El hecho de que el vehiculo no sea una masa
puntual implicara la presencia de tres pares de propulsores. De esta manera, la pérdida de la posibilidad de
impulso en una direccion cualquiera durante la mision se catalogara como fallo critico, en tanto que la pérdida
total del sistema de propulsion del vehiculo quedara encuadrada dentro de fallos catastréficos. Por otro lado, el
fallo de un propulsor puede considerarse fallo simple. Como requisito de seguridad en el disefio se establece
que:

e Ningun fallo simple debe tener consecuencias criticas.
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¢ Ninguna combinacion de dos fallos simples debe tener consecuencias catastroficas.

El tercero y Gltimo de los requerimientos permite garantizar la integridad tanto del vehiculo objetivo como del
perseguidor en caso de fallo total de la planta motora. Para tener esto en cuenta deberia realizarse un estudio
pormenorizado del caso de trayectorias libres, en las que ambos vehiculos se encuentran sometidos
Unicamente a la fuerza de atraccion gravitatoria.

Particularizado a este proyecto, se considerara un vehiculo que dispone de tres pares de propulsores de manera
que, independientemente de la actitud del mismo, sera capaz de efectuar cualquier maniobra. Esto representa
una ventaja si se compara este caso con el de un vehiculo que solo posea un par de propulsores. En este Gltimo
ejemplo se deberia estudiar adicionalmente la actitud del vehiculo respecto de unos ejes de referencia para
conocer, en todo momento, qué orientacion deben tener los propulsores para efectuar la maniobra requerida.
Esta seleccién del modelo de vehiculo verificara las reglas enunciadas anteriormente y cuenta con la ventaja
adicional de ser un modelo realista. La demostracion de que se cumple lo especificado en los puntos anteriores
se dejara para trabajos futuros.

2.2.2. Problema de la actitud

Un rendezvous completo estd compuesto por maniobras de corte meramente propulsivo, por un lado, y de
maniobras de control de actitud por otro. Estas Gltimas requieren una precision y control excepcionales para
que el acoplamiento final tenga éxito. Su importancia es mayor en la Ultima etapa del rendezvous por lo que,
para este caso en el que el analisis de la tercera fase serd el objetivo, se obviara.

Asi, el no considerar el problema de la actitud en el modelado del problema obligara a adoptar como cierta la
hipétesis de que la posicion del chaser segin un sistema de ejes cuerpo centrado en su centro de gravedad
respecto de otros ejes cuerpo con origen en el centro de gravedad del blanco sera la apropiada para conseguir
el rendezvous final.

2.2.3. Minimizacion del consumo

Un objetivo claro de la mision y del proyecto es la viabilidad econdémica. Los proyectos de investigacion
cientifica o de disefio siempre persiguen que sean realizables desde el punto de vista econémico. Esta variante
se reflejara en el consumo de combustible, cuya minimizacion sera buscada. Para conseguir dicho objetivo, se
modelara un problema de optimizacion que sera resuelto numéricamente.

2.2.4. Orbita del blanco

Entre los datos de partida del problema que se estudia, la drbita que recorre el chief es uno de los mas
importantes. Su conocimiento puede venir dado en forma de elementos orbitales, como se detallar en el
proximo apartado. Las Orbitas del blanco que se supondran serdn siempre cerradas y podran ser circulares, que
sera el caso mas simple, o excéntricas. Este Ultimo caso serd el mas realista pues las Orbitas circulares son
ejemplos muy simplificados que nunca se dan aunque se aproximen. Las Orbitas elipticas, por el contrario, son
las predominantes tanto en movimientos naturales de astros como en érbitas disefiadas por el hombre.

2.3. Métodos para calcular la drbita relativa

En este apartado del capitulo se desarrolla el método matematico que servird de base para la realizacion de
apartados posteriores: el método de los elementos orbitales relativos, conocido mas cominmente por sus siglas
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en inglés, ROE (relative orbit elements). Se comprobara, en el capitulo siguiente, la veracidad del mismo
estableciendo una comparacion entre los resultados que arroja dicho método y los que predice el tradicional
gue hace uso de coordenadas cartesianas. Para poder llevar a cabo este objetivo se definen unos determinados
sistemas de coordenadas y las matrices de transformacion entre ellos pues, en el momento de realizar la
comparacion, ambos grupos de resultados deberan expresarse, evidentemente, segin los mismos ejes
coordenados.

2.3.1. Sistemas de referencia

Los sistemas de coordenadas que resultaran Gtiles a la hora de llevar a cabo el estudio del problema del
rendezvous seran los definidos a continuacion.

e Sistema de referencia inercial.

Se considerara un sistema de referencia anclado a la Tierra e inercial. El eje x apuntara en direccion al primer
punto de Aries y el plano OXY coincidiré con el plano de la ecliptica. Serd necesario para montar el modelo
gue prediga la evolucion de la 6rbita relativa del vehiculo perseguidor respecto del objetivo.

e Sjstema de referencia de Hill.

Este sistema de referencia, también denominado LVLH (Local Vertical Local Horizontal), es el utilizado por
excelencia en la descripcion del problema de rendezvous de vehiculos espaciales. Se define con su origen en el
sistema respecto del que se va a describir el movimiento de otros cuerpos, en este caso el vehiculo objetivo
(target) y su orientacion viene dada segun la terna de vectores que se observa en la llustracién 1, definida
como:

{Br' 56' 52}

it

TARGET

Target Orbit

lustracion 1. Sistema de referencia de Hill

El vector o, esta definido segin la direccion del radio que une el sistema con la Tierra mientras que o, €s

paralelo al vector h, que representa el momento cinético del movimiento. Por Gltimo, 6 completa el triedro a
derechas.
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6, =~ 2.1)

h
5h = E (22)
8y = Op X Oy 2.3)

En este sistema de coordenadas se construira el modelo de rendezvous basado en coordenadas cartesianas,
dando lugar a una serie de ecuaciones sin solucién analitica conocida, pero resolubles numéricamente. Este
estudio se detallaré en el apartado 2.3.3.

¢ Sistema de referencia perifocal.

Este sistema de referencia inercial es el mas apropiado para describir la mecanica espacial. Tiene su origen en
el foco de la elipse que describe, en este caso, el satélite alrededor de la Tierra. La direccion x™ de este sistema
de coordenadas es la de la linea de apsides, que es la linea imaginaria que une los puntos mas cercano
(periapsis) y més lejano (apoapsis) de la drbita al origen. El sentido es hacia periapsis. La direccion z° es
perpendicular al plano orbital, paralela al vector momento cinético (hacia “arriba”) y la direccion y~ completa
el triedro a derechas (véase la llustracion 2).

. _)F
plano de referencia Y

linea de apsgides

llustracion 2. Sistema de referencia perifocal

2.3.2. Elementos orbitales

Los elementos orbitales son el conjunto minimo de datos que, junto a la época (instante inicial t), permiten
determinar la posicién de un cuerpo en una érbita en cualquier instante de tiempo. Este conjunto de datos se
puede recoger en un vector que sera denominado &, con el subindice pudiendo pertenecer tanto al vehiculo
objetivo (“c””) como al perseguidor (“d”). Un ejemplo frecuente es el uso del siguiente grupo de parametros:

é; = (a,e,i,N,w, )T (2.4)

donde el superindice T denota la trasposicion de una matriz. Observando el vector (2.4), a representa el
semieje mayor de la orbita (en caso de ser ésta eliptica), i la inclinacion del plano orbital respecto del de
referencia y 0 la ascension recta del nodo ascendente. Cabe decir que esta es una de las multiples
combinaciones que se pueden escoger para el estudio del problema.

Para aclarar la definicion de los elementos orbitales mas comunes se muestra una explicacion gréafica en la
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Iustracion 3. El corte de los planos de referencia (en el caso que compete es el plano ecuatorial de la Tierra al
ser las 6rbitas sometidas a estudio geocéntricas) y orbital define la linea de nodos y un vector normal, 72 (que
apunta al nodo ascendente), que define, a su vez, el sentido del angulo de inclinacion de la orbita segun la regla
de la mano derecha. Se pueden observar los nodos ascendente y descendente y la formacion de diversos
angulos ademas de la ya nombrada inclinacion. Los nodos ascendente y descendente son los puntos resultado
de la interseccion de la orbita con la linea de nodos por los cuales el vehiculo orbita en sentido ascendente y
descendente, respectivamente. Como linea de referencia convenida para la definicion de angulos se toma la
direccion hacia el primer punto de Aries (Y). Conociendo esto, se define la ascension recta del nodo
ascendente (£2) como el angulo formado entre la direccion que apunta al primer punto de Aries y la linea del
nodo ascendente. Asimismo, el &ngulo resultante entre la linea de nodos vy la linea de apsides, en el sentido en
el que se recorre la 6rbita, w, se denomina argumento de periapsis (perigeo en el caso de Orbitas geocéntricas).
Por ultimo, queda por definir la anomalia verdadera, f, angulo entre periapsis y la posicion del vehiculo, en el
sentido de recorrido. El elemento orbital que queda por definir y que no esta representado en la Hustracion 3 es
la excentricidad, e, que define, junto con a, el tamafio y tipo de drbita. La nombrada excentricidad establece
cuan lejos la forma orbital, que viene dada por la ecuacion de una cénica segun la primera ley de Kepler [3], se
encuentra de una forma circunferencial.

plano
orbital

linea de nodos

- - ¥
s mea de apsides
’ periapsis ’

senudo dei

llustracién 3. Elementos orbitales

Los elementos i y 2 definen todo el movimiento fuera del plano en tanto que w y f definen el movimiento en
él. Para mas informacion relativa a los elementos orbitales consultar [3], [4].

2.3.3. Método basado en coordenadas cartesianas

En este apartado se desarrollan las ecuaciones del movimiento de la orbita relativa que describe el satélite
perseguidor, que pretende dar caza al blanco, alrededor de éste en ausencia de perturbaciones. La posicion del
blanco se expresara mediante el vector 7..(t), en tanto que la del perseguidor quedara definida por 7 (t).

Para referenciar las diferentes variables relativas en el espacio se recurre al sistema de Hill centrado en el
blanco, definido en 2.3.1. En el caso que nos compete se llega a:



Anadlisis y optimizacion de la maniobra de rendezvous de vehiculos espaciales utilizando elementos 9
orbitales relativos

- ?C
== 2.5
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h
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Op h
3o = 8y %8, 27

donde h = 7. x 7. . Obsérvese que si la Orbita del satélite a interceptar es circular, entonces el vector 64 sera
paralelo al vector velocidad.

La geometria del problema se refleja en la llustracion 4, en la que se puede observar el vector g = (x,y, z)7,
gue representa cuan lejos se encuentra el perseguidor de su objetivo. La descripcion fisico-matematica de
dicho problema se realizara en términos de este vector.

llustracion 4. Orbita relativa segtin método cartesiano

El desarrollo del problema en este sistema de ejes proporciona la ventaja de que las dimensiones fisicas de la
Orbita relativa se perciben claramente. Las coordenadas (x,y) representan el movimiento en el plano orbital del
blanco; asimismo la coordenada z define cualquier movimiento fuera de él.

Para formular el problema en funcién de g se expresara la posicion del interceptor, 7;, en el sistema de
referencia escogido:

-

=1 +p = (1. + x)0, + y0qy + 70y, (2.8)

Denominando a dicho sistema de ejes como “O” y teniendo en cuenta que éste rota alrededor de otro sistema
inercial, “N”, con origen en el centro de masas de la Tierra, la velocidad angular con la que el primero rota
alrededor del segundo puede escribirse como:

50/1\/ = fah (2.9)

La velocidad f determina como varia la anomalia verdadera, f, con el paso del tiempo. En este punto se
pueden empezar a atisbar ciertos problemas de indefinicion de variables pues, si la drbita fuese circular, todos
los puntos de la misma serian perigeo (y apogeo) y f quedaria indeterminada.

Derivando dos veces y respecto del tiempo la ecuacion (2.8) y, considerando la ecuacion de Coriolis para tener
en cuenta los efectos inerciales, la aceleracion del interceptor se expresa como sigue:
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Fo= (i + %= 29f = fy = f20e +20) 6, + (§ + 2/ G + 2) + f (. +x) = f2y)Bp + 26, (210)

Esta formula puede verse simplificada haciendo uso de las sucesivas identidades. EI modulo del momento
cinético, h, supone una constante del movimiento en orbitas keplerianas [5], lo cual supone, considerando la
igualdad (2.11), que:

h =17, =12f (2.11)
h=0=2r7f+12f (2.12)
En donde se ha tenido en cuenta la correspondencia entre velocidades lineales y angulares,
o =T1.f (2.13)
La aceleracion de la anomalia verdadera queda determinada por (2.12) y podria ser sustituida en (2.10).
f=-2 e f (2.14)

Tc

Ademas, en virtud de la definicién del problema de los dos cuerpos [3] y sabiendo que, en el sistema de
referencia escogido, se cumple que 7. = 7.0,., la ecuacion del problema de los dos cuerpos (2.15) para el
blanco junto con la segunda derivada de definicion de 7. arrojan lo que se refleja en (2.16)

3 I’l -

rC = —Tj‘rc (215)
3 I"t - ‘Ll. - o ;- e
o= _ETC - _?Or = (., — 1. )0, (2.16)

de donde se puede deducir, definiendo p = h? /u y recordando la definicién de h, que:
. . 7 . 7,
e = rcfz - ? = chz (1 - ;C) (2.17)

Llevando a cabo la sustitucion de (2.14) y (2.17) en (2.10) se obtiene una expresién mas reducida del vector
aceleracion del vehiculo perseguidor:

. . T, . . T ,
i = <x _2f (y —yr—c) — xf? —%) 3. + (y +2f (x —x—C) —f2y> 8o + 55, (2.18)
c TC rC

El siguiente paso sera el empleo de la ecuacién del problema de los dos cuerpos (2.15) para desarrollar, por

componentes, el vector 7;. En el sistema de Hill centrado en el blanco, dado por la terna (2.5) — (2.7), se tiene
que:

. +x
5 u u (e
T'd = __3Td = —_3< y > (219)

El mddulo del radio-vector del satélite interceptor queda definido, en funcion del correspondiente al blanco y
de las componentes de g, como sigue:

Ty = \/(TC +x)2 +y? + 22 (2.20)

Tras estos Ultimos cambios, las ecuaciones quedan tal como se resefian a continuacion:
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_2 ( - —)— 2 B Pt .
X=2f\y—vy " xf 2 3 (e + x) (2.21)
. i .
y+2f(x—x—c)—yf2=—ﬁ3y 2.22)
T g
. Hu
i=-t, (2.23)
Ta

El sistema de tres ecuaciones (2.21) — (2.23) junto con (2.20) constituyen una formulacién exacta y no lineal
del problema que se pretende describir. Llegados a este punto, la Unica suposicién que se ha hecho es
considerar la ausencia total de perturbaciones sobre los satélites sometidos a estudio. Por esta razon, se puede
expresar facilmente el vector 7; en funcién de 7. y de las coordenadas x, y y z. Asimismo, la descripcién
matematica que se ha desarrollado es valida para cualquier tipo de 6rbita que recorra el blanco para una
excentricidad entre 0y 1 (6rbita eliptica). Las incognitas de (2.21) — (2.23) son (x, Y, 2), siendo f, 7., 7, y p
parametros cuya evolucion es conocida a lo largo del tiempo.

Como se ha comentado previamente, el hecho de que, en el segundo miembro del sistema (2.21) — (2.23),
aparezca el término 73, dota de no linealidad al modelo. Por ello, y con vistas a simplificar definitivamente el
mismo, se procederd a linealizar dicho término. Para poder efectuar dicha linealizacion es necesario que:

X9,z K1, Ty (2.24)

Asi, teniendo en cuenta que (1 + &)™ ~ 1+ ne para £ «< 1, el radio orbital del perseguidor queda
simplificado:

2

x x2+y2+42z2 x
ro=r 1422+ 2T T2 L 142t (2.25)
T, % T,

lo cual permite escribir que:

u .U( x)
T~ (1-3Z
rg’ 3 o (2.26)
.+ x 1. + X T. — 2X . — 2X
u ('c U X c uf'c T. . c
——3< Y >z__3(1_3—>< Y >z__3 y |==—f* ¥ (227)
Ta z Te Te z Te z p z

Permaneciendo siempre en el sistema de referencia LVLH se llegan a las ecuaciones linealizadas del
movimiento de la Orbita relativa [5]:

5e—x<92+2ﬁ3>—yé—zyé=o (2.28)
TC
TR U
y+x9+2x9—y<9 ——3>=0 (2.29)
TC
LM
Z+—z=0 (2.30)
TC

0 = w + f representa la latitud verdadera del blanco, suma de sus argumento del perigeo (w) y anomalia
verdadera (f). El uso de este elemento orbital permite considerar 6rbitas de cualquier excentricidad, incluidas
las circulares, de excentricidad nula (e = 0), eliminando el problema de indefinicién comentado en parrafos
anteriores. Considerando que w = cte a lo largo del movimiento, se cumple que § = f y 6 = f. Se puede
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observar como la resolucion del sistema (2.28) — (2.30) determina la Orbita relativa (x, y, z) para cada instante
de tiempo toda vez que se conoce la evolucion del movimiento del blanco en su 6rbita alrededor de la Tierra
(6,6,6,r,). Este conjunto de parametros debera estar determinado en cada instante. Nétese que las
condiciones que se han de cumplir para que el sistema de ecuaciones anterior sea aplicable es que no existan
perturbaciones sobre el sistema y que las magnitudes X, y y z sean muy pequefias comparadas con los radios
orbitales de blanco y perseguidor (2.24).

En el apartado 2.3.2 se definieron los llamados elementos orbitales, que definen de forma rapida y eficaz
cualquier tipo de 6rbita eliptica, que seran las consideradas en este proyecto. Simplemente el hecho de conocer
los elementos orbitales de la orbita del chief es suficiente para definir el problema de rendezvous. El radio
orbital del vehiculo objetivo se expresa facilmente a partir de ellos mediante la ecuacion de la conica:

_a(l-e?)

=— - (2.31)
1 + ecosf

Te

A partir de la definicién (2.31) [3], pueden obtenerse los dos pardmetros restantes que ain no se han definido.

vHa(l —e?) (2.32)

2

0=

. —2uesenf

g = (2.33)

3

Un caso particular es aquel en el que la orbita es circular (e = 0) y, por tanto, la velocidad de rotacién del
blanco es constante (6 = n), por lo que la aceleracion angular es nula y 7. constante como se desprende al
anular e en (2.31), constituyéndose las conocidas ecuaciones de Hill — Clohessy — Wiltshire [6].

2.3.4. Método de los elementos orbitales relativos

Este novedoso método seréa el escogido para describir el problema de rendezvous de vehiculos espaciales. Una
de las grandes ventajas que presenta, en comparacion con el que hace uso de coordenadas cartesianas, descrito
en 2.3.3, es que este obliga a la resolucion de un sistema de ecuaciones diferenciales, mientras que el
procedimiento mediante ROE (Relative Orbit Elements) permite expresar el problema, en el caso de
movimiento libre (sin propulsion ni control), a través de un conjunto de ecuaciones algebraicas, ahorrando su
integracion numérica y no reportando errores por esto [5]. Ademas, el tiempo computacional necesario sera
ostensiblemente menor que en el caso alternativo.

El empleo de esta metodologia obliga a realizar una descripcién del movimiento del blanco segin sus
elementos orbitales. Una sucinta definicion de los elementos orbitales se ha plasmado en 2.3.2. A modo de
recordatorio, los elementos orbitales definidos entonces son los recogidos en la ecuacion (2.4).

éC = (al el ilQJ w!f)T

En ausencia de perturbaciones, y a no ser que se aplique algin tipo de control mediante, por ejemplo, toberas
propulsivas, los elementos orbitales definidos en €. permaneceran constantes con la Unica excepcion de la
anomalia verdadera, f, que variara a lo largo del movimiento.

Esta manera de proceder para llevar a cabo la resolucion del problema propone definir la 6rbita relativa en
términos del vector de elementos orbitales relativos, 5¢€. Los elementos orbitales relativos son un conjunto de
parametros que describen cdmo es la Orbita del perseguidor respecto de la del blanco mediante diferencias de
sus elementos orbitales principales [5], [7]. Para evitar problemas con Orbitas casi circulares o circulares se
puede hacer uso de las siguientes variables:

88 =8, — 8, = (8a, 86, 5i, 5G4, 545, 62)7 (2.34)
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Los vectores €, y €. representan los elementos orbitales que describen las érbitas del perseguidor (deputy) y
blanco (chief), respectivamente. Siendo x cualquier elemento orbital, 5x representa la diferencia entre el
elemento orbital x del perseguidor y el del blanco. A modo de ejemplo, Sa = a; — a.. q; Y g, son las
componentes del vector excentricidad y se definen como:

q, = ecosw (2.35)
q, = esenw (2.36)

De nuevo huelga decir que el set de pardmetros escogidos es una de las multiples alternativas posibles a elegir.
Cualquier conjunto puede resultar apropiado para describir el rendezvous. Dados € y €. puede determinarse
el vector é€;, quedando resuelta la posicion del satélite perseguidor para todo instante de tiempo mediante sus
propios elementos orbitales (ecuacion (2.37)).

8, =068+, 2.37)

Se puede constatar que la Unica hipdtesis que se ha tenido en cuenta para desarrollar este método de célculo es
la de no considerar el efecto de perturbaciones. EI método es valido independientemente de la relacion entre el
tamafio de la oOrbita relativa y el de la del blanco, lo que supone otra ventaja respecto del método 2.3.3.
Ademas, esta definicion del problema proporciona una vision mucho mas clara de la geometria de la orbita
relativa.

Se ha realizado una descripcién genérica del método a usar y de sus ventajas respecto de otros que pueden
encontrarse en la literatura, pero aun no se ha procedido a explicar la formulacion acerca de la propagacion de
los vectores 6€ y €. a lo largo del tiempo. Ambos vectores se veran modificados en cada instante pues asi lo
hacen las variables 66 y 6 o equivalentes. Llegados a este punto conviene fijar, definitivamente, el conjunto de
variables por el que se va a optar para llevar a cabo la definicion del problema. Sera el definido por las
ecuaciones (2.34) y (2.38):

é.=(a,0,i,q1,q,, D7 (2.38)

El objetivo que surge ahora es deducir la matriz de transicion que relaciona §€ en un determinado instante con
ese mismo vector en el instante inicial. Dicha matriz se denominara ®g,(t,t,) y se cumplird que
§e(t) =~ ds,(t, ty)6E(t,). Tiene una estructura cuadrada (6 x 6) y, para el caso en el que nos encontramos,
se escribe como se indica a continuacion [5]:

L0 0 0 0 0
ABOCDO|
001 0 00

P, (L) =10 0 0 1 0 ol (2.39)
|l000010J|
000 0 0 1

La matriz es diagonal con sus elementos diagonales iguales a 1 pues ninguna diferencia de elementos orbitales
evoluciona en el tiempo, a excepcion de la ya anunciada evolucion de 66, cuya dependencia con el resto de
elementos orbitales relativos se desarrollara en las siguientes lineas. Cabe decir que toda la formulacion que a
continuacion se desarrolla estd basada en la ausencia de perturbaciones de ningun tipo, lo que permite expresar
la aproximacion anterior. Por otro lado, ®s,(tx,t;) puede relacionar cualquier par de vectores &€,
independientemente del instante en el que estos estén calculados. Por simplicidad en la notacion se ha tomado,
a modo de ejemplo, el instante inicial y otro instante genérico.

Se parte de la Unica evolucion no trivial que ocurre durante el movimiento, la de 68. Debido al hecho de que el
argumento del perigeo diferencial (5w) se mantiene constante y no cambia con el tiempo, se puede desarrollar
86 a partir de §f, pues 66 = Sw + §f. Definiendo la anomalia media, M, como el angulo que se recorre
cuando la velocidad de rotacion considerada es la media, n, se obtiene que:

M(t) = My + n(t — ty) (2.40)
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El instante inicial (t,) es arbitrariamente elegido, como se ha comentado, mientras que M, es la anomalia
media en dicho instante. En lo sucesivo, cualquier magnitud en el instante inicial sera denotada con el
subindice “0”. El no usar subindice significara que el estado se ha tomado para un instante genérico, t. La
velocidad orbital media depende, a la luz de la tercera Ley de Kepler [3], segin n = /u/a3. Sustituyendo
esto en (2.40), diferenciando la ecuacién resultante y teniéndola en cuenta de nuevo, se llega a que:

3da
oM = 5M, — E?(M — M,) (2.41)

Para llegar a una expresion de la diferencia de anomalias verdaderas hay que resolver la ecuacion de Kepler
(2.42) para calcular la anomalia excéntrica, E, y, a partir de ella, determinar §f. La demostracion geométrica
de cémo se llega a la ecuacion de Kepler puede encontrarse en [8].

M = E — esenE (2.42)
Diferenciando la ecuacion (2.42) para obtenerla como funcién de elementos orbitales relativos:

oM oM
SM = a—ESE + %Se = (1 — ecosE)SE — senESe (2.43)

Recurriendo a la relacion que existe entre E y f (ecuacion (2.44)), diferenciando la ecuacién y expresandola en
funcion de §f y Se, se llega a lo que a continuacion se desarrolla:

= - 2.44
tanz = |T—tans (2.44)

1 f ’1+e1 E E+Vl—e 2
(1 2_) = _<1 2_> E _ 2.45
2( + tan > o6f - + tan > 6 +tan22m(1_e)26e (2.45)

Desarrollando la tangente del angulo mitad en funcién del coseno del angulo (2.46) y sustituyendo los
términos en (2.45), se llega, tras operar varias veces, a (2.47).

f 1 — cosf
I |1 2.46
tan 2 1+ cosf (2:40)
n senf de

SE (2.47)

1+ ecosf 14 ecosf?

donde n = V1 — e?. Sustituyendo estos desarrollos en la ecuacion 2.43 junto con la definicion de 6M (2.41) y
aislando el término &1 se obtiene que:

6f = _;i_Z(M — My)éa + (%)2 6fo + (senf(Z + ecosf) — senfy(2 + ecosfy) (:—0)2>ni26e (2.48)

donde se ha tenido en cuenta que:

e + cos
cosE = —f (2.49)
1+ ecosf

senfv1l — e?

(2.50)
1 + ecosf

senk =
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De manera compacta se puede escribir:
6f = Aba + BSf, + Fée (2.51)

Reproduciendo la relacion anterior en términos de los elementos orbitales relativos definidos en 2.34 [5]:

Sf = ASa + B8O, + C8q, + D8q, (2.52)
3 an 253
A=—5—5M-M) (2.53)
B (T_O)z (2.54)
r
C= —(1-B)

G q1 q2 (2.55)
vai +aq; vai +aq; '

q2 91
D=G6———=+(1-B)—— (2.56)
vai +aq; Vai +4q;
G ! <( ) 0g,)(2 + 0+ 0)
= ———| (senfq, — cosfq, g,cos g,sen
n%Jai + 42

ron (2.57)
— (senfyq, — cos0yq,)(2 + q1cos6, + q,senby) (7)

De esta manera queda definida la matriz de transicion de estados, cuya dependencia con los elementos
orbitales que definen la drbita del blanco queda patente en el conjunto de ecuaciones (2.52) — (2.57). Nétese
gue los elementos A, B, C, D y G varian a lo largo del tiempo, de manera que esta matriz de transicién sera
diferente en cada t.

Las matrices de transicion como la definida en (2.39) tienen una importante propiedad. Y es que cumplen lo
prescrito en (2.58).

Bse(tie, t7) = Pse(te, t)Pse (81, 8)) (2.58)

Esta propiedad sera de gran utilidad a la hora de desarrollar el método de control que se detalla en apartados
posteriores. Para méas informacion acerca del método de los ROE, consultar [5], [9].

2.3.5. Correspondencia entre los métodos

En este apartado se presenta la formulacion que permite cambiar, por un lado, del método ROE al tradicional
basado en coordenadas cartesianas Yy, por otro, de este Gltimo al formulado segin ROE. Ambas formulaciones
son una la inversa de la otra, por lo que aqui se detallara el primero de los casos comentados.

Se desarrolla, en lo sucesivo, la matriz que relaciona la definicion de la orbita relativa mediante elementos
orbitales relativos con la andloga en coordenadas cartesianas, medidas segun el sistema de referencia de Hill
centrado en el blanco (2.3.1), es decir:

X =A.(€.)5¢e (2.59)
Dicha matriz, a la que se ha denominado A, (€.), depende, internamente, de los elementos orbitales que

definen la orbita del blanco de manera que, en prevision del cambio que experimentaran dichos elementos,
esta matriz variard, igualmente, con el paso del tiempo. A continuacion se muestran las expresiones que
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definen cada uno de sus elementos no nulos [5]:

A1y Ay, Args Argy Aigs
A121 Alzz A123 A124 A125
A131 A132 A133 A134 A135
A141 A142 A143 A144 A145
A151 A152 A153 A154 A155

-A161 A162 A163 A164 A165
Ay =T1/a
Aryy = G /VOT
Ay, = —1/p(2aq, + rCc0s0)
Ay s = —1/p(2aq, + rsend)
A, =71
Aq,q = TCOSI
Ay4, = 1rsend
Ay44 = —rcosOseni
A1y = —W/2a
Ay, =h(1/r—=1/p)
Ay, = 1/p(V,aq, + hsen®)
Ay = 1/p(V,aq, — hcosB)
Ay, = —3Vi/2a
Arg, =V
Ay, = 1/p(3Viaqy + 2hcosb)
Ay = 1/p(3Viaq, + 2hsend)
Aqcq = Vrcosi
Ay = Vicos + V.senb

Ay g = seni(Visenb — V.cos6)

A146]
A126
A136
A146
A156

A166-

(2.60)

(2.61)
(2.62)
(2.63)
(2.64)
(2.65)
(2.66)
(2.67)
(2.68)
(2.69)
(2.70)
@2.71)
2.72)
2.73)
(2.74)
(2.75)
(2.76)
@2.77)
(2.78)

(2.79)

Las diferentes magnitudes que intervienen en las expresiones anteriores ((2.61) — (2.79)) se definen como

sigue:

L e(d-ai-a)
1+ g4cos0 + q,senf

(2.80)
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V., = h/p(q,5en6 — q,cos6) (2.81)
V: = h/p(1 + qicosO + q,senB) (2.82)

La ecuacion (2.80) expresa la ecuacion de una cénica (la Orbita relativa) en términos de los elementos orbitales
seleccionados, en tanto que (2.81) y (2.82) definen la velocidad radial y tangencial, respectivamente, del
movimiento aparente del perseguidor alrededor del blanco. En el caso en que sea necesario realizar la
transformacion reciproca, es decir, expresar unos resultados dados en coordenadas cartesianas en elementos
orbitales relativos segun el sistema de referencia LVLH, no hay mas que invertir la matriz A; (2.84).

58 = B;(,)% (2.83)
B; = A7t (2.84)

Se observa, por mera inspeccion, que Unicamente el hecho de conocer la 6rbita del vehiculo objetivo
(mediante elementos orbitales) permite calcular la érbita relativa (partiendo de unas condiciones iniciales de la
misma determinadas), necesaria para calcular las maniobras de rendezvous como se estudiara en el siguiente
capitulo, asi como transformar el resultado en variables cartesianas, las cuales hacen que la representacion
gréfica sea mas vistosa y comprensible.
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cuenta a la hora de disefiar matematicamente las maniobras de las que constard el rendezvous a

construir. Se han establecido dos métodos a seguir que en este capitulo serdn comparados. Sin embargo,
el método al que se recurrira constantemente serd el de los elementos orbitales relativos o ROE. Como se
comentd con anterioridad, el método tradicional basado en coordenadas cartesianas se presenta como
comprobante del que se usara, teniendo que ser desarrollado para tal fin. Esto se hizo resumidamente en 2.3.
En esa misma seccion, y ante la necesidad de estudiar el significado de los elementos orbitales para entender
esta pareja de metodologias, se present6 una definicién de los mismos.

En los capitulos 1y 2 se han detallado multitud de definiciones y consideraciones que seran tenidas en

En este capitulo se efectuara una verificacion del método de los ROE comparandolo con su homélogo
cartesiano y se vera la bondad del primero, que sera valido para describir la drbita relativa que recorrera el
chaser antes de dar caza al blanco.

3.1. Veracidad del método de los ROE: movimiento relativo libre

En este apartado se comprobara que el método de los ROE es totalmente valido para estudiar el problema de
rendezvous, como se demostrara sometiéndolo a una comparacién con el método cartesiano. Se demostrara la
validez tanto en el caso de movimiento relativo libre (sin aplicacion de impulsos) como forzado.

Para establecer una comparacion entre los dos métodos descritos se partira de las mismas condiciones iniciales
en ambos casos. Se consideraran los siguientes valores:

)_C)O = (xO'inZO!).CO;yO; ZO)T (31)
%, = (0.1,0.1,0.1,0,0,0)" (3.2)

Cabe decir que las unidades del método descrito en 2.3.3 estan en el sistema internacional exceptuando las
longitudes, que se expresan en km (de esta manera, las velocidades estaran en km/s, por ejemplo). Por tanto,
inspeccionando la ecuacion (3.2), el satélite perseguidor se situara a una distancia inicial del blanco de 100 m
seguin cada eje coordenado. Se supondran velocidades iniciales nulas. En un principio se considerard que la
velocidad en la direccion y es nula si bien, posteriormente, una vez hecha la comparacion, se establecera un
determinado valor funcion de la coordenada x en el instante inicial. Se procedera de esta manera porque, en
caso de que la velocidad inicial segun el eje 64 no dependiese de la coordenada x y fuese libre, el movimiento
del “deputy” evolucionaria de modo divergente, alejandose cada vez mas del ““chief” con el paso del tiempo.
Esto es asi por un término dependiente linealmente con el tiempo en la ecuaciéon del movimiento
correspondiente. Para impedir esto y asegurar que la orbita relativa se repite tras cada oOrbita completa del
blanco, se establece que ambos semiejes mayores (tanto del blanco como del perseguidor) sean iguales,
implicacion derivada de establecer la igualdad de periodos orbitales (3.3):
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a3
p=2n7=>8a=0 (33)

P representa el periodo orbital y u es el pardmetro gravitatorio, el cual tiene un valor de 398600.4 km®/s* para
el sistema Tierra — Vehiculo. A pesar de la facilidad para expresar la condicion en términos de elementos
orbitales relativos, en el caso cartesiano no resulta ser tan trivial. Para dicho caso (en el sistema de Hill
centrado en el blanco) se puede recurrir al empleo del cambio de variables detallado en el apartado 2.3.5.
Segun éste y atendiendo al inverso del cambio descrito en esas paginas:

2

2acv
8a =0 = 2a(2 + 3ky + 2k,)x(t) + 2av(1 — 2k, + k)y(©) + L %)

2a ‘ (3.4)

+ A (1 + 2k + ky)y(t)
t
Los pardmetros descritos en la ecuacion (3.4) obedecen a las siguientes expresiones:

a

=— 35

a=- (35)
V.

=L 3.6

V=g (36)

: (37)

p = — .

p

Kk (1 1) (38)

=al|l—— .
! p
2

av

ky =— (3.9
p

Se puede percibir que, para que se cumpla la condicion de la ecuacién (3.3), la condicién equivalente para el
método desarrollado en coordenadas cartesianas se deberd cumplir en todo instante de tiempo. La expresion
3.4 queda simplificada para el instante inicial; considerando que, en dicho instante, el satélite se encuentra en
el perigeo de su drbita, segun (2.31) y (2.81):

r(ty) =1, =a(l—e) (3.10)
V. =7(ty) = g(qlsena) —gycosw) =0 (3.11)

Usando, ademas, las transformaciones descritas en el apartado 2.3.5 junto con las definiciones (3.6) y (3.9), se
obtiene que:

v=0 (3.12)
k,=0 (3.13)

En el instante inicial, la ecuacién que hace que el perseguidor no se separe constantemente del blanco queda,
pues, como sigue:
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0=22 2+3a<p 1) 422 1+2a(p 1) ‘ (3.14)
=2— —|—- x ——= )
T Ty \Tp 0 Vi (to) T \Tp Yo

Por otro lado, la velocidad tangencial, Vi, en el instante inicial se puede expresar segun (3.15), donde el
subindice p indica que la magnitud esta medida en el perigeo de la 6rbita:

Ve (to) = 1,0, (3.15)

Considerando la expresion del radio orbital en el perigeo y la ecuacion de definicién de ép, se llega a la
expresion, en coordenadas cartesianas, que se queria transformar.

. h / 1+
Op=—>3=-> ad 2 -1 : 3 (3.16)
ry a*(l—e) (1-e)

Yo _ —n(2+e)
Xo J(1+e)(1-e)3 (3.47)

Para pequefias excentricidades la expresion anterior puede ser linealizada, quedando mas sencilla y compacta:

Yo+ (2+3e)nx, =0 (3.18)

Como la condicion expresada en (3.4) se ha de cumplir para todo instante de tiempo, ésta tendra que ser
recalculada para cada variacion de x e y con t.

Llegados a este punto y después de multitud de definiciones y desarrollos, se dispone de:
e Modelo no lineal del problema, descrito mediante el método basado en coordenadas cartesianas.
e Modelo lineal del problema, descrito mediante el método basado en coordenadas cartesianas.
e Modelo del problema empleando elementos orbitales relativos (ROE).

Para el célculo de la 6rbita relativa se han utilizado, como se acaba de nombrar, tres métodos diferentes. Cada
uno de ellos requiere las mismas variables de entrada y con la inclusion, en el caso de los ROE, de un cambio
de variables, todos ellos proporcionan la misma salida.

3.1.1. Variables de entrada

En realidad, se parte de dos métodos diferenciados en vez de tres, pues los modelos lineal y no lineal del
método tradicional cartesiano constituyen, en esencia, lo mismo. Dicho esto, tanto la metodologia basada en
ROE como la que hace uso de coordenadas cartesianas requieren, de inicio, entres otras variables, los
elementos orbitales del vehiculo categorizado como blanco. Atendiendo al set de elementos orbitales con los
que se ha desarrollado toda la teoria del apartado 2.3.4, se parte de (a, 6, i, 41, 92, 2).

Pero el punto de partida viene dado por fijar el argumento de perigeo (w), la inclinacion de la 6rbita (i), la
ascension recta del nodo ascendente (£2), el semieje mayor () y la excentricidad (e). Luego habra que efectuar
diversos calculos para llegar a lo que se necesita. Conociendo a se puede calcular facilmente el periodo orbital,

aplicando (3.19).
3
T =on /“_ (3.19)
u
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Sabiendo el valor de la excentricidad y de o podemos obtener los elementos orbitales con los que se realizara
el estudio: g4 Y g5, quedando Unicamente pendiente de célculo 6. Se considera como el Unico elemento orbital
gue variara con el paso del tiempo. Se conoce, por inspeccidn de (3.20), que calcular la evolucién de 6 con t es
idéntico a hallar la evolucion de la anomalia verdadera, f, suméandole posteriormente un escalar, que sera de
nuevo el argumento del perigeo, invariable durante el recorrido.

0=w+f (3.20)

Calcular la anomalia verdadera en cada instante de tiempo dado no es trivial, siendo la gran culpable de ello la
excentricidad. Si esta fuese nula, lo cual significaria que la drbita que describe el blanco es completamente
circular, hallar f en cada t seria tan sencillo como resolver (3.21), ecuacién que demuestra la distribucion lineal
de la anomalia verdadera con el tiempo.

2m
f= Tt (3.21)

No obstante, el caso circular es un caso simplificado y particular que pocas veces se dard, por lo que hay que
recurrir al estudio de una ley horaria que nos permita conocer en cada momento el valor de fy, por tanto, el de
6 [3]. Para llegar a esto, hay que calcular previamente la anomalia media, M, y la anomalia excéntrica, E. Se
puede considerar globalmente que el vehiculo objetivo recorre la orbita a una velocidad media, n, dada por
(3.22). La posicion angular, en cada t, al considerar esta velocidad media, es la anomalia media (ecuacion
(3.23)).

n= % (3.22)
M — My =n(t—ty) (3.23)

El subindice “0” denota, a no ser que se indique lo contrario, que la magnitud esta medida en el instante inicial,
to, normalmente en este proyecto con el vehiculo en la posicion de periapsis. Mediante la ecuacion de Kepler
(3.24), y a partir de (3.23), se puede hallar la anomalia excéntrica mediante cualquier método iterativo.

M = E — esenE (3.24)

Teniendo calculada E para cada t, se puede hallar f acudiendo a la relacion geométrica existente entre ambos
angulos, la cual queda reflejada en (3.25), que ya fue definida.

tan AN 1-I_etan £ (3.25)
RN 6

Hay que tener en cuenta la correccion de los cuadrantes al resolver la ecuacion, comprobandose este aspecto
con la tangente del &ngulo f/2, que estara definida entre —m/2 y m/2. Como el angulo a considerar es f, la
definicién estara entre -7 y m. En conclusion, con los elementos definidos en este subapartado y la
consideracion adicional de un vector de tiempos apropiado, se tienen todas las variables de entrada relativas al
blanco necesarias.

Por otro lado, ya que los métodos de calculo que se pretenden analizar y comparar calcularan la evolucion de
la Orbita relativa entre vehiculo perseguidor y blanco, serén indispensables conocer las condiciones iniciales de
este movimiento. Por ello, seran variables de entrada las resefiadas en (3.2). Seran variables directas de entrada
para el caso cartesiano e indirectas para el método de los elementos orbitales relativos, ya que éste requiere
condiciones iniciales como las indicadas en 3.26, por lo que habré que recurrir al cambio de variables descrito
en el subapartado 2.3.5 para la conversion.
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550 = (5(10,500,5’:0,6q10,6q20,600) (326)

3.1.2. Variables de salida

Ambos meétodos de célculo de la orbita relativa ofrecen las mismas variables de salida. Una de las diferencias
fundamentales es que el método cartesiano requiere del uso de integracién numérica para la resolucién del
sistema de ecuaciones diferenciales al que recurre, mientras que el método de los ROE esta conformado por
ecuaciones algebraicas. En este ultimo caso, las variables que calcula el método son los elementos orbitales
relativos en los instantes de tiempo considerados, teniéndose que efectuar el cambio de variables de 2.3.5 para
transformarlos a variables cartesianas. De esta manera, la comparacion puede realizarse atendiendo a los
valores del siguiente vector.

X(6) = (x (@), y(0), z(1), X(0), y(8), (1)) (3.27)

3.1.3. Resultados

Para las condiciones iniciales de (3.2) y para unos valores de los elementos orbitales que se resefian en la Tabla
1, se obtienen los resultados que se pueden observar en las ilustraciones siguientes.

Elemento Orbital Orbita Blanco Valor
Semieje mayor (a) 7555 km
Excentricidad (e) 0.4
Inclinacion (i) 48°
Argumento de perigeo (w) 10°

Ascension recta del nodo ascendente (£2) 20°

Tabla 1. Elementos Orbitales del Blanco

Para realizar la comparacion se considerard que el chief parte del perigeo de su érbita, cumpliéndose esta
hipdtesis en todos los casos a no ser que se especifique lo contrario. Se tomara un vector de tiempos de 100
intervalos que abarque la totalidad del periodo orbital del blanco (ecuacion (3.3)).

Se analizard, en un primer lugar, el caso de movimiento relativo libre, sin aplicacién de ningan tipo de control
(velocidad imprimida al vehiculo perseguidor nula).
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Cartesianas lineal
Cartesianas no lineal
ROE

05 O Blanco

X [km]

llustracion 5. Comparacion métodos rendezvous libre

En la llustracion 5 se pueden contemplar los resultados que arrojan los diferentes métodos descritos hasta
ahora. Puede verse como las tres gréficas practicamente se superponen a simple vista, reflejando todas los
mismos resultados practicamente. Asimismo, se aprecia que las érbitas relativas que recorre el deputy no
rodean al chief, alejandose de él con el paso del tiempo. Esto es asi por lo comentado en 3.1.1; el no fijar una
dependencia de la coordenada y con x hace que exista un término lineal con el tiempo que hace que la drbita se
aleje paulatinamente del objetivo. Para corregir esto hay que exigir la igualdad de periodos de ambos
vehiculos, como se detalla en dicho apartado.

Si se hace zoom en la zona en la que se tienen posiciones en x mas alejadas del blanco se pueden atisbar
notables diferencias en los resultados que calcula cada método. La llustracion 6 muestra este aspecto.
Efectuando un analisis en planta, se observa que los métodos de los elementos orbitales relativos y el basado
en coordenadas cartesianas linealizado ofrecen resultados muy parejos, difiriendo ligeramente de los
calculados por el método cartesiano no lineal, que es el exacto. La razon por la que sucede esto estriba en las
consideraciones que se han asumido a la hora de desarrollar el método de los ROE, pues se ha asumido que la
matriz que hace evolucionar el estado, @5, (t;, ti), lleva el estado §€(t,) al estado §€(t;) sin reportar errores.
Esto no es asi, pues lo que recoge la ecuacion 3.28 no es un modelo exacto, siendo una aproximacion con
linealizaciones internas. Esta es, por tanto, la causa por la que este método se acerca mas al cartesiano
linealizado.

8é(ty) = D (t), tx)SE(t)) (3.28)
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llustracion 6. Detalle comparacion métodos rendezvous libre
En el caso en que el blanco se aleje del satélite perseguidor hasta una distancia inicial de, por ejemplo, 10 km

segun cada eje coordenado se empiezan a observar ciertas incoherencias entre los diferentes métodos
analizados. Para ello, véase la llustracion 7.

Cartesianas lineal
Cartesianas no lineal
0 ROE

O Blanco

600

x [km]

llustracion 7. Comparacion métodos rendezvous libre. Blanco a 10 km

El modelo lineal ya no tiene la precision deseada y empieza a arrojar resultados totalmente erréneos y alejados
de la realidad, del modelo cartesiano no lineal. EI modelo que hace uso de elementos orbitales relativos
también comienza a divergir pero esto es asi, ademas de por lo explicado en parrafos anteriores, por el cambio
de coordenadas empleado para mostrar los resultados. ElI cambio de coordenadas relaciona este modelado del
problema con el caso lineal pero la realidad es que el modo de describir el problema recurriendo a los ROE es,
en ausencia de perturbaciones, muy proximo al exacto [5]. Como el orden de magnitud de las distancias que se
dan en la fase del rendezvous que se somete a estudio en este Proyecto es pequefio (menos de 100 metros), el
cambio de variables del que se hablaba reproducira fielmente lo que se pretende conseguir.

En la lHustracién 8 pueden observarse los errores absolutos que se cometen al usar el método de los ROE para
una excentricidad de 0.2. En la llustracion 9 se presentan los errores relativos para las mismas condiciones de
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movimiento, percibiéndose que son muy pequefios, tendientes a O para practicamente todo el intervalo de
tiempos considerado. Ha de decirse que los errores aumentan conforme lo hace la excentricidad, obteniéndose,
para e=0.8, errores respecto al método cartesiano no lineal del 5% en la coordenada x, de en torno al 7% en
direccion y y de aproximadamente el 3% en el caso de la coordenada z, alcanzandose picos de hasta el 35% en
dos instantes aislados.

Error absoluto en x

s T T T T T T |

x [km]
N
T

0 L I3 r r r
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Tiempo [s]
x 10 Error absoluto en'y
6 T T T T T
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3000
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Error absoluto en z

0 1000 4000
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:
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4000 5000

lustracién 8. Errores absolutos al usar ROE
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lustracién 9. Errores relativos al usar ROE

Resueltas las diferencias entre las diferentes metodologias y habiéndose comprobado que el método de los
ROE es totalmente valido cuando no se aplica control alguno sobre el perseguidor, a continuacion se muestra
qué ocurre cuando los periodos orbitales de blanco y perseguidor coinciden, es decir, cuando se cumple que
los semiejes mayores de sus respectivas Orbitas coinciden. Se realizara un barrido de excentricidades,
haciéndolas variar entre 0 (6rbita del blanco circular) y 0.8 (6rbita eliptica muy excéntrica).



Anadlisis y optimizacion de la maniobra de rendezvous de vehiculos espaciales utilizando elementos
orbitales relativos

8 —
—e=0
6 —e=0.2
——e=04
4 — e=0.6
I e=0.8
*  Blanco
2 |-
£ o
>
_2 [
4
_6 [
-8 r r r r r [
-3 -2 -1 0 1 2 3

x [km]

lustracion 10. Vista x-y de drbitas segin ROE para rendezvous libre y varios valores de e
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lustracion 11. Vista x-z de orbitas segin ROE para rendezvous libre y varios valores de e
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llustracion 12. Vista y-z de drbitas segun ROE para rendezvous libre y varios valores de e
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lustracion 13. Vista 3D de drbitas segin ROE para rendezvous libre y varios valores de e

Se pueden extraer varias conclusiones de las lustraciones 10-13. La primera es que el elemento orbital e
influye enormemente en la Orbita resultante, haciéndola tanto mayor e irregular cuanto mayor es su valor.
Aumentar la excentricidad de la 6rbita del blanco provoca que la orbita relativa crezca de tamafio y vaya
adquiriendo una curvatura importante. Para excentricidad nula (érbita del blanco circular) la 6rbita relativa es
perfectamente eliptica, con el blanco en el centro de dicha elipse. Para las condiciones iniciales impuestas
(ecuacion (3.2)), la inclinacion de las drbitas tiende a ser menos acusada en el plano x-z siendo éstas mas
horizontales conforme aumenta e.

Por otro lado, se comprueba lo que se comentaba anteriormente acerca de la periodicidad de la érbita relativa.
Al haber impuesto la condicion de que los periodos de ambos vehiculos sean idénticos, ya no existe esa
divergencia que se apreciaba en las llustraciones 5, 6 y 7. La érbita aqui descrita es cerrada y se repite para
cada periodo del blanco.

Por ultimo, es posible darse cuenta de la simetria que presentan las drbitas respecto al plano y=0.
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3.2. Veracidad del método de los ROE: movimiento relativo forzado

En este epigrafe se afiadira a las ecuaciones dinamicas obtenidas en 2.3.4 un término de control para poder
realizar cambios sobre la érbita relativa con vistas a controlarla. Para incluir estos términos en el modelo basta
con recurrir a los cambios de variables ya descritos en el apartado 2.3.5. Se puede proceder como sigue:

Se parte de la relacién entre ROE y coordenadas cartesianas, reflejada en la ecuacién (2.83). El vector x
contiene las variables que representan la posicién (son las 3 primeras y vienen representadas por la ecuacion
(3.30)) y la velocidad (son las 3 Gltimas y vienen representadas por la ecuacion (3.31)) del movimiento
relativo del perseguidor respecto del blanco. Dividiendo la matriz B, en dos submatrices de tal manera que
una, que sera denominada B .(é.), constituye las 3 primeras columnas de B,y otra, llamada B, ,(€.), las 3
Gltimas, se concluye que:

Sé) = Blr(é)C)F + Bly(é)c)ﬁ (329)
r=(xy2" (3.30)
3= (ty,2)7 (3.31)

Se supondra, llegado a este punto, que se ejerce un impulso Av instantdneo en un instante determinado.
Siguiendo con el razonamiento anterior y con el cambio de variables aproximado desarrollado se puede llegar
a expresar como son los elementos orbitales diferenciales justo antes (se denotara con el superindice -) y justo
después (se denotara con el superindice +) de ejercer el impulso.
66_ = Blr(é)c)? + Blv(é)c)l-;_ (332)
8é* = By, (€))7 + By ,()v™ (3.33)

Asumiendo que el vector de posicion relativa no ha variado en ese instante infinitesimalmente pequefio, al
restar la ecuacion (3.32) de (3.33):

A(5€) = 6é* — §é~ = By (E,)Av (3.34)

Donde se ha aplicado 3.35.
AV =0t — v~ (3.35)
Una vez calculadas las variaciones producidas sobre el estado se puede desarrollar una formulacion méas

compacta del problema. Recurriendo a la matriz que hace evolucionar el sistema desde un estado j hasta otro k,
desarrollada en 2.3.4 y denotada como @, (ty, t;), Se puede obtener lo siguiente:

8€(ts1)” = Pse(tisr ti)IE(t)™ (3.36)
Recurriendo a la ecuacion (3.34) se llega a (3.37) y (3.38).
8&(tie1)™ = Poe(ticsn, te) (88(t) ™ + A(68(t1))) (3.37)

8€(ty+1)™ = Pse(tisr tr)0€(tk)™ + Pse(ti1, ti) By, (€c(tr)) AV (tx) (3-38)
Se puede identificar la definicion del sistema en su forma lineal (ecuaciones (3.39)-(3.41)).

x =Ax + Bu (3.39)
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A = Pse(tr+1, tr) (3.40)
B = @ (tys1, t) B, (Ec(ty)) (3.41)
Una vez definida la dinamica que hace evolucionar el sistema, se procede a comprobar la veracidad de la

misma. Para ello se recurre, una vez mas, a la comparacion con el procedimiento que se rige por coordenadas
cartesianas. Obsérvense las llustraciones 14, 15 y 16 para ver la correspondencia entre los dos métodos.

ROE
Cartesianas

X [km]

Iustracion 14. Comparacion métodos con aplicacion de v

ROE
Cartesianas

z [km]

y [km] -100 0 x [km]

llustracion 15. Comparacion métodos con aplicacion de v
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Iustracion 16. Comparacion métodos con aplicacion de v,

Por simple inspeccion visual se puede ver que los métodos arrojan préacticamente los mismos resultados. Cabe
decir que estas graficas se han generado para un valor de la excentricidad de e=0.3, no correspondiéndose los
resultados que generan ambas metodologias tan exactamente cuando este valor de e alcanza cotas elevadas
(para e=0.8 y en adelante la divergencia en los resultados empieza a ser ligeramente palpable). Las
velocidades aplicadas para poner de ejemplo dicha correspondencia han sido del orden de 1 m/s.

Tras lo visto en los apartados (3.1) y (3.2) se llega a la conclusion de que el método de los elementos orbitales
relativos es totalmente valido para describir el problema del rendezvous de vehiculos espaciales. La Unica
condicién que se ha de cumplir para que sea efectivo es que no existan perturbaciones en el movimiento. La
distancia entre perseguidor y objetivo puede ser cualquiera, no requiriendo que esta sea pequefia respecto del
modulo del radiovector que une el chief con la Tierra como ocurre en el caso del método cartesiano
linealizado. Asimismo se ha comprobado, con la resolucién numérica de las ecuaciones de ambos métodos,
gue los ROE aproximan adecuadamente los resultados para un amplio abanico de valores del elemento orbital
e de la orbita del blanco. La divergencia en los resultados para muy elevadas excentricidades (e>0.8) no
adquiere tanta importancia si se tiene en cuenta que la inmensa mayoria de los casos reales de rendezvous
trabajan con excentricidades menores que esa cota.



4 PROCEDIMIENTOS PARA EL CALCULO Y
OPTIMIZACION DEL RENDEZVOUS

del rendezvous de vehiculos espaciales. Tras comprobarse la bondad del método de los elementos

orbitales relativos, se explicara el problema de los dos impulsos, obteniéndose por primera vez un
rendezvous completo. Tras esto, se efectuara una formulacién en el espacio de estados con el objetivo de
realizar una discretizacion del tiempo y, consecuentemente, de las diferentes variables que intervienen en el
problema de manera que se obtenga un modelo algebraico no continuo y féacilmente resoluble y de
implementar.

En este capitulo se efectuara la totalidad de los desarrollos tedricos construidos para resolver el problema

Después, se detallara el modelo elegido para llevar a cabo el control de las maniobras, describiendo un modelo
de control predictivo. Se desarrollaran las ecuaciones del modelo, la justificacién en la eleccion de la funcion
objetivo y la construccion de las diferentes restricciones matematicas. Asimismo, se incluird un apartado en el
gue se incluiran un modelo de perturbaciones para que el estudio del problema se acerque lo maximo posible a
la realidad.

Teniendo todo esto, se estara en condiciones de establecer una formulacién completa del problema y de
estimar las perturbaciones anteriormente nombradas. Debe hacerse notar que este capitulo es de corte
descriptivo, dejando el muestrario de soluciones numéricas y graficas de las ecuaciones para el capitulo
siguiente.

4.1. Maniobra de dos impulsos

En este apartado se describira la maniobra de dos impulsos para llegar a realizar completamente el rendezvous.
La tactica de esta maniobra es efectuar Gnicamente dos impulsos, uno al inicio de la maniobra y otro al final de
la misma. El objetivo es que el vector de estados en el instante del vector de tiempos en que se quiere
conseguir el rendezvous, al que se llamara tg, sea nulo o lo que es lo mismo, que las posiciones y velocidades
relativas en dicho instante sean totalmente nulas.

La manera de proceder, trabajando en principio con coordenadas cartesianas, es la que aqui se describe. Como
se ha comentado, la idea es, partiendo de las condiciones iniciales previas al impulso inicial (7 y ),
conseguir que

#(tg) =0 (4.1)
B(tg) =0 (42)

Suponiendo la existencia de solucion analitica del método cartesiano descrito en 2.3.3 para una excentricidad
genérica distinta de 0, aquélla se podria expresar matricialmente como sigue:
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B =[Ol [2] 43

A, (t) es una submatriz que relaciona el vector de posicion, 7 en el instante inicial y dicho vector en cualquier
otro instante genérico. Esta matriz varia segun el instante de tiempo al que se quiera hacer evolucionar el
estado. Los vectores 7 y v definen lo resefiado en las ecuaciones (3.30) y (3.31), respectivamente.
Anélogamente pueden definirse las submatrices A,.,(t), A,-(t) Y Ay, (1).

Desarrollando por la primera fila de la matriz, particularizando para el instante t, se puede encontrar el
impulso inicial que hay que proporcionar al sistema:

F(tR) = Apr (tR)?O + Ary (tR)ﬁ(-J'- (4-4)

Como se dijo anteriormente, hay que exigir que, en el instante en que se desea hacer el rendezvous, tanto
posicién como Vvelocidades relativas se anulen. De esta manera, la ecuacion (4.4) seria igual a 0, por lo que
despejando la velocidad inicial justo tras el impulso:

1_7)3‘ = _A;vl(tR)Arr(tR)FO (45)

Teniendo la velocidad en el instante inicial justo después de imprimir el impulso y sabiendo la condicion
inicial en velocidad, impuesta (es dato), se obtiene el primero de los dos impulsos (ecuacion (4.6)).

AVy = —Ar) (tp) Ay (Er)To — Vg (4.6)

Si en esta ocasion se toma la segunda fila de la matriz de submatrices y se particulariza para el instante tz se
obtiene, mediante la sustitucion de (4.5), (4.7).

13—(tR) = [Avr (tR) - Avv (tR)A;vl (tR)Arr (tR)]FO (47)

Se conoce que la velocidad relativa tras el segundo impulso ha de ser nula. De esta manera, el impulso queda
definido por la velocidad relativa antes del mismo cambiada de signo (ecuacion (4.8)).

AV, = —[Ayr(tg) — Apy (tr) A7y (tr)Arr (tR)]To (4.8)

De esta manera, el conocimiento de las submatrices A, Ay, Ay Y Ay €n el instante tg junto con las
condiciones iniciales son suficientes para calcular los dos impulsos y conseguir el rendezvous. Pero el método
cartesiano no lineal no supone conocidas dichas submatrices. Estas tienen forma clara cuando la excentricidad
es nula [10] pero, para excentricidades cualesquiera, no tienen forma definida ya que las ecuaciones solamente
admiten resolucion numérica. No obstante, este desarrollo sera crucial para expresar la maniobra de 2 impulsos
segln el método de los elementos orbitales relativos. Para ello, se parte de la ecuacion de transicion entre
estados, reflejada en (2.58). Si se particulariza dicha ecuacion para ti=t,, se consigue (4.9).

§€(t) = Dse(t, tg)5€(to) (4.9)

Recordando de nuevo las matrices de cambio de variables desarrolladas en el apartado 2.3.5 de la presente
memoria, la ecuacion (4.9) puede convertirse en una analoga a (4.3) si t=ts.

Afl(gc(tR))f(tR) = Dse(tg :to)Afl(gc(to))f(to) (4.10)

Agrupando matrices y comparando la ecuacion resultante con (4.3), se obtiene lo siguiente:

X(tg) = A1 (E.(tg)) Pse (tr, to)Afl(gc(to))f(to) (4.11)
| = MO AT (Eul) @12)
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En el caso de (4.12), las submatrices si son conocidas por lo que, procediendo de idéntica manera que para el
caso cartesiano, se llega a que los dos impulsos que han de efectuarse sobre el sistema para que el vehiculo
perseguidor dé alcance al objetivo son:

AV = —A (tr) Ay (tr)To — Vg (4.13)
AVy = [Ayy (tp) AV (tR) Ay (tR) — Ay (ER)17G (4.14)
Donde se aplica que:
? - -
[13?7] = A;(8.(t0))58(to) (4.15)

Hay que tener en cuenta otra consideracion adicional. Y es que la matriz A} (tz) ha de ser una matriz
regular, teniendo que ser su determinante distinto de cero para que admita inversa. Esto se traduce en que el
instante en que se efectule el acoplamiento, el instante tg, ha de cumplir la ecuacion (4.16), donde k es un
ndmero entero positivo.

k
te # 5T (4.16)

4.2. Problema del control

En este apartado se abordara el problema objetivo del Proyecto. Se procedera a efectuar la optimizacion del
problema de rendezvous de vehiculos espaciales mediante el método de los elementos orbitales relativos. En
un primer lugar se definira de forma fisica y matematica el problema en si. Tras esto, en el apartado 4.3 se
establecera el modelo de control predictivo (MPC) con el que se trabajara para obtener los resultados.

4.2.1. Formulacion en el espacio de estados

En este punto se establece, simplemente, un breve recordatorio sobre lo desarrollado en 3.2. En dicho
apartado, se consigui6 formular el problema de rendezvous de manera matricial, con la introduccion de las
variables de control en el modelo (ecuacion (4.17)).

8€(tys1)” = Pse(tsr t)0€(tk)™ + Pse(tys1s ti) By, (Ec(tr))AV(ty) (4.17)

Mediante (4.17) es posible calcular el estado del sistema en cualquier instante. En lo sucesivo se omite el
superindice “-“. El estado vendra dado por el set de elementos orbitales relativos recogidos en la ecuacion
(2.34). Para ser calculado se requiere el estado en el instante previo, la matriz de transicion entre los estados
correspondientes, la matriz By 'y el vector de impulsos, Av. Estas tres Gltimas matrices dependen, a su vez, de
los elementos orbitales del blanco en cada instante y, por tanto, del tiempo. El vector de impulsos Gnicamente
depende del instante en el que nos encontremos.

La matriz B, esta constituida por las 3 ultimas columnas de la matriz B; mientras que el vector de impulsos

esté definido seguin (4.18). Como se dijo en el capitulo 2, se considerara que el vehiculo perseguidor presenta
capacidad de propulsion segun los tres ejes cartesianos.

Avx(tk)
AB(ty,) = |Avy(ty) (4.18)

sz(tk)
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Como también se comentd en el apartado 3.2, la expresion del estado posterior en funcion del anterior y de los
impulsos a ejercer en cada instante de tiempo permite identificar el sistema con la ecuacion de definicion de un
sistema lineal (ecuacién 4.19).

De esta manera se tiene descrita de forma discreta la variacion del sistema a lo largo del tiempo.

4.2.2. Restricciones

Volviendo a recordar la definicion del problema planteado en el apartado introductorio, algunos de los puntos
planteados se reflejaran como restricciones matematicas de dicho problema. En primer lugar, hay que
garantizar que la finalidad de la mision serd cumplida, esto es, que se acabara consiguiendo el rendezvous.
Esto se expresa facilmente simplemente diciendo que los elementos orbitales de blanco y perseguidor, en el
instante final del vector de tiempos considerado, seran iguales (ecuacion (4.20)).

58(ty) =0 (4.20)

Otra restriccion que habra que modelar sera la que limita el valor de los impulsos de velocidad que se imprima
al perseguidor para que éste alcance al blanco. Los impulsos deberan ser positivos y estar limitados por una
cota superior (ecuacion (4.21)).

0 < AB(ty,) < ABpgy 0<k<N-1 (4.21)

Este conjunto de restricciones se modelaran de cara a aplicar el modelo de control predictivo. Como se dijo en
capitulos anteriores, la restriccion de no colision se formula en el capitulo 6; por esta razén no se le da cabida
en el presente subapartado, ya que su implementacién no se ha llevado a cabo.

4.3. Modelo de Control Predictivo

Los sistemas de control predictivo permiten manipular las variables para establecer una trayectoria deseada a
tiempo futuro. Una vez manipuladas dichas variables se procede a su célculo optimizandolas segin la funcién
objetivo definida. El horizonte de planificacion puede considerarse mévil o fijo. En este Gltimo caso, la
dimension del problema decrece con la sucesion de las iteraciones. Sera la opcion escogida, a posteriori. Tal
como se resefia en [13], el control predictivo utiliza un modelo explicito para predecir la salida de procesos en
instantes futuros, mediante el uso de algoritmos para el calculo de sefiales de control minimizando cierta
funcion objetivo cumpliendo con unas determinadas restricciones. En base a esto, puede construirse el
problema de control del rendezvous de vehiculos espaciales, definido en 4.2. Se supone que el blanco
permanece en una oOrbita incontrolable, por lo que las maniobras las efectuara el vehiculo perseguidor.

4.3.1. Prediccion del estado

Sabiendo que la matriz de transicion entre estados es variable con el tiempo, al igual que la matriz By, la
prediccion del estado queda como sigue en ausencia de perturbaciones.

8E = F68(ty) + GAV (4.22)

Las ecuaciones (4.23)-(4.25) definen los diferentes elementos de (4.22). Tenemos, con la definicion de (4.22),
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la totalidad de los estados del sistema definidos. §E aglutina todos los elementos orbitales relativos en cada
instante de tiempo, F comprende las matrices de transicion entre el instante inicial, t,, y todos los incluidos en
el vector de tiempos, G es una matriz de submatrices producto de matrices de transicion y By, segun instantes

y, por ultimo, AV es un vector gue recoge los diferentes impulsos dados en las tres direcciones del espacio en
cada instante de tiempo.

8é(ty)
5E = |9¢(t2) (4.23)
Se(ty)
q’é‘e(tl!tO)
F = | Poeltzrto) (4.24)
Pse(ty, to)
G
s (t1, t0) By (to) 0 0 0
DPse(tz, to)B1, (o)  Pse(tz, t1)By,(t1) 0 0 425
g ' Ppe(ts, t1)B1, (t1)  Poe(ts, t2)By,(t2) 0 s |(- )
: : : 0
lq)ae(tN:to)B1v(to) Dse(ty, t1)By,(t1)  Pse(tn, t2)By,(t2) - ¢5e(tN:tN—1)B1v(tN—1)J
AV (ty)
av = | A7) (4.26)
Av(ty-1)

4.3.2. Funcion objetivo

Con la eleccién de la funcién objetivo se pretende basicamente minimizar el consumo de combustible. Para
modelar este aspecto se trabajara por llevar al minimo valor posible la suma de los médulos de las

componentes del vector AV, de manera que los impulsos queden minimizados en cada instante y globalmente.
Esta funcion objetivo serd denominada J y seguira la expresion (4.27).

N-1
J=) 1A% (427)
i=1

El subindice representa el instante en que se toma el vector Av. Cada Av; tiene tres componentes que deberan
ser distinguidas; x, y y z.

4.3.3. Expresion de restricciones

Para poder aplicar el modelo de control predictivo es requisito indispensable expresar las restricciones
descritas en 4.2.2 en funcion de la variable a optimizar, en este caso, los impulsos en cada instante de tiempo.

En lo referente a la condicion de acoplamiento en el instante final, en el que los ROE deben anularse,
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matricialmente se puede expresar como sigue:

6é(t1)

2 se(t
0=[06x6 Osxs - Osxs Iloxel e(: 2) (4.28)

56 (ty)

La matriz I, denota la matriz identidad de orden 6. La finalidad de expresar esta restriccion segun (4.28) es

que, denominando a la primera matriz como G; e identificando el vector SE, recurriendo a (4.22) e ignorando
las perturbaciones que afectan al sistema, se obtiene una restriccion en funcién de las variables a optimizar, de
los impulsos (ecuacion (4.29)).

0 = G, (F88(ty) + GAV) (4.29)
Despejando convenientemente se llega a la primera restriccion correctamente expresada:

G,GAV = —G,F88(t,) (4.30)

Por otro lado, en lo relativo a las restricciones de limitacion del valor de los impulsos a aplicar para conseguir
el rendezvous, se coment6 en apartados anteriores que el limite inferior se correspondera con un impulso nulo.
Por otro lado, la cota superior se denotard como Av,,,,. Siguiendo la misma manera de proceder que para

agrupar los vectores impulso en un Unico vector, AV, se efectia lo prescrito en (4.31).

Aﬁmax
ATy = | AVmax (4.31)

Aﬁmax
De esta manera, la doble restriccion quedaria como se indica en (4.32)-(4.33).
AV < AV (4.32)

0<aV (4.33)

4.3.4. Calculo de la sefal de control

Para conseguir optimizar los valores de los impulsos en cada instante del vector de tiempos habra que resolver,
el problema dado por las ecuaciones (4.34)-(4.37).

J = min|AV| (4.34)
S.a.

G,GAV = —G,F88(t,) (4.35)

AV < AV (4.36)

0< AV (4.37)

Las matrices y vectores que aparecen en el modelo del problema aparecen definidos en apartados anteriores.
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Las variables a obtener son los impulsos en cada direccion e instante de tiempo, que aparecen agrupados en el

vector AV. Como se puede observar, el problema es de caracter lineal. La expresion de la funcién objetivo se
puede manipular, atendiendo al significado de la funcién valor absoluto, para que pueda ser contemplada
como una funcién lineal [14].

La resolucion del problema de optimizacién proporcionara las variables de control optimas que hacen que el
vehiculo perseguidor alcance al chief satisfaciendo todas las restricciones que se tenian en cuenta en el
apartado 4.2.2, de manera que se consiga el rendezvous consumiendo el minimo combustible posible. Todo
ello en ausencia de perturbaciones.

Hay otro aspecto a tener en cuenta, y es el hecho de que el control predictivo requiere una replanificacion del
problema, esto es, llevar a cabo la resolucion de un problema totalmente nuevo en cada instante partiendo de
las condiciones resultantes de la resolucién del problema anterior (en el instante anterior). Asi, se exige
refrescar las condiciones iniciales en cada instante y retocar ciertos aspectos del modelado como la matriz F.
Para abordar esto se puede optar por mantener constante el horizonte de planificacion o, por el contrario,
desplazarlo en cada instante. Las caracteristicas mas generales de cada eleccion se detallan a continuacion.

Horizonte deslizante

En este caso se supone que el horizonte de planificacion avanza conforme lo hace la mision. Esta idea queda
resumida segln los siguientes puntos:

e Encada instante k se resolvera el problema planteado hasta el final de la misién (N).

e Los actuadores aplican Unicamente la primera sefial de control calculada, efectuando el vehiculo
perseguidor solamente el primero de los impulsos calculados.

e En el instante siguiente (k +1) se vuelve a resolver el mismo problema pero desde el nuevo instante
inicial hasta el final de la misién, que también varia (N + 1).

e  Los actuadores solo aplican el primer impulso del nuevo problema, desechando los restantes.

Al final de la mision, las variables de control optimizadas vendran dadas por la combinacion de todos los
“primeros” impulsos calculados en cada nuevo problema en cada instante de tiempo.

Horizonte fijo

En este caso el horizonte de planificacion permanece fijo reduciéndose, en consecuencia, el tamafio del
problema en cada instante de tiempo. Los puntos que caracterizan esta manera de proceder son:

e Enelinstante k se resuelve el problema planteado hasta el final de la mision (N).
e  Los actuadores aplican la primera sefial de control calculada, desechando las demas.

e Enel nuevo instante (k + 1) se vuelve a resolver el problema desde el nuevo instante inicial hasta el
final, que sigue siendo el mismo que en el caso anterior (N).

Esta metodologia acelera el proceso de célculo por la reduccion en la dimensién del problema con el paso del
tiempo. Para maniobras como el rendezvous esto es esencial, por lo que sera la técnica escogida.

4.4. Perturbaciones

Hasta este momento no se ha considerado ningun tipo de perturbacion en el movimiento relativo entre
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vehiculo objetivo y perseguidor. Ello ha conllevado una simplificacion del problema y una pérdida parcial de
realismo en los resultados recogidos. Por ello, y con vistas a aumentar el grado de realismo del modelo
desarrollado, se considerara la perturbacion méas representativa en las altitudes en las que la maniobra de
rendezvous tiene lugar, el J,.

Dentro de las perturbaciones que pueden darse a la hora de efectuar maniobras orbitales en el espacio, éstas
pueden ser conservativas 0 no conservativas [15] si se atiende a la naturaleza de la fuerza que las origina.
Dentro de este criterio, las conservativas vienen dadas por aquella que derivan de un potencial, mientras que
las no conservativas dependen de la geometria del problema y del satélite, resultando muy dificiles de modelar.
Asimismo, si se presta atencion al periodo de influencia, se pueden tener perturbaciones seculares (de efecto
acumulativo a lo largo del tiempo) y perturbaciones periddicas, cuyo valor medio es nulo. La perturbacion del
J, se encuadra dentro de las conservativas y tiene componentes periddicas y seculares. Es debida a la forma no
totalmente esférica de la Tierra. Nuestro planeta tiene forma de geoide, estando achatado por los polos y
ensanchado por el ecuador, lo que provoca una alteracién en la normal de la 6rbita originando, a su vez, una
fuerza perturbadora.

Tal como se indica en [16], el J, provoca ligeras alteraciones en los elementos orbitales de cualquier vehiculo
espacial que orbite en érbitas bajas, lo cual implica que provoca ligeros cambios, igualmente, en los elementos
orbitales relativos. A pesar de ello, los efectos sobre los elementos orbitales a, e e i son Unicamente de caracter
periddico, de media nula, por lo que no seran tomados en consideracion. Sin embargo, sobre los 3 elementos
orbitales restantes provoca efectos seculares, crecientes con el paso del tiempo. En el Proyecto se recurre a los
elementos orbitales relativos para calcular el problema de rendezvous, por lo que se necesitan expresiones en
las que estos ROE aparezcan. De esta manera, se tiene que:

sa(t) =0 (4.38)
6é(t) =0 (4.39)
Si(t) =0 (4.40)
850(t) = (7 00 _ 58 osise +si '5') (4.41)
(t) =e€n 7 €St — 2 coside + 5 sinidi .
Sart) = ( 7 5cos2i— 1% + £ (5.cos? i — 1)5e — >si 2'5') (4.42)
w()=e€en 3 cos“i a i cos“ i e 4sm( )6t .
. 7 ] éa 3e ) 3 L
SMy(t) = en (—gn(S cos?i— 1)7 + 15(3 cos?i—1)6e — Zsin (21)61) (4.43)

Los parametros que aparecen en las ecuaciones anteriores obedecen a las siguientes expresiones:

2

R
e(a,e) = 3J; (a(l——Tez)) (4.44)

n= 1—e2 (445)

El set de ecuaciones (4.38)-(4.43) no esté en términos de las variables definidas en 2.3.4 por lo que hay que
realizar las transformaciones oportunas para poder aplicar dichas ecuaciones al problema. Sin embargo, las
variables que aparecen guardan relacion conocida con las definidas a lo largo del presente documento. El valor
de J, se estimara en el capitulo siguiente, a la hora de representar los diferentes resultados. Surge, como se ha
dicho, una pequefa discrepancia si se observan las ecuaciones de variacion temporal de los elementos orbitales
relativos, discrepancia derivada de la eleccion que se ha hecho de los ROE. Por lo tanto, hay que jugar con los
resultados que arrojan las ecuaciones en cada instante para obtenerlos en funcion de las variables elegidas
6q1,6q,,00.
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ese mismo capitulo y en el capitulo 4 se ha desarrollado todo el modelo matematico del problema. El

modelo que describe la Orbita relativa ha sido verificado en el 3 y se ha establecido un modelo de control
predictivo que optimizara el conjunto de maniobras que el vehiculo perseguidor realizard para dar caza al
blanco, minimizando el combustible consumido y consiguiendo el rendezvous. Se ha considerado, por otro
lado, el efecto de la perturbacién méas importante en esas cotas y, a modo de referencia y para establecer una
comparacion, se ha desarrollado la maniobra de los dos impulsos.

Tras ver en el capitulo 2 una introduccién sucinta al problema de rendezvous de vehiculos espaciales, en

En este nuevo capitulo se implementara todo lo definido y modelado en los dos capitulos teéricos anteriores en
software adecuado para ver la evolucion de las diferentes variables que toman partido en el problema.

5.1. Datos de partida

Para la resolucion de los sistemas de ecuaciones que se han desarrollado a lo largo del presente documento se
requieren valores de un determinado nimero de parametros y de ciertas condiciones del movimiento.

Los elementos orbitales del vehiculo objetivo son los recogidos en la Tabla 1. Estas variables seran el punto de
partida para realizar las simulaciones. Definen la 6rbita geocéntrica del blanco. Adicionalmente se considerara
que el blanco siempre parte del perigeo a no ser que se diga lo contrario, de manera que la anomalia verdadera
en el instante inicial sera nula, con la consecuencia de que la latitud verdadera, al principio del movimiento,
coincide con el argumento de perigeo.

Para definir la evolucion de la 6rbita relativa de vehiculo perseguidor respecto del blanco es necesario definir
las condiciones iniciales en las que ese movimiento comienza. Por ello, en un principio, se asumen como
condiciones iniciales (dadas en coordenadas cartesianas) las que se recogen en la Tabla 2, La excentricidad del
blanco se fijar, de inicio, en el valor e = 0.2.

Variable xo (km) Yo (km) zo (km) xo (km/s) yo (km/s) zy(km/s)

Valor 0.1 0.1 0.1 0 0 0

Tabla 2. Condiciones iniciales del movimiento relativo, en cartesianas

Recurriendo al cambio de sistema de coordenadas descrito en el apartado 2.3.5 pueden conseguirse las
condiciones del movimiento relativo en términos de elementos orbitales relativos, tal como aparece en la Tabla
3.
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Variable éay (km) 60y (rad) &iy (rad) 8q1, (-) 8q2, () 60 (rad)

Valor 0.688 3.122e-4 2.873e-5 5.757e-4 1.649¢-4 -2.193e-4

Tabla 3. Condiciones iniciales del movimiento relativo, en ROE

El vector de tiempos a lo largo del que se propagaran las diferentes soluciones de las ecuaciones sera como
indica la ecuacion (5.1).

0
to

{
t= | ty (5.1)
|

|

tN = T
Donde el dltimo instante se correspondera con el periodo orbital del chief, que viene dado por la expresion
(2.19), de maneraque T = 6535.26 s, lo que resulta ser en torno a 1.82 horas.

En el Tabla 4 se recoge el valor de los diferentes pardmetros que intervienen de una manera u otra en la
resolucion de cada problema para las condiciones que definen la 6rbita del objetivo.

Parametro Valor
n() 0.98

p (km) 7253

u (km3/s?) 398600,4
h (km?/s) 5.38e4

n (rad/s) 9,614e-4
J2 (=) 0.001083
Ry (km) 6378.14
|AY; | max (i = X,¥,2) (Mm/5) 0.001

Tabla 4. Pardmetros que intervienen en el problema

5.2. Problema de los dos impulsos

Como se describio en el apartado 4.1 del capitulo anterior, la maniobra de dos impulsos recurre Gnicamente a
dos impulsos en los instantes inicial y aquel en el que se produce el rendezvous final. A continuacion se
muestra un reportaje grafico de la orbita descrita por el perseguidor alrededor del blanco hasta darle caza. Se
muestran resultados por un amplio abanico de valores del valor orbital e.
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llustracion 17. Maniobra de los 2 impulsos. Vista x-z para varios valores de e
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llustracion 18. Maniobra de los 2 impulsos. Vista y-z para varios valores de e



44 Analisis de resultados
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llustracion 19. Maniobra de los dos impulsos. Vista x-y para varios valores de e

A la luz de las gréficas presentadas (llustraciones 17-19) se puede observar la gran influencia que el valor de la
excentricidad tiene sobre los resultados. Cuanto mayor es el elemento orbital e mayores son las distancias que
el perseguidor recorre antes de completar el rendezvous. Para ver estos efectos sobre los impulsos efectuados
en cada maniobra se presenta la Tabla 5, en la cual se demuestra que un aumento de la excentricidad de la
orbita del blanco implica un gran aumento del gasto de combustible, pues asi lo hacen los impulsos de
velocidad.

Valor de e (-) Primer impulso (m/s) Segundo impulso (m/s) Impulso neto (m/s)
0 [0.028, -0.172, -0.025] [-0.047, -0.020, -0.099] 0.391
0.1 [0.026, -0.212, -0.055] [-0.058, -0.021, -0.113] 0.485
0.2 [0.019, -0.264, -0.102] [-0.078, -0.023, -0.132] 0.618
0.3 [0.006, -0.335, -0.178] [-0.111, -0.024, -0.158] 0.812
0.4 [-0.023, -0.437, -0.305] [-0.170, -0.026, -0.192] 1.153

Tabla 5. Impulsos efectuados en las maniobras de los dos impulsos

La evolucién del gasto puede apreciarse mas claramente en la llustracion 20, donde se enfrentan el valor de la
excentricidad con el impulso neto de la maniobra de dos impulsos. La evolucion del gasto es mds 0 menos
cuadratica con e por lo que un valor elevado de dicho elemento orbital conllevaria un gasto de combustible
inadmisible. Es por esta razon por la que no se ha escogido un rango més amplio de excentricidades a la hora
de representar las orbitas relativas de cada caso. Asimismo, observando la Tabla 5, se percibe que el primero
de los impulsos es siempre mayor que el segundo, por lo que se emplea mayor cantidad de combustible en
hacer que el satélite perseguidor se dirija, mediante la Orbita adecuada, al blanco que en frenarlo para el
posterior acoplamiento.
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[ustracion 20. Tendencia del gasto con la excentricidad en la maniobra de los dos impulsos

5.3. Problema de rendezvous mediante control predictivo

En el apartado que a continuacion se desarrolla se expondran multitud de resultados graficos y numéricos para
diferentes valores de los pardmetros y condiciones iniciales del modelo planteado.

5.3.1. Modelo perturbado y no perturbado

En primera instancia se procedera a comparar los rendezvous optimizados que resultan de resolver el modelo
de control predictivo en ausencia de perturbaciones y contando con la presencia de las mismas en las
ecuaciones del modelado.

Tal y como se explicé en el apartado 4.4, un tipo de perturbaciones a considerar sera la debida a la forma no
totalmente esférica de la Tierra, esto es, la perturbacion del J,. Para los valores de las constantes resefiados en
el apartado 5.1 e incluyendo la triada de ecuaciones (4.41)-(4.43) en el modelo de MPC con las pertinentes
modificaciones para ser tenidas en cuenta en funcion de los ROE considerados, se obtiene la siguiente
comparacion gréfica.
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lustracion 21. Comparacidn entre modelo perturbado y no perturbado. Vista x-y.
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llustracion 22. Comparacién entre modelo perturbado y no perturbado. Vista y-z.
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llustracion 23. Comparacién entre modelo perturbado y no perturbado. Vista en 3D

A la luz de los resultados representados en las llustraciones 21-23, se observa el gran efecto que supone
considerar la existencia de perturbaciones en el modelo. Estas perturbaciones, como se dijo en el capitulo
anterior, introduce efectos acumulativos en el tiempo en los diferentes elementos orbitales relativos, efectos
gue se van sumando en cada instante de tiempo. No son efectos periédicos como en otros casos, Sino
definitivos. A pesar de ello, el algoritmo planteado consigue el rendezvous a la perfeccion, haciendo que el
vehiculo perseguidor alcance al objetivo. Sin embargo, se pierde esa optimizacion que si se alcanzaba en el
caso sin perturbaciones.

Si se observa con mas detenimiento las vistas anteriores se puede atisbar, sobre todo en la llustracion 22, que
las diferencias en la coordenada z no son tan grandes como en el caso x-y. Esto se debe a que el movimiento
fuera del plano, gobernado por los elementos i y £2, no se ve muy influenciado por las perturbaciones. El valor
6i no se ve afectado por la existencia de perturbaciones con el paso del tiempo, al menos no de manera
secular. El valor 602 si se ve afectado pero de manera infima, con 6rdenes de magnitud 5 veces menores a los
oOrdenes de los valores sin perturbar, por lo que puede considerarse que la dindmica fuera del plano orbital
apenas se ve afectada. No ocurre lo mismo con la dindmica en el plano, pues los valores de §q4,8q, y 66 se
ven algo més afectados por la presencia de perturbaciones.

Si se comparan los valores de los gastos en cada caso se obtiene lo reflejado en la Tabla 6.

Gasto (m/s)
Movimiento no perturbado 0.407
Movimiento perturbado 0.592

Tabla 6. Comparacion gastos modelo perturbado y no perturbado

Se puede ver como aumenta el gasto en el caso perturbado, y es que estan introduciéndose pequefias
variaciones de las variables no contempladas en el modelado del problema. A pesar de estas diferencias, y tal
como se ha dicho en parrafos anteriores, el rendezvous se consigue, a cambio, eso si, de un mayor gasto de
combustible.

Se verd a continuacion la influencia del elemento orbital e en la diferencia entre los casos perturbado y no
perturbado valorando, para ello, el gasto en ambos casos. Los resultados se recogen en la Tabla 7, mientras que
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se efecttia una comparacion gréfica en la llustracion 24.

Gasto (m/s)
Excentricidad (-) Caso perturbado Caso no perturbado
0 0.290 0.301
0.1 0.398 0.348
0.2 0.592 0.407
0.3 0.973 0.489
0.4 2.3 0.606

Tabla 7. Comparacién casos perturbado y no perturbado para varias e

Comparacién modelos para varios valores de e

6 T T T T T T T T T
O Valor Exacto Perturbado
Interpolacion Perturbado /
5H Interpolacién No Perturbado //’ -
4  Valor Exacto No Perturbado /
///
4~ // -
/
E /
e 3r i
@
O]
2 o
e
1k o .
?_H;/ji;:;;/—if ’%ﬁil_/i)ilklil
0 r r r r r r r r r

llustracion 24. Comparacién modelo perturbado y no perturbado para varios valores de e

Tanto de manera numérica (en la Tabla 7) como grafica (llustracion 24) pueden observarse las diferencias tan
notables que van adquiriendo los gastos de ambos modelos de control predictivo (perturbado y sin
perturbaciones de ningun tipo) cuando el elemento orbital e empieza a aumentar. Aunque los gastos en ambos
casos empiezan practicamente parejos, de hecho para el caso en el que el blanco se mueve en una Orbita
circular el caso perturbado supone un gasto de combustible incluso algo menor que en el caso no perturbado
(las perturbaciones, en este caso, favorecen el movimiento, por lo que se ahorra cierta cantidad de
combustible), cuando la excentricidad de la 6rbita del vehiculo objetivo comienza a aumentar se produce un
aumento practicamente exponencial del consumo en el modelo con perturbaciones, adquiriendo valores
inadmisibles para excentricidades superiores a 0.5. Desafortunadamente, habra que contar con las
perturbaciones en el modelo pues son algo inexorable, por lo que estos resultados seran los que habria que
tener en cuenta en el caso de una hipotética realizacion del sistema desarrollado. De esta manera, en lo
sucesivo, las representaciones reflejadas en el presente documento corresponderan a casos perturbados segun
los valores de la Tabla 4, a no ser que se especifique lo contrario.

Ademas de los resultados comentados, se ha calculado el vector de velocidades relativas en el Gltimo instante
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del vector de tiempos, aquel en el que se consigue el rendezvous con el posterior acoplamiento del perseguidor
y el vehiculo objetivo. Estas velocidades relativas resultan ser completamente nulas, cumpliéndose la premisa
de la que se partia en el modelado del problema.

El hecho de comparar los modelos perturbado y no perturbado que arroja el modelo de control predictivo tiene
su causa justificada. Como se comentd en capitulos anteriores, el modelo de control predictivo recurre a una
replanificacion del problema en cada instante de tiempo. Asimismo, previo a la definicion completa del
modelo, se ha experimentado brevemente con la planificacion del problema, calculando los impulsos a
efectuar en cada instante de tiempo de golpe, sin refrescar condiciones, sin replantear el problema con el paso
del tiempo v sin reducir su dimension como si se ha hecho en 4.3. En ausencia de perturbaciones, este modelo
arroja idéntico resultado que el modelo de control predictivo, pues estamos ante casos perfectos. Sin embargo,
cuando entran en juego las perturbaciones que, por ejemplo, se definieron en 4.4, los resultados varian en
demasia, no consiguiéndose el rendezvous y haciendo necesario construir el modelo de control predictivo.
Partiendo de las mismas condiciones iniciales y sin alterar el valor de las perturbaciones ni el de los diferentes
parametros que van apareciendo a lo largo de la definicion del problema, se concluye que los resultados son
los representados en la lustracion 25.

0.2

Planificacion
Control predictivo
+  Blanco

0.1

0.05~

y [km]

0.25 r r r r r r
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

X [km]

llustracion 25. Planificacion vs Control predictivo para e = 0.2.

La excentricidad que se ha considerado es e = 0.2. Mientras que aplicando replanificacion, técnica en la que se
basa el control predictivo, los errores en la consecucion del rendezvous son imperceptibles, la planificacién
arroja unos errores de aproximadamente (Ax,Ay,Az) = (1,0.01,0.001) m. La orbita relativa se aleja
bastante de la que es la éptima, calculada por el algoritmo de control predictivo.

En el caso de que la excentricidad aumente a e = 0.5, los resultados graficos pasan a ser los de la Ilustracion
26. En ella se pueden observar notables diferencias entre las orbitas relativas calculadas. Aungue
aparentemente en ambos casos se alcanza el blanco, esto no es asi. La replanificacion en la que se basa el
control predictivo logra el rendezvous sin apenas error en tanto que la planificacion comete unos errores ya
notables: (Ax, Ay, Az) = (32.4,0.46,0.51) m. Es por este motivo por el que se recurre al control predictivo.
En cuanto la excentricidad u otro elemento orbital del blanco hagan que la drbita del blanco se haga muy
excéntrica, los errores cometidos al usar planificacion aumentan.
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0.5+ —
Planificacion
= Control predictivo
* Blanco
0.5~
_1 [
g 15
>
2
2.5
-3 [
-3.5 t
2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
x [km]

llustracion 26. Planificacion vs Control predictivo para e = 0.5.

5.3.2. Variacion de los resultados con las condiciones iniciales

En este apartado se hara una breve comparativa de los resultados obtenidos segin diferentes condiciones
iniciales en posicion y velocidad de la 6rbita relativa. Las condiciones iniciales, para su mejor entendimiento,
se expondran en coordenadas cartesianas. Se establecerd, asimismo, una breve comparacion con los casos no
perturbados.

5.3.2.1. Variacion con x,

Se expondrén representaciones superpuestas para varios valores de x, manteniendo el resto de condiciones
iniciales en los valores resefiados en la Tabla 8.

xXo (M) Yo (km) zg (km) Xo (m/s) Yo (m/s) zg (m/s)

Variable 0.1 0.1 0 0 0

Tabla 8. Condiciones iniciales para variaciones de X,
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-0.5
x0 =0 km
x0 =0.1 km -10.4
x0 = 0.2 km
x0 = 0.3 km -10.3
x0 = 0.4 km
x0 =-0.1 km -0.2
x0 =-0.2 km
* Blanco -0.1
0
4-0.1
-1-0.2
-1-0.3
g [d r r r r 0.4
=1 0.5 0 0.5 -1 L9 [km]
llustracion 27. Rendezvous perturbado para X0 variable. Vista x-y
0.1—
X0 =0km
0.08 — x0=0.1km
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0.04— X0 = -0.1 km
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IS \
3
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llustracion 28. Rendezvous perturbado para x0 variable. Vista y-z
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x0 =0 km
x0 = 0.1 km
x0 = 0.2 km
x0 = 0.3 km
x0 = 0.4 km
x0 =-0.1 km
x0 =-0.2 km
+ Blanco

0.1~

0.05 ~|

z [km]

-0.05 ~|

y [km]

X [km]

lustracion 29. Rendezvous perturbado para X0 variable. Vista 3D

Lo primero que hay que destacar de estos resultados, y que es aplicable a los siguientes subapartados, es que
las velocidades relativas en el instante de tiempo final son practicamente nulas, del orden de mm/s en la
dinamica del plano (x-y) y de 100 veces menor que en el plano en la dindmica fuera del plano (z). En el caso
no perturbado (llustracién 30 y analogas de los subapartados posteriores) las velocidades son practicamente 0.

En lo que atafie a los resultados ofrecidos por el modelo de control predictivo con presencia de perturbaciones
cuando la condicién inicial en la coordenada x es variable, se observa de antemano que la dindmica en z se
estabiliza (z = 0) antes que la dindmica x-y. Ademas, cuanto mayor es el valor absoluto de la condicion inicial
impuesta, mayor recorrido efectlia el vehiculo perseguidor antes de alcanzar al objetivo.

Comparando el caso perturbado con el no perturbado, cuya vista en el plano se muestra a continuacion, se
puede observar que las perturbaciones hacen que las 6rbitas sean mas circulares en planta, menos excéntricas.
Sin embargo, y a pesar de que posteriormente se comprobara que el gasto en el caso no perturbado es menor,
la Orbita relativa presenta, segun la Ilustracion 30, mayor recorrido en el plano que el caso perturbado.

Caso no perturbado

0.6~
x0 =-0.2 km
0.4 x0 =-0.1 km
’ x0 = 0 km
x0 = 0.1 km
0.2+ x0=0.2 km
x0 = 0.3 km
x0 = 0.4 km
— or + Blanco
€
=3
> 02
0.4
0.6~
0.8 r r r r r r r Iy
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

x [km]

lustracion 30. Rendezvous no perturbado para varios valores de x0. Vista x-y
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En la tabla que aparece a continuacion se recogen los gastos necesarios para efectuar los rendezvous
respetando las restricciones del problema planteado. Los valores son éptimos y cumplen con las restricciones
establecidas en el capitulo 4.

Valor de x4 (km) Gasto (m/s) Gasto no perturbado (m/s)
-0.2 1.024 0.734
-0.1 0.568 0.435
0 0.167 0.149
0.1 0.591 0.407
0.2 1.050 0.706
0.3 1511 1.006
0.4 1.987 1.306

Tabla 9. Gastos en funcion de x0

Se observa, por un lado, cierta simetria en cuanto al gasto para los mismos valores de x, en los semiejes
positivo y negativo, obteniendo practicamente el mismo consumo de combustible, variando en pocos mm/s.
Por otro lado, el gasto aumenta conforme lo hace el valor absoluto de x,, variando como se muestra en la
llustracion 31.

T L U U U
Valores exactos no perturbado

(@]

181 Interpolacion no perturbado
O Valores exactos perturbado
Interpolacion perturbado

Gasto [m/s]

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
X0 [km]

Ilustracion 31. Comparacidn de la evolucion del gasto modelo perturbado y no perturbado segin x0

El minimo del gasto se alcanza para x, = 0 km en ambos casos. Esto es asi porque, de esta manera, los
impulsos en una direccion (en este caso la x) quedan anulados al estar ya en el origen del eje de coordenadas
(Gnicamente habria que luchar contra las perturbaciones, si aplica). Se ha realizado una interpolacion lineal de
los resultados calculados, resultando, como puede verse, una tendencia practicamente lineal. También puede
observarse esa simetria de la que se hablaba en el parrafo anterior. Las pequefias diferencias se deben a las



54 Analisis de resultados

perturbaciones y a los errores de célculo introducidos en la simulacion. Se observa, por Gltimo, como el caso
perturbado obliga a gastar cantidades de combustible mayores que en el caso no perturbado. Estas cantidades
son tanto mayores cuanto mayor es el valor absoluto de x,,.

5.3.2.2. Variacion con y,

En este caso, las condiciones iniciales del movimiento seran las definidas en la siguiente tabla.

xo (km) Yo (km) 2o (km) Xo (m/s) Yo (m/s) zo(m/s)

0.1 Variable 0.1 0 0 0

Tabla 10. Condiciones iniciales para y0 variable

En las siguientes gréficas puede verse la evolucion de la drbita relativa segun los valores impuestos de la
coordenada y en el instante inicial.

0.2
y0=-0.2
y0=-0.1
y=0 -0.15
y=0.1
y=02 || 0.1
y=0.3
y=04

+ Blanco |40.05

+-0.05
—40.1

E : r -0.15

= 0.6 0.6 0B/km]

llustracion 32. Rendezvous del caso perturbado para y0 (km) variable. Vista x-y



Anadlisis y optimizacion de la maniobra de rendezvous de vehiculos espaciales utilizando elementos 55
orbitales relativos

0.1 — o
y0 =-0.2 /
0.08 — y0o=-0.1 /
y0o=0 /
0.06 —| yo=01
y0=10.2 /
0.04 —| y0=0.3
y0=0.4
. 0.02— + Blanco
E
N o—
-0.02 —
-0.04 —
-0.06 —
0,08 L T ! L i i !
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
v [kml
lustracion 33. Rendezvous del caso perturbado para y0 (km) variable. Vista x-z
Yo (km) Gasto (m/s) Gasto no perturbado (m/s)
-0.2 0.610 0.455
-0.1 0.602 0.435
0 0.603 0.420
0.1 0.591 0.407
0.2 0.635 0.400
0.3 0.692 0.400
04 0.684 0.401

Tabla 11. Gastos en funcién de y0O

La caracteristica més destacable, en este caso, es la igualdad en los valores de los gastos de combustible para
los diferentes valores de y, en cada caso diferenciado, poniéndose de manifiesto que el gasto producido es
practicamente independiente del hecho de partir de uno u otro valor pues las diferencias entre los distintos
casos son de unos pocos cm/s, las cuales son debidas a las diferentes perturbaciones y a los errores que se
introducen en el calculo. No existe una tendencia clara en la evolucion del consumo en ninguno de los dos
casos. No aumenta siempre que lo hace el valor absoluto de y;.

Por ultimo, se observa que no existen diferencias en la evolucion del movimiento fuera del plano (z).
Independientemente del valor de y, que se tenga, la evolucion en z es siempre la misma como puede
desprenderse de la llustracion 33. Si se comparan las Orbitas relativas con las resultantes del caso sin
perturbaciones se observa que los rangos de x alcanzados son mayores en el caso no perturbado, que el
consumo es mayor en ese caso y que las dérbitas no son tan suaves como en el caso sin perturbar, poniéndose
de manifiesto el gran efecto que puede suponer la consideracion de perturbaciones en el modelo desarrollado
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en el capitulo 4.

Control no perturbado

y0 =-0.2 km
——y0=-0.1km
y0 =0 km
T y0 =0.1 km
y0 = 0.2 km
y0 = 0.3 km
y0 = 0.4 km
*  Blanco

) 0.3
02 04 y [km]

llustracion 34. Rendezvous del caso no perturbado para yO variable

5.3.2.3. Variacion con z

En este caso se vera la evolucion tanto de la orbita relativa como de los valores que adquiere el gasto de
combustible seguin valores de z,. Los datos para los que se llevaran a cabo las simulaciones se muestran en la

Tabla 12.

xo (km) Yo (km) zq (km) Xo (m/s) Yo (m/s) zo (m/s)

0.1 0.1 Variable 0 0 0

Tabla 12. Condiciones iniciales para z0 variable

En las siguientes ilustraciones se muestran las drbitas relativas para varios valores de z, comprendidos entre
-0.2 kmy 0.4 km por ejemplo.
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0.3
20 = -0.2 km
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llustracion 35. Rendezvous del caso perturbado para varios valores de z0. Vista x-y
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llustracion 36. Rendezvous del caso perturbado para varios valores de z0. Vista y-z
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z0=-0.2 km
z0=-0.1 km
z0=0km

z0=0.1km
z0=0.2km
0.2 z0=0.3km
z0=0.4km
* Blanco
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llustracion 37. Rendezvous del caso perturbado para varios valores de z0. Vista 3D

zo (km) Gasto (m/s) Gasto no perturbado (m/s)

-0.2 0.668 0.527
-0.1 0.558 0.407

0 0.453 0.287
0.1 0.591 0.407
0.2 0.742 0.527

0.3 0.888 0.647

0.4 1.028 0.768

Tabla 13. Variacion del gasto para varios valores de z0

Los gastos reflejados en la Tabla 13 tienen una tendencia con el valor de la condicién en z claramente lineal.
Este aspecto puede observarse en la llustracién 39. En ella también se puede destacar la no existencia de
simetria en los resultados perturbados de manera que, para el mismo valor absoluto del valor de z, pero en
diferentes semiejes, el valor del gasto no es igual, siendo mayor para el caso positivo. Esto es debido al hecho
de que las perturbaciones acttan en el sentido positivo de z, haciendo mas dificultosa la consecucién del
rendezvous cuando se parten de valores de z inicialmente positivos. EI minimo vuelve a situarse en el caso en
que se parta desde el origen del eje Z por ideéntica razén que en el caso 5.3.2.1: se suprime uno de los
propulsores pues ya se estd en z = 0. Por ultimo, se desprende que las perturbaciones son constantes e
independientes del valor de z, que se tenga. La diferencia entre los gastos es mas o menos constante, lo que
refuerza, junto con el hecho de que las diferencias con el modelo no perturbado son pequefias, la afirmacion de
que las perturbaciones apenas afectan al movimiento fuera del plano.

En la llustracion 38 se recoge el caso no perturbado, dando lugar a una serie de figuras superpuestas una sobre
otra en el plano x-y. La distribucion de gastos es perfectamente simétrica, al contrario que en el caso
perturbado, y aumenta conforme lo hace el valor absoluto de z,.
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Caso no perturbado

z0=-0.2 km
z0=-0.1 km
z0 = 0km
z0 = 0.1 km
z0=0.2km
0.5 z0 = 0.3 km
z0 = 0.4 km
—_ *  Blanco
g 0
N
-0.5
0.1 0.15
y [km] 0.1 -0.05 x [km]
llustracion 38. Rendezvous no perturbado para varios valores de z0
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llustracion 39. Comparacién de la evolucion del gasto con z0 entre modelo perturbado y no perturbado

5.3.2.4. Variacion con x,

En el caso en que las variaciones se produzcan en la condicion inicial de velocidad en el eje X, el conjunto de
resultados obtenidos es el detallado a continuacion. Las condiciones restantes permanecen fijas tal como se
resefia en la Tabla 14.
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Xo (km) Yo (km) 2o (km) Xo (m/s) Yo (m/s) zo (m/s)

0.1 0.1 0.1 Variable 0 0

Tabla 14. Condiciones iniciales cuando xp0 es variable

Las representaciones se muestran en las siguientes ilustraciones. En ellas pueden apreciarse varios hechos. El
primero de ellos es que los valores de velocidad inicial en x negativos provocan un frenado de la drbita
relativa, implicando una de menor recorrido que en los casos en que esta velocidad es positiva, pues estas
Gltimas implican una diferencia muy notable entre las velocidades de ambos satélites, haciendo la 6rbita
relativa méas larga. Otro hecho es que, de nuevo, la dinamica en z es practicamente independiente de x,.
Asimismo, la dindmica fuera del plano se vuelve a estabilizar antes que la dinamica x-y.

0.2
——w0=-0.2m/s
0.1H ——w0=-0.1m/s
w0 = 0m/s
0 w0 = 0.1 m/s
—w0=0.2m/s
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— 0.2~
£
=
> 0.3+
04+
05+
-0.6 -
0.7 r r r r r r r L
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
x [km]
llustracion 40. Rendezvous para varios valores de vx0. Vista x-y
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llustracion 41. Rendezvous para varios valores de vx0. Vista y-z
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lustracion 42. Rendezvous para varios valores de xp0. Vista 3D

X (M/s) Gasto (m/s) Gasto no perturbado (m/s)
-0.2 0.560 0.401
-0.1 0.546 0.400
0 0.578 0.407
0.1 0.702 0.451
0.2 0.819 0.539

Tabla 15. Evolucién del gasto con xp0

En la Tabla 15 se puede observar qué valores adquiere el gasto de combustible en funcion de x, para las
condiciones del blanco descritas al principio del presente capitulo. La tendencia es claramente creciente
cuando los valores de x, son positivos, no observandose una tendencia tan clara cuando los valores de la
velocidad inicial son negativos. Esto se debe a que una condicion inicial negativa supone un “frenado” de la
Orbita relativa, haciendo el recorrido del vehiculo perseguidor holgadamente mas corto que en el caso de tener
velocidades iniciales positivas; este hecho provoca que se requiera menor velocidad para conseguir el
rendezvous, lo cual implica un menor gasto de combustible. De hecho, en este caso, el minimo combustible se
da para un valor aproximado de x, = —0.1 m/s.

En cuanto al caso no perturbado, los valores de los gastos vuelven a ser menores que en el caso perturbado,
estableciéndose una tendencia similar a la del caso perturbado, pues el valor de minimo combustible se alcanza
para aproximadamente x, = —0.1 m/s.

5.3.2.5. Variacion con y,

En este apartado se analizara los cambios que experimenta tanto la orbita relativa del rendezvous como el
consumo de combustible al variar el valor de y,. Para ello, se consideraran las condiciones iniciales reflejadas
en la Tabla 16.
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Xo (km) Yo (km) zy (km) X9 (m/s) Yo (m/s) zo (m/s)

0.1 0.1 0.1 0 Variable 0

Tabla 16. Condiciones iniciales con yp0 variable

En las siguientes ilustraciones se recoge la evolucion de las orbitas relativas para varios valores de y,.

-0.12
yp0 =-0.2 m/s
——yp0=-0.1m/s 0.1
yp0 =0m/s
———ypo=0.1mss [|008
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—-0.02
+-0.04
e e +-0.06
E [ r r r r r r r r -0.08
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llustracion 43. Rendezvous para varios valores de yp0. Vista x-y
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lustracion 44. Rendezvous para varios valores de ypO0. Vista y-z
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Iustracion 45. Rendezvous para varios valores de yp0. Vista 3D

Lo primero que se desprende del conjunto de gréficas de este apartado es que el rendezvous se consigue llevar
a cabo, pues todas las gréficas ven su final en el origen de coordenadas, esto es, el blanco. Ademas de este
hecho, se puede ver que el valor de y, no incide tanto como el de x, en la forma de las Grbitas relativas,
pareciéndose bastante unas a otras. En el caso no perturbado, las érbitas apenas sufren variacion cuando
cambia el valor de y,, lo que refleja un poco la independencia de la forma de dicha orbita relativa del valor de
la velocidad inicial segun y. Esto era algo que ya se comprobaba, parcialmente, en el caso perturbado, pues las
Orbitas son muy parecidas unas a otras.

En cuanto al gasto, en la Tabla 17 se detalla la evolucion del mismo para los diferentes valores de y,
considerados. El gasto siempre aumenta conforme lo hace y, para la horquilla de valores seleccionada. La
tendencia de esta evolucion puede apreciarse en la llustracion 44, quedando plasmada una evolucion
completamente lineal del mismo. Por Gltimo, para el caso perturbado, se tiene una evolucion del gasto de 1
dm/s por cada dm/s que aumenta el valor de y,. Los gastos en este caso vuelven a ser menores que en el caso
no perturbado.

Yo (Mm/s) Gasto (m/s) Gasto no perturbado (m/s)
-0.2 0.374 0.207
-0.1 0.473 0.307
0 0.577 0.407
0.1 0.683 0.507
0.2 0.787 0.607

Tabla 17. Gasto para varios valores de yp0
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Ilustracion 46. Evolucidn del gasto con yp0 en el caso perturbado

5.3.2.6. Variacion con z

En este Gltimo subapartado se detallara la influencia de la velocidad inicial segin la direccidn z sobre la 6rbita
relativa del rendezvous y sobre el gasto de combustible del vehiculo perseguidor. Para ello se ofrecen las
siguientes ilustraciones.

—0.2
zp0 =-0.2m/s
zp0 = -0.1 m/s H0.15
zp0=0m/s
— Hﬁ“‘i—\ zp0=0.1m/s HO.1
\\ zp0=0.2m/s
N * Blanco n0.05
-0
--0.05
—1-0.1
—-0.15
—1-0.2
g [ r r r r r r r r -0.25
> 0.2 0.1 0 -0.1 -0.2 -0.3 -0.4 -0.5 -0.6 '0>Z[km]

[ustracion 47. Rendezvous para varios valores de zp0. Vista x-y
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zp0 = -0.2 m/s
zp0 =-0.1 m/s
0.2 zp0 =0 m/s
zp0=0.1m/s
0.1l zp0=0.2m/s
+ Blanco

z [km]

x [km]

y [km]

Iustracion 48. Rendezvous para varios valores de zp0. Vista 3D

Con estas condiciones, la dindamica en z se hace nula mucho mas rapidamente que la dinamica en el plano. Por
otro lado, y como cabia esperar, una condicion inicial z, cada vez méas negativa provoca un desplazamiento de
la Orbita relativa resultante hacia valores de z més negativos.

En cuanto al gasto, la tendencia es claramente creciente al crecer el valor absoluto de z,. Mirando la
llustracion 49, se puede deducir que el minimo de gasto esta muy cercano al valor z, = 0 m/s. Para valores de
Zy hegativos, los consumos de combustible no son tan grandes como para los casos de z, positivos.

zo (m/s) Gasto (m/s) Gasto no perturbado (m/s)
-0.2 0.927 0.461
-0.1 0.575 0.419
0 0.577 0.407
0.1 0.773 0.419
0.2 11 0.461

Tabla 18. Evolucién del gasto con vz0
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1.2 T 3 T 3 3 3 T

Gasto [m/s]

0 r r r r r r r

.5
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
zp0 [m/s]

lustracion 49. Evolucion del gasto con vz0 en el caso perturbado

Para dar una idea del efecto de las perturbaciones se ofrecen los gastos relativos a los mismos casos que los
perturbados pero eliminando las perturbaciones. Se observa que los gastos adquieren una distribucion
simétrica y que son menores que los del caso perturbado.

5.3.3. Variacion de los resultados con los elementos orbitales del blanco

En este apartado se variaran los elementos orbitales del blanco con el fin de analizar la influencia de los
mismos en el comportamiento de la 6rbita relativa y en el gasto de combustible. A lo largo del presente
capitulo y de los anteriores se han establecido comparaciones segun valores admisibles del elemento orbital e,
analizandose su influencia sobre el gasto de combustible y sobre otros parametros medibles del modelo,
llegandose a la conclusion de que un valor notablemente alto de dicho elemento orbital (e > 0.6) supone un
consumo de combustible inasumible. Es por ello que no se analizara la influencia de los elementos g, ni g,
por ser su tratamiento analogo a dicho elemento e. De esta manera, se evaluara la influencia de los elementos
orbitales w, a, i y Q.

Influencia del elemento orbital @

Se vera a continuacion qué efectos sobre el gasto y sobre la forma de la 6rbita relativa tiene el hecho de variar
el elemento orbital w.

Se observa que, si bien las diferencias son muy notables en la representacion grafica, difiriendo los resultados
enormemente unos de otros, las variaciones en los gastos son relativamente pequefias. La evolucion del gasto
no es del todo lineal, aumentando tanto més cuanto mayor es el valor de w. En la lustracion 51 puede
observarse esta evolucion.
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w = Q°
0.2 w=10°
w = 20°
o1 w = 30°
* Blanco
E 0
=,
N
-0.1
0.2
0.2
-0.5
-0.2
0.2 o1 O o1
202 :
x [km] y [km]
lustracion 50. Orbitas relativas segtin valores de w
w [°] Gasto (m/s)
0 0.400
10 0.407
20 0.434
30 0.492
Tabla 19. Comparacion de gastos para varios valores de w
0.65 T T T T T T T
O Valores exactos
Interpolacién
0.6 E
— 0.55[~
9
E
o
@
O o5k
0.45
0.4
0

o [°]

llustracion 51. Evolucidn del gasto con w
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Influencia del elemento orbital i

La inclinacién es uno de los dos elementos orbitales que determinan el movimiento fuera del plano orbital. Se
presentan a continuacion representaciones relativas a la evolucion de la oOrbita relativa segin valores de i, asi
como de la evolucion del gasto de combustible, mostrando mediante tabla los valores calculados mediante el
algoritmo de control predictivo como en el caso del elemento orbital w.

i=30°
i=35°
i =40°
i =45°
i =50°
i = 55°

0.05 0.15 y [km]
x [km]

lHustracién 52. Evolucion de la 6rbita relativa con el elemento orbital i

Inclinacion de la orbita del blanco (°) Gasto (m/s)
30 0.372
35 0.383
40 0.393
45 0.402
50 0.410
55 0.418

Tabla 20. Evolucion del gasto con la inclinacién de la 6rbita del blanco

Como se observa en la Tabla 20, apenas hay variacion en el gasto de combustible, de manera que queda
patente que éste no se ve muy influenciado por el movimiento fuera del plano del chief. Asimismo, las drbitas
relativas comienzan muy parejas hasta que se da el primer impulso importante; es ahi donde radican las
diferencias entre los diferentes casos. Al igual que se viene dando en casos anteriores, la dindmica en z se hace
nula bastante antes que la dinamica del plano (x-y). Se presenta, a modo ilustrativo, la llustracion 53 para ver la
evolucion del gasto con la inclinacion, pero esta no es muy representativa en comparacion con la variacion de
otras magnitudes que si afectan bastante al consumo.
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llustracion 53. Evolucién del gasto con el valor de i

Influencia del elemento orbital a

En este caso se analizara la influencia del semieje mayor de la orbita del blanco en el calculo del gasto de
combustible y de la orbita relativa.

0.15~

0.1H

0.05

O [
g
> 005
0.1-
-0.15
0.2 [ r [ [ r [ [ Iy
-0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
X [km]
lustracion 54. Evolucion de la 6rbita relativa segin a (km)
Semieje mayor de la érbita del blanco (km) Gasto de combustible (m/s)
7500 0.412
7600 0.403
7700 0.395

7800 0.387
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7900 0.380

8000 0.373

Tabla 21. Evolucion del gasto con a

0.415¢ r C T T T t L L :
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I
1

I
1

0.38

0.375

I
1

0.37' r r r r r r r r r
7500 7550 7600 7650 7700 7750 7800 7850 7900 7950 8000

a [km]

llustracion 55. Evolucidn del gasto con a

El gasto de combustible, a tenor de la lHustracion 55, decrece casi linealmente con el aumento del valor del
semieje mayor de la Orbita del blanco. El rendezvous libre toma mas partido conforme este valor aumenta, no
teniendo que recurrir a tanta propulsion para alcanzar el objetivo.

Asimismo, conforme aumenta a menores son los recorridos de las 6rbitas relativas.

Influencia del elemento orbital 2

Ni la orbita relativa ni el gasto de combustible se ven influidos por este elemento orbital practicamente. Esto
supone gue el movimiento del blanco fuera del plano apenas afecta al gasto de combustible y todo el consumo
viene dado por el movimiento en el plano orbital.

5.3.4. Desajustes en el calculo de la drbita relativa

A lo largo del presente subapartado se establecera un estudio sobre el impacto que causaria en los resultados
obtenidos el hecho de no calcular correctamente alguno o varios de los elementos orbitales relativos por causas
de cierto ruido en las sefiales o por cualquier otro motivo que distorsione los valores emitidos por el algoritmo
de control desarrollado.

Desajuste en 66

En el hipotético caso en que los valores de la diferencia de latitudes verdaderas de vehiculos objetivo y
perseguidor tuviesen cierto grado de error (no superior nunca al 5% del valor verdadero), los resultados que se
obtienen son los reflejados a continuacién.
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llustracion 56. Desajustes en §6. Vista x-y

Caso calculado
Caso desajustado
¥ Blanco

0.08 -
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llustracion 57. Desajustes en 6. Vista X-z

Las diferencias graficas son palpables, sobre todo en el plano (x-y). EI movimiento fuera del plano (z), como
puede observarse en la llustracion 57, no difiere mucho cuando se varia §6. Los gastos se recogen en la Tabla
22.

Caso calculado Caso con 86 desajustado

Gasto (m/s) 0.407 0.441

Tabla 22. Gastos segun desajuste de 56

En la tabla se pone de manifiesto como en el momento en que el algoritmo de control recibe valores no
optimizados obliga al vehiculo perseguidor a realizar un mayor esfuerzo de gasto, incrementandose este
levemente. Estos gastos se iran a cotas tanto mayores cuanto mayor sea la desviacion de 66 aplicada. Sin
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embargo, y a pesar de suponer un coste mayor, el algoritmo consigue el rendezvous, con un error inexistente.

Desajuste en 8q4

0.1 4

Caso calculado
0.08 - Caso desajustado
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[lustracién 58. Desajustes en g, . Vista x-y
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Tlustracion 59. Desajustes en §q, . Vista x-z

En este caso se observan grandes diferencias gréficas. Y es que el elemento §q, contiene informacion directa
de la excentricidad de la orbita del blanco. A lo largo del informe se ha visto que este elemento orbital tiene
gran influencia sobre los resultados representados, por lo que no es de extrafiar que exista una desviacion tan
grande en la orbita relativa del rendezvous al existir desajustes en los valores de §q;. En este caso si se
producen notables errores en la consecucion del rendezvous, de hasta 1 metro.

En cuanto a los gastos de combustible, aparecen reflejados en la Tabla 23. A pesar de cambiar totalmente la
orbita relativa, los gastos son bastante parejos, existiendo apenas diferencias. Se demuestra, de nuevo, gue el
gasto calculado es el minimo posible con las condiciones de movimiento y restricciones impuestas, quedando
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el gasto del caso desajustado por encima del calculado correctamente, sin desviaciones de ningun tipo.

Caso calculado Caso con 8q desajustado

Gasto (m/s) 0.407 0.410

Tabla 23. Gastos segun desajuste de §q,

Desajuste en 8q-

El caso que atafie ahora es aquel en el que existe una desviacion maxima del 5% en el elemento orbital relativo
6q,. Esta variable también recoge informacién directa de la excentricidad de la orbita del blanco por lo que se
espera existan notables diferencias en el célculo de la 6rbita relativa del rendezvous.

Efectivamente esto es asi, y se producen notables diferencias graficas. No obstante, se consigue el rendezvous
con errores mucho menores que en el caso de §q,. En cuanto al gasto, los valores se reflejan en la Tabla 24,
poniéndose de manifiesto, como era de esperar, que el caso desajustado supone un gasto mayor que el caso
optimizado.

0.15~
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014 Caso desajustado
’ + Blanco
0.05~
—_— 0 [
£
=3
> 0,05}
0.1+
-0.15~
0.2 r r L r r r L [
-0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

x [km]

Iustracion 60. Desajustes en §¢q,. Vista X-y
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01
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llustracion 61. Desajustes en §q,. Vista X-z
Caso calculado Caso con 8q, desajustado
Gasto (m/s) 0.407 0.443

Tabla 24. Gastos segun desajuste de §q,

Desajuste en da

A continuacién se expondran las diferencias que existen en el caso en que haya desajustes por diversos
motivos como los comentados al inicio del subapartado en el valor de §a.
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llustracion 62. Desajustes en da. Vista x-y



Anadlisis y optimizacion de la maniobra de rendezvous de vehiculos espaciales utilizando elementos -
orbitales relativos

01r
Caso calculado
0.08 Caso desajustado |
+ Blanco
0.06 -
0.04 ~
— 0.02~
€
=
N o~ /
0.02F [
t
&
-0.04 - \\
0.06 - L
'008 r r r r Iy
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

y [km]

lustracion 63. Desajustes en §a. Vista y-z

El algoritmo vuelve a funcionar a la perfeccion, consiguiendo el rendezvous a pesar de enviar al perseguidor
informacion errénea. La replanificacion con la que trabaja el algoritmo es el factor que causa el buen
funcionamiento del mismo. Las diferencias en la geometria de la drbita relativa vuelven a ser palpables,
desviandose bastante el recorrido con respecto al éptimo.

En cuanto al gasto de combustible, se produce un aumento respecto del éptimo del 10% como puede deducirse
de la Tabla 25.

Caso calculado Caso con desajuste de da

Gasto (m/s) 0.407 0.448

Tabla 25. Gastos seguin desajuste de da

Desajuste en &i

Se vera, en este caso, cdmo influye el que la diferencia de inclinaciones sea errénea y se aleje un maximo del
5% por debajo del 6ptimo calculado.

En la Hustracion 64 se observa como el elemento orbital relativo &i afecta inicamente al movimiento fuera del
plano, pues las gréficas se superponen en la vista x-y. Las diferencias se observan en la llustracién 65, donde al
ser la diferencia de inclinaciones menor que en el caso exacto, la grafica queda por debajo de la exacta.

En cuanto al gasto de combustible, en la Tabla 26 puede observarse una comparacion entre ellos. En este caso
el gasto en el caso desajustado se sitlia por debajo del caso exacto. Este hecho tiene su explicacion en que
Unicamente se ha variado el vector de diferencia de inclinaciones entre vehiculo perseguidor y objetivo, de
manera que la diferencia de gasto existente se debera solamente a las diferencias en el movimiento fuera del
plano. Como se ha variado el vector de §i de manera que siempre quede por debajo del valor real calculado
por el algoritmo, la inclinacion que “habra que vencer” para conseguir el rendezvous (diferencia de
inclinaciones nula) sera menor siendo, consecuentemente, también menor el gasto de combustible. Como caso
adicional se ha calculado el gasto de combustible si la sefial viene ampliada y se recibe un valor mayor al real
un 5% méaximo del valor 6ptimo calculado, comprobandose que, ahora si, el consumo aumenta.
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llustracion 64. Desajustes en §i. Vista x-y
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llustracion 65. Desajustes en &i. Vista x-z
Caso exacto Caso desajustado en 0.958i  Caso desajustado en 1. 05681
Gasto (m/s) 0.407 0.406 0.412

Tabla 26. Gasto seguin desajustes en &i

Desajuste en 812

Por ultimo, se vera la opcidn de recibir con errores los valores de 62 a lo largo del tiempo. Para ello véanse las
llustraciones 66 y 67 y la Tabla 27 de comparacion de gastos de combustible.
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llustracion 66. Desajustes en 6.02. Vista X-y
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llustracion 67. Desajustes en 602. Vista y-z

Caso con desajustes en Caso con desajustes
0.954802 en 1.05602

Caso calculado

Gasto (m/s)

0.407 0.342 4.6

Tabla 27. Gasto segun desajustes en 6.2

Las diferencias en la geometria de la érbita relativa son importantes, consiguiéndose un recorrido menor en el
caso desajustado que en el 6ptimo exacto. No obstante, el rendezvous se consigue de manera correcta.

Al igual que en el caso de la inclinacidn, el consumo de combustible es menor (en este caso, bastante menor
(16%)) que en el caso optimizado. La explicacion del porqué es andloga a la del caso anterior. Suponiendo que
el error recibido proporciona un valor de 52 mayor que el calculado, el gasto se dispara hasta los 4.6 m/s

(1030%).
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5.3.5. Desalineacion de las toberas

En este subapartado se hard un breve analisis acerca de los efectos que puede provocar el hecho de que las
toberas propulsivas no estén totalmente alineadas con el eje de coordenadas correspondiente. Para ello, se
incluiran en los resultados que proporcione el modelo de control predictivo un error aleatorio que no podré ser
superior al 10% del valor que tendria en caso de estar las toberas totalmente alineadas con su eje. Se hara una
simplificacion mas en este caso: la velocidad que se genere en las otras dos direcciones (pues la tobera no
estara alineada) se desechara y no se contabilizaré para el computo de la velocidad en esas otras direcciones.

Se ha comentado que se provocara una desviacion de los ejes de las toberas de manera que se alcance, como
cota méxima, el 10% de desviacion de empuje total en cada direccion. Una consecuencia inmediata de esta
perturbacion debida a fallos en la construccion del vehiculo perseguidor sera un mayor consumo de
combustible, pues se calculard un consumo real y se aplicard uno irreal, debiendo ser necesario el calculo de
un gasto mayor del necesario para conseguir el cumplimiento de la mision. Se representara, en un primer caso,
la gréfica de la orbita relativa y la evolucion hasta la consecucion del rendezvous para casos en los que la
desalineacién provoque una pérdida maxima del 5% de empuje en cada direccion.
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lustracién 68. Rendezvous con toberas desalineadas al 95%

Se observa, en primera instancia, que el rendezvous se consigue a pesar de la perturbacion introducida. No
obstante, y aunque no se aprecia a primera vista en la llustracion 68, se produce un cierto error en el
rendezvous para el caso en el que se tienen las toberas desviadas, un error que es del orden del cm. Como se
demuestra graficamente, el algoritmo de control predictivo compensa la perturbacién y responde
correctamente (con un error muy pequefio) a la misma, replanificando y haciendo cumplir las restricciones.
Las representaciones se han conseguido para valores de condiciones iniciales como las indicadas en la Tabla 2,
pero con velocidades iniciales nulas, y para un valor de los elementos orbitales del blanco como los resefiados
en el apartado 3.1.1.

Para una desviacion aleatoria introducida de como méximo el 10% el valor del empuje en caso de no existir
desalineacién en ninguna de las toberas del vehiculos, se obtienen los siguientes resultados para las mismas
condiciones del caso anterior.



Anadlisis y optimizacion de la maniobra de rendezvous de vehiculos espaciales utilizando elementos
orbitales relativos

0.1+ 1

Toberas alineadas
Toberas desviadas
+  Blanco

0.08 -

0.06 [~

0.04 -

0.02 -

y [km]
o
T

-0.02 -

-0.04 -

-0.06 -

-0.08 -

0.1 r L r r L r r Iy
-0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
x [km]

llustracién 69. Rendezvous con toberas desalineadas al 90%

En la llustracién 69 se aprecia mayor desviacion en la 6rbita relativa que en el caso anterior. Evidentemente
esto es asi debido al mayor valor que puede alcanzar la desviacion del empuje proporcionado por las toberas
en este caso. Al igual que en el caso anterior, se vuelve a conseguir el rendezvous, respondiendo con eficiencia
el algoritmo del control predictivo. Aunque, igual que en el caso anterior también, se produce un cierto error
que en el caso sin perturbaciones es practicamente inexistente, del orden de varios cm.

Haciendo un cambio notorio en las condiciones de la drbita del blanco, incrementando la excentricidad de su
Orbita geocéntrica de 0.2 a 0.5 para comprobar el efecto de este elemento orbital en los resultados, se obtiene lo
representado en la Ilustracién 70.
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Ilustracion 70. Rendezvous con toberas desalineadas al 90% y e = 0.5

Se constata de nuevo el gran efecto que tiene sobre los resultados la excentricidad de la érbita del blanco, tanto
en el gasto de combustible como en la variacion de la érbita relativa. Los errores al desalinear las toberas, en
este caso, son mayores que en los dos casos anteriores.

A continuacion se presentard de manera tabulada una comparacion de los gastos que se producen en todos los
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casos considerados, comparandolos con el caso no perturbado.

Desviacion maxima (%) Gasto caso perturbado (m/s) Gasto caso no perturbado (m/s)
5(parae = 0.2) 0411 0.409
10 (parae = 0.2) 0.412 0.409
10 (parae = 0.5) 0.794 0.781

Tabla 28. Comparacion gastos para diferentes desviaciones en las toberas

La primera conclusion gue se observa es que no existe mucha diferencia entre los casos perturbados y no
perturbados en cuanto al gasto de combustible. Los casos son muy parecidos y las diferencias, en el caso mas
desfavorable de los considerados, es de poco mas de 1 cm/s. A pesar de ello, puede observarse en las
diferentes ilustraciones como esta infima variacion en el gasto afecta notablemente a la evolucion de la 6rbita
relativa recorrida por el perseguidor.

5.3.6. Sobre el software utilizado

En las siguientes lineas se establecerd una sucinta comparacion entre los métodos de programacion utilizados
para calcular la respuesta dada por el MPC desarrollado en el capitulo 4.

Se han empleado 3 vias diferentes para llevar a cabo la optimizacién del problema:
e LPSolve.
e  Gurobi.

e  Comando linprog de Matlab.

Las tres formas de proceder son igualmente validas, pues las 3 ofrecen una optimizacion lineal del problema.
En la llustracion 71 se observa como las graficas se superponen practicamente unas con otras, proporcionando
los 3 procedimientos idéntico resultado. Se ha escogido la vista x-y por azar pero en todas las vistas analizadas
se superponen las 3 soluciones.

En la Tabla 29 se presentan los diferentes tiempos de computacion que emplean cada uno de los programas de
optimizacion empleados en el presente proyecto.

Se concluye que el procedimiento méas lento de los tres que se han empleado ha sido el comando linprog de
Matlab. En compensacion a ello, se ha observado una mayor precision “por defecto” de este comando que de
los otros métodos. La precision observada en los resultados calculados ha sido del orden de 10° km, mientras
que en los otros casos no existe tanta precision, siendo esta del orden de la decena de micra. Los tres casos
consiguen, de cualquier forma, el rendezvous, anulando los elementos orbitales relativos con mayor 0 menos
precision en el dltimo instante de tiempo.
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llustracion 71. Comparacion gréafica de los diferentes métodos
Tamario del vector de Tiempo LPSolve (s) Tiempo Gurobi (s) Tiempo comando
tiempos linprog de Matlab (s)
30 1.406 1.220 1.706
70 3.623 4419 5.163
130 8.717 9.169 13.445
170 15.214 13.331 20.334

Tabla 29. Comparacién de tiempos empleados segln el programa empleado

En la llustracion 72 se presenta la evolucion de los tiempos de computacion segun el tamafio del vector de
tiempos para los tres casos, recurriéndose a la interpolacion para aproximar los casos no calculados de manera
exacta. Los tiempos del LPSolve y del software Gurobi pueden considerarse mas o menos idénticos, pues el
calculo del tiempo de computacion varia ligeramente con cada lanzamiento del programa, resultando uno
mayor gue otro y viceversa, indistintamente. En todos los casos, el tiempo de computacion que emplea el
comando linprog de Matlab es el mayor de los tres. Por ver tendencias, la interpolacion realizada sobre los
resultados obtenidos arroja una aparente evolucion parab6lica del tiempo de computacion del software
LPSolve, por lo que para grandes particiones del vector de tiempos se postula como el mas lento.
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lustracion 72. Comparacion gréafica de tiempos de computo segin métodos

5.4. Conclusiones

A lo largo del presente capitulo se han vertido multitud de resultados graficos y numéricos para diversos
valores de condiciones iniciales y parametros. Asimismo, se han estudiado el problema de los dos impulsos no
perturbado y el control predictivo del problema genérico de rendezvous llevando a cabo el calculo de la 6rbita
relativa por el método de los elementos orbitales relativos. En este apartado se estableceran una serie de
conclusiones de todos los casos Vistos.

Si se observan las variaciones tanto de la geometria de la drbita relativa de la maniobra de rendezvous como
del consumo de combustible calculado segun las condiciones iniciales del movimiento relativo, se deduce lo
reflejado en la Tabla 30 (para los consumos), en la que se indica el caso mas desfavorable de los calculados.

Condicién inicial Gasto caso no perturbado Gasto caso perturbado Variacion respecto del

que varia (m/s) (m/s) caso no perturbado (%)
Xo 1.306 1.987 52.14
Yo 0.400 0.692 73
Z 0.768 1.028 33.85
Xo 0.539 0.819 51.95
Yo 0.607 0.787 29.65
2y 0.461 11 138.61

Tabla 30. Comparacidn gastos seguin condiciones iniciales

Todos los casos resefiados en la Tabla 30 coinciden con aquellos en los que el valor de la condicidn inicial
correspondiente adquiere el mayor valor de los considerados. Haciendo un pequefio anélisis, se obtiene que el
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rendezvous en presencia de perturbaciones es mas sensible a cambios en los valores de la velocidad inicial en
z, con una desviacion maxima de las calculadas del 138.61%. Es curioso el hecho de que la velocidad fuera del
plano suponga el mayor incremento en el gasto de combustible en caso de rendezvous perturbado respecto del
no perturbado cuando el estudio de la influencia de la condicién z, arroja que ésta es, junto con y,, la que
menos hace crecer el gasto comparativamente.

Por lo tanto, el algoritmo sufre méas las perturbaciones del J, cuando se varian la posicion relativa x, y la
velocidad relativa z,, en referencia siempre a sensibilidad al gasto de combustible en comparacion con el caso
no perturbado. Por el contrario, es menos sensible a zy y y,.

En el estudio que se ha llevado a cabo para analizar la influencia de los elementos orbitales de la érbita del
blanco se deduce que el elemento orbital que mas afecta al consumo es la excentricidad (e). Ademas, su
influencia es tanto mayor cuanto mayor es el valor que adquiere ya que el gasto varia exponencialmente con
este pardmetro. Partiendo del valor e = 0, en el primer aumento (e = 0.1), el gasto aumenta un 16%. En el
segundo incremento, del 100% (e = 0.2), el consumo de combustible aumenta el 17% respecto de su valor
anterior. En el tercer incremento del valor de e, del 50% (e = 0.3), el gasto se empieza a disparar (20%). En el
incremento siguiente, del 33% (e = 0.4), el gasto aumenta un 24%. Se observa, por tanto, una tendencia
exponencial. Para incrementos porcentuales cada vez menores del valor de e se obtienen crecimientos cada vez
mayores del gasto de combustible.

El elemento orbital w es el siguiente en importancia pero el algoritmo no es tan sensible a él como a la
excentricidad, aunque presente también evolucién ligeramente exponencial. La influencia del semieje mayor
del blanco no es notable en el gasto y, por ultimo, la variacion de los elementos orbitales que rigen el
movimiento fuera del plano (i, Q) apenas hacen variar el valor del consumo de combustible, siendo los que
menos influencia tienen.

También se ha analizado, en el subapartado 3.3.4, el efecto de que el blogue de control (el algoritmo)
reciba/emita informacion defectuosa, dando valores de los elementos orbitales relativos que no se
corresponden con la realidad calculada. En todos los casos estudiados se consigue el rendezvous (con mayor o
menor error) pero sacrificando el gasto de combustible, distanciandose excesivamente del ptimo calculado en
algunos casos.

Se presenta en la Tabla 31 una comparacion para dilucidar cuél es el elemento orbital relativo que provoca
mayores incrementos del consumo de combustible en el momento en que los datos recibidos son desviados en
un maximo del 5% de su valor 6ptimo por debajo de dicho valor.

Elemento  orbital Gasto dptimo (m/s) Gasto desajustado (m/s) Diferencia de gastos (%0)
relativo
éa (km) 0.448 10.07
60 (°) 0.441 8.35
8i (°) 0.406 -0.25
0.407
8q,1 (-) 0.410 0.74
8q, (-) 0.443 8.85
602 (°) 0.342 -15.97

Tabla 31. Comparacion de gastos para desajustes por debajo del 6ptimo

Todas las variaciones producidas en los ROE que representan el movimiento en el plano orbital implican un
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aumento del combustible consumido, muy elevado en el caso de la diferencia de semiejes mayores (en torno al
10%). La variacion de los elementos orbitales relativos que controlan el movimiento fuera del plano, es decir,
la diferencia de inclinaciones y la diferencia entre la ascension recta del nodo ascendente de perseguidor y
blanco, implican una reduccién del consumo, bastante acusada en el Gltimo caso (de casi el 16%). Esto es
debido al motivo explicado en el subapartado 5.3.4 en el caso de i: la inclinacion que se debe compensar para
llegar a un valor de §i = 0 es menor en el caso desajustado que en el éptimo calculado, de manera que el
gasto invertido en esto ser, igualmente, menor.

Esta tendencia cambia cuando se asume que los datos desajustados estaran, como maximo, un 5% por encima
del valor éptimo calculado. Los gastos de combustible se disparan (véase Tabla 32), hasta limites inadmisibles.
A pesar de todo, el rendezvous se consigue en todos los casos.

Elemento orbital relativo Diferencia con el gasto optimo (%)
éa (km) 95.82
86 (°) 637
6i (°) 1.23
6q1 (-) 124.82
éq, (-) 80.59
Q) 1030

Tabla 32. Comparacién de gastos para desajustes por encima del 6ptimo

Como puede desprenderse de los datos vertidos en la Tabla 32, los gastos son increiblemente superiores a los
reflejados en la Tabla 31. Las variables que hay que compensar, en este caso, para conseguir llevar todos los
elementos orbitales relativos a 0 son, como maximo, un 10% mayores que en el caso anterior, de manera gque
eso significara un consumo notablemente superior. Las variables que implican un mayor gasto son 52y §6.

Ademas de posibles desajustes en el célculo de los elementos orbitales relativos, se ha considerado la
posibilidad de que los impulsos no sean expelidos alineadamente con el eje para el cual han sido calculados.
Esto seria debido a una mala alineacion de las toberas propulsivas. La conclusion que se desprende del analisis
realizado es que cuanto mayores son las desviaciones que sufren las toberas propulsivas respecto de su eje de
alineacion, mayores son los gastos de combustible empleados puesto que los impulsos dados seran menores a
los calculados llevando al vehiculo perseguidor, en cada instante de tiempo, a un estado no 6ptimo, el cual
requerird, en el siguiente instante, un consumo mayor del que tendria en caso de ser ese estado el éptimo. Y
asi, sucesivamente, hasta conseguir el rendezvous.

Los incrementos en el consumo no son demasiado importantes, siendo del 1.66% para el caso mas
desfavorable de los considerados. Sin embargo, como se dijo en 3.3.5, no se considerd el recuento de impulsos
en las diferentes direcciones debido a los impulsos remanentes que se producen en esas otras direcciones. A
modo de ejemplo, no se ha considerado el impulso que se produce eny y z al existir desalineacion de la tobera
propulsiva que ofrece impulso segun el eje X.

Por ultimo se puede establecer una comparacion entre el problema de rendezvous genérico al que se le
implementa un algoritmo de control predictivo y el problema de los dos impulsos estudiado en el apartado 5.2.
Ambos casos sin contar con la presencia de perturbaciones de ningun tipo. La comparacion de los gastos segun
el valor de la excentricidad de la orbita del blanco, que ha sido el pardmetro que se ha variado por ser este el
gue mayor influencia tiene sobre el gasto (como se ha demostrado posteriormente), se puede observar en la
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llustracion 73.
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llustracion 73. Comparacién gastos para los casos éptimo y el problema de los dos impulsos

Como era de esperar, para unas mismas condiciones iniciales del movimiento y los mismos parametros del
modelo (con la Unica excepcion de que se ha considerado un instante de tiempo en que se realiza el rendezvous
anterior al considerado para el caso Optimo para que la matriz que interviene en el desarrollo de 4.1 sea
invertible) los gastos de combustible para el problema de los dos impulsos son mayores que en el caso
calculado por el algoritmo de control predictivo.

Conforme aumenta el valor de la excentricidad de la érbita del blanco mayores son las diferencias en los
gastos de combustible, aumentando de manera mas exponencial en el caso del problema de los dos impulsos.
A pesar de requerirse muchos menos impulsos para conseguir el rendezvous en el Gltimo caso (Unicamente dos
como el propio nombre de la maniobra indica), éstos son de muy elevado valor, pues la maniobra ha de
completarse con Unicamente dos empujes que no estan acotados. Por el contrario, en el caso optimizado se esta
realizando una replanificacion del problema, actualizando en cada instante la situacion del estado y volviendo
a recalcular todo el problema, eligiendo siempre el impulso éptimo para llevar al sistema al estado dptimo,
minimizando el combustible y consiguiendo el rendezvous.



6 PLANTEAMIENTO DE LA RESTRICCION DE NO
COLISION

aseguramiento de la integridad de los vehiculos, para lo cual se deberd impedir, en todo instante,

incluido el inicial, la colision entre ellos. Se excluiria el instante final por ser éste aquel en el que se
efectla el acoplamiento. Este aspecto se consigue de la manera resefiada en [11] y [12]. En dichas fuentes esta
restriccién se plantea con la posicion relativa del vector excentricidad relativa, dado por las ecuaciones (6.1)-
(6.2).

Como tendencia futura a aplicar en el modelo desarrollado en el capitulo 4 se deberia analizar el

Se, = 8q, (6.1)
bey, = 6q, (6.2)

Igualmente toma protagonismo el vector inclinacion relativa, definidas sus componentes por las ecuaciones
(6.3)-(6.4). Aungue el vector excentricidad relativa viene directamente dado por el set de elementos orbitales
relativos escogido al principio de esta memoria, el vector inclinacion relativa requiere de la definicion de una
nueva variable.

iy = 8i (6.3)
8i, = 8Qseni (6.4)

El vector excentricidad controla lo que ocurre en el plano mientras que el vector inclinacién asume el control
fuera de él. Recurriendo a las referencias citadas se llega a la conclusion, a la luz de las definiciones anteriores,
de que la condicién que ha de cumplirse para garantizar la seguridad de la misién es exigir la existencia de
paralelismo (o antiparalelismo) entre los vectores 6¢€ y 67. Y dos vectores son paralelos (o antiparalelos) si sus
componentes son proporcionales entre si. De esta manera, debera cumplirse la condicion (6.5). Esto se
cumplira independientemente del tipo de drbita que recorra el blanco (circular, geoestacionaria, inclinacion
nula,...). La justificacién geométrica de esto puede entenderse con la Ilustracion 74. En dicha lustracién se
definen las variables resefiadas a lo largo de la presente memoria, siguiendo una nomenclatura diferente. Asi,
la anomalia verdadera, f, se define como &; la latitud verdadera, denotada en este proyecto como 6, aparece en
la figura como u. Por otro lado, el sistema de ejes tiene las asignaciones de (6.6).

6idq, — 6q160sini = 0 (6.5)

{5R; éT; é)N} = {5rr 59: 52} (6-6)

Por ultimo, s/c 1 representa el vehiculo blanco y s/c 2 el perseguidor. Ademas del paralelismo del que se habla
en el parrafo anterior, y para que 6.5 tenga sentido, es necesario que los médulos de los vectores §é y 87 sean
mayores que 0 en todo instante de tiempo, exceptuando aquel en el que se completa el rendezvous mediante el
acoplamiento (ecuaciones (6.7) y (6.8)). Esto supone, en realidad, la existencia de una triple restriccion
matematica (que sera desarrollada en apartados posteriores) para garantizar la integridad del sistema chief-
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chaser.
8q?+6q2 =0 (0<t<ty_q) (6.7)

5i2 4+ 680%sin?i >0 (0<t<ty_q) (6.8)

|sic 1 u=8+3rf2

u=460

llustracion 74. Geometria justificativa restriccion no colision

Para incluir esto en el modelo de control predictivo se desarrollaré la formulacion pertinente para tenerla en
cuenta en trabajos futuros. El caso de la restriccion de no colision obliga, como se ha dicho, a exigir el
paralelismo (o antiparalelismo) entre los vectores excentricidad relativa e inclinacion relativa. Las
simulaciones numéricas relativas a optimizacion que se han implementado para conseguir los resultados
vertidos en el capitulo 5 se han llevado a cabo mediante software de optimizacion lineal. Esto exige que el
problema sea, igualmente, lineal. De esta manera, las restricciones que conforman la condicién de no colision
deberan linealizarse para poder aplicar el método seguido hasta ahora. Siguiendo el método tradicional, se
define lo prescrito en las ecuaciones (6.9)-(6.12). El subindice “r” define la magnitud de referencia y el
subindice “I” especifica la componente lineal de la magnitud, la “pequefia sefial”, de tal manera que |6x;| <
|6x,|, resefiando x una magnitud cualquiera.

8q1 = 6qq, + 8qq, (6.9)
8q; = 695, + 64y, (6.10)
8i = 8i, + 64 (6.11)
50 = 60, + 60, (6.12)

Por mera sustitucion de estas definiciones en (6.5), (6.7) y (6.8) se obtiene lo siguiente. Cabe resefiar que tanto
(6.14) como (6.15) se han de cumplir en todo instante de tiempo excepto en el final.

8i,8q,, +6q,,.6i; + 6i,6q,, — [6q1r6[2r +68q41,60, + 6ﬂr6qll]sini =0 (6.13)

8q1y +28q1,8q1, + 84z; + 28G2,8q2, > 0 (6.14)
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8i? + 28i,.8i; + sin®i (602 + 260,50)) > 0 (6.15)

Teniendo en cuenta (6.13)-(6.15) y linealizando, asimismo, tanto la variable de control (ecuacion (6.16) o
equivalente (6.17)) como el resto de elementos orbitales relativos, esta triple restriccion puede ser expresada en
funcion de la variable de control, que es lo que se persigue.

AD = AD, + AP, (6.16)
AV = AV. + AV, (6.17)

Recurriendo a la ecuacion de la prediccion del estado, se puede expresar lo que indica la ecuacion (4.18) de tal
modo que se puede desglosar en las ecuaciones (6.19) y (6.20).

SE, + 8E, = F88(ty) + G(AV. + AV) (6.18)
SE, = F§é(t,) + GAV, (6.19)
8E, = GAV, (6.20)

Habiendo realizado estas consideraciones la restriccion de no colisién puede, ya si, expresarse como lo
requiere el modelo de control predictivo.

Matricialmente se puede poner la ecuacion (6.13) como sigue.

_ 5‘11 -
5i,
(Sqll
66]21
[ 50 |

[0 0 &g, —068sini 61, —6qy,sini] = —6i,6qz, + 641,60, (6.21)

Identificando en la ecuacion anterior la parte lineal de un vector genérico 6¢, es decir, §¢;, se llega a (6.22).
A2k6é>l = bzk (622)

Tanto el vector A,, como el escalar b,, estan definidos en un instante genérico, k, por lo que todas las
componentes tomaran un valor diferente segin el instante en el que se encuentre la maniobra. Agrupando para
todos los instantes de tiempo exceptuando el Gltimo y teniendo en cuenta la expresién (6.20), se esta en
condiciones de optimizar el problema linealizado introduciendo la primera de las tres restricciones (ecuacion
(6.23)).

A,8F, = B, (6.23)
Donde
Ay O 0 0O
A2={? Az O 0 } (6.24)
0 0 Ay,
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ba,
b, =[ bfl ] (6.25)
o]

Teniendo (6.23) puede completarse la transformacion recurriendo al desglose que se ha practicado en la
ecuacion de la prediccién del estado, cristalizando todo en la ecuacion (6.26). Esta ecuacion muestra gque la
restriccion de no colision (la primera de sus ecuaciones al menos) puede formar parte del modelo de control
predictivo que se pretende construir.

A,GAV, = b, (6.26)

Una vez definida la primera restriccion en pos de introducirla en el modelado de control predictivo que se esta
montando se pasara, brevemente, a proceder de la misma manera para las desigualdades (6.14) y (6.15). Para
un instante genérico se obtiene, para ambas inecuaciones, respectivamente, lo que se resefia a continuacion.

- 6(11 -
56,
6il

5q11
qul

50, |

[0 0 0 28qy, 268qz,. O] > —8q,2 — 8q,° (6.27)

_ 5‘11 .
56,
5i,

66]1[
6q21

[ 50, |

[0 0 26i, 0 0 260,sin?i] > —§i2 — 602 sin?i (6.28)

Las ecuaciones (6.27) y (6.28) pueden expresarse, mas compactamente, como se recoge en las ecuaciones
(6.29) y (6.30), respectivamente. En ellas se hace uso de las mismas identidades a las que se han recurrido para

montar (6.23), definiéndose y montando las matrices A; y A, y los vectores 53 y 54 de manera analoga al
primer caso.

A3S8E, > bs (6.29)

A,8E, > b, (6.30)
Por ultimo, para que las ecuaciones anteriores tengan concordancia con el modelo MPC definido hasta ahora,
hay que hacer la Gltima sustitucion en las mismas. Asi, se generan los sistemas de inecuaciones de (6.31) y
(6.32).

A3GAV; > by (6.31)

A4GAV; > b, (6.32)

Como ltimo comentario para cerrar este apartado, hay que decir que esta restriccion implica la resolucion de
un problema cuyas variables de decision son las partes lineales de los impulsos.

De nuevo hay que decir que no se introduce, en la contabilizacion de las restricciones a la hora de construir el
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modelo de control predictivo, la restriccion de no colision al no ser considerada en la implementacion del
modelo. Sin embargo, se detalla el desarrollo tedrico para implementar el modelo en caso de existir
continuacion de este Proyecto. Por ello, el problema se resolveria de la siguiente manera. En primer lugar se
resolveria el problema (4.34)-(4.37) para después, con los impulsos provisionales calculados, resolver el
problema (6.33)-(6.39).

J, = min|AV| (6.33)
S.a.
AV, < AV r — AV (6.34)
AV, > —AVL (6.35)
G,GAV, = —G,F&e(t,) — G,GAV., (6.36)
A,GAV, = b, (6.37)
AsGAV, > b, (6.38)
A,GAV, > b, (6.39)

En este problema de optimizacion si se tiene en consideracién la restriccién de no colision, por lo que el
problema de no linealidad que se tenia al principio queda resuelto. Las variables de decision, en este segundo
problema, pasan a ser la parte de pequefia sefial, AI_/}, de los impulsos definitivos, AV. Los valores de
referencia, AI_/;, vienen dados por los impulsos calculados en el problema de optimizacion (4.34)-(4.37), de
manera que se cumple (2.91). Las restricciones (6.37)-(6.39) se han alcanzado recurriendo a la
descomposicion de las magnitudes en parte de referencia y parte lineal descrita en apartados.
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presente Proyecto. Tras desarrollar el modelo de control predictivo y representar los resultados

numéricos obtenidos, se van a realizar comentarios extra acerca de las simplificaciones realizadas a lo
largo del documento, asi como posibles variantes que harian tanto del problema como del proyecto uno méas
completo. Lo desarrollado en el capitulo 6 se considera tendencia futura.

En este capitulo se expondran una serie de consideraciones que se dejaran como trabajo futuro del

7.1. Conclusiones

Una vez desarrollado el Proyecto completamente se realizaran algunos comentarios concluyentes sobre la
totalidad del mismo. Las conclusiones particulares de cada situacion considerada y de cada tanda de resultados
hallada se han ido comentando en los apartados correspondientes, dejandose este final para conclusiones
generales del Proyecto en si.

La finalidad primera del Proyecto era emplear un método de calculo orbital novedoso y apenas usado por el
mundo del espacio. Este método, el de los elementos orbitales relativos, que calcula la 6rbita relativa del
vehiculo perseguidor alrededor del blanco, junto con el modelo de control predictivo, que optimiza el
combustible satisfaciendo unas determinadas restricciones, han permitido resolver el problema general de
rendezvous inicialmente planteado. El hecho de incluir perturbaciones en el problema no ha hecho que este
falle en su trabajo de proporcionar 6rbitas que consigan la mision. EI MPC ha logrado controlar estas
perturbaciones haciendo que el rendezvous se consiga con practicamente error nulo en el calculo.

Se han establecido numerosas comparaciones de los resultados obtenidos poniéndose de manifiesto que es
cierto que el modelo propuesto minimiza el consumo de combustible satisfaciendo las restricciones impuestas.
La planificacion planteada inicialmente es perfecta en ausencia de perturbaciones pero la inclusion de estas en
el modelo hace que no se pueda considerar este método de optimizacion, pues los errores son palpables y no se
consigue el rendezvous con efectividad. Se ha demostrado, asimismo, que el problema de los dos impulsos es
una solucion viable pero muy costosa.

Por ultimo, los diferentes problemas durante el tiempo de realizacion del Proyecto no han resultado en
absoluto algo negativo. De estos problemas ha surgido la necesidad de recurrir a otros métodos para llevar a
cabo la resolucion del problema en el ordenador, por lo que ha valido para hacer una pequefia comparacion
entre ellos y deducir cuél es el més efectivo en términos de tiempo de computacion y efectividad.

7.2. Tendencias futuras

En esta seccion se definiran una serie de consideraciones a tener en cuenta en ampliaciones futuras del
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presente Proyecto.

7.2.1. Problema de actitud

La primera gran simplificacion realizada al modelo ha sido obviar el problema de la actitud de los vehiculos
espaciales. Al inicio de la memoria, en el apartado introductorio, se hizo la consideracién de que el Proyecto se
iba a centrar Unicamente en el problema propulsivo (de alcance), dejando de lado el de actitud. Esto ha
supuesto una gran ventaja en cuanto a desarrollos tedricos y calculos se refiere, pero ha significado también
una pérdida notable de realidad en el proyecto. La consecuencia inmediata real de esta hipdtesis es que el
vehiculo perseguidor puede dar caza al objetivo en una posicién inadecuada para realizar el posterior
acoplamiento. Es por ello por lo que se describe, a continuacion, de manera sucinta, el nombrado problema de
actitud.

Para estudiar la orientacion de un sistema respecto de otro es necesario hacer un estudio cinematico y dinamico
del problema, los cuales cristalizan en una serie de ecuaciones cinemética y dindmicas, respectivamente. La
forma de las ecuaciones cinematicas varia en funcion del procedimiento escogido a la hora de representar la
actitud de un vehiculo. Puede escogerse una representacion basada en matrices de cosenos directores, una que
haga uso de los angulos de Euler u otra que emplee cuaterniones. Este Gltimo caso se basa en el teorema para
la rotacion de Euler, el cual dice que

Cualquier rotacion o conjunto de rotaciones sucesivas puede expresarse siempre como una Unica rotacién
alrededor de una direccion o eje de rotacion principal.

La representacion de la actitud mediante esta ltima forma se define como sigue:

41 0 w3 —wW; wW1][%
q2 1l-w; 0 w; wz||92
ol == 7.1
qs 2| wp —w, 0  ws||43 (7.1)
Q4 _(1)1 _(1)2 _(l)3 0 q4-

El vector [91 92 93 q4]" representa el cuaternion que representa la actitud del vehiculo en tanto que el
vector [w1  wz  w3]T define el vector velocidad angular a la que ese cuerpo esta sometido.

En cuanto al problema dinamico, las ecuaciones que lo rigen parten del teorema del momento cinético,
cristalizando en el siguiente sistema:

L, = (I; — I3)wws + My (7.2)
L, = (I3 — I))wzw; + M, (7.3)
Loz = (I; — L)w,w; + M3 (7.4)

Los valores I, I, e I5 son los valores de la inercia del sistema en ejes principales. El vector [M; M, M;3]T
define los pares externos perturbadores aplicados. El sistema de ecuaciones (7.2)-(7.4) es véalido para el giro
del vehiculo perseguidor, si éste es considerado como s6lido rigido, alrededor de su centro de gravedad.

El conjunto anterior de ecuaciones junto con (7.1) definen el problema de la orientacion del vehiculo. Su
expresion en funcion de los elementos orbitales relativos, definidos en 2.3.4, asi como la implementacion en
software adecuado para generar resultados numéricos y graficos se deja para una extension futura del proyecto.

7.2.2. Cono de vision

Otro de los aspectos que se han supuesto cumplidos ha sido el relativo a la vision del vehiculo objetivo por
parte del perseguidor en todo instante de tiempo. Para ello, el chaser deberia tener capacidad de vision de 360
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grados, lo cual es caro e inviable. Por ello, se deberia exigir que el blanco siempre estuviera, durante el
movimiento, dentro de un area admisible de vision de manera que siempre esté localizado. En el caso de este
proyecto se ha asumido gue las maniobras se llevaban a cabo independientemente de la posicién del blanco
respecto del perseguidor, o sea, independientemente de si se encuentra dentro de esa area de vision o0 no. Esto
constituye una propuesta de mejora del modelado del problema descrito en el capitulo 2.

7.2.3. Estudios de seguridad

En el capitulo 2 se han vertido numerosas situaciones y requerimientos que han de exigirse al vehiculo
perseguidor segun las caracteristicas del mismo para garantizar la consecucion del rendezvous y asegurar el
éxito de la mision ante cualquier problema o eventualidad que pueda suceder. Como tendencia futura de este
Proyecto se propone hacer un estudio basado en estos casos descritos, demostrando como se puede garantizar
gue el perseguidor alcanza al blanco de manera adecuada, sin colisiones ni fallos catastréficos.

7.2.4. Inclusién de mas perturbaciones

Tan solo se ha considerado la perturbacion del J,, pero lo cierto es que existen mas perturbaciones presentes en
el espacio. Concretamente, a Orbitas tan bajas como las consideradas, en los pasos por perigeo adquiere cierta
relevancia los efectos de resistencia aerodinamica. Estos efectos seran tanto mayores cuanto mayor sea la
excentricidad de la Orbita, pues esta hara que el perigeo quede cada vez méas bajo. Cabe decir que en los
ejemplos descritos a lo largo del presente documento se ha obviado la posibilidad de que exista colision con la
Tierra por quedar ciertos puntos de la 6rbita de cualquiera de los dos vehiculos a una distancia menor que la
del radio de la misma.

Otras perturbaciones que pueden incluirse en el modelado son las debidas a la existencia y cercania tanto de la
Luna como del Sol, convirtiéndose el problema en uno regido por la existencia de 3 y 4 cuerpos en funcién del
astro que se considere en los calculos. Estas perturbaciones no seran demasiado grandes pero harian mas
exacto el conjunto de resultados calculados, por lo que se deja como trabajo futuro del Proyecto.

Asimismo, para cerrar este tema, se propone perfeccionar el modelo de perturbaciones incluido, considerando
los efectos periddicos que origina la perturbacion del J, sobre los diferentes elementos orbitales relativos,
ademas de los seculares ya incluidos.
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