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Resumen

En este proyecto, se pretende analizar el techo, el alcance y la optimizacion del alcance para el caso de un
avion en concreto, este avion es un Boeing 767-300ER. Se calculan y estudian los resultados para dos tipos de
modelo: para un modelo compresible y para un modelo BADA.

En ambos modelos las ecuaciones que se obtienen son de mas de un variable a diferencia de lo visto en clase
en la asignatura de Mecanica de vuelo 1, ya que en esta asignatura se realizaba la hipotesis de estudiar un
modelo incompresible.

Las ecuaciones que describen los dos tipos de modelos vendran detalladas en este proyecto, asi como todas las
ecuaciones usadas para obtener los resultados de todos los estudios realizados.

Al calcular el techo se comprobaran al final de dicho apartado las diferencias existentes entre el uso de uno u
otro modelo.

Y en el caso del alcance se realizara la misma comparacion que en el techo, pero ademas se va a calcular la
optimizacion del alcance para los dos modelos y se veran las diferencias entre ellos.

X1



Xii



Agradecimientos
Resumen

indice de tablas
indice de figuras
Notacion

1 Introduccién
1.1. Contexto
1.2.  Objetivos
1.3.  Formulacion

2 Modelo de atmdsfera y de avidn
2.1. Modelo de atmdsfera: Atmdsfera ISA
2.2.  Modelo de avién compresible: Boeing 767-300ER
2.3.  Modelo de BADA

3 Techo
3.1.  Cdlculo del techo
3.2.  Resultados: Modelo compresible
3.3.  Resultados: Modelo de BADA
3.4. Comparacion de resultados

4  Alcance
4.1  Cdlculo del alcance
4.2  Resultados: Modelo compresible
421 Crucero con Mach y CL constantes
4.2.2 Crucero con Mach y altitud constantes
4.2.3 Comparacion del alcance maximo para dos tipos de crucero
4.3  Resultados: Modelo BADA
431 Crucero con Mach y CL constantes
43.2 Crucero con Mach y altitud constantes
433 Comparacion del alcance maximo para dos tipos de crucero
4.4  Comparacion de resultados

5 Anadlisis de resultados y conclusiones
6 Trabajo futuro
Referencias

Glosario

xiii

INDICE

Xi

XV

XiX

AL NN R R

11

14
14
15
21
24

26
26
27
28
35
44
46
46
62
74
76

79
83
84
85



X1v



Indice de tablas

Tabla 2-1: Coeficientes de resistencia compresible 8

Tabla 4-1: Valores optimos para varios valores de ¢ para M fijado 61
Tabla 4-2: Valores 6ptimos para varios valores de ¢ en la troposfera 70
Tabla 4-3: Valores optimos para varios valores de ¢ en la estratosfera 70
Tabla 4-4: Valores optimos para varios valores de ¢ en la troposfera para M=0.86 71
Tabla 4-5: Valores optimos para varios valores de ¢ en la estratosfera para M=0.86 71
Tabla 4-6: Valores optimos para varios valores de (en la troposfera para M=0.8 73
Tabla 4-7: Valores dptimos para varios valores de C en la estratosfera para M=0.8 73

XV



Figura 1-1:
Figura 2-1:
Figura 2-2:
Figura 2-3:
Figura 2-4:
Figura 3-1:
Figura 3-2:
Figura 3-3:
Figura 3-4:
Figura 3-5:
Figura 3-6:
Figura 3-7:
Figura 3-8:

Figura 3-9
Figura 3-1
Figura 3-1

Indice de figuras

Un 767-300ER de MIAT MongolianAirlines.

Resistencia frente a velocidad para varias altitudes.

Empuje frente a velocidad para varias altitudes.

Resistencia frente a velocidad para varias altitudes.

Empuje disponible frente a velocidad para varias altitudes.
Resistencia/Peso y Empuje/Peso en funcion de la velocidad.
Empuje y resistencia frente a velocidad para varias altitudes.
Velocidad optima frente a altitud.

Temperatura frente altitud en la troposfera.

Velocidad 6ptima frente a altitud en la troposfera.
Temperatura frente altitud en la estratosfera.

Velocidad optima frente a altitud en la estratosfera.
Velocidad optima frente a altitud separada seglin las capas de la atmosfera.
: ymax frente a la altitud.

0: ymax frente a la altitud para diferentes pesos.

1: Empuje y resistencia frente a velocidad para distintas altitudes.

Figura 3-12: Velocidad 6ptima frente a altitud.

Figura 3-1

3: Comparacion de velocidades optimas frente a altitud.

Figura 3-14: ymax frente a la altitud.

Figura 3-15: Comparacion de la altitud de techo para distintos pesos.

Figura 3-16: Comparacion de ymax frente a la altitud.

Figura 4-1
Figura 4-2
Figura 4-3
Figura 4-4
Figura 4-5
Figura 4-6
Figura 4-7
Figura 4-8
Figura 4-9

: Grafica del alcance en funcion de { para varios valores de CL.

: Grafica del alcance en funcion de { para varios valores M.

: Grafica del alcance en funcion de CL para varios valores de .

: Grafica del alcance en funcion de M para varios valores de C.

: Grafica del alcance en funcidén de M para varios valores de CL.
: Grafica del alcance en funcion de CL para varios valores de M.
: Grafica del alcance maximo en funcion de C.

: Grafica de la altitud 6ptima en funcion del peso.

: Grafica de la altitud 6ptima inicial y final en funcion de .

Figura 4-10: Grafica del alcance en funcion de { para varios valores de M.

Figura 4-1

1: Grafica del alcance en funcion de la h para varios valores de C.

Xvi

10
12
13
14
16
18
18
18
19
19
19
20
20
22
23
23
24
25
25
29
30
30
31
31
32
33
34
35
37
37



Figura 4-12:
Figura 4-13:
Figura 4-14:
Figura 4-15:
Figura 4-16:
Figura 4-17:
Figura 4-18:
Figura 4-19:
Figura 4-20:
Figura 4-21:
Figura 4-22:
Figura 4-23:
Figura 4-24:
Figura 4-25:
Figura 4-26:
Figura 4-27:
Figura 4-28:
Figura 4-29:
Figura 4-30:
Figura 4-31:
Figura 4-32:
Figura 4-33:
Figura 4-34:
Figura 4-35:
Figura 4-36:
Figura 4-37:
Figura 4-38:
Figura 4-39:
Figura 4-40:
Figura 4-41:
Figura 4-42:
Figura 4-43:
Figura 4-44:
Figura 4-45:
Figura 4-46:
Figura 4-47:
Figura 4-48:
Figura 4-49:
Figura 4-50:

Gréfica del alcance en funcion de M para varios valores de (.
Gréfica del alcance en funcioén de M para varios valores de h.
Grafica del alcance en funcion de la h para varios valores de M.
Grafica del alcance maximo en funcion de C.

Grafica de la altitud 6ptima en funcion de .

Grafica del M 6ptimo en funcion de C.

Grafica del alcance maximo en funcion de ¢ para ambos cruceros.

Grafica de la altitud 6ptima en funcion del peso para ambos cruceros.

Grafica de la altitud 6ptima en funcion de ¢ para ambos cruceros.
Grafica del M 6ptimo en funcion de { para ambos cruceros.
Grafica de § final en funcién de CL.

Grafica de § final en funcion M.

Grafica de § inicial en funcion de CL.

Gréfica de 6 final en funcion de M.

Gréfica del alcance en funcion de  final para varios valores de CL.

Grafica del alcance 6 en funcion de { para varios valores de M.
Gréfica del alcance en funcion de CL para varios valores de C.
Gréfica del alcance en funcion de M para varios valores de C.
Gréfica del alcance en funcion de M para varios valores de CL.
Gréfica del alcance en funcion de CL para varios valores de M.
Gréfica de la altitud optima en funcion del peso.

Gréfica del alcance maximo en funcion de C.

Gréfica de la altitud 6ptima en funcion de C.

Gréfica del alcance en funcion de { para varios valores de h.
Gréfica del alcance en funcion de C para varios valores de M.
Gréfica del alcance en funcion de h para varios valores de C.
Gréfica del alcance en funcion de M para varios valores de C.
Gréfica del alcance en funcion de M para varios valores de h.
Gréfica del alcance en funcion de M para varios valores de h.
Gréfica del alcance maximo en funcion de (.

Gréfica de la altitud optima en funcion de .

Grafica del alcance maximo en funcion de C.

Grafica de la altitud 6ptima en funcion de C.

Gréfica del alcance maximo en funcion de { para ambos cruceros.

Gréfica de la altitud 6ptima en funcion del peso para ambos cruceros.

Gréfica de la altitud optima en funcion de ¢ para ambos cruceros.
Gréfica del alcance en funcion de CL para ambos modelos.
Gréfica del alcance en funcion de M para ambos modelos.

Gréfica del alcance en funcion de la altitud para ambos modelos.

Xvil

38
38
39
43
43
44
44
45
45
46
50
50
51
51
52
52
53
53
54
54
60
61
62
64
64
65
65
66
66
72
72
74
74
75
75
76
76
77
77



Figura 4-51: Grafica del alcance en funcién de M para ambos modelos.
Figura 5-1: Grafica del CD en funcion de CL para ambos modelos.

Figura 5-2: Grafica de la eficiencia aerodinamica en funcion de CL para ambos modelos .

Xviil

78
79
80



Notacion

a [m/s]
ao [m/s]
¢ [kg/(sN)]

Co

D [N]
Oy Ox

g [m/s’]
h [m]

L [N]
Ly [J/kg]
mg [kg]
M

p [Pa]
Qo [N]

1 [km]

r; [km]

1 [km]

R [km]

R, [J/(kgK)]
Sy [m’]

t[s]

te [s]

Velocidad del sonido
Velocidad del sonido a nivel del mar
Consumo especifico de combustible

Consumo especifico de combustible a nivel del mar con M=0

Coste de combustible

Coste del tiempo

Coeficiente de consumo especifico de combustible
Cocficiente de resistencia

Coeficiente de sustentacion

Resistencia aerodinamica
Derivada parcial de y respecto de x
Gravedad terrestre

Altitud de vuelo

Sustentacion

Calor latente del combustible

Masa de fuel total consumida

Numero de Mach
Presion atmosférica

1
EYPOSW

Distancia horizontal recorrida
Distancia horizontal recorrida inicial
Distancia horizontal recorrida total

Alcance

Constante de los gases (aire)

Superficie alar de referencia

Tiempo
Tiempo total

XIX






1 INTRODUCCION

( {omo introduccion a este proyecto se va a realizar a continuacion un breve resumen de lo que se va a

estudiar a lo largo del proyecto.

Se va a estudiar el calculo del techo de la aeronave, y ademas se calculara el alcance y su optimizacion de la
aeronave, para un tipo de avion determinado y los resultados obtenidos se calcularan para el caso de un
modelo compresible y de un modelo BADA.

1.1. Contexto

Este proyecto surge de la idea de estudiar con mayor profundidad la asignatura de Mecanica de Vuelo 1,
asignatura de la titulacion de Ingenieria Aerondutica impartida en la Universidad de Sevilla. En dicha
asignatura se realizan una serie de hipotesis y una de ellas para simplificar el calculo es el uso de un modelo
incompresible.

Los calculos de compresibilidad que se estudian a continuacion se realizan sobre un avion determinado, este
avion se trata de un avion comercial de la compaiia Boeing en concreto es el Boeing 767-300ER, por lo que a
continuacion se expone una breve historia de Boeing 767.

La historia de Boeing viene conformada por el legado comiin de empresas legendarias que se asociaron para
formar lo que constituye hoy la mayor compaiiia aeronautica mundial.

El Boeing 767 es un avion comercial a reaccion de fuselaje ancho desarrollado y construido por el fabricante
aerondutico estadounidense Boeing CommercialAirplanes, siendo el primer aparato bimotor de fuselaje ancho
desarrollado por el fabricante americano. El disefio de la aeronave se caracteriza por disponer de
dos turbofanes, un disefio convencional de cola y un nuevo perfil alar para reducir la resistencia aerodinamica.

El 767 se fabrica en tres longitudes de fuselaje. La version original, denominada 767-200, seguida del 767-300
y del 767-400ER, de mayor autonomia de vuelo. Las variantes de mayor autonomia son 767-200ER y 767-
300ER.

A finales de 2014, el 767 tiene una cartera de pedidos por mas de 1100 unidades. La variante mas popular es el
767-300ER, modelo que se va a usar en este proyecto, con 583 unidades entregadas, siendo Delta Air
Lines y American Airlines los principal usuarios de la version de pasajeros con 58 unidades cada una de ellas,
y UPS el mayor usuario de la version de carga con 59 unidades. Esta previsto que el 767 sea sustituido por el
Boeing 787 Dreamliner.


http://es.wikipedia.org/wiki/Avi%C3%B3n_comercial
http://es.wikipedia.org/wiki/Avi%C3%B3n_de_fuselaje_ancho
http://es.wikipedia.org/wiki/Boeing_Commercial_Airplanes
http://es.wikipedia.org/wiki/Turbof%C3%A1n
http://es.wikipedia.org/wiki/Perfil_alar
http://es.wikipedia.org/wiki/Resistencia_aerodin%C3%A1mica
http://es.wikipedia.org/wiki/Fuselaje
http://es.wikipedia.org/wiki/Delta_Air_Lines
http://es.wikipedia.org/wiki/Delta_Air_Lines
http://es.wikipedia.org/wiki/American_Airlines
http://es.wikipedia.org/wiki/UPS
http://es.wikipedia.org/wiki/Boeing_787_Dreamliner

2 Introduccion

Figura 1-1: Un 767-300ER de MIAT MongolianAirlines.

El tipo de atmosfera usado para la realizacién del proyecto es la Atmdsfera Estandar Internacional también
conocida por las siglas ISA.

1.2. Objetivos

El objetivo de este proyecto es realizar el estudio de compresibilidad sobre un avién comercial y compararlo
con un modelo BADA.

El uso en el proyecto del modelo BADA cuyas siglas significan base de datos de aviones, es debido a que
es un modelo de las actuaciones de un avion desarrollado y mantenido por Eurocontrol a través de una
cooperacion activa con estructuras aeronauticas y operaciones de compafiias. La informacién y los datos
contenidos en BADA estéan disefiados por el uso en trayectorias de simulacion.

Los datos y ecuaciones usados para calcular el modelo compresible se expondran en el apartado 2.2. Modelo
de avion: Boeing 767-300ER.

El hecho de compararlo con el modelo BADA se debe a que el modelo BADA es un modelo en el que el
empuje no depende de la velocidad, sélo de la altitud, siendo el modelo compresible dependiente de la
velocidad y de la altitud. Ademas, en el modelo BADA la derivada de la resistencia con respecto al nimero de
Mach va a ser constante e igual a cero, ya que en la expresion del coeficiente de resistencia no hay
dependencia con respecto al nimero de Mach, pero si hay con respecto al coeficiente de sustentacion y por
tanto, la resistencia si tiene dependencia con respecto a la velocidad.

En este proyecto se van a estudiar dos tipos de actuaciones de un avion:

e Techo
e Alcance
1.3. Formulacion

En este apartado del proyecto aparecen las ecuaciones que se van a utilizar para calcular las distintas
actuaciones de la aeronave.

El analisis del movimiento de un avién mediante mecanica de vuelo se realiza usando las leyes de Newton.
Aunque muchas estructuras acronauticas son flexibles, en este proyecto se va a sumir el avién como un sélido
rigido. Hay que tener en cuenta que cuando el fuel se va consumiendo el avion tiene masa variable, ya que
depende del tiempo.

En este proyecto, se van a utilizar las ecuaciones del vuelo simétrico en un plano vertical lo que conlleva a que
a las ecuaciones generales se les van a realizar las siguientes simplificaciones:

Aire en calma

Vuelo simétrico: v=0,Q =0

Plano vertical: x = x4 = 0,u = 0,y = constante

El empuje va segiin la direccion de la velocidad V: € = 0


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:MIAT_Mongolian_Airlines_Boeing_767-300ER_JU-1011_SVO_Jan_2012.png
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:MIAT_Mongolian_Airlines_Boeing_767-300ER_JU-1011_SVO_Jan_2012.png
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:MIAT_Mongolian_Airlines_Boeing_767-300ER_JU-1011_SVO_Jan_2012.png
http://es.wikipedia.org/wiki/MIAT_Mongolian_Airlines
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:MIAT_Mongolian_Airlines_Boeing_767-300ER_JU-1011_SVO_Jan_2012.png
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Por tanto las ecuaciones quedan:

dx (1-1)
P Vcosy
dh _ (1-2)
T Vsiny
dv -
m—=T—-D —mgsiny (1-3)

dt

Y (1-4)
L =L-
m it mgcosy
dm __ (15
dt
Para el caso de vuelo horizontal se tiene:
e vy = 0,h = constante
Lo que da lugar a las siguientes ecuaciones:
dx (1-6)
- = V
dt
dv -
m—=T-D (-7
dt
L = mg (1-8)
dm __ (19
dt

Ademas, se puede hacer la simplificacion en el caso de vuelo de crucero que sea un vuelo casi-estacionario por
lo que:

Vuelo casi-estacionario:

v _ (1-10)
dt



4 Introduccion

Con lo que se obtiene:

% _v (1-11)
T=D (1-12)
L =mg (1-13)
dm (1-14)
T C

Para el gasto masico de combustible se considera el modelo:

c=cgT (1-15)

Siendo cg el consumo especifico de combustible.



2 MODELO DE ATMOSFERA Y DE AVION

n este apartado, aparecen las caracteristicas mas importantes del modelo de atmosfera usado en este
Eproyecto, asi como de los modelos: compresible y BADA de Boeing 767-300ER.

2.1. Modelo de atmosfera: Atmosfera ISA

El modelo de atmoésfera usado en el proyecto se trata de la atmosfera estandar internacional.

La Atmosfera Estandar Internacional (conocida por sus siglas en inglés, ISA, de International Standard
Atmosphere) es un modelo matematico sencillo que sirve para estimar las propiedades atmosféricas en funcion
de la altitud. Su funcién es proporcionar un marco de referencia invariante para la navegacion aérea y para la
realizacion de calculos aerodinamicos consistentes.

La Atmosfera Estandar Internacional es un estandar de la ISO 2533:19751.

El modelo de la ISA divide la atmoésfera en capas con distribuciones lineales de temperatura. E1 modelo se
basa en condiciones promedio en latitudes medias.

A partir de los valores al nivel del mar, el resto de valores se obtienen a partir de relaciones fisicas basicas. Por
tanto, el estandar consta de una tabla de valores para varias altitudes clave, ademas de varias formulas desde
las que se pueden calcular los valores para altitudes intermedias.

Hipdtesis:

= Laatmosfera estd en reposo respecto a tierra.
= El aire es un gas perfecto.
= Lapresion y temperatura al nivel del mar:

p0=101325 N/m2

T0=288.15K

p0=1.225 kg/m3

La aceleracion debida a la fuerza de la gravedad es constante: g=9.80665 m/s2

La variacion de la temperatura con la altitud viene dada por observacion experimental.

O 0O O O O

Desde el punto de vista aeronautico, los dos tramos mas importantes son la troposfera (hasta 11 km) y la baja
estratosfera (hasta 20 km)
e  Troposfera:

T=Ty—a-z @D


http://sgcg.es/articulos/2010/05/05/altura-frente-a-altitud/
http://es.wikipedia.org/wiki/Navegaci%C3%B3n_a%C3%A9rea
http://es.wikipedia.org/wiki/Aerodin%C3%A1mica
http://es.wikipedia.org/wiki/Organizaci%C3%B3n_Internacional_de_Normalizaci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/International_Standard_Atmosphere#cite_note-1
http://es.wikipedia.org/wiki/Atm%C3%B3sfera_terrestre
http://es.wikipedia.org/wiki/Temperatura
http://es.wikipedia.org/wiki/Latitud
http://es.wikipedia.org/wiki/Nivel_del_mar
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p (TO - O('Z)Rg-oc
Po To
g (2-3)
P (TO —a- Z)Rg-a
Po To

Donde a = 6.5K/km.

Criterio de estabilidad: la densidad debe disminuir con la altitud (de lo contrario se generarian fuerzas de
flotacion).

e Estratosfera:

g (z— le)) Y @4

[ exp J— —_—
P11 < Rg " Tiq P11

En esta capa de la atmosfera la temperatura se considera constante y de valor: T;; = 216.66 K.

Esta capa se caracteriza por una gran estabilidad atmosférica, el aire permanece estratificado, sin apenas
mezcla de unas capas con otras (ésta se produce casi exclusivamente por difusion).

2.2, Modelo de avién compresible: Boeing 767-300ER

El modelo de avion que se va a usar en este proyecto es el modelo de transporte Boeing 767-300ER, se trata de
un modelo de avién bimotor y a continuacion se expondran las caracteristicas que han sido necesarias para
realizar el analisis de las distintas partes de este proyecto.

Algunos de los datos requeridos son:

o Superficie alar:

Sy = 283.3 m?

e Peso maximo al despegue:

MTOW = 186880 kg

e  Peso maximo de fuel:
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quelméx = 76635 kg

En este proyecto se va a usar tanto el modelo aerodindmico como el propulsivo, que se explican y representan
para el caso compresible a continuacion.

e  Modelo aerodinamico:

Los coeficientes de sustentacion (Cy,) y de resistencia (Cp) se definen a partir de las expresiones:

1 2-
L=2pV?S,C, 2-5)

1 2-
D = ZpV25,,Co 2-6)

Siendo S, la superficie alar del avion.

El nimero de Mach es M = V/a, siendo a = /yRy0(h) la velocidad del sonido (con y = 1.4 para el aire),
que depende de la temperatura del aire, por lo que depende del modelo de atmosfera. La dependencia con el
niamero de Mach puede despreciarse a bajas velocidades (M<0.6), mientras que es importante a altas
velocidades, cuando son importantes los efectos de compresibilidad.

Se va a considerar la siguiente dependencia Cp = Cp(Cy, M) por lo tanto la ecuacion de la resistencia vendra
dada por:

1 27
D= E pVZ SWCD(CL' M)
Y el coeficiente de sustentacion vendra dado por:
— mg 2-
c.="8 @-8)
2 pV Sw
En la que se ha tomado que:

L = mg (2-9)

o El coeficiente de resistencia viene dado por la siguiente polar:

5 5
Cp = (cDo'i + Z Ko; - K’(M)> + (Cnl,i + ; kyj - K (M)) G (2-10)

i=1

5
+ (CDZ,i + z Kpj - K (M)) - CL?

i=1

Esta polar fue definida por Cavcar (2004) [2].
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Donde
_ (M—04)? (2-11)
KW ==

Esta polar es valida para valores de M > 0.4; para M < 0.4 la polar aplicada es incompresible (obtenida
igualando K a cero).

e Coeficientes de resistencia incompresible para este modelo de avion:

Cpg; = 0.01322
Cp,; = —0.00610
Cp,,; = 0.06000

e Coeficientes de resistencia compresible:

Tabla 2-1: Coeficientes de resistencia compresible

j 1 2 3 4 5
Ko; 0.0067 -0.1861 2.2420 -6.4350 6.3428
Ky 0.0962 -0.7602 -1.2870 3.7925 -2.7672
Ky -0.1317 1.3427 -1.2839 -5.0164 0.0000

Se tiene que la ecuacion de la resistencia para el modelo de avion descrito previamente viene dada por la
siguiente expresion:

5 5
KCDQi + Z Koj - Ki(M)) + <CD1,i + Z kqj - K (M)) -Cp, +
i=1 i=

=1

5 2-12)
(CDZi + Z Ky - Ki(M)> : cf]

i=1

D = pVS,

La representacion grafica de la resistencia frente a la velocidad para un rango de altitudes que varian entre los
7000 y los 13000 metros viene dada por:
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I

h=7000m ||
——— h=8000m
h=9000m
h=10000m ||
h=11000m
h=12000m |
h=13000m

221

18-

161

1.4r-

Resistencia [N]

121

0.8

0.6 c c r c r
50 100 150 200 250 300 350

Velocidad [m/s]

Figura 2-1: Resistencia frente a velocidad para varias altitudes.

e  Modelo propulsivo:

El empuje disponible T = T(V) viene dado por T = nTy(V), donde 1 es el modelo de la posicion del
acelerador que varia entre T, < 1 < 1y Ty (V).

La expresion definida para el empuje maximo viene dada por:

Ty = Wi+ 8 - Cp (2-13)

e El coeficiente de empuje viene dado por:

Y

TSL y_l ﬁ 1 2-14

Cr=—k(1 —-MZ) 1—0.49-vM)= (2-14)
T WTO( T ( \/_)e

Donde y = 1.4.

Con respecto al modelo del empuje, se ha considerado un modelo analitico sencillo basado en Mattingly et al.
(2002)[3], en dicho modelo se ha tenido en cuenta la dependencia con el niimero de Mach y el incremento del
coeficiente de empuje con la altitud.

La expresion definida para el empuje maximo viene dada por:

TM :WTO SCT (2'15)

e Teniendo en cuenta el modelo bimotor anteriormente citado, el valor caracteristico del empuje a nivel
del mar viene dado por:

T, = 5.0 - 10°N
Por tanto, 1a ecuacion del empuje disponible vendra dada por:

(2-16)

Y
T —1 \¥1 1
Ty = W * 8- i(1+y—-M2) (1-0.49- VM)
Wro 2 D
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A continuacion, se muestra la grafica de empuje frente a la velocidad, para altitudes que varian en el rango de
7000 a 13000 metros.

x 10
2.4

:

h=7000m |,

221 —— h=8000m ||
—— h=9000m

2 \/—// h=10000m (]
h=11000m
— h=12000m

18 — h=13000m ||

Empuije [N]

0.8

0.6 c ¢ c c r
50 100 150 200 250 300 350

Velocidad [m/s]

Figura 2-2: Empuje frente a velocidad para varias altitudes.

Para la realizacion de las graficas de empuje y resistencia anteriores el valor del peso del avion se ha tomado
constante y de valor m=150000 kg.

Dentro del modelo propulsivo ademas de calcular el empuje, se va a calcular la ecuacién del consumo
especifico, teniendo en cuenta que:

Vo @-17)
cx =7~ Cc(M)

Siendo C¢ (M) el coeficiente de consumo especifico dado por:

L -
Ce = Cpo " — (1.0 + 1.2 - M) (2-18)
do
Modelo lineal definido por Mattingly et al. (2002)[3].
Por tanto, el consumo especifico queda:
CE =Cgo - \/é : (10 +1.2- M) (2-19)

e Para el motor CF6-80C2 de este modelo de avidn, dos datos necesarios son:

Cgo = 9.0-107%kg/(s* N)
Ly = 43 - 106 ] /kg
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2.3. Modelo de BADA

En temas de aeronautica, la base de datos BADA (2004)[4] consiste en una serie de ficheros los cuales
especifican los parametros de operacion y coeficientes de desempefio para 295 tipos de aeronaves, en relacion
con el calculo del empuje, friccion, flujo de combustible y aquellos usados para especificar la velocidad
nominal, de ascenso y descenso.

Esta informacion es actualmente utilizada por la ATM para el planteamiento y simulacion de trayectorias,
permitiendo predecir el comportamiento de una aeronave al ejecutar una maniobra de vuelo determinada.

Los datos de: superficie alar, peso maximo al despegue y peso maximo de fuel son los mismos que los del
apartado anterior ya que se trata del mismo tipo de avion.

En cambio, a continuacion se van a exponer los modelos: aerodindmico y propulsivo del modelo BADA y su
representacion frente a la velocidad, que cambian con respecto al modelo anterior ya que se han usado los
datos de BADA (revision 3.12) para Boeing 767-300ER con dos motores Jet PW4060.

e  Modelo aerodinamico:

En este caso, se va a considerar la siguiente dependencia Cp = Cp(Cp,) con:

Cp = Cp, + Cp, - C.? (2-20)

Para crucero, se tiene que la ecuacion de la resistencia para el modelo de avion descrito previamente viene
dada por la siguiente expresion:

1 221
D = ZpV2Su(Co, + Cp, * C1?) (2-21)

Donde los valores de los coeficientes de resistencia dados por BADA son:

Cp, = 0.021112
Cp, = 0.042118

Y su representacion grafica frente a la velocidad para un rango de altitudes que varian entre los 7000 y los
13000 metros viene dada por:
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2.4

h=7000m
——— h=8000m {|
— h=9000m
h=10000m ||
h=11000m
h=12000m |
h=13000m

2.2

2

1.8

1.6

1.4

Resistencia [N]

1.2

1

0.8 >

0. 6 r r r r r
50 100 150 200 250 300 350
Velocidad [m/s]

Figura 2-3: Resistencia frente a velocidad para varias altitudes.

e Modelo propulsivo:

En el caso de BADA, el empuje disponible no depende de la velocidad es funcion sélo de la altitud T = T(h)
y se diferencia también de la anterior en que no depende de la posicion del acelerador .

La ecuacion de empuje disponible correspondiente al tipo de motor Jet vendra dada por:

(2-22)

T = Creq - <1 + Cre3 h2>

CTC,Z

En esta ecuacion h es la altitud medida en pies. Para obtener la grafica siguiente en metros se ha hecho un

cambio de variable de pies a metros (1ft=0.3048m) en la ecuacion. Los valores de las constantes vienen dadas
por:

Crcq = 322410 N
Crez = 56718 ft
Cres = 0.13683 - 10710 1/ft?

El valor de empuje disponible dado por la formula anterior es el valor maximo de empuje de subida en
condiciones de atmosfera estandar. La grafica siguiente es una grafica de empuje frente a la velocidad, para
altitudes que varian en el rango de 7000 a 13000 metros:
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2.4

h=7000m
h=8000m |4
h=9000m
h=10000m ||
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221
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[
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i
T
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Figura 2-4: Empuje disponible frente a velocidad para varias altitudes.

Para la realizacion de las graficas de empuje y resistencia anteriores el valor del peso del avion se ha tomado
constante y de valor m=150000 kg.

El consumo especifico para el modelo BADA es funcion de la velocidad y viene dado por la siguiente
expresion:

cE=C(1+C - V)=C(1+C ag-V0-M)=Cy(1+C, V0 M) (2-23)

Para calcular los coeficientes C; y C, se necesitan unos valores dados por BADA que vienen a continuacion:

e Coeficientes de consumo especifico de combustible:

Cs; = 0.74220 kg/(min - KN)
Cs, = 0.20605 - 10% kt

La conversion viene dada por: 1 nudo = 1 milla nautica por hora = 1852 m/h (metros por hora), es decir
aproximadamente 0,5144 metros por segundo.

o Coeficiente de correccion de flujo de combustible de crucero:

Cter = 0.90048 (adimensional)

Teniendo los valores anteriores, se pueden calcular C; y C, mediante las siguientes expresiones:

kg 1min KN _c kg
C1 = Crer* Cry = 0.90048 - 0.74220 — =~ ——3 = 1.1139 - 1075
a, 340.3 M/ 1kt
C2 = Crer = 090048 5 0 05 10%kn 0.5 144 my = 0.28911


http://es.wikipedia.org/wiki/Milla_n%C3%A1utica
http://es.wikipedia.org/wiki/Velocidad
http://es.wikipedia.org/wiki/Metro_por_segundo

3 TECHO

1 célculo del techo teorico para los dos tipos de modelos se expone a continuacion y una explicacion
de los calculos necesarios realizados para su obtencion.

El techo teorico es la altitud maxima a la que es posible el vuelo horizontal estacionario para un peso
fljoy m = Tmax.

También, el techo tedrico es la altitud a la cual el empuje disponible maximo es igual al empuje necesario
minimo (esto es, igual a la resistencia aerodindmica minima).

Con cada uno de los modelos: compresible y BADA junto a los modelos aerodinamico y propulsivo se van a
obtener las representaciones de graficas de resistencia y empuje disponible frente a velocidad para poder ver
como varian la resistencia y el empuje conforme va aumentando la altitud y asi poder tener una idea de la
altitud a la que va a tener lugar el techo del avion estudiado. El techo se da cuando la curva de la resistencia se
corta con la curva de empuje en un punto.

3.1. Calculo del techo

EL techo viene definido por la ecuacion:

Ymax(h) =0 (3-1)

Tal y como se describe en la figura siguiente:

—— Empuje/Peso
ResistencialPeso
|

\ .
|
L '\__I ___--/—T |
—_— ——
F
\'-. III
I : Ymix(R) |
. /
o e o 7
V*(h) Velocidad

Figura 3-1: Resistencia/Peso y Empuje/Peso en funcion de la velocidad.

14



Analisis de las actuaciones de aviones comerciales incluyendo efectos de compresibilidad.

15

La velocidad 6ptima V*(h) a la cual se tiene ¥,,4, (1) se obtiene a partir de la ecuacion:

dy Ty (hV) aD(h,V)
W = 0 g — =

 Tu(h,V) = D(h,V)

w

0-V*(h)

av

ov

Una vez calculada la velocidad optima V*(h), ym4x(h) viene dada por:

Ymax(h) =

Ty (h,V*(R)) — D(h,V*(h))

w

Por tanto, el techo teodrico viene dado por la ecuacion:

Tu(h,V*(h))—D(hV*(R)) =0

3.2,

Resultados: Modelo compresible

(3-2)

(3-3)

(3-4)

Los valores de los distintos parametros caracteristicos del avion estudiado vienen dados en el apartado de
modelo de avion. Y la posicion del acelerador se va a tomar constante cuyo valor es T = 1, el peso del avion
también se toma constante de valor m=150000 kg, exceptuando las graficas en las que se varia el peso.

Antes de calcular el techo se van a representar las graficas de resistencia y empuje frente a velocidad para
varias altitudes y asi poder ver la altitud aproximada a la que se produce el techo.

En las graficas siguientes se representan empuje y resistencia frente a velocidad, para altitudes que van desde

8000 metros hasta 14000 metros:

X 10° Altitud=8000m
7 T T
h Empuje
‘\‘ — Resistencia
6t I
\
\ |
5k | |
\ |
\
ar ‘
\ |
\ e‘
3- 0\ |
\ |
\ |
2k AN
. /’
~- /
1 —~— A
S _

r c r
50 100 150 200
Velocidad [m/s]

a) Empuje y resistencia frente a velocidad para

h=8000m.

r
250 300

x 10° Altitud=10000m
10 T T 5
Empuje
or Resistencia
8- |
7+ ‘
\
6F\ ‘\
\ |
5 \\\ J‘
\\ “
4+ \ ‘\
3+ \\
2r N /f
1 ﬁ—é——ﬁ;
-
0 L L r r
50 100 150 200 250 300

Velocidad [m/s]

b) Empuje y resistencia frente a velocidad para

h=10000m.



16
Techo

x 10° Altitud=12000m
T T T

x 10° Altitud=11000m
12 T T T T 12 T T
Empuje Empuje
— Resistencia \ — Resistencia
10 - 10 «‘ ‘ 4
| \
\ \ \ |
B 8f\ |

050 1[;0 15;0 2(;0 2;0 300 050 l(;O 15;0 200 250 300
Velocidad [m/s] Velocidad [m/s]
¢) Empuje y resistencia frente a velocidad para d) Empuje y resistencia frente a velocidad para
h=12000m.

h=11000m.

Altitud=14000m

x10° Altitud=13000m x 10°
14 T T T T 16 T T T T
| — Empuje | — Empuje
12& Resistencia 14 + Resistencia |
\ | 12 — 4
10| | 4 \ |
\ \ |
\ \ |
\ 08 | B
\ | 8\ | 4
o4 I \ |
\ | 6 [ 1
a- | /
AN | ar AN -
" / . /
2k h ~__ / 1 HL \\\\\\ // J
0 , , , : 0 , , , ,
50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300
Velocidad [m/s] Velocidad [m/s]
e) Empuje y resistencia frente a velocidad para f) Empuje y resistencia frente a velocidad para
h=14000m.

h=13000m.

Figura 3-2: Empuje y resistencia frente a velocidad para varias altitudes.

Como se puede comprobar con las graficas anteriores el techo se sitiia en la altitud que desde 12000 a 13000

metros.
Para calcular el techo lo que primero se tienen que calcular son las derivadas parciales del empuje y la

resistencia respecto de la velocidad.

e Laderivada parcial de la resistencia respecto a la velocidad viene dada por:

ob _1 Vs (zc 2C a(‘ﬁ’3+1\46(:’3)
gy~ 2P ew\sto Tt My (3-3)
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Por lo tanto, sus derivadas parciales son:

o Derivada parcial con respecto al coeficiente de sustentacion:

5 5
% _ (¢ k- KI(M) )+ C kpj KI(M) -2+ C (3-6)
ac, p1; T 1j M) |+|Cpy; + 2j (M) L

i=1 =

i=1

o Derivada parcial con respecto al nimero de Mach:

acp
oM .
5 i i : J
(S 2 M = 0P - MBI/ 4 (M — 042 M -j - (1 - M2
j=1
LN 2 0TI = MR 4 (M = 0 M- (1= M) (3-7)
+ LZ 1j (l—Mz)j
Jj=1 .
) ) . j
(M= 0PI~ M2/ 4 (M= 04 M- (1= MBYE
+C,° Z kyj J
L ' 2j (1 — Mz)j
Jj=1
e Laecuacion del empuje viene dada por:
)4
Ts- 6 y—1 1 0.49 (3-8)
T = 1 2) . (1 _ 7. )
0 ( Ty v Va W

o Laderivada parcial del empuje respecto a la velocidad viene dada por:

l[ (3-9)
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Tomando un vector de altitud que oscila entre 7000 y 14000 metros se obtiene la siguiente grafica de
velocidad 6ptima frente a altitud.

Altitud [m]

07 r r r r r r
218 220 222 224 226 228 230 232 234

Velocidad [m/s]

Figura 3-3: Velocidad 6ptima frente a altitud.

Para comprobar que la forma de la grafica anterior se debe al cambio que existe en los parametros de las capas
de la atmosfera: troposfera y estratosfera, se van a representar a continuacion dos graficas: una en la que s6lo
aparecen las ecuaciones de la troposfera y otra en la que s6lo aparecen las ecuaciones de la estratosfera.

e Troposfera:

x 10 x 10
1.4 T T T T T T T T T 1.4
1.3 bt 1.3F bt
1.2 | 1.2 bl
E 11 | E 11f bl
° °
2 2
I 1 1 < 1 1
0.9 | 0.9 bl
0.8 bt 0.8 bt
0.7 c c r r c c c c c 0.7 c c c r r
195 200 205 210 215 220 225 230 235 240 245 205 210 215 220 225 230 235
Temperatura [K] Velocidad [m/s]

Figura 3-4: Temperatura frente altitud en la troposfera. Figura 3-5: Velocidad 6ptima frente a altitud en la
troposfera.
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e Estratosfera:

x 10" x 10°

1.4 T T T T 1.4 T

1.3F bl 1.3f bt

1.2 bl 1.2 bt
E 11F bt E 11r B
2 * g 4 J

0.9+ , 0.9 1

0.8 f 0.8 4

07 : : : : 07 : , : : : : :

215.5 216 216.5 217 2175 218 214 216 218 220 222 224 226 228 230

Temperatura [K] Velocidad [m/s]
Figura 3-6: Temperatura frente altitud en la Figura 3-7: Velocidad 6ptima frente a altitud en la
estratosfera. estratosfera.

Combinando las tres graficas de velocidad frente a altitud en una sola grafica, se obtiene:

x 10°
1.4 T T T T T
1.3+ bt
1.2+ bt
E 111 bt
°
2
I 1+ Atmésfera ISA g
Sélo troposfera
Sélo estratosfera
0.9 bt
0.8 bt
07 r r r r r
205 210 215 220 225 230 235

Velocidad [m/s]

Figura 3-8: Velocidad 6ptima frente a altitud separada segin las capas de la atmosfera.

Y por ultimo para calcular el techo, se representa:

Tu(h,V*(h)) — D(h,V*(R)) (3-10)
w

Ymax(h) =

El punto donde y;,,4, se anule es el punto donde se encuentra el techo.
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En la siguiente grafica se representa y,,4, frente a la altitud:

0.08

0.06 -

0.02~

Gamma Méaxima

-0.02 -

r r

-0.04
0.7

0.8

0.9

1 11
Altitud [m]

12

Figura 3-9: Y4, frente a la altitud.

En la grafica anterior se puede ver que la curva de y4¢ se hace cero a una altitud de entre 12000 y 13000

metros.

El resultado es:

H = 12796 m

Si se mantienen todos los datos y se aumenta el peso del avion el valor del techo debe disminuir como se

muestra en la siguiente grafica:

0.1

0.08 =

0.04 -

0.02 -

Gamma Méaxima

r r

T

m=130000kg
m=140000kg
m=150000kg
m=160000kg
m=170000kg H

-0.04
0.7

Figura 3-10: y,,,4, frente a la altitud para diferentes pesos.

0.8

0.9

1 11
Altitud [m]
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3.3.

Resultados: Modelo de BADA

En este modelo se toman las ecuaciones y datos descritos en el apartado de modelo de BADA. El valor del
peso del avion se va a suponer constante en este apartado, exceptuando las graficas en las que se varia el peso

para ver como dicha variacion influye en los analisis realizados, y de valor m=150000 kg.

Al igual que en el modelo compresible a continuacion se muestran las graficas que representan empuje y
resistencia frente a velocidad, para altitudes que van desde 8000 metros hasta 14000 metros:
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2 e
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7 T T T T T
Empuje

I Resistencia
6

“‘\

\
5| 4
\
|
and \\ |
3+ \ E
\
\
\
2k \ 4
P——

1+ ~— i
0 r r r r r
50 100 150 200 250 300 350

Velocidad [m/s]

b) Empuje y resistencia frente a velocidad para

h=10000m.
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\
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d) Empuje y resistencia frente a velocidad para

h=12000m.
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x 10° Altitud=13000m X 10° Altitud=14000m
T ; T 5

T T T T T T
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e) Empuje y resistencia frente a velocidad para f) Empuje y resistencia frente a velocidad para
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Figura 3-11: Empuje y resistencia frente a velocidad para distintas altitudes.

Para calcular el techo lo que primero se tienen que calcular son las derivadas parciales del empuje y la
resistencia respecto de la velocidad.

e Laderivada parcial de la resistencia respecto a la velocidad viene dada por:

D _1 vs (zc 2c, 3 +M6CD>
gy — 2P ew\cbo m el T Mgy (3-11)
Donde
CD == CDO + CDZ * CL2 (3_12)

Por lo tanto, sus derivadas parciales son:

o Derivada parcial con respecto al coeficiente de sustentacion:

aC, (3-13)
a_CL =2- CL -C Dy
o Derivada parcial con respecto al nimero de Mach:
(3-14)

aCp

=0
oM
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e Laecuacion del empuje viene dada por:

h (3-15)
T = CTC,l " <1 - + CTC,3 " h2>
CTC,Z
o Laderivada parcial del empuje respecto a la velocidad viene dada por:
oT (3-16)
— =0
av

Tomando un vector de altitud que oscila entre 7000 y 14000 metros se obtiene la siguiente grafica de
velocidad optima frente a la altitud:

x 10°
1.4 T T T T T e

131 / i

Altitud [m]
=

[ [
T T
1 1

0.9 -

07 r r r r r
140 160 180 200 220 240 260

Velocidad [m/s]

Figura 3-12: Velocidad 6ptima frente a altitud.

Comparando la velocidad obtenida en el modelo BADA y la obtenida mediante el modelo compresible se
obtiene la siguiente grafica:

1.4 T T T T T
BADA
Compresible

131

12 '

11r b

Altitud [m]

0.9 '

0.8 -

07 r r r r r
140 160 180 200 220 240 260

Velocidad [m/s]

Figura 3-13: Comparacion de velocidades optimas frente a altitud.
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En la siguiente grafica se representa y,,4, frente a la altitud, para el caso del modelo BADA:

0.08 T T T T T T

0.07 -

0.06 [~ \
0.05- \
0.04

0.031 \
0.02 \
0.01 \

-0.01

Gamma Méaxima

.0.02 r r r r r r
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4

Altitud [m] 4

Figura 3-14: y,,,4, frente a la altitud.

Para obtener el valor del techo se realiza la misma operacion que en modelo anterior y se consigue el valor del
techo, que seglin el modelo de avion elegido es:

H= 13013 m.

El valor del techo ha aumentado con respecto al valor del techo calculado para el caso compresible cuyo valor
es el siguiente:

H= 12796 m.

34. Comparacion de resultados

Por tltimo, en este apartado se va a representar una grafica en la que se muestra el techo en funcion del peso
del avion tanto en el caso compresible como en el BADA:
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Figura 3-15: Comparacion de la altitud de techo para distintos pesos.

Como puede observase en la grafica segiin aumenta el peso disminuye el techo, como se comprobd en una
grafica anterior y ademas se ve que el techo en el caso de BADA es superior que el compresible para todo el
rango de pesos.

Comparando las graficas de la funcion y,,4, para los dos tipos de modelos se obtiene la siguiente grafica:
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Figura 3-16: Comparacion de y,,4, frente a la altitud.



4 ALCANCE

e va a considerar una actuacion integral concreta, en vuelo simétrico, horizontal, rectilineo y con el aire
en calma: el alcance.

El alcance se va a calcular usando el avion Boeing 767-300ER que se ha usado a lo largo del proyecto y
para dos modelos diferentes:

e Modelo compresible.
e Modelo BADA.

Ademas, se va a realizar el estudio del alcance usando los datos del avion Boeing 767-300ER para dos tipos de
crucero:

e  Crucero con nimero de Mach y coeficiente de sustentacion constantes.
e Crucero con altitud y nimero de Mach constantes.

4.1 Calculo del alcance

Para calcular el alcance se va considerar vuelo simétrico, horizontal, rectilineo y con el aire en calma.

Las ecuaciones del movimiento son:
L=W 4-1)

T=D 4-2)

La resistencia viene dada por:

1 4-3
D = 5 pV2SCp(M, Cy) = 4MCo (M, C,) e
Donde qo= YgPoSw y 8 = 2
onae QO—Engo wYO= E-
La trayectoria viene definida por la siguiente relacion cinematica con respecto a un sistema inercial:
dr (4-4)

@

Hay que tener en cuenta que el peso es variable con respecto al tiempo y su ecuacion viene dada por la
siguiente expresion:

26
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1dw (4-5)
gar el

Combinando las dos ecuaciones anteriores se llega a la siguiente ecuacion:

dr v V (4-6)

dw _chT - _chD

Esta ecuacion se integra desde una posicion inicial hasta una final, siendo R el alcance:

R=rf—r “7

Y el peso se integra desde W;, que es el peso inicial, hasta W, que se trata del peso final, quedando la ecuacion
del alcance:

1 fo \Y% (4-8)
w

Esta ecuacion es la que se va a usar en los dos apartados siguientes para calcular el alcance.

Para el calculo del alcance se va a tomar como dato el valor del peso final de la acronave W; por tanto, el peso
inicial viene dado por la siguiente expresion:

W; = W + Wg (4-9)
Se va a definir el parametro { que va a representar el cociente entre el peso del combustible y el peso final:

We 4-10
Wi:Wf+WF=Wf(1+<)=<=Wf ( )

Para realizar los calculos siguientes se toma como valor del peso final: Wy = 1200kN

Y el valor del peso de combustible va desde 0 hasta 600kN. Por tanto, el parametro ¢ varia entre: 0y 0.5.

4.2 Resultados: Modelo compresible

El alcance para el modelo compresible se va a calcular para dos casos:
e  Crucero con Mach y C;, constante
e Crucero con Mach y altitud constante

Para estos dos casos, se va a calcular:

e Alcance
e  Optimizacion: Alcance maximo y valores Optimos.
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421  Crucero con Mach y Cy, constantes

El coeficiente de resistencia para el modelo compresible depende del numero de Mach y del coeficiente de
sustentacion, por tanto en este apartado, al ser estos dos parametros constantes el coeficiente de resistencia
también lo sera.

La ecuacidn del alcance como se ha descrito en el apartado anterior viene dada por:

1 (Wrv (4-11)
R=——f dw

Sustituyendo las ecuaciones de resistencia y de consumo especifico para el modelo compresible, descritas
anteriormente, y poniendo la velocidad en funcion del nimero de Mach se obtiene:

1 (We ay,VeM (4-12)
R= ——f dw
w; Cgo-VO- (1.0 +1.2-M)-qy8M2Cp(M,Cy)

g

La sustentacion viene dada por:

W @13)
 qoM2Cy,

L =qy8M2C, =W 5

Al variar los parametros de esta ecuacion se obtiene que cuando disminuye el peso disminuye la presion;
por lo tanto, se trata de un cruise climb.

Cruise climb hace referencia a una técnica de subida realizada por aviones, dando lugar a un incremento
de la altitud cuando el peso del avidn disminuye. Con esta técnica la aeronave sube lentamente para
mantener la altitud 6ptima.

Por tanto, en la ecuacion del alcance se sacan fuera de la integral todos los términos que no dependen del peso
y la ecuacion del alcance queda:

1 aoM Cy Wedw (4-14)
gcgo - (LO+1.2-M)Cp(M,Cp) Jyy, W

R =

Realizando la integral, el alcance viene dado por:

1 aOM CL

ol (4-15)
gCgo - (10 +1.2- M) CD(M, CL)

In(1+ 0
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Se van a realizar una serie de graficas a continuacion, de tal forma que se pueda analizar como varia el alcance
en funcion de los distintos parametros.
En la siguiente grafica, se representa el alcance en funcion del parametro ¢ tomando un valor del nimero de
Mach constante e igual a M=0.8, que se trata de un valor caracteristico del Mach para este tipo de avion
subsonico.

Se van a calcular curvas para distintos valores del coeficiente de sustentacion para ver lo que ocurre con la
grafica al variar dicho pardmetro:

12000 T T T T T T T T T
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CL=0.7
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0.3
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r

0.1
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0 0.05 0.25 0.35 0.45 05
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:
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Figura 4-1: Grafica del alcance en funcion de { para varios valores de Cy..

Puede observarse en la grafica que a partir de un valor del coeficiente de sustentacion de 0.4 las curvas
empiezan a tener un alcance menor para cada valor de C.

A continuacion, se va representar la misma curva, pero ahora se van a cambiar los valores del nimero de
Mach y se va a mantener constante el valor del coeficiente de sustentacion.

El valor del coeficiente de sustentacion que se va a tomar se calcula mediante la siguiente ecuacion:

w (4-16)

CL=—s
L qoM?6

Se toma: Peso W = 1500 kN, altitud de la tropopausa (h=11000m) y el nimero de Mach el tomado para la
grafica anterior M=0.8, por tanto:

Ci =———=0.5118
L qoM?6

Por lo que se va a tomar C;, = 0.5 y se va a variar el nimero de Mach desde 0.65 hasta 0.85:
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Figura 4-2: Grafica del alcance en funcion de { para varios valores M.

En esta grafica ocurre lo mismo que en la anterior, los valores del alcance van aumentando hasta un nimero de
Mach de 0.75 y a partir de este valor el valor del alcance disminuye para todos los valores de .

La disminucion de los valores del alcance a partir de 0.75 implicaria que habria un valor del nimero de Mach
en el que habria un maximo. También se puede observar un cambio de disminuciéon mayor del alcance con
respecto a las otras curvas para el valor de coeficiente de sustentacion de 0.85.

En la siguiente grafica se va representar el alcance en funcion del coeficiente de sustentacion para un valor de
Mach constante e igual a M=0.8, se van a ir variando los valores del pardmetro ¢ desde 0.1 hasta 0.5:

12000 T T T T T T T

11000 dseta=0.1
dseta=0.2

10000~ dseta=0.3 ||
dseta=0.4

9000}~ dseta=0.5 |4

8000|~ 1
7000k 1

6000~ B

R(Alcance)[km]

5000~ ’
4000}

3000~ i

2000°F > a
0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

Coeficiente de sustentacion

Figura 4-3: Grafica del alcance en funcion de C;, para varios valores de C.

Para valores aproximados del coeficiente de sustentacion de 0.4 a 0.45 se observa un maximo, esto se podia
ver en la grafica del alcance en funcion de ¢ para un valor de Mach constante, en la que se observaba que la
curva empezaba a disminuir el valor del alcance para valores del coeficiente de sustentacion superiores a 0.4.

Por ultimo, se va a representar la grafica del alcance en funcion del nimero de Mach manteniendo un valor del
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coeficiente de sustentacion constante e igual a 0.5, variando el parametro (, al igual que en la grafica anterior, y
en la que también se obtiene un maximo para cada valor de {:

12000 T T -
10000
8000 [~
o AN
2 6000
[
2 N -
< I
« 000
2000 - -
dseta=0.1
Ll dseta=0.2
2000 dseta=0.3 i
dseta=0.4
dseta=0.5
0 r r r
0.65 0.7 0.75 0.8 0.85

M

Figura 4-4: Grafica del alcance en funcion de M para varios valores de C.

A continuacion, para ¢ = 0.5 se va representar el alcance en funcion del nimero de Mach y del coeficiente de

sustentacion:

e Enlasiguiente grafica se representa el alcance en funcion del numero de Mach para varios valores del

coeficiente de sustentacion:
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11000 |-
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'E 9000
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)
2 8000
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< 7000 CL=0.4
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6000 - CL=0.6
CL=0.7
5000 |- Cl=0.8
4000 ; ; ;
0.65 0.7 0.75 0.8 0.85

Figura 4-5: Grafica del alcance en funcion de M para varios valores de Cj..

e Alcance en funcion del coeficiente de sustentacion para varios valores del nimero de Mach:
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Figura 4-6: Gréafica del alcance en funcion de Cy, para varios valores de M.

4211 Calculo del alcance maximo

Una vez, calculadas las graficas anteriores se va a calcular el nimero de Mach y el coeficiente de sustentacion
Optimos, para obtener asi el alcance maximo.

La forma de calcular el optimo del nimero de Mach y del coeficiente de sustentacion es calculando las
derivadas parciales del alcance con respecto al numero de Mach y con respecto al coeficiente de sustentacion:

e Derivada del alcance con respecto al nimero de Mach:

JR

aM
. _ o 9Cp (M, Cp)
(1+1.2-M)-Cp(M,C) — M [1.2 Co(M,C) + (1+1.2- M) =BGl o)

(1 +1.2- M)2(Cp(M, Cp))°

aCy,
= In(1+0Q
Ceo 8

e Derivada del alcance con respecto al coeficiente de sustentacion:

dCp(M, C
Co(M, ) — ¢, Zf o)

(CoM,Cp))

aR_ ao'M
CL cgorg-(1+1.2-M)

In(1 +9) (4-18)

Igualando estas dos ecuaciones a cero se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
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0Cp(M, C 4-19

d0Cp(M, C 4-20

oM ¢y — ¢, 2o M EY) (4-20)
aCy,

De estas dos ecuaciones se despejan My C;, usando la funcion fsolve en Matlab y tomando como valores
iniciales:

M =07
CL =04

Resolviendo las ecuaciones para estos valores iniciales se obtiene:

M* = 0.7621
C.* = 0.4429

Que son los valores 6ptimos que daran lugar al alcance maximo. Estos valores optimos son independientes del
parametro ¢ y del peso final.

A continuacion, se representa una grafica del alcance maximo, obtenido usando los valores optimos del
numero de Mach y del coeficiente de sustentacion, para varios valores de C:

12000

11000

10000

9000

8000

7000

Rmax[km]

6000

5000

4000

3000

2000 r r r r r r r
0. 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Dseta

Figura 4-7: Grafica del alcance maximo en funcion de .

Como puede observarse en la grafica el valor del alcance aumenta conforme va aumentando el parametro (,
por ello, el valor maximo del alcance se da para el mayor valor de { (¢ = 0.5) dando un valor del alcance de:

Rysx = 11680km
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En el siguiente apartado se va a calcular el alcance maximo para un niimero de Mach y una altitud 6ptima, por

tanto para poder comparar este caso con el siguiente se va a calcular la altitud 6ptima inicial y final.

Para obtener la altitud 6ptima se parte de la ecuacion de movimiento:

L=W = q,8M2C,,

(4-21)

De tal manera que despejando & se puede obtener la altitud directamente mediante las ecuaciones de la
atmosfera estandar internacional y sustituyendo los valores de los parametros de la ecuacion anterior por

valores 6ptimos, la ecuacion quedaria de la siguiente manera:

A\
qoM*2Cy”

*

El valor de la altitud 6ptima inicial para un valor del parametro de { = 0.5, se obtiene:
_ Wi(1+70)

W=W;; Wy=W;(1+0 =§;" = —— 5 =03482= h;" = 8061.1m
qoM*“Cy
El valor de la altitud 6ptima final para un valor del parametro de ¢ = 0.5, se obtiene:
: Wi .
(= 0.5= 8f = 0.2322 = hf = 10754m
qoM*°Cy,

En la siguiente grafica se representa la altitud optima en funcion del peso del avion, para ¢ = 0.5:

11000 T T T T T

10500 - q

10000 [~ q

9500 - 1

Altitud éptima h*[m]

9000 [~ 4

8500 - 4

8000 r r r r r
1.2 13 14 15 1.6 17 18

Peso W[N] % 10°

Figura 4-8: Grafica de la altitud 6ptima en funcién del peso.

Se van a representar a continuacion las altitudes optimas inicial y final en funcion del parametro :

(4-22)
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Figura 4-9: Grafica de la altitud 6ptima inicial y final en funcion de C.

Con esta grafica se puede obtener la altitud dptima inicial en la que habria que posicionarse teniendo en cuenta
un valor de combustible determinado para llegar a la altitud final optima. La diferencia entre la posicion
oOptima inicial y final va aumentando conforme aumenta .

4.2.2  Crucero con Mach y altitud constantes

Al ser la altitud constante en este apartado, esto implica que tanto 8 como & también son constantes.

La ecuacion del alcance viene dada por:

1 fo ay,VeM (4-23)

R=—— dw
8Jw, Cro-VO-(1.0+1.2-M) - qe8M2CpH(M, Cy)

Para que la integral se resuelva de forma mas sencilla, se va a realizar un cambio de variable:

w (4-24)
— — 2
CL = W—) dw = qO(SM dCL
Los valores del coeficiente de sustentacion inicial y final vienen dados por:
Wi (4-25)
CLi=—=32
qo6M
W (4-26)
Cre = 2
qo6M
Por tanto, en la ecuacion del alcance quedaria:
1 aoM Ci  dCp (4-27)

R=-=
gepo (L0 +1.2-M) Jo,  Cp(M,Cp)
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El coeficiente de resistencia viene dado por:
CD = CDO + CDl . CL + CDZ ' CLZ (4_28)
La integral se calcula sabiendo que:
dC 2 2Cp,CL+C 4-29
fC C cL Co_ G2 tant 222~ P14 Cre (+29)
Por tanto, el alcance que se obtiene es:
R = 1 agM
Cgeg (1.0+1.2-M) 14D
We(14¢
2Cp, —=—=+C
. - /tan_1 ’2_qoM? >
4-30
\/4CDOCD2 —Cp,” \ J4CDOCD2 —Cp,” (4-30)
W
) 2Cp, ToOM? + Cp,

—tan™

J4CD0CD2 — Cp,*

Para esta nueva ecuacion del alcance, se van a realizar una serie de graficas al igual que en el apartado anterior,
de tal forma que se pueda analizar como varia el alcance en funcioén de los distintos parametros. Para la
obtencion de todas las graficas de este apartado, se ha tomado como dato el valor del peso final al igual que en
el apartado anterior.

En la siguiente grafica, se representa el alcance en funcion del parametro { para esta grafica se toma un valor
del nimero de Mach constante e igual a M=0.8.

Se van a calcular curvas para distintos valores de la altitud para ver lo que ocurre con la grafica al variar dicho
parametro:

Puede observarse en la grafica que a partir de un valor de la altitud de 9000 metros las curvas empiezan a tener
un alcance menor para cada valor de C.

A continuacion, se va a representar el alcance pero ahora se van a cambiar los valores del niimero de Mach y
se va a mantener constante el valor de la altitud. El valor que se toma de la altitud es el valor de la altitud en la
tropopausa h=11000 metros como valor caracteristico, y se va a variar el nimero de Mach desde 0.65 hasta
0.85:
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12000 T T T T T T T T T
M=0.65
M=0.7 P
10000 H M=0.75 = 4
M=0.8 //
M=0.85 %/
8000 - /// g
€ yZ
= 7
2 6000 / i
3 7
< e
@ 7
4000+ // g
/ g
2000~ // 4
///
r r r r r r

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Dseta

Figura 4-10: Gréfica del alcance en funcion de ¢ para varios valores de M.

En esta grafica ocurre lo mismo que en la anterior, los valores del alcance van aumentando hasta un numero de
Mach y a partir de este valor el valor del alcance disminuye para cada valor de C.

En la siguiente grafica se representa el alcance en funcion de la altitud para un valor de Mach constante e igual
a M=0.8, se van a ir variando los valores del pardmetro ¢ desde 0.1 hasta 0.5:
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Figura 4-11: Grafica del alcance en funcion de la h para varios valores de .

Para el valor de la altitud entre 9500 y 11000 metros se observa un maximo, esto se podia ver en la grafica del
alcance en funcion de ¢ para un valor de Mach constante, en la que se observaba que la curva empezaba a
disminuir el valor del alcance para valores de la altitud mayores de 9000m.

Por ultimo se va a representar la grafica del alcance en funcion del numero de Mach manteniendo un valor de
la altitud h=11000m y variando el parametro , al igual que en la grafica anterior:
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R(Alcance)[km]

Figura 4-12: Grafica del alcance en funcion de M para varios valores de C.
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A continuacion, para { = 0.5 se va representar el alcance en funcion del niimero de Mach y del coeficiente de

sustentacion:

o En la siguiente grafica se representa el alcance en funcion del numero de Mach para varios valores de

la altitud:

e Alcance en funcion del nimero de la altitud para varios valores del niimero de Mach:

R(Alcance)[km]

Figura 4-13: Grafica del alcance en funcion de M para varios valores de h.
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Figura 4-14: Grafica del alcance en funcion de la h para varios valores de M.

4221 Calculo del alcance maximo

Al igual que en el apartado anterior, a continuacion se va a calcular el valor del alcance maximo, para ello hay
que calcular las derivadas parciales de:

R = 1 apM 2
T ocrn (10412 M)
g cro " ( ) J4CD0(M)CD2(M)—CD1(M)2

Wi(1+9)
qo6M?2

1 ZCDz(M) + CDl(M)

tan™
J4CDO(M)CD2(M> — Cp, (M)? (4-31)

Wi
2Cp,(M) ggi7z + Coy (M)

J4CDO(M)CD2(M) — Cp, (M)?

1

—tan™

Usando la siguiente propiedad matematica del arcotangente, se obtiene:

(4-32)

tan"!(a)—tan"1(b) = tan?! <1a+—ab> = tan"*(u)

Llamando:

A=l aoM (4-33)
gcgo ' (1.0+1.2-M)
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B = 2 (4-34)
1C0a(MCo, (D) = Co, ()2
We(1 +
2Cp,, (M) % + Cp, (M)
a= 0 (4-35)
#C0a(M)Co, (M) = Cp, ()2
W,
2Cp, (M) qs—l{/[z +Cp, (M)
b= 0 (4-36)
4C00(M)Co, (M) = Co, ()2
Por tanto, la ecuacion del alcance viene dado por la siguiente expresion:
R=A-B-tan"1(u) (4-37)
Y la expresion de u:
ye a—b (4-38)
“1+4ab
e Derivada del alcance respecto al nimero de Mach:
La derivada del alcance viene dado por la siguiente expresion:
Jdu
OR  dA dB /oM
—=—B-t -1 A—-t -1 A-B- (4-39)
oM ~am BrtanT @+ A-gg-tanT ) (1 T+ u2
Estas derivadas se calculan a continuacion:
dA 1 a (4-40)

dM  gcgo - (1.0 4+ 1.2 - M)?
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dCp, dCp, dCp,
dB _ 4-gm Cpz +4Cpo M — 2Coiqm

(4-41)

dM 3
2
\/(4CD0CD2 — Cp, )
da db , da,, b, (4-42)
ou_3M Mt amP —amM?
oM (1 + ab)?
E _ 1 [( dCDZ Wf(l + Z) _ Wf(l + () dCD1
oM 3 dM  q,86M?2 P27 qo8M3 ' dM
\/(4CD0CD2 - CD12) (4-43)
dc dc dc -
2 Do D2 Dq
+ (4CpyCp, — Cp, )—<2 o2 T 2000y~ Coi gy >

Wi(1+ Q)
: (ZCDZ—(;O(SMZ + CD1>]

2 —4Cp, —— - (4Cp,Cp., — Cp, >
oM 3 dM q,6M? D2 q08M3+ dM) ( Do™Dz — D1 ) (4-44)
(4CD0CD2 - CD1 )

dCp, dCp, dCp, Wi(1+70)
_<2WCD2+2CD0 av~ o gt ) (2602 = s+ o)

ab 1 [( dCp, W W dCp,

Los términos que faltan por obtener son:
dCp, dCp, dCp,
dM ' dM ¥ “dM

El calculo de las tres derivadas es igual por lo que solo se va a realizar para el primer coeficiente:

: - (4-45)
Cpy = <CD0'1 + Z Koj - K (M))
i=1
Por tanto:
: j j ' J_ -
- Z 2 M= 0.4)F (1 = M¥/2 + (M= 04)P - M-j- (1 -M2)27" (4-46)
dM 2 y 0j =MD
]:
e Derivada del alcance con respecto a 6:
Jdu
oR_ o s (4-47)

ER 1+ u?
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Donde:
da odb 0a,, db_, (4-48)
ou _95 96 952 352
FR (1 + ab)?
e W40
0a_ 702 q8*M? (4-49)
FR 5
4Cp,Cp, — Cp,
Wi
ab —ZCDZ q082M2 (4-50)

% - 2
4Cp,Cp, — Cp,

Una vez calculadas las dos derivadas, ambas se igualan a cero y se obtiene un sistema de dos ecuaciones con
dos incognitas de forma que al resolver dicho sistema se obtienen los valores 6ptimos del nimero de Mach y
ded: M* y 6™ los cuales se sustituyen en la ecuacion del alcance obteniendo el alcance maximo. Su célculo se
realiza mediante fsolve en Matlab, al igual que en el caso anterior, los valores iniciales dados son:

M=0.8
6=0.2

Las ecuaciones anteriores a diferencia del caso anterior, en este caso dependen del parametro { y del peso final.
Resolviendo las ecuaciones para el valor del peso final anteriormente dado, para un valor de (= 0.5y
teniendo en cuenta los valores iniciales anteriores se obtiene:

M* = 0.8010
6 =0.2795
El valor de la altitud es de:
h* = 9546.7m

Y sustituyendo los valores 6ptimos anteriores en la ecuacion del alcance se obtiene:

R4 = 11279km
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Debido a que la ecuacion de la que se obtienen el niimero de Mach y la § dptima dependen del parametro C y
del peso final, no se va a tener un tnico valor éptimo del niimero de Mach y de §, sino que para cada valor de ¢
existe un valor éptimo de cada uno de los parametros.

Se va a representar una grafica con los valores del alcance maximo para varios valores del parametro C:

12000 T T T T T T T

11000 - '

10000 [~ N

9000 [~ N

8000 - N

7000 [~ N

Rmax[km]

6000 [~ '

5000 [~ '

4000 - '

3000 > '

2000 r r r r r r r
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Dseta

Figura 4-15: Gréfica del alcance maximo en funcion de C.

Se van a representar dos graficas una en la que aparece la altitud optima y otra en la que aparece el nimero de
Mach 6ptimo ambas graficas en funcion del parametro C:

x 10"
1.06 T T T T T T T

1.04 at

1.02~ '

Altitud 6ptima h*[m]

0.96 - q

094 r r r r r r r
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Dseta

Figura 4-16: Grafica de la altitud 6ptima en funcion de .
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0.805 [~ '

<)
©

T
1

0.795 - N

0.79 N

Numero de Mach éptimo M*

0.785 i

078 r r r r r r r
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Dseta

Figura 4-17: Grafica del M 6ptimo en funcién de .

El nimero de Mach 6ptimo aumenta conforme va disminuyendo el parametro {, mientras que la altitud optima
va disminuyendo con dicho parametro.

4.2.3  Comparacion del alcance maximo para dos tipos de crucero

En este apartado se van a representar las graficas del alcance maximo tanto para el crucero con el nimero de
Mach y el coeficiente de sustentacion constante, como para el caso de crucero con el numero de Mach y la
altitud constante. Las graficas que se van a representar son las representadas anteriormente para ver como varia
el alcance maximo dependiendo del parametro que se considere 6ptimo.

En la siguiente grafica se representa el alcance maximo en funcion del parametro C:

12000

11000

10000

9000

8000

7000

Rmax[km]

6000

5000

4000

3000

r

r r r r
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

r r

2000

Dseta

Figura 4-18: Grafica del alcance maximo en funcion de { para ambos cruceros.
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La curva del alcance maximo para el nimero de Mach y la altitud 6ptima esta por debajo de la curva del
numero de Mach y el coeficiente de sustentacion.

A continuacion, se representa la altitud dptima en funcion del peso, también para ambos casos y para un valor
de ¢ =0.5:

11000 T T T T T

M*y CL*
M*y h*
10500 - B

10000 [~ '

9500 [~ '

Altitud 6ptima h*[m]

9000 [~ N

8500 [~ N

8000 r r r r r
1.2 13 1.4 15 16 1.7 1.8

Peso W[N] X 106

Figura 4-19: Gréafica de la altitud 6ptima en funcion del peso para ambos cruceros.

Para un peso entre 1400 y 1500 kN se encuentra un punto de corte de ambas graficas valor para el cual la
altitud 6ptima es la misma para un crucero con nimero de Mach y coeficiente constante y para un crucero con
numero de Mach y altitud constantes.

Se representan ademas, las graficas de los valores obtenidos de los parametros optimos para cada uno de los
casos anteriores:

e (rafica en la que se representan los valores de las altitudes dptimas inicial y final dptimas para cada
tipo de crucero en funcion del parametro C:

11000 T T T T T T T

10500 [~ '

10000 [~ N

9500 - b

Altitud 6ptima h*[m]

9000 - A

tTallell * *
8500 - h* inicial para M* y CL; i
h* final para M* y CL*

h* para M* y h*

8000 r r r r r r r
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Dseta

Figura 4-20: Grafica de la altitud 6ptima en funcion de ¢ para ambos cruceros.
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e (réfica en la que se representan los valores del valor del nimero de Mach 6ptimo para cada tipo de
Crucero:

0.81 T T T T T T T
M* para M* y CL*
0.805 -~ M* para M*y h* [

! ,,,,,,,,,,,,,, -
. | _— ,,/,,,,,,,,,,,,
i _— -

. 785~

0.78 '

Numero de Mach éptimo M*

0.775~ '

0.77 '

0.765 - '

076 r r r r r r r
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Dseta

Figura 4-21: Gréfica del M 6ptimo en funcioén de { para ambos cruceros.

4.3 Resultados: Modelo BADA

Para el modelo BADA el alcance se va a calcular para los dos casos de crucero que se han calculado en el
modelo anterior.

Lo primero es obtener la ecuacion del alcance y a continuacion se calcularan los valores 6ptimos del numero
de Mach y del coeficiente de sustentacion, y del nimero de Mach y la altitud.

431  Crucero con Mach y C;, constantes

El coeficiente de resistencia para el modelo BADA so6lo depende del coeficiente de sustentacion que al ser
constante da lugar a que el coeficiente de resistencia también sea constante.

La ecuacion del alcance viene dada por:

1 fo \Y (4-51)
w

Sustituyendo las ecuaciones de resistencia y de consumo especifico para el modelo BADA, descritas
anteriormente, y poniendo la velocidad en funcion del niimero de Mach se obtiene:
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1 (Wr ayVeM (4-52)
R=—= f 0V dw
gJw, C1(1+ Cy VO M)qe8M2Cp(Cy)
En esta ecuacion tanto el cociente de presion como el de temperatura son funcion del peso:
w (4-53)
§=——-—=86(W
qoM2Cy, W)
0 =06(W) (4-54)
Hay dos variables que dependen del peso.
Para realizar la integral de forma mas sencilla se va a realizar un cambio de variable:
dW = q,M2C.dé (4-55)
Los valores inicial y final de & seran por tanto:
5 = We(1+0)
~ qoM2C, (4-56)
5 = —1
£~ QoM2Cy (4-57)
La ecuacion queda:
R 1 f 8 VL)Y
=—= 4-58
gJs, Ci(1+ C, v/ M)5Ch(Co) (4-58)

Al variar los parametros de esta ecuacion al igual que se hacia en el caso de modelo compresible se obtiene
que cuando disminuye el peso disminuye la presion; por lo tanto, se trata de un cruise climb, técnica de subida

realizada por aviones lentamente para mantener la altitud 6ptima.

Hay que tener en cuenta que el valor de la presion depende de la atmosfera por lo que hay que realizar una

particion de la integral segiin la zona en la que se encuentre.

El célculo de la integral del alcance va a resolverse en funcidn de la presion, por tanto la temperatura se va a
poner en funcion también de la presion, dependiendo de la zona de la atmosfera en la que se encuentre el avion

se obtiene:

N { Ek si 8 > 8, (troposfera)
641 si si§ < 641 (estratosfera)
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Siendo 617 = 0.2234 ratio de presion en la tropopausa. Y k = Rg—gT
Por tanto, la ecuacion del alcance hay que resolverla teniendo en cuenta los tres casos siguientes:
= (Caso 8¢ = 814 Por tanto la trayectoria se encuentra en la troposfera.
1 agMCp (o 8k 4-59
R=-—-—2 "1 ds (+39)
gCiCp(C) Js, (1+C, §kM)&
Sea
5¢ gk-1 (4-60)
5; (1+C65M)
Si se hace el cambio de variable:
z=8=dz=k-81ds (4-61)

Por tanto la integral queda:

1
— d —_ —
, (L+CzMk " KCM

1

we \K \
1 (1+c2sz)_1 1 / 1+C2(q0M2cL) M )
- -

— In
1+ CyzzM/  kC,M o (Wf(l + Z))k M
2\ qoM2C,,

El alcance total queda:

w1 /1+C2 We(1+0) M\

— MZC. -

R = 20 2 qoM CL (4-63)

gC; Cp(CL) kC, 14C
2 MZCL

Caso 8¢ < 811 < 6;: En este caso, la trayectoria se encuentra tanto en la troposfera como en la

estratosfera.
_ 1lagM (g U‘Sll sk ds + 5 811" d8] (4-64)
g G @I (14 8"M)5 s,y (14,811 M)s
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Resolviendo las integrales se obtiene:

lagM €, [1 1 14 CyzeM 8§, 811

T8 G Cp(Cy) [kCM “(1+czzi M) (1+C, 811kM)ln(5_f)]
_lagM ¢, [11 1+ C,8;*M (4-65)
"8 G Cp(Co) [kCoM “(1+c25nkm)

8§, 8
bt (%)
(14Cy8,,M) \ &

Por tanto:
[ /1 ‘e (Wf(1 + z))k M\ ) 1
_ laoM CL Il 1 In 2\ qoM2C, | + 614 In (511%M2CL)| (4-66)
g Cl CD(CL) kCZM \ 1+ C2811k M / (1 + C2 811kM) Wf J|
= (Caso §; < 811: En este caso, la trayectoria se encuentra en la estratosfera.
lagM ¢ (% 81,
R=—-207__L L g5 (4-67)
g Cl CD(CL) 8 (1+C2 811 M)8
Resolviendo la integral se obtiene:
_1aM G 8§, (4-68)

S In(1
g Ci Cp(CL) (1+C; 814,"M) n(+9)

Antes de obtener las graficas que se obtuvieron en el caso del modelo compresible, se van a realizar las
graficas en las que se representa la § inicial y final con respecto al nimero de Mach y al coeficiente de
sustentacion y donde se ve la relacion existente con 8 4.

Para la realizacion de las graficas siguientes se toma como valor del peso final: Wy = 1200KkN.

=  Graficas en las que se representa la & final:

En la siguiente grafica se toma un valor del nimero de Mach constante e igual a 0.8 y el coeficiente de
sustentacion va variando:
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0.32 T T T T T T
Delta final
0.3 Delta tropopausa |

0.28~ 4

0.26 i

0.24~ i

0.22~ i

Delta final

0.2~ K

0.18~ i

0.16~ i

0.14~ i

0.12kF r r r r r r r
0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

Coeficiente de sustentacion

Figura 4-22: Grafica de § final en funcion de Cy..

A continuacion, se fija el valor del coeficiente de sustentacion para un valor de 0.5 y el nimero de Mach se va
variando:

0.3 T T T
Delta final
0.28 Delta tropopausa |+

0.26 b

0.24- b

0.22- b

Delta final

0.2 b

0.18 J

0.16 - J

0.65 0.7 0.75 0.8 0.85
M

Figura 4-23: Grafica de 6 final en funcion M.

» Qraficas en las que se representa la § inicial:

En la siguiente grafica se toma un valor del nimero de Mach constante e igual a 0.8 y tanto el coeficiente de
sustentacion como el valor del parametro ¢ van variando:
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0.5 T T T T T T

Delta tropopausa
0.45~ dseta=0.1 i
dseta=0.2
dseta=0.3
dseta=0.4
dseta=0.5

Delta inicial

r r r r r
0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65
CL

0.1 > a

Figura 4-24: Grafica de § inicial en funcion de Cy.

Puede observarse en la grafica anterior que conforme aumenta el valor del parametro ¢ aumenta el valor de la
presion inicial.

Fijando el valor del coeficiente de sustentacion para un valor de 0.5 y tanto el ntimero de Mach como el valor
de C se van variando, obteniéndose la siguiente grafica:

0.5 T T T
Delta tropopausa
0.45 - dseta=0.1
dseta=0.2
dseta=0.3
0.4r dseta=0.4
dseta=0.5

Delta inicial

0.65 0.7 0.75 0.8 0.85

Figura 4-25: Grafica de 6 final en funcion de M.

En esta altima grafica, el valor de la presion para ¢ = 0.4 y { = 0.5 se sitlia en la troposfera para valores del
namero de Mach inferiores a 0.85.

Estas graficas muestran unos valores de los parametros que se van a usar como referencia para realizar los
calculos siguientes. Una vez que se tiene la ecuacion del alcance en las distintas partes de la atmosfera se van a
realizar las mismas graficas que se realizaron para el modelo compresible.

En la siguiente grafica se representa el alcance en funcion del parametro (, para esta grafica se toma un valor
del nimero de Mach constante e igual a M=0.8.

Se van a calcular curvas para distintos valores del coeficiente de sustentacion para ver lo que ocurre con la
grafica al variar dicho parametro:
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14000 T T T T T T T T T
CL=0.3
— CL=0.4
CL=0.5 g
CL=0.6 o
10000 H CL=0.7 e
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R(Alcance)[km]

4000 ~

2000 -

O r r r r r r r r r
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Dseta

Figura 4-26: Grafica del alcance en funcion de  final para varios valores de Cy..

En esta grafica se observa que para el valor del coeficiente de sustentacion de 0.8 el alcance disminuye para

cada valor de C.

Se va representa el alcance en funcion del parametro { para un valor del coeficiente de sustentacion de 0.5 al
igual que se hizo en el caso compresible y para unos valores del nimero del nimero de Mach desde 0.65 hasta

0.85:

14000 T T T T T T T T T
M=0.65
M=0.7

12000 [

M=0.75
M=0.8 ~

10000 [

8000 -

6000 -

R(Alcance)[km]

4000 -

2000 [~

r

r r r r r r r r
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Dseta

Figura 4-27: Grafica del alcance 6 en funcion de { para varios valores de M.

En la siguiente grafica se va representar el alcance en funcion del coeficiente de sustentacion para un valor de
Mach constante e igual a M=0.8, se van a ir variando los valores del pardmetro ¢ desde 0.1 hasta 0.5:
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14000 T T T T T T T T T
dseta=0.1
dseta=0.2
12000 dseta=0.3 b
dseta=0.4
dseta=0.5
10000~ N
B
=
o 5
S 8000t 1
< P
38 -
< _—
T o
6000~ .
4000} .

2000 > a
03 03 04 045 05 055 06 065 07 075 08

Coeficiente de sustentacion

Figura 4-28: Grafica del alcance en funcion de Cy, para varios valores de C.

Por ultimo, se va a representar la grafica del alcance en funcion del nimero de Mach manteniendo un valor del
coeficiente de sustentacion constante e igual a 0.5, variando el parametro (, al igual que en la grafica anterior:

14000 . L |
dseta=0.1
dseta=0.2
12000 - (o2 |
dseta=0.4
__ 10000 dseta=0.5 |
€
=
o
2 8000
[+ -
o -
< I
X
6000 [~ |
4000 -~ |
I

2000 -
0.65 0.7 0.75 0.8 0.85

M

Figura 4-29: Grafica del alcance en funcion de M para varios valores de C.

Como puede comprobarse en esta grafica el alcance aumenta con el nimero de Mach (no existe un maximo).
A continuacion, para { = 0.5 se va representar el alcance en funcion del nimero de Mach y del coeficiente de
sustentacion:

e En lasiguiente grafica se representa el alcance en funcion del numero de Mach para varios valores del

coeficiente de sustentacion:
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x 10"
1.3 : . .
CL=0.4 s
1.25 CL=0.5 A
e
—— CL=0.6 = )
1.2 CL=0.7 ~ P
CL=0.8 =
T 1151 = — 1
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2 11f - _— 1
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¥ 105 _— -~ 1
1 < 4
0.95 1
0.9 ; : :
0.65 0.7 0.75 0.8 0.85
M

Figura 4-30: Grafica del alcance en funcion de M para varios valores de C;,.

e Alcance en funcion del coeficiente de sustentacion para varios valores del niimero de Mach:

x 10
1.3 T T T T T T T
1.25 i
1.2~ 1
= 1.15F ,,—/"////7// 1
= -
< _
@ 1.05r- 1
1+
% M=0.7
M=0.75
0.95 M=0.8 |1
M=0.85
r r

9 r r r r
0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
Coeficiente de sustentacion

Figura 4-31: Grafica del alcance en funcion de Cy, para varios valores de M.

4.3.1.1 Calculo del alcance maximo
A continuacion, se va a calcular el nimero de Mach y el coeficiente de sustentacion 6ptimo, para obtener asi el
alcance maximo.

Al igual que en el modelo compresible se van a calcular las derivadas parciales del alcance con respecto al
nimero de Mach y con respecto al coeficiente de sustentacion. En este caso, las derivadas parciales se tienen
que realizar para los tres casos anteriores.
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A continuacion, aparecen los tres casos con sus derivadas parciales correspondientes.
e (Caso &7 = 814: EL avion se situaria en la troposfera.
El alcance viene dado por:
(14, (W ) “)
1+C M
S G 1o " 2< OMZCL | (4-69)
gC; Cp(Cp) KC;
\ 1+C, qOMZCL M /
Llamando:
_a 6 1 #70)
8C1 (Cpy + Cp, - €% KCy
k 4-71)
We(1 + Z)) (
1+C (— M
_ >\ qoM2Cy,
we O\
1+C (—) M
2\qoM2Cy,
Se tiene que:
R=A"In(u) (4-72)
= Derivada del alcance con respecto al nimero de Mach:
0
R_a G 1 %M “73)
oM gCl CD(CL) kC2 u
Siendo:
W\ K
C ( ) 1+0<—-1((1 -2k
Ju _ 2 qOMZCL [( Z) ]( ) (4_74)

oM Kk \?2
We )
(1 +C, (—qoMZCL M)

Derivada del alcance con respecto al coeficiente de sustentacion:



56

Alcance
u
dR  0A 9%/ac
- =] A L (4-75)
E)CL E)CL nu+ u
Y calculando las derivadas parciales necesarias se obtiene:
d0A _a;, 1 (Cp,—Cp, C.?) (4-76)
9CL  8CikCa (Cp +Cp, - %)’
W\ —w,
CkM( £ ) < £ >(1+z)k—1
ou, & \qoM?Cy qoM2C;? [ ] (4-77)
/6(:L - W K 2
f
<1 +C, (qoMZCL) M>
o (Caso &; < 8641 < §;: El avidn se situaria en la troposfera y la estratosfera.
[ / We(1 + 0\ \
lagM €, |1 1 1 1+C2< qoM2C, ) M
=— = n
g C; Cp(C)|kCM \ 14 Cy8,,%M / (4-78)
K 2
811 <511%M CL)
+ m In
(1+C; 8, M) We J
Llamando:
_la G (4-79)
gC; Cp(Cp)
1 -
B = (4-80)
kC,M
511k (4-81)

C=
(1 + Cz 511k M)
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Kk
14, (W—f(lj O) M
Uy = qQoM~Cy (4-82)
1+4Cy8,,%M
8119oM>Cy, (4-83)
Uy = ————
Se tiene que:
R=A-[B-In(u;) + C-In(uy)] (4-84)
= Derivada del alcance con respecto al mimero de Mach:
R _ 0A — (Bl + Clnuy,)
6M oM nuq nu, ) )
Uy Uz
OB /om C /om (4-85)
Al =—1 B —1
+ M nu; + o 6M nu, + C 0
Donde las derivadas vienen dadas por:
M _1a_ G, (@50
oM gC;Cp(Cy)
B _ 1 (4-87)
oM kC,M2
ac C,8,,K (4-88)
- .
M (14,8, M)
k
aul 1 C (Wf(l + Z))
1 || €2 | —5=2
M (14,8,,5M) qoM=Cy,
k-1
We(1+0) We(1+0) K
Co|l——— kK| —2————— 1+C,6,; M -
+ 2( 1 MZC, RES M| (1+Cy8,1° M) (4-89)

k
Wr(1+ Q)
k f
— 1 — | M
Cy641 ( +C, < QoM2C, > >
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% _ 2811qoMCy (4-90)
oM We
= Derivada del alcance con respecto al coeficiente de sustentacion:
du, du,
lac, — “ac,
oR _0A (Blnu; + Clnu,) +A| B +C (4-91)
BCL N E)CL nty niz uq U,
Donde las derivadas vienen dadas por:
0A  agM (Cp, — Cp, - Cr?) (4-92)
- = a
OCL gCl (CD() + CD2 . CLZ)
k-1
We(1+ 9 _Wi(1+9)
C, > k > |M
au; _ 2\qoM2Cy aoM2Cy (+93)
aCy, 14C,8,,5M
du,  8;;M?%qq (4-94)
aCc. W
e (Caso §; < 04: El avion se situaria en la estratosfera.
lagM C 81,
=-20 L e In(1+9Q) (4-95)
g Cl CD(CL) (1 + C2 811 M)
= Derivada del alcance con respecto al nimero de Mach:
R 1la, C. 8,1
= e SIn(1+7Q) (4-96)
M gC Cp(CL) (1+¢C, 511kM)
= Derivada del alcance con respecto al coeficiente de sustentacion:
OR 1la 811" Cp, — Cp, * C.2
e bt g (G CoytG) @97

ac, g€, (1+¢C, 811kM) (Cpy + Cp, - CL2)2
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Para el calculo del nimero de Mach y del coeficiente de sustentacion 6ptimos habria que resolver el sistema de
ecuaciones para cada uno de los tres casos. Sin embargo, la derivada parcial del alcance con respecto al
numero de Mach en los tres casos es distinta de cero, por 1o que no hay minimo relativo y la forma de calcular
el alcance maximo se va a realizar suponiendo un valor del nimero de Mach.

El valor del nimero de Mach fijado es de 0.8 y con dicho valor y para { = 0.5 se va a calcular el coeficiente
de sustentacion optimo para los tres casos anteriores y se va a comprobar cual es el adecuado en funcion de los
valores de delta inicial y final.

El célculo del coeficiente de sustentacion dptimo se obtiene resolviendo:

6_R —0 (4-98)
ac,
e (Caso &¢ = 8;4: Troposfera
Usando la funcién fzero en Matlab se obtiene que:
C." = 0.6538

Una vez que se tienen estos valores del nimero de Mach y del coeficiente de sustentacion se pasa a comprobar
si dichos valores se encuentran en la troposfera. Para ello, se van a usar las ecuaciones de la presion inicial y la
presion final:

. Wi(1+0)

ERTC N
W,
5 = pce Ve (4-100)
0 L

Sustituyendo los valores del nimero de Mach y del coeficiente de sustentacidén éptimo se obtiene:

8" = 0.2141

8 = 0.1427

Por lo que la condicion 8¢ = §;; no se cumple ya que 8;; = 0.2234 (tropopausa). Esto implica que el caso
que da lugar al alcance maximo no es el caso de la tropopausa, para { = 0.5.

o (Caso & < 611 < &;: Troposfera y estratosfera

Al igual que en el caso anterior se usa la funcion fzero y se obtiene:
C.* = 07291
Los valores de §;" y de 8¢ que se obtienen son:

8" =0.1920

8 =0.1280
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Con estos valores se cumple la condicion: 8¢ < 6;1. Sin embargo, la condicion §; > &4 no se cumple, lo que
da lugar a que en este caso tampoco se produce el alcance maximo.

e (Caso §; < 8,;: Estratosfera

Usando la funcion fzero se obtiene:

C." = 0.7080
Siendo:

8 =0.1977

8 =0.1318

La condicion §; < §;4 si se cumple en este caso, por tanto el valor del alcance maximo para ¢ = 0.5 se da
cuando la trayectoria estd en la estratosfera.

El valor del alcance para el valor del coeficiente dptimo es de:

Ry = 12238km

Los valores de las altitudes inicial y final 6ptimas vienen dados por:
hi = 11774 m
hf = 14345 m

Representando graficamente la altitud optima en funcion del peso del avion se obtiene:

x 10"
1.45 T T T T T

1.4 b

1.3 1

Altitud 6ptima h*[m]

1251 q

1.2 q

115 r r r r r
1.2 13 14 15 1.6 1.7 18

Peso W[N] X 106

Figura 4-32: Grafica de la altitud optima en funcion del peso.
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En la siguiente tabla aparecen los valores optimos de los parametros para varios valores del parametro C:

Tabla 4-1: Valores optimos para varios valores de ¢ para M fijado

¢ M ci 5 8§  hi[m]  hi[m] Ry km]
0.1 0.8 0.7080 0.1450 0.1318 13741 14345 2877
0.2 0.8 0.7080 0.1582 0.1318 13189 14345 5503
0.3 0.8 0.7080 0.1713 0.1318 12681 14345 7919
04 0.8 0.7080 0.1845 0.1318 12212 14345 10155
0.5 0.8 0.7080 0.1977 0.1318 11774 14345 12238

Al realizar esta tabla se han comprobado si para distintos valores de el alcance méximo se podria obtener
mediante el caso de la troposfera, de la troposfera y estratosfera o el de la estratosfera. Y el resultado ha sido el
mismo que para { = 0.5, es decir, tanto el caso de la troposfera como el de la troposfera y estratosfera no se
cumplian las condiciones de §;" y de &;".

Por tanto, todos los valores del coeficiente de sustentacion 6ptimo y del alcance maximo son hallados en la

estratosfera.

El valor del coeficiente de sustentacion es constante ya que el coeficiente de sustentacion 6ptimo para el caso
de la estratosfera no depende del parametro C.

A continuacion, se representa una grafica del alcance maximo, obtenido usando el valor fijado del nimero de
Mach y el valor del coeficiente de sustentacion 6ptimo, para varios valores de C:

14000

12000 -

10000 [~

8000 [~

Rméx [km]

6000 -

4000 ~

2000
0.

.
0.15

.
0.2

.
0.25

.
0.3
Dseta

.
0.35

.
0.4

.
0.45

0.5

Figura 4-33: Grafica del alcance maximo en funcion de .

Se van a representar a continuacion las altitudes optimas inicial y final en funcién del parametro (:



62
Alcance

1.45 T T T T T T T

h* inicial
141 — h*final

1351

131

Altitud 6ptima h*[m]

1251

1.2

115 r r r r r r r
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Dseta

Figura 4-34: Grafica de la altitud 6ptima en funcion de C.

Con esta grafica se puede obtener la altitud 6ptima inicial en la que habria que posicionarse para un valor de
combustible determinado para llegar a la altitud final optima. La diferencia entre la posicion dptima inicial y
final va aumentando conforme aumenta la carga de combustible.

4.3.2  Crucero con Mach y altitud constantes

Al ser la altitud constante en este apartado, esto implica que tanto 8 como § también son constantes.

La ecuacion del alcance viene dada por:

1 fwf a,VBM (4-101)

R=—= dw
gJw, C1(1+ Cy VB M)qe8M2Cp(Cy)

Como la altitud y el niimero de Mach son constantes la integral queda de la forma:

T 8Cy(1+C, VB M) qodM?

1 ayVoM 1 (W1 (4-102)
[ aw
Wj CD (CL)

Para que la integral se resuelva de forma mas sencilla, se va a realizar un cambio de variable:

(4-103)

CL= qo6M? — dW = q,6M?dCy,
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Los valores inicial y final de Cj, vienen dados por:

Wi (4-104)

CLi=—=3

qo6M

W (4-105)

Coi=—F%73

qo6M?2

Por tanto, en la ecuacion del alcance quedaria:

1 ayVeM CLi dcy, (4-106)

80, (1+C, VM) e, Co(CL)

El coeficiente de resistencia viene dado por:

CD = CDO + CD2 : CLZ (4-107)
La integral se calcula sabiendo que:
dcCy, 1 Cp
= tan~! |—2Cp, + Cte
chO +Cp,-C.>  /CpyCp, Cpy - (4-108)

Por tanto, el alcance que se obtiene es:

1 ao\/éM 1 _1 CD2 Wf(l + Z) _1 CDZ Wf
R=- : tan 5 — tan -— > (4-109)
gC(1+C,-v6-M) /CpyCp, Cpy qoSM Cpy qoSM

Para esta nueva ecuacion del alcance, se van a realizar una serie de graficas al igual que en el apartado anterior,
de tal forma que se pueda analizar como varia el alcance en funcion de los distintos parametros. Para la
obtencion de todas las graficas de este apartado, se ha tomado como dato el valor del peso final al igual que en
el apartado anterior.

En la siguiente gréfica, se representa el alcance en funcion del pardmetro { para esta grafica se toma un valor
del niimero de Mach constante e igual a M=0.8.

Se van a calcular curvas para distintos valores de la altitud para ver lo que ocurre con la grafica al variar dicho
parametro:
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14000 T T T T T T T T T

h=8000m
h=9000m
120001 210000m
h=11000m -
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h=13000m
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Figura 4-35: Grafica del alcance en funcion de ¢ para varios valores de h.

En esta grafica puede observarse que conforme aumenta la altitud aumenta el alcance, pero dicho aumento es
menor a medida que aumenta la altitud.

A continuacion, se va a representar el alcance pero ahora se van a cambiar los valores del nimero de Mach y
se va a mantener constante el valor de la altitud. El valor que se toma de la altitud es el valor de la altitud en la
tropopausa h=11000 metros como valor caracteristico y se va a variar el nimero de Mach desde 0.65 hasta

0.85:

12000 T T T T T T T T T
M=0.65 7

M=0.7 /

10000 [

8000 -

6000 -

R(Alcance)[km]

4000 ~

2000 [~

c

0 - r r r r r r r r
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Dseta

Figura 4-36: Grafica del alcance en funcion de { para varios valores de M.

En esta grafica ocurre lo mismo que en la anterior, los valores del alcance van aumentando al aumentar el
namero de Mach, pero cada vez el aumento es menor.

En la siguiente grafica se va representar el alcance en funcion de la altitud para un valor de Mach constante e
igual a M=0.8, se van a ir variando los valores del parametro { desde 0.1 hasta 0.5:
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14000 T T T T . . L L L
dseta=0.1
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Figura 4-37: Gréfica del alcance en funcion de h para varios valores de .

En la grafica puede observarse que el alcance aumenta con la altitud y con respecto al parametro .

Por ultimo se va a representar la grafica del alcance en funcion del nimero de Mach manteniendo un valor de
la altitud h=11000m y variando el parametro , al igual que en la grafica anterior:

12000 T T T

11000 dseta=0.1 ||
dseta=0.2 |
dseta=0.3
9000 - dseta=0.4 [
dseta=0.5 ||

10000
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R(Alcance)[km]

so0f

4000

T

T

3000

2000 5 -
0.65 0.7 0.75 0.8 0.85

M(Ndmero de Mach)

Figura 4-38: Gréfica del alcance en funcion de M para varios valores de C.

A continuacion, para { = 0.5 se va representar el alcance en funcion del nimero de Mach y del coeficiente de
sustentacion:
e En la siguiente grafica se representa el alcance en funcion del nimero de Mach para varios valores de
la altitud:
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4.3.21

R(Alcance)[km]

X

10"

1.3

1.15

11

1.05

0.95r

T

— h=8000m
h=9000m
h=10000m
h=11000m
h=12000m
h=13000m

r r

0.9

0.65

0.7

0.75 0.8
M(NUmero de Mach)

0.85

Figura 4-39: Grafica del alcance en funcion de M para varios valores de h.

Alcance en funcion del numero de la altitud para varios valores del numero de Mach:
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Figura 4-40: Grafica del alcance en funcion de M para varios valores de h.

Calculo del alcance maximo

En este apartado se va a calcular el nimero de Mach y la altitud dptima para obtener con dichos valores el
alcance maximo.

Al igual que en el modelo compresible para este tipo de crucero, se van a calcular las derivadas parciales del
alcance con respecto al niimero de Mach y con respecto a la presion.

Las derivadas parciales se obtienen partiendo de la ecuacion del alcance:
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1 ayVoM 1 L [Co, We(1+ Q) . [Cp, W
R=- . tan™ Y R tan™ " |—= > (4-110)
8C;(1+C,-vV6-M) /Cp,Cp, Cpy 9o8M Cpy dodM

Llamando:

1 apVoM 1 (4-111)

A== :
gCy(1+C,-V6-M) ,/Cp,Cp,

w = [ WA+ 0)
1T |Coy qo8M? (4-112)
u, = |2z Wi
Il R VE (4-113)

Se van a dar dos casos dependiendo de la zona de la atmdsfera en la que se encuentre el avion se obtiene:

8k si 8§ > 8,4 (troposfera)
811k si si 6 < 6,1 (estratosfera)

V6 = {
e (Caso & > 04: Troposfera
Se tiene:

R=A"[tan"(u;) — tan~*(u,)] (4-114)

= Derivada del alcance con respecto al mimero de Mach:

du du
R g Yom oM
R_O0A (4-115)

oM~ oM 1+u?2 14u,?

Donde las derivadas vienen dadas por:

0A 1 1 a,0k (4-116)
oM g€y [Cp,Cp, (1 +Cp - 8% M)?

du,  [Cpy2We(1+ Q) (4-117)
oM [Cp, qo8M3
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E)uz _ CDZ ZWf (4-118)
oM [Cp,qoSM3
= Derivada del alcance con respecto a 6:
du, du
IR A / a6 / a6
— =—(tan"u; —tan~?! A (4-119)
35 = gs AN W) FA | s
Donde:
ouy __ [Go, W1+ (120
a8 Cp, qo6%2M?
0A aM 1 k&k-1 (4-121)
98 gCy /Cp,Cp, (1 + Cy - 8K M)?
uy _ _ [Cp; Wi 12
a6 Cpy qod?M2
= Caso 8§ < §4;: Estratosfera
= Derivada del alcance con respecto al nimero de Mach:
Jdu Jdu
. / Yom Y/, aM\
- - -1, —tan~! A _ (4-123)
M~ gm (TN W T anTug) + k1 tu? 1+ uZZ)
Donde las derivadas vienen dadas por:
aA 1 1 308111( (4-124)

M~ 801 [Co,Co, (14 G, -0,° - M)’

Las derivadas de u; y u, son iguales a las del tramo de la troposfera.
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= Derivada del alcance con respecto a 6:

du du
/ Yas Y aa\
aR

%:A\1+u12_1+u22/|

(4-125)

Las derivadas de u; y u, son iguales a las del tramo de la troposfera.

Una vez calculadas las dos derivadas, se resuelve el sistema distinguiendo entre la zona de la troposfera y la
zona de la estratosfera:

IR _ 0 (4-126)
oM
aR _ 0 (4-127)
s

En primer lugar se va a calcular el alcance maximo en la troposfera y en la estratosfera, y una vez que se tienen
dichos alcances maximos el valor de alcance maximo que sea mayor sera el valor del alcance maximo
buscado, a partir del cual se van a realizar las graficas posteriores.

De esta forma se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, resolviendo dicho sistema se
obtienen los valores optimos del nimero de Mach y de 8: M* y 8" los cuales se sustituyen en la ecuacion del
alcance obteniendo el alcance maximo.

A continuacion, se presentan los resultados de los calculos del alcance maximo para el caso de la troposfera y
de la estratosfera por separado.

= Troposfera: (6 > 611)
El célculo del nimero de Mach 6ptimo y de la presion optima se realiza mediante fsolve en Matlab, al igual
que en el caso anterior, siendo los valores iniciales:
M = 0.6
6 =10.25

En este caso, al igual que ocurria en el caso anterior las ecuaciones para el calculo del alcance maximo
dependen del parametro (y del peso final. Resolviendo las ecuaciones para el valor del peso final
anteriormente dado, para un valor de { = 0.5 y teniendo en cuenta estos valores iniciales se obtiene:

M* = 0.6308
8" =0.2824
El valor de la altitud es de:
h* =9511.9m

Y sustituyendo los valores dptimos anteriores en la ecuacion del alcance se obtiene:
Rmax = 10093 km
=  Estratosfera: (6 < 6;1)

El calculo del nimero de Mach optimo y de la presion Optima se realiza mediante fsolve en Matlab, al igual
que en el caso anterior, siendo los valores iniciales:
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M = 0.85
6=0.1

En este caso, al igual que ocurria en el caso anterior las ecuaciones para el calculo del alcance maximo
dependen del parametro (y del peso final. Resolviendo las ecuaciones para el valor del peso final
anteriormente dado, para un valor de ¢ = 0.5 y teniendo en cuenta estos valores iniciales se obtiene:

M* = 0.8955
6" =0.1288
El valor de la altitud es de:
h* = 14490 m

Y sustituyendo los valores 6ptimos anteriores en la ecuacion del alcance se obtiene:
Rimax = 13339 km

El valor del alcance maximo es mayor para el caso de la estratosfera. Por tanto, se usa la ecuacion de la
estratosfera para hallar los valores optimos y de ellos el alcance méximo para ¢ = 0.5.

Debido a que la ecuacion de la que se obtienen el nimero de Mach y la § dptima dependen del parametro { y
del peso final, no se va a tener un tnico valor 6ptimo del niimero de Mach y de §, sino que para cada valor de ¢
existe un valor 6ptimo de cada uno de los parametros. Se van a realizar dos tablas con los valores 6ptimos
obtenidos para distintos valores del parametro ¢, una para el caso de la troposfera y otra para el caso de la
estratosfera:

»  Troposfera: (§ > 611)

Tabla 4-2: Valores dptimos para varios valores de ¢ en la troposfera

¢ Mr 81 hy [m] Rmixy [km]
0.1 0.6709 0.2229 11014 2381
0.2 0.6398 0.2346 10687 4719
0.3 0.6299 0.2634 9953.8 6511
0.4 0.6276 0.2755 9668.7 8339
0.5 0.6308 0.2824 9511.9 10093

Los valores obtenidos para ¢ = 0.1, no pertenecen a la troposfera ya que no se cumple la condicion 8§ > 644.

» Estratosfera: (6§ < 8;4)

Tabla 4-3: Valores Optimos para varios valores de ¢ en la estratosfera
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g Mg 83 hg [m] Rmaxs [km]
0.1 0.9610 0.0958 16369 3342
0.2 0.9487 0.1027 15929 6320
0.3 0.9179 0.1141 15257 8842
0.4 0.8955 0.1248 14689 11079
0.5 0.8941 0.1288 14490 13339

Los valores del nimero de Mach 6ptimos obtenidos son demasiado grandes, por lo que se van a realizar los
calculos con el valor del nimero de Mach fijado al igual que se hizo en el apartado anterior.

El valor del nimero de Mach fijado es de M=0.86, valor maximo operativo.

Y los resultados obtenidos para varios valores del parametro { resolviendo la ecuacion
OR

i 0 y usando la funcién fzero son:

* Troposfera: (§ > ;)

Tabla 4-4: Valores 6ptimos para varios valores de ¢ en la troposfera para M=0.86

¢ Mt 87 hy [m] Rméx [km]
0.1 0.86 0.1295 14284 2916
0.2 0.86 0.1353 14033 5591
0.3 0.86 0.1409 13799 8059
0.4 0.86 0.1463 13580 10347
0.5 0.86 0.1515 13374 12477

Todos los valores obtenidos para los distintos ¢ no cumplen la condiciéon que impone la troposfera.

=  Estratosfera: (§ < 8;4)

Tabla 4-5: Valores Optimos para varios valores de ¢ en la estratosfera para M=0.86

¢ Mg 83 hg [m] Rméxs [km]
0.1 0.86 0.1196 14960 3053
0.2 0.86 0.1249 14684 5834
0.3 0.86 0.1300 14431 8383

0.4 0.86 0.1349 14196 10731
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0.5 0.86 0.1397 13977 12905

Para el valor del nimero de Mach fijado M=0.86 se obtiene:

Grafica del alcance maximo en funcion del pardmetro C:
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Figura 4-41: Grafica del alcance maximo en funcion de .

Grafica de la altitud 6ptima en funcion del parametro C:
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Figura 4-42: Grafica de la altitud optima en funcion de €.

Los calculos anteriores se van a volver a calcular para un valor del nimero de Mach fijado de M=0.8.

Y los resultados obtenidos para varios valores del parametro ¢ usando la funcion fzero son:
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» Troposfera: (§ > 8,;)

Tabla 4-6: Valores 0ptimos para varios valores de {en la troposfera para M=0.8

¢ Mt 81 hy [m] Rméxy [km]
0.1 0.8 0.1497 13441 2777
0.2 0.8 0.1564 13183 5325
0.3 0.8 0.1629 12943 7676
0.4 0.8 0.1691 12717 9855
0.5 0.8 0.1752 12505 11884

Todos los valores obtenidos para los distintos ¢ no cumplen la condicién que impone la troposfera.

»  Estratosfera: (8§ < 8;7)

Tabla 4-7: Valores 6ptimos para varios valores de ¢ en la estratosfera para M=0.8

¢ Mg 83 hg [m] Rméxg [km]
0.1 0.8 0.1382 14043 2876
0.2 0.8 0.1444 13767 5495
0.3 0.8 0.1503 13513 7896
0.4 0.8 0.1559 13278 10108
0.5 0.8 0.1614 13060 12155

Como se ha podido comprobar en las tablas los valores de la troposfera no son los valores que dan lugar al
valor 6ptimo de la altitud ya que no cumplen la condicion de la presion. Por tanto, para el calculo de las
siguientes graficas se van a usar los datos de la estratosfera.

Se van a realizar las mismas graficas para el valor del nimero de Mach fijado M=0.8 de tal forma que se
obtiene:

Grafica del alcance méaximo en funcion del pardmetro :
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Figura 4-43: Grafica del alcance maximo en funcion de .

Grafica de la altitud 6ptima en funcion del parametro C:
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Figura 4-44: Grafica de la altitud optima en funcion de €.

Para el valor del nimero de Mach constante M=0.86 el resultado del alcance para los distintos valores del
parametro ¢ es mayor que para el caso de M=0.8.

4.3.3  Comparacion del alcance maximo para dos tipos de crucero

En este apartado se van a representar las graficas del alcance maximo tanto para el crucero con el nimero de
Mach y el coeficiente de sustentacion constante, como para el caso de crucero con el nimero de Mach y la
altitud constante. Las graficas que se van a representar sirven para comparar como varia el alcance maximo
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para cada tipo de crucero analizado anteriormente.

En la siguiente grafica se representa el alcance maximo en funcion del pardmetro ¢, para M=0.8:
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Figura 4-45: Gréafica del alcance maximo en funcion de { para ambos cruceros.

La curva del alcance méaximo para el nimero de Mach y la altitud 6ptima estd por debajo de la curva del
numero de Mach y el coeficiente de sustentacion, aunque la diferencia entre ambas curvas es pequeia.

A continuacion, se representa la altitud dptima en funcion del peso, también para ambos casos y para un valor
de ¢ =0.5:

1.45 T T T T T

M*y CL*
M*y h*
14 B

1.3 b

Altitud 6ptima h*[m]

1.251- bt

1.2+ bt

1.15 r r r r r
1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

Peso W[N] x 106

Figura 4-46: Grafica de la altitud 6ptima en funcion del peso para ambos cruceros.

Para un peso aproximadamente de 1500 KN se encuentra un punto de corte de ambas graficas valor para el
cual la altitud optima es la misma para un crucero con nimero de Mach y coeficiente constante y para un
crucero con numero de Mach y altitud constantes.

A continuacion, se va a representar una grafica en la que aparece la altitud optima para los dos tipos de crucero
en funcion del parametro (:
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Figura 4-47: Gréfica de la altitud 6ptima en funcion de ¢ para ambos cruceros.

4.4 Comparacion de resultados

En este apartado se realiza la comparacion para ambos modelos analizados anteriormente. Para compararlos se
van a realizar las mismas graficas que las representadas anteriormente para un valor del pardmetro { = 0.5y

para los dos tipos de crucero.

= Crucero con nimero de Mach y coeficiente de sustentacion constante:

Grafica que representa el alcance en funcion del coeficiente de sustentacion para un valor de Mach constante e
igual a M=0.8:
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Figura 4-48: Grafica del alcance en funcion de Cy, para ambos modelos.
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Grafica que representa el alcance en funcion del nimero de Mach manteniendo un valor del coeficiente de

sustentacion constante e igual a 0.5:
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Figura 4-49: Grafica del alcance en funcion de M para ambos modelos.

= Crucero con numero de Mach y altitud constante:

Grafica que representa el alcance en funcion del de la altitud manteniendo un valor del nimero de Mach

constante ¢ igual a 0.8:
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Figura 4-50: Grafica del alcance en funcion de la altitud para ambos modelos.

Grafica que representa alcance en funcion del nimero de Mach manteniendo un valor de la altitud h=11000m:



78

Alcance

Puede observarse que en todas las graficas hay una gran diferencia entre ambos modelos.
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Figura 4-51: Grafica del alcance en funcién de M para ambos modelos.



5 ANALISIS DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

omo se puede observar el alcance calculado para los dos tipos modelos en funcion de los distintos
parametros dan resultados muy diferentes. Por ello, se van a calcular una serie de graficas para explicar
los resultados anteriores.

En primer lugar, se va a calcular una grafica del coeficiente de resistencia en funcion del coeficiente de
sustentacion para un valor del numero de Mach fijado cuyo valor es M=0.8 en los dos modelos estudiados,
dando como resultado la siguiente grafica:

0.1 T T T T T T
Modelo Compresible
0.09f Modelo BADA |

Coeficiente de resistencia CD

r r r

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Coeficiente de sustentacion CL

0.01" -

Figura 5-1: Grafica del Cp en funcion de C; para ambos modelos.

A continuacion, se va a calcular la eficiencia aerodindmica de los modelos que viene dada por la siguiente
ecuacion:

CL (5-1)

NG

Se va a representar la eficiencia aerodinamica en funcion del coeficiente de sustentacion al igual que antes,
para un niamero de Mach fijado de M=0.8:

79
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Figura 5-2: Gréfica de la eficiencia aerodinamica en funcion de €, para ambos modelos .

Por ultimo, se va a calcular el valor del coeficiente de sustentacion optimo, para ello se va a calcular la

derivada de la eficiencia acrodinamica respecto al coeficiente de sustentacion:

Eméx -

Modelo compresible:

(CDo,i + i1 Koj - Kj(M)) - (CDZJ + 30 Ky - Kj(M)) -C2

Cy
Cp

max

()

dc,

=0

(5-2)

2
((CDOJ + 35 Koj - KIOM)) + (Coy ; + By Kaj - KIQM)) - G + (Cpy; + B gy - KI(M) ) - CLZ)

Por tanto, se obtiene que:

CLépt =

Modelo BADA:

(CDO,i + X5 koj Kj(M))

(Coyy + is ko - KI (M)

= 0.4090

(5-4)
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2
Cpg—Cpy"CL” (5-5)

> =

(Cog +Cp, - %)
Por tanto, se obtiene que:
5-6)
Cog (
Cugpe = |2 = 07080
2

El analisis conduce a que las diferencias en los valores del alcance son debidas a la diferencia en la polar de
ambos modelos, diferencia que da lugar a valores de la eficiencia aerodindmica y de C Lope MUY distintos.

Sin embargo, esta diferencia tiene un efecto mucho menor en los valores del techo tedrico, ya que las
diferencias entre los valores maximos del empuje disponible y entre los valores minimos de la resistencia
aerodinamica de ambos modelos no son muy grandes.

Por tanto, como conclusion final se tiene que:

No se ha podido analizar el efecto de la compresibilidad, por ser los modelos muy distintos
aerodinamicamente.
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6 TRABAJO FUTURO

na vez realizado este proyecto como trabajo futuro se podrian calcular otras actuaciones de punto (en
subida, en descenso, en planeo, en viraje) y como actuacion integral se podria calcular la autonomia.

Dichas actuaciones se podrian calcular para los dos tipos de modelos.

Ademaés, como trabajo futuro se podria buscar un modelo que fuera totalmente incompresible y compararlo
con el modelo compresible usado en este proyecto.

&3
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Glosario

ISA: International Standard Atmosphere 5
ISO: International Organization for Standardization 5
BADA: Base of Aircraft Data 11
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