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Introduccion

1.1 Motivacion del proyecto

Los Vehiculos Aéreos No Tripulados (UAVs, en sus siglas en inglés) han tomado un papel relevante en la
ultima década. La versatilidad funcional que proporcionan estas aeronaves frente a las aeronaves tripuladas
han hecho que los proyectos e investigaciones en este campo hayan aumentado exponencialmente. Existen
una gran variedad de configuraciones de UAVs como rotor coaxial, quadrotor, hexarrotor, octorrotor del tipo

heliciotero asi como UAVs de tipo avién.

Hay numerosos proyectos desarrollados en la literatura relacionados con la configuracion quadrotor debido
a su sencillez estructural y la realizacién del control dada directamente por la modificacién de la velocidad
angular en los distintos rotores que conforman el quadrotor en vez del dngulo de paso de las palas utilizada

usualmente en los rotores de helicépteros proporcionando una gran simplificacién en los modelos de control.

La configuracién de rotor coaxial ha sido también de gran interés por la capacidad de aumentar la traccién
respecto al rotor aislado proporcionando una mayor estabilidad y control. En este punto destaca el rotor
coaxial pues la simetria proporcionada por los dos rotores que deriva en la anulacion de los pares torsores que
provocarian un movimiento de guifiada queda eliminado en esta configuracién. Esto proporciona una gran
estabilidad tanto en el ascenso como en el avance sin necesidad de introducir mds mecanismos adicionales

para lograr la estabilizacién del sistema.

1.2 Obijectivo del proyecto

El objetivo del proyecto consiste en modelizar las ecuaciones cinemdticas y dindmicas de un UAV de rotor
coaxial. Al sistema de traccion coaxial estard unido un brazo robético formado por una serie de articula-

ciones conectadas mediante uniones esféricas que permitirdn un movimiento rotacional en cualquier direccidn.

Se utilizard para ello varios métodos que caracterizardn las ecuaciones cinemadticas y dindmicas de sistemas

de cuerpos rigidos articulados como la Formulacion Euler-Newton y la Formulacion de Lagrange. Una vez
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planteadas las ecuaciones dindmicas, se desarrolla como obtener el sélido rigido genérico del Brazo Robot
compuesto por tres articulaciones calculando las expresiones de centro de masa y tensor de inercia.

Asf el objetivo final de este Proyecto Fin de Carrera es obtener el centro de masas y tensor de inercia en
cada instante del sélido rigido comformado por el brazo robético al completo como un tnico sélido rigido al
introducir pares torsores en las articulaciones. Se reducird por tanto el Sistema Robot a dos sélidos rigidos
enlazados, el cuerpo del conjunto del rotor coaxial y el sélido rigido genérico a obtener para producir una

reduccién del ndmero de ecuaciones dindmicas a simular para un futuro control del Sistema Robot.

1.3 Estructura del documento

El documento se compone de 5 Capitulos y dos Apendices. En el Capitulo 2, se desarrolla el modelo
simplicado en 2D de las ecuaciones cinemadticas y dindmicas dando un primer acercamiento a la construccién
del modelo 3D.

A continuacién, en el Capitulo 3, se extiende el modelo de ecuaciones cineméticas y dindmicas a un
conjunto de sé6lidos rigidos o ’linksgenérico y se contruye el procedimiento a seguir en el modelo 3D. La
definicion del Sistema Robot se desarrolla en el Capitulo 4, en primer lugar la caracterizacion del rotor coaxial
y a continuacion la implementacién del modelo de ecuaciones cinemdticas y dindmicas al conjunto Sistema
Robot.

En el Capitulo 5, se explica por tdltimo el desarrollo para la obtencién de la reduccién a un sélido rigido
general del Brazo Robot y se exponen las expresiones necesarias para su implementacién como sélido
equivalente.

En el Capitulo 6 y Apéndices se muestra el simulador desarrollado para implementar el conjunto Sistema

Robot.
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2.1 Ecs. Dinamicas de un cuerpo rigido articulado en un sistema 2D

Como un primer acercamiento a las ecuaciones dindmicas de un cuerpo rigido articulado se estudia en
primer lugar estas ecuaciones en un sistema 2D. EI cuerpo rigido se compone de tres ‘links’, el primero de
ellos modela el rotor donde se aplican las fuerzas externas generadas por la aerodindmica del rotor coaxial,
traccion y pares giroscopicos (o de resistencia). Los dos ’links’ restantes de forma prismatica (lineal para la

simplificacion en 2D) estardn actuados por sendos pares externos en sus uniones.

Se consideran las variables x y z del Sistema de Referencia Inercial donde la variable z tiene la misma
direccion y sentido opuesto a la gravedad y x representa la variable horizontal paralela a ‘Tierra’. Se afladira
un sistema de referencia local ligado a la unidn entre el rotor y la carga de pago para facilitar el manejo de

ecuaciones al que llamaremos Sistema de Referencia A.

2.1.1 Método de Euler-Newton

Las ecuaciones de Euler-Newton para un tnico sélido rigido en un sistema de variables 3D son

f:m‘}c

t=1l.o+o NI.o

es la velocidad lineal del centro de masas (c.d.m) del s6lido rigido

es la velocidad angular del sélido rigido

I es la matriz de inercia 3x3 del s6lido rigido calculada en su centro de masa y
expresada en el Sistema de Referencia Inercial

8<

Estas ecuaciones son facilmente generalizables a cada ‘link’de un cuerpo rigido articulado.

1 [m1 o0 y, 0
S A R A e IS

Si se construye una matriz general para un nimero genérico de ’links’
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M fl 7 ml 1 O 7 B Vl ] i 0 T
n 0 I o} 0, N Lo,
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Todos los vectores estdn expresados en el Sistema de Referencia Inercial

El hecho de que la matriz de masas sea diagonal indica que cada ‘link’ es independiente de los otros
‘links’. Pero puesto que los ‘links’ estdn interconectados se necesita establecer unas restricciones que se hardn

mediante las ecuaciones cinéticas de €éstos.

Es necesario en este punto definir tanto el sistema simplificado a un sistema 2D como los sistemas de

referencias y variables generalizadas que se van a utilizar para el desarrollo de las ecuaciones cinéticas.

El sistema compuesto por tres ‘links’ que modela el rotor y dos barras pertenecientes al plano se muestra

en el siguiente dibujo

Figura 2.1 Representacion del Sistema2D.

El Sistema de Referencia A se define con la coordenada z, en la misma direccién y sentido que el vector
Traccion proporcionado por el rotor y la coordenada x, perpendicular a z, y en el mismo sentido a derechas
que la coordenada x del Sistema de Referencia Inercial. Los vectores de posicion de los centros de masas
referidos al Sistema de Referencia Inercial y al Sistema de Referencia A vienen dado por

. . I .
0 _ 1| siny lysiny, + % sin(y, + %)

= 1 }"2:
z |, |, ™ 2]cosn |, "™ | —licosy+5cos(i+m) |,
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Se definirdn por tanto el vector de coordenadas generalizadas g =[X Z 6 7, 7, |’

También se puede observar que se han definido las fuerzas y pares externos que actiian en este sistema
2D. Por un lado estd el vector T que es la traccién proporcionada por el rotor que se aplica en el c.d.m del
‘link’ 0 que modela al rotor y por otro se tiene los pares externos ‘L’l}, ’cg aplicados en las uniones entre
los ‘links’ que permiten el movimiento relativo de cada ‘link’ respecto al ‘link’ al que estd unido. Hay que
destacar que se ha despreciado la contribucién de la resistencia creada por el rotor al ser éste una primera
aproximacion al modelo del Sistema Robot como llamaremos de aqui en adelante al sistema completo. Una
vez se ha descrito el sistema 2D y sus variables se establecen las velocidades lineales y angulares de los

centros de masas de los sélidos rigidos (o ‘links’).

Al estar ligado el Sistema de Referencia A a un sélido en rotacién éste serd un sistema de referencia No
Inercial y habrd que considerar las fuerzas ficticias que se introducen en estos sistemas de referencia. Sean
dos sistemas de referencia Sy S’ uno inercial y otro en rotacién respectivamente, se tiene que las derivadas
temporales de un vector a cualquiera respecto a los sistemas de referencia Sy S’ se relacionan segtin la

mecanica newtioniana a través de

Las velocidades lineales de cada ’link’ vendran dada por la siguiente composicién de velocidades

(Vk)l = (R)I + (i.mk)I

para el vector (r'mk) serd necesario utilizar la ecuacion 2.1. Se tienen por tanto las siguientes velocidades

I

lineales
Lo X 0 I, 0
V0:R+rm0+‘Qrot0r/\rm0: 7 + 0 + 0
A A
. X Ly, cos 16 cos
V] :R+f‘m1+9ml()r/\rm| = Z + ]21,)/1 . ,YI ‘| [ ]21 A ,)/1 ‘|
; Fhsiny |, 70siny; |,

X

Vo = R+ i‘mz +th(}r A rm2 = Z

+ [ LiYycosy + 172 (Y1 +%)cos(n + 1)
7 Ly siny +%(71 +7)sin(¥ + 1)

Y las velocidades angulares son

(1)0:9
w1:9+}71

0, =0+%+7

] (ll cosy, + 172 cos (¥ +%)

)

A 6 (11 Sin?’l"'%sm(%"'?’z))

A
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La indicacién ; o 4 tras los vectores dice en qué sistema de referencia estdn expresados. Como no estdn
expresados en el mismo sistema de referencia se utiliza la matriz de rotacién que transforma cualquier vector

del Sistema de referencia Inercial al sdr A.

cos® 0 —sinB
cl 0 1 0
sin@ 0 cos@

Con esto las expresiones de las velocidades lineales quedan de la siguiente forma
N
+
A A

. cos 0X +sin6Z N Ly cosy B Bfcosy,
1 —sin6X +cos 6Z B Ly siny 4 Lhsiny, s

cos 06X +sin6Z
Vo = . )
0 —sin0X +cos0Z

] (11 cosy; + 2 cos (¥ + Vz))

. [ cos 0X +sin6Z ] l 1,7y, cosy; + 172 (Y1 +%)cos (v +7s)
2= .
A A 0 (11 siny +%Sin(?’1 ‘H’z))

—sin0X + cos 0Z L% siny, + 172 (Y +%)sin(y + 1)

Se han escrito todas las velocidades en el Sistema de Referencia A por comodidad pues quedan asi
expresiones mds simplificadas que si las hubiéramos escrito en el Sistema de Referencia Inercial. Para la
resolucién de las ecuaciones dindmicas se utilizaran las coordenadas generalizadas para reducir el nimero
de ecuaciones al nimero de ecuaciones independientes que expresan inequivocamente el movimiento del
sistema. Como ya se coment6 anteriormente las coordenadas generalizadas son g =[X Z 0 %, 1, |'. Asi las

velocidades lineales y angulares de cada ‘link’ se pueden expresar como

Vi .
=Jiq
Wi

Tras haber obtenido las expresiones de las velocidades, los jacobianos de los diferentes ‘links’ se obtienen

facilmente

cos® sinf [, 0 O

Ji=| —sin@ cos6 0 O O
0 0 1 00
cos@ sinf — 7 €08 " 7 cos n 0
= [ l
& —sinf® cos @ El siny, 51 siny; 0

0 0 1 1 0
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l
cos® sinf —(llcos}/1+%cos(}/1+y2)> llcosy1+%c0s(yl+}/2) %cos(yﬁ—}’z)

— ) . . . . L .
J3=| _sin® cosB —(llsmyl—i—%sm(}/l—l—}/z)) llsm'y]—i-%sm(y]—i-}/z) 525111(71"‘}’2)

0 0 1 1 1

La derivada temporal de los jacobianos se expresan a continuacién

—0sin® Ocos® 0 0 0O
Ji=| —6cos® —Bsin® 0 0 0
0 0 0 0O

—0sin®  Bcosh —%Ylsinyl —%'71 siny; 0
hr=| —fBcos® —0Osin® Lycosy; Lycosy 0
0 0 0 0 0

. 7lésin9 GFOSG =17 siny 71%(71+72)sin(y]+y2) =7 siny *1172 (7 +n)sin(r+%) % (7 +7%)sin(y +)
J3 = —6Ocos® —Bsin® [y, cOSYIJr%(Y] +Yz)cos(7|+7z) llylcosquL%(7|+72)cos(71+‘yz) %(Y] +Yz)cos(7] +Y2)
0 0 0 0 0

Las ecuaciones dindmicas en funcién de las coordenadas generalizadas utilizando los jacobianos para

su transformacién quedan

3 3
(7 M;J;G+I] M Jiq) = Y I F,
= i=1

1

donde la matriz de masas de cada ‘link’

Ml = 0 mg 0
L 00 L],
[ my 0 0 i
M2 = 0 my 0
L 00 5],
ny 0 0
M3 = 0 ny 0
0 0 &L
y el vector de fuerzas
0 —m gsin O
F=|T + | —mggcosO
0 0
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0 [ —m, gsin6 ]
FE=|0 + | —m;gcos@
1
L% 1a L 0 1A
[0 ] [ —m, gsin® ]
F= 0 + | —m,gcosO
2
L% 1a L 0 da

Finalmente, si identificamos las matrices de masas generalizadas y de Coriolis que multiplican a la

aceleracion y velocidad generalizada como

M=

3
(1] M;J;)

i

O
ML&)

Y (i M J;)

I
-

Con todo esto, resolviendo el sistema quedan las matrices

My, = my+my+m,

M,=0

M3 = mglycos 6 — (%L +my) [ cos (6 + 1) —mz%cos(9+71 +1)
Myy = (% +my) [ cos (0 +%) +my 3 cos (6 +7 +7)
Mys=my2cos(0+1+%)

M, =0

My, =my+m; +m,

My = mylysin® — (5t +my) [ sin (6 +7,) —mz%sin(e—i—% +7)
My = (" +my) 1y sin (0 + %) +my 3 sin (0 +7 +7)

Mys :mz%sin(GJrY] +7)

My = mglycos 6 — (%5 +m;,) Iy cos (0 + 7)) — mz%cos(e +7+7)
My, = mglysin® — (5 +m,) [y sin (6 4) — 251“(94'?’14'?’2)
My = molg +m, ( ) 3

%) mzlllzcos’)/z (%) +Il+12

I
h— mz(f) +1

[\S]

+m21 lzCOS'}/2+m2(l ) +10+11+12

_ 2
Myy = —myly —m

— =

Ms5 = —myl; 1, cos

‘<

My = (5 +my) 1 cos(6+y1)+m2%cos(9+% +7)
My = (% +my) [y sin (0 + ) +my 3 sin (8 +7; + )
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9

2 2
M43 = —molg —ml (%) —mzlllzcos'}/z _m2 (%) +11 +12
2 2
M44:m1 (%) +mzlllzcos’}/2+m2 (%) +Il+12

2
M45 = mZlez(IOSYZ +m2 <l§2) +12

I}
Msy =my3cos(0+7 +75)
b .
Msy, =my3sin(6+1 +%)
2
M53 = _m2l1l2 COS ’)/2 —m2 (L +12
P

2
3
Msy = myl 1, cosy, +my 7) +1,

2
L
Mss =m, <2> +1

C;=0

Cyp = (my+my +m;) 6

Ci3=— (% +m2) Lsin(0+7) % —my3sin(60+7 + %) (i +7)
Cy=— (% +m2) lisin(0+7)7 —m2%Sin(9+Y1 +%) (h+%)
Cis=—my3sin(0+7+15) (% +7%)

C21=—(m0+m1+m2)9
C22:0
AL . b . .
Cy3= 7‘*"”2 licos(0+1) % +myzcos(0+y +1) (% +%)
my

Cyy=— ( 5 +m2) lycos (0 +1) T —m2%005(9+7’1 +%)(h +%)
Cys = mz%COS(G‘H’l +1) (% +1%)

Csy = molysin(0) @ — (L +my) 1y sin (0 +%,) 0 —my 2 sin (0 +7, +7,) 6
C3y = —mylycos (0) 6 + (5t +my) [ cos (0 + ) 9+m2%005(9+}’1 +7)6
Cy3 = —myly %2 sin, %

Caq =myl, %2 sin Y,

I, . . .
Cys =myly 52 siny, (1 + %)

Car = — (" 4-my) Iy sin (0 +7) 6 —my 3 sin (6 +7, +7) 0
Cypp= (B +my)licos(6+7)0 —i—mz%cos(e +%h+n)6
Cp= —mzlljzsm?’z?’z

Cyy = —m211%SiH7’272

I, . . .
Cys = —myl4 52 siny, (%1 + %)

C5l = —mzljzsin (9"‘7/1 +Y2) 6
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C52 = mzl%COS (9 —+ 'yl +'}/2) 9
Cs3 = —mzll%SinYﬂﬁ
Csy = myly 172 sinh Y

C55:0

Y el vector de fuerza generalizada Q = Y3 | J! F;
Q, =T cos0 — (my+m +m,)
Q5 = myglysin® — (2 +m,) gly sin (0 +7,) —mog2sin (0 +1 +9) +7, + 1

Q4 =— (5 +my) gl Sin(6+YI)_m23% sin(0+n+1)+1+10
Qs = —ng% sin(0+% +%)+10,

2.1.2 Método de Lagrange

El método de Lagrange utiliza la energfa cinética y la energia potencial para construir las ecuaciones dindmicas

de movimiento del sistema. Para ello se define el lagrangiano como

Y las ecuaciones dindmicas se obtienen mediante la siguiente formulacién

d (6% 0.7 .
dt(&]'j)_((sqj)_gj con j=1:5

La energia cinética del sistema vendra expresada por

1 1 1 1 1 1
T = Emov% —+ EIOCO(% + Emlv% —+ 511 6012 + Emzv% + 5120)22

Sustituyendo con las expresiones ya obtenidas para las velocidades lineales y angulares



2.1 Ecs. Dinamicas de un cuerpo rigido articulado en un sistema 2D

11

; 1 . 1 .
T =~ (my+my +my) X> + = (mg+m, +m2)Z2—|—§ (mol} +1,) 67

2

N =

. o1 (L) .
+myglycos 60X 6 +molosin9Z9+§ml (21) (% *9)2+

1 . . 1 . . . 1 .
Emlllcos(GJer)X(yl79)+§m11151n(9+71)2(}/1fG)JrEI](9+Yl)2

1 o2 1 (LN,
Jr5’712112 (v —9) +§m2 (22> (h+7%n+6)
myl;cos(0+7;,)X (Yl — 9) + Emzlzcos(e-l-}’l +7%)X (}’1 + 71— 9) +
mzllsm(G—H/I)Z(yl—9)+§mzlzsm(9+}/1+}’2)Z(}/1+72—9)+

1 AN
imzlllz cosy, (7’1 - 9) (7’1 +rh— 9)

Por otro lado, la energia potencial se expresa como

% =0

La energia potencial es nula pues se ha considerado la gravedad como una fuerza externa y se tendrd en
cuenta a continuacion para calcular las fuerzas generalizadas. Se tiene asi calculado el Lagrangiano como
% = 7 del conjunto y las ecuaciones dindmicas seguird la forma % (‘;'—Z) + (%f) =0;.

J J
Para completar el sistema de ecuaciones se necesita calcular las fuerzas generalizadas Q. Se hard

mediante el teorema de los trabajos virtuales que iguala los trabajos virtuales al producto de fuerzas generalizas

por desplazamiento virtual de la coordenada generalizada.

W =Y 6W,=Y F-6r,=) 0,8q;

En el primer ‘link’, el que modela al rotor, estdn aplicadas la traccion y la gravedad en el centro de

masas. El desplazamiento virtual del centro de masas del ‘link’ O se obtiene

r mg

| X—1Iysin® oS - 6X —1,sin066
| Z+[ycosh |, Fmo = 0Z+1ycos 036 |,

Los trabajos virtuales de la traccion y la gravedad en el ‘link” 0 queda

Sty = [ 70 | [ S hinese |
1 1

TcosO 0Z+1ycos 666

6Wmog:mog'61"m0: l: 0 :| [ 8X—loSln969 :|
! 1

—myg 6Z+1,cos6606

Para los ‘links’ 1y 2 se tiene los siguientes desplazamientos y trabajos virtuales
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L X+lzlsin(y1+6)} Y :[5X+121cos(}/l+9)5y1+lzlcos(yl+9)59
™ Z—%‘cos(}/]—f—ﬂ) , m 52+%‘sin(}/l+6)5y1+17‘sin(y1+9)59 ;

0 0
(p11:[9+}/] ] = 6(p11:[89+8y, ]
1 1

0

0 } [3X+121cos(y1+9)5}/1+121cos(}/ﬁ—@)é@}
—mig |, | 8Z+}sin(y +6)5y, + %sin(y +6)56 |,

0 0
oW, =1,-8¢0, =| 7 | -| 60+0W
01 0 1

l
L X+%sin(yl+9)+§zsin(9+}/l+}’2)

m l
? Z—%cos(71+6)§2cos(9+71+}/2)

Sr = [ 8X +1ycos (7, +6) (57, +86) + 3 cos (1, + 1, +6) (56 + 5%, +8p) ]
"2 | 8Z+1sin(y+6) (8% +86)+ Fsin (1 +1+6) (80 + 8y +8n) |,

0 0
o, =| 0+7+t% = 0¢,=| 60+06y+6%
O 1 0 1

0
5Wm2g:m2g.5rm2 = |: g :| .
1

8X +1ycos (1, + ) (87, +80) + cos (1 + 7, +0) (50 + 8% + 67)

0 0
W, =17,:8¢0,=| T, | -| 60+361+6%
0 1 0 1

Sumando todos estos trabajos virtuales y sacando factor comin al vector de desplazamientos virtuales

generalizados dq se tiene el vector de fuerzas generalizadas del sistema

—Tsin6
TcosO — (mg+m; +m,)
0= | myglysin® — (% +m,) gl sin(6+7,) —ng% sin(0+7,+%)+7,+10
— (Bt +my) glysin(0+7) —myg3sin(0+% + %)+ 7+
—ng% sin(0+7,+h)+o



2.2 Simulacion

13

Con todo esto se puede ya componer las ecuaciones dindmicas del sistema mediante el método de Lagrange
: S 1 d (87 87\ _ : ) e
resolviendo la ecuacién diferencial 7 (57,-) + (67,) = Q; que sique el patrén M§+Cqg = Q
Se llega a los mismos términos de las matrices M y C que el método de Euler-Newton, como era de

esperar.

2.2 Simulacion

Para una mejor comprension de las ecuaciones dindmicas y su evolucién, se realizan una series de simulacio-

nes en Matlab. Los distintos casos que se han contemplado se describen en la siguiente tabla

Tabla2.1 Condiciones iniciales de posicion y fuerzas externas.

Simulacion Xom]  Zym] | Xo[m/s] Zylm/s) | T[N] 7,[Nm] 7,[Nm]
Vuelo en Punto Fijo* 1 0 0 0 21.582 0 0
Ascenso 1 0 0 0 22 0 0
Par motor 0 0 0 0 25 0 2
c.i no nulas-giros 0 0 0 0 25 0 0
c.i no nulas-v.angulares 0 0 0 0 25 0 0
*Se ha calculado una traccién igual peso del conjunto siendo my = 1 kg, m; = 0.6 kg, m, = 0.6 kg

Tabla 2.2 Condiciones iniciales de giros.

Simulacién O([rad] v [rad] 7y (rad) | Orad/s] 7, [rad/s] V,[rad/s]
Vuelo en Punto Fijo 0 0 0 0 0 0
Ascenso 0 0 0 0 0 0
Par motor 0 0 0 0 0 0
c.i no nulas-giros 0 -1 -0.5 0 0 0
c.i no nulas-v.angulares 0 0 0 -1.5 0 0
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2.2.1 Gréficas

A continuacién, se muestran una serie de graficas donde se representa cada variable generalizada asi como la

velocidad generalizada correspondiente.

1 T T T T T T
X
oH ——z .
4 I 1 L 1 1 1 1
0 2 4 6 10 12 14 16 18 20
Tiempe (s)
1 T T T T T T T
ot 4
] I I I I I 1 I
1] 2 4 6 10 12 14 16 18 20
Tiempo (s)
1 T T T T T T T
al %
'z
A 1 I ! 1 1 I I
0 2 4 3 10 12 14 16 18 20
Tiempo (s)
Figura2.2 Vuelo en Punto Fijo - x.
x107
—T T T T T T
dxidt = el
25 dZidt - =] 7
4 1 1 L 1 1 1 1 i
0 2 4 6 10 12 14 16 18 20
Tiempao (s)
1 T T T T T T T
ot 4
4 1 1 I 1 1 1 1
0 2 4 6 10 12 14 16 18 20
Tiempo (s)
1 T T T T T T T
d+, fdt
o oy, fdt )
A I I I I 1 I I
0 2 4 6 10 12 14 16 18 20
Tiempo (s)

Figura 2.3 Vuelo en Punto Fijo - v.
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1 T T T T T T T
dXidt R
0.5 dzZidt e e 7
0 ———'__I_____-_I_ 1 I I 1 I
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
Tiern o (5)
1 T T T T T T T
D - -
A 1 I 1 I I 1 I
o 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Tienpo (5)
1 T T T T T T T
d~, idt
0 | =
d-z.-'dt
1 1 I 1 I I 1 I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
Tiempo (s)
Figura 2.4 Ascenso - x.
2 T T T T T T T
X
1 —2 P ml
) I I 1 I I 1 I
0 0.5 1 15 2 25 3 a5 4
Tiempao (s)
1 T T T T T T T
D - -
A 1 I 1 I I 1 I
0 0.5 1 15 2 25 3 a5 4
Tiempo (s)
1 T T T T T T T
D - ) -
"2
1 1 I 1 I I 1 I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Tienro (5)

Figura2.5 Ascenso - v.

En primer lugar se tiene la simulacién de Vuelo en Punto Fijo. Se aprecia que todas las variables son

nulas.

Como segunda alternativa se simula un ascenso vertical con el valor de la traccién indicado en la
Tabla 2.1. Las curvas de Z y Z indican un ascenso uniformemente acelerado manteniendose las demds

variables a cero.
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10 T T T T T T T T T—
X e |
0 —1z e i m
10 I 1 1 1 1 1 1 1 1
0 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tietrj (5)
5 T T T T T T T T T
D -
5 I 1 1 1 1 1 1 1 1
) 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tientpo (s)
100 T T T T T T T T T
0 y
'z
100 I 1 1 1 1 1 1 1 1
) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempo (s)
Figura 2.6 Par Motor - x.
20 T T T T T T T T T
B
dx/dt e iliic, i) ,:':_-_"}A'.,_\_\a‘k\_\/é\\;’:“"fﬂ_l
0= dZMt T Pt e T e
20 I 1 1 1 1 1 1 1 1 |
i) 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempo (s)
20 T T T T T T T T T
D |- -
30 I 1 1 1 1 1 1 1 1
) 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempao (s)
200 T T T T T T T T T
dy,idt - | S
0 H e e e e
dy Adt
200 I 1 1 1 1 1 1 1 1
) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempo (s)

Figura 2.7 Par Motor - v.

En el siguiente caso se representa las curvas obtenidas al introducir un par motor relativo a la unién
entre los ’links’1 y 2. El par motor de valor constante 7, =2 Nm produce un movimiento de péndulo en el
’link’1 y éste a su vez provoca otro movimiento en forma de péndulo mds atenuado sobre el rotor. No es hasta
que ¥ ~ g que el ’link’1 provoca un giro en el rotor 6 > 0.26 ~ 15° que hace que se pierda “el control”

del conjunto pues la componente de la traccion en el eje x; se hace relevante.



2.2 Simulacion

17

10 T T T T T T T T =gl
= el ________________,__
o ——=z = e o .
10 1 1 I 1 I I 1 I I
0 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempo (5)
i) T T T T T T T T T
-2 -
4 1 1 I 1 I I 1 I I
o 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tienpo (5)
b T T T T T T T T T
o _1 / \//
et 'a
2 1 1 I 1 I I 1 I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempo (s)
Figura 2.8 Condiciones iniciales no nulas (giros) - x.
50 T T T T T T T T T
dXidt Al S |
0 dzl,dt_————_"_— —-——__________ = -1
50 1 1 I 1 I I 1 I I
0 02 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempo (s)
5 T T T T T T T T T
D - -
5 1 1 I 1 I I 1 I I
0 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempo (s)
10 T T T T T T T T _ I
I il e
d . idt % "““'--u____qq_ el e T
or dedt|” T | = = el
2 ~— ., 4
-10 1 1 | 1 I | 1 | =
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tienro (5)

Figura 2.9 Condiciones iniciales no nulas (giros) - v.

En las dos ultimas simulaciones se ha mantenido el valor de la traccién proporcionada por el rotor
T =25 N . Se han dado valores iniciales a las coordenadas generalizadas que establecen giros y en dltimo

lugar se han tomado como no nulos alguno de los valores iniciales de las velocidades angulares.
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20 T T T T T T T T T
X - —— —
([ — T— 7 &
20 I 1 1 1 1 1 1 1 1
i) 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempo (s)
0 T T T T T T T T T
-2 —
4 I 1 1 1 1 1 1 1 1
) 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempao (s)
1 T T T T T T T T T
D — k ——
Yy
A I 1 1 1 1 1 1 1 1
) 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempo (s)
Figura 2.10 Condiciones iniciales no nulas (vel. angulares) - x.
50 T T T T T T T T T
dx/dt
0r st - _-j____———— ==
50 I 1 1 1 1 1 1 1 1
0 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempo (s)
-1 T T T T T T T T T
151 -
) I 1 1 1 1 1 1 1 1
) 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tiempo (s)
2 T o T T T T T T B——
do_idt T |
0 R —— s |
d’-z.-'dt - gma | =
2 | 0 1 1 I 1 1 1 T
) 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 148 2
Tiempo (s)

Figura 2.11 Condiciones iniciales no nulas (vel. angulares) - v.



Modelizacion de un Sistema 3D

En este capitulo se desarrollardn las ecuaciones dindmicas para un conjunto de cuerpos rigidos a los que
Ilamamos ’links’ en forma de drbol unidos por articulaciones esféricas permitiendo tinicamente los grados
de libertad de los giros. Sin embargo, primero se expresara el conjunto en una estructura de *arbol’ para
un nimero de grados de libertad general, se definirdn las variables para definir univocamente el estado del
conjunto, los sistemas de referencia necesarios asi como los grados de libertad del Sistema Robot. Finalmente,
se verd cémo a través de los métodos de Newton-Euler y Lagrange se llega a una formulacién del tipo

Mi+Cq=Q
3.1 Ecs. Dinamicas de un cuerpo rigido articulado en un sistema 3D

Nuestro Sistema Robot sigue una estructura en forma de ’drbol’ que une una serie de cuerpos rigidos a través
diferentes uniones. Cada ’link’ tiene exactamente un tnico ’link’ padre. El *link’ raiz el cual no esta unido
a ningun ’link’ padre tiene un comportamiento especial y sus grados de libertad representan los grados de
libertad de traslacién y rotacion universal respecto al Sistema de Referencia Inercial. El conjunto de grados de
libertad estard formado por tanto por estos grados de libertad del ’link’ raiz y los grados de libertad permitidos

en las uniones entre los cuerpos rigidos.

q,~19,4,.} -
v . ball joint
. universal joint

. hinge joint

q,714,,9,,9.,,1

Figura 3.1 Cuerpo rigido articulado en estructura de drbol.
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Asi, al igual que en la modelizacién del sistema 2D, se tiene un Sistema de Referencia Inercial ligado a
"Tierra’, se afiade una componente y; que corresponderd a la direccién y sentido de un triedro a derechas.
El ’link’ raiz tendré ligado a su centro de masa el Sistema de Referencia 1 con sus ejes en las direcciones
principales del ’link’ raiz. Los sistemas de referencia de los ’links’ hijos estardn centrados en la unién con su
’link’ padre y cada Sistema de Referencia k, con k # 1, tendra los ejes segin las direcciones principales de

cada ’link’ k.

Cada cuerpo rigido vendrd definido por el sistema de variables (x;, Ry, v, ). Las estructuras x; y R
representan la posicién y la orientacion del "link” k, respectivamente. Las velocidades lineales v; y angulares
)y, estdn expresadas en el Sistema de Referencia Inercial. Del mismo modo las fuerzas y pares externos

aplicados en cada cuerpo rigido se expresa como f;, T, en el Sistema de Referencia Inercial.

En las siguientes secciones 3.1.1 Formulacién Euler-Newton 'y 3.1.2 Formulacion Lagrange se va a
desarrollar como a través de los métodos de Euler-Newton y Lagrange se llega a una unica formulacién de

las ecuaciones dindmicas que serd la que utilicemos en lo que sigue.

3.1.1 Formulacion Euler-Newton

La forma de las ecuaciones dindmicas a través del método de Euler-Newton ya se formularon en la pagina 3.

f m.1 0 v N 0
T 0 1 ® o Alo

Para la simplificacion de la escritura y la resolucion del sistema se utilizan las siguientes definiciones.

m.I 0
Me=1"4

Cc

M, es la matriz de masa de un cuerpo rigido expresado en Sistema de Referencia Inercial. Entonces I,
se expresa como I, = R 1, R donde R es la matriz de rotacién del cuerpo correspondiente a la orientacién de
éste respecto de el Sistema de Referencia Inercial y I, es el tensor de inercia (constante) en los ejes de inercia

principales del cuerpo rigido.

Definamos ahora las velocidades lineales y angulares en funcién de las velocidades generalizas. Sean
x(q) y R(q) la posicién y la orientacién del centro de masas del cuerpo en funcién de las coordenadas

generalizadas, la velocidad lineal del cdm se expresa como

v=12x(q) = a)(;(qq)ciz J,(9) 4

Y la velocidad angular se puede formular como
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0] = R(g) " (q) = Y "X g ),
PR

La nomenclatura [a] corresponde a una matriz antisimétrica con su diagonal principal llena de ceros con esto

podemos transformar cualquier vector en una matriz con la que podemos operar mds facilmente. Es decir,

0 —das an
al=| a3 0 -—a
—a, ap 0

Asfi, podemos expresar la velocidad angular como

0=1J,(q)q

Se construye un vector de velocidades que relaciona éstas con las velocidades generalizadas a través las

matrices J, (¢) y J,, (¢) denominadas jacobianos.

Sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuaciones dindmicas de la pagina 20

[ . ] =00+ 0 0100

= [ J; ] =MJi+MJq+ @ M.JIG

donde la matriz [®] se expresa como

@] = ( 0 Uud )

Utilizando el teorema de los trabajos virtuales transformamos el término de fuerzas usando los jacobianos

y obtenemos la formulacién final a la que queriamos llegar

(™M) G+ ("M JI+JI" [@MJ)g=TJ] f+JI0 (3.1

donde indentificamos las siguientes matrices de masa, de Coriolis y fuerza generalizada

M(q)=J"M.J

Clg,q) ="M J+JT [@|M.J

c
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Q=Jf+Jlt

3.1.2  Formulacion Lagrange

La energia cinética de un cuerpo rigido puede ser escrito en forma de vector como sigue

Lor ry| Ml 0 v lor
== =-V'M
T z(va))l o I ® SVIMY

c

Sustituyendo V con la forma expresada en la pag.21 tenemos
1 T +T .
T = 54 J'M Jq

Se utilizard la formulacién Langrangiana para las ecuaciones dindmicas con %7 = 0 pues se considerard
la gravedad como fuerza externa en vez computarla como energia potencial. A continuacion, se desarrollara

cada término para llegar a la formulacién obtenida en 3.1.1 Formulacion Newton-Euler

a(a7) a7 _,
dt \ 94, 8qj_ J

1, L .7 . T .

donde la notaci6n (A) ; denota la columna j-ésima de la matriz A.

d (0T . ) S AT .
- (aq,) = ()] MJG+ ()] MJG+(J)] Mg+ (J); MJg
J
Desarrollemos ahora el segundo término

0F 1 .qpp dJ . 1.5 M aJ" T 1 oM,
——==q"I"M, ¢+ -¢"JT == T S—MJG = ¢ ——MJg+ =4 I =—=Jg
9, 29 Caqqurzq 9 T agMI1=1 5, Jat 54 2q;"

Jg+ i
av5

J J

Reorganizando ambos términos obtenemos

T
d (07 9T 1 .. Ty is Toyp s Lop oM AT (9 ;
dt(aq'j) 371;_(])/MCJ“(J)/MC*"”U)/ML-J" 27 8q,-Jq+ (), McJ4 g, Mela

4(57) =57 = D] MG+ ()] MJq+ ()] MJq = 307" e+

) T
( () Mg~ ( gqu) MCJq> (3.2)
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Comparando la ecuaciones 3.2 y la ecuacién 3.1 podemos observar que los términos multiplicados por §
ejerce como la matriz de masa y el resto de términos como los de Coriolis y fuerzas centrifugas. Sin embargo,

se pueden reducir significativamente los términos tercero, cuarto y quinto de la ecuacion 3.2.
Tercer término:

(J)jT-MCJq = (Jw)JT[Cqu El término lineal en M, es constante y por tanto se anula

(J)] (RIO'RT) ®

T

j [0l

término3 = (J,)

En el dltimo paso se ha incluido la siguiente igualdad (RIO'RT) ® = RIR" 0 + RILR" ® = RR" .o +
I (RRT)T o = [0]I.0 — I.[w] ® dado que se cumple que [@] = — [®] y puesto que [W|@® =D A0 =0

el resultado que obtenemos es (RIdRT) ® = [®]I.® como unas lineas mds arriba.

Cuarto término:

1 ;7 0M 1 _—
iy J 7(‘.]. — - J . c
54 5, q 2( wd) 34,

término 4 = —Jl[o]L.o

Se puede comprobar que los términos 3 y 4 se anulan mutuamente. Para el quinto término (j )jMCJq -
N .
(a‘g—qj_) M, J g se descompondrd en los términos lineales y angulares dando como resultado nulo el término
J
lineal y el término angular vendrd dado por

Quinto término

\
/N
<
o
_\_/
|
N

QO
= ‘e&
Q.
~
N———
~
<
e
Q.

T
T ) aJ .
(V); McJg— <aqj> MJg =

término 5 (angular) = —(J,)

A estos resultados se ha llegado a través de unos desarrollos que se pueden seguir en el articulo [3]
C.Karen Liu, A quick tutorial on multibody dynamics. Si agrupamos todos los elementos nos queda la

siguiente ecuacién dindmica

d (0T 97 T . Tas is T
dt<9qj>_3ql (J)chJq+(J)chJq+(Jw)j [(D}IC(D

()] MIg+ ()] MI+ ()] [@]MT) g

donde[®] — (8 [qu])
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Si escribimos ahora esta misma ecuacion para todas las variables generalizas existentes en forma de vector
d (0T 07 T T T
5 ) -5 = O MIg (D MI+ D) [@1MT ) 4
G (50)- 5 = O Mg (07 M+ ) 01 )

Del mismo modo que en 2.1.1 Formulacion Euler-Newton se utilizara el teorema de los trabajos virtuales

para obtener las fuerzas generalizadas. Asi, se llega a la formulacién deseada
) Mg+ () Md+ () [@IMI) 4= (1) f+ (o) T (33)
3.1.3 Generalizacion de las ecuaciones dindmicas a cuerpos rigidos articulados

A continuacién se verd cémo son las ecuaciones dindmicas y cinemadticas para una serie de cuerpos articulados.

Las ecuaciones dindmicas se obtienen sencillamente de la siguiente forma

Z ((Jk>TMcka) G+ Z ((Jk)TMckjk + ()" (] Mck]k) qg= Zk: (( »/rk)Tfk + ()" TIQ)

k k
Recordar que todos los términos estdn expresados en el Sistema de Referencia Inercial.

Para obtener los jacobianos de cada ’link’se necesitardn las matrices de rotacién R y las matrices de
transformacién homogénea W que transforman cualquier vector de un sistema de referencia a cualquier otro
sistema de referencia. La nomenclatura general que se utilizard para relacionar dos sistemas de referencia es

la siguiente

Ri donde / denomina el sistema de referencia asociado al ’link’ padre y k el sistema de referencia
asociado al ’link’ hijo. Del mismo modo la transformacién homogénea entre el sistema de referencia del

’link’ ky el sistema de referencia del ’link’ padre [ se representa como Wkl .

Las ecuaciones cinéticas de las velocidades lineales de cada ’link’ se formula

_ 9% _ IW/g
T 9g  9q

vi=Jyq donde J,

El vector ¢, representa el vector del centro de masas del cuerpo con origen en el Sistema de Referencia
k. Definimos el vector pf' como el vector con origen en el origen del Sistema de Referencia k-1 y final en el
Sistema de Referencia k expresado en el Sistema de Referencia k-1. La transformacion homogénea del vector

de posicion entre dos sistemas de referencia sigue la estructura

[ <xi>a } _ [ (R(’);)a (piﬁ)a ] { <c;{>,, ] _ [ <Rz>a<ck>1,,+<pz>a

Se puede observar que la estructura corresponde a una simple composicién de vectores en distintos
sistemas de referencia como se ilustra en la Figura 3.2.

Pongamos como ejemplo el vector de posicion de ’link’ x, asociado al Sistema de Referencia Inercial

con un vector de centro de masas referenciado al Sistema de Referencia 2, c,.
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it

Figura 3.2 Definicién de vectores de posicion.

s =Whes=windes= | B0 G ][ @ G0 ],

La matriz W2' se calcula a través de composiciones de matrices de transformacién homogéneas mas

sencillas que podemos obtener facilmente.

Para las ecuaciones diferenciales cinematicas de la actitud utilizamos el método recursivo, es decir, se
utilizan las velocidades angulares para calcular un determinado ’link’ en funcidn de las velocidades angulares
de los ’links’ padres que le preceden. El desarrollo para llegar a esta ecuacion se puede consultar en el

articulo, [3] C.Karen Liu, A quick tutorial on multibody dynamics.

o =0 +R Jpdy = O =Jpd

donde el jacobiano fwk se obtiene de la ecuacién cinemadtica de actitud local, es decir, la que relaciona las
velocidades angulares cartesianas con las velocidades angulares generalizadas en el Sistema de Referencia I,
o, = fwkc]k. Con todo esto el jacobiano angular para cualquier 'link’k expresado en el Sistema de Referencia

Inercial se caracteriza por
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ka:(jw] Rin—lja)m .0 )

La matriz de ceros corresponde al conjunto de grados de libertad que no pertenecen a la cadena de
transformacion desde el ’link’ raiz hasta el ’link’ k. Para obtener los jacobianos angulares locales se van a
usar una secuencia de tres dngulos de Euler en ejes no consecutivos. Se conoce que existen 12 posibilidades
de secuencias de dngulos de Euler para definir la actitud de un sistema de referencia. Se va a escoger la
secuencia tipica para sistemas roboticos

Y 4
Riy) = Ry =R,

Con esto podemos construir la matriz de rotacién de un Sistema de Referencia k que relaciona con el

Sistema de Referencia k-1

cos (¢, )cos (6;) cos (6;) sin (¢ ) —sin(6;)
R = | cos(¢y)sin(y;)sin () —cos () sin(¢y) cos (Y ) cos (@) + sin (@) sin (6)) cos () sin ()
Sin (Vi) sin () +cos () cos (9 sin (6)  cos () sin (9)sin (6) — cos (@) sin (v;)  cos () cos (6;)

Para poder expresar los jacobianos en el Sistema de Referencia Inercial se utiliza la concadenacién
de matrices de rotacion que relaciona el Sistemma de Referencia k con el Sistema de Referencia Inercial,
R,f = Hl.k:’ll Rii_l. Se construye una matriz de rotacién global donde la fila indica el "link’ padre y la columna

contiene el ’link’ hijo al que se llega.

I R -~ R!
R |0 1 R}

: I R,

0 1

El jacobiano local asociado al ’link” & se forma gracias a la propiedad de que las velocidades angulares
son aditivas siempre expresada en el sistema de referencia relacionado con el eje de giro. As{ transformamos

cada velocidad angular al Sistema de Referencia k utilizando la secuencia de dngulos de Euler antes descrita

nos queda
1 0 0
Joe=| | O] Rigy| L | RigRi| O
0 0 1

Por dltimo, los términos que componen las fuerzas y pares generalizados tiene una serie de peculiaridades.

El jacobiano J/, corresponde al punto de aplicacién de la fuerza f;, es decir,

or,
J| Lk ===
6q
donde r;, es el vector de posicion del punto de aplicacion de la fuerza f; expresado en el Sistema de Referencia
Inercial. Como los pares externos van a estar aplicados en los ejes locales de los diferentes ’links’ los pares

externos expresados en el Sistema de Referencia Inercial tendran la forma
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I
T =R[% — Z (Rilfi) + [ — ) fr
=1

Esta expresion indica que el conjunto de pares aplicados en el ’link’ k se corresponde con el par positivo
para 7, expresado en el Sistema de Referencia Inercial y con un par negativo sobre el ’link’ & la suma de los

pares aplicados en los ’links’ predecesores en la cadena.






Particularizacion al Sistema Robot

Una vez tenemos definidas todas las ecuaciones necesarias para analizar el comportamiento de un sistema
articulado, este capitulo se centrard en caracterizar el Sistema Robot. Como bien se adelantaba en la 1
Introduccion el sistema a estudio es un Vehiculo Aéreo No Tripulado formado por un brazo robético

constituido por una serie de articulaciones y un sistema de traccién dado por un rotor coaxial.

Se identificard al rotor coaxial como al ’link’ raiz del Sistema Robot donde se encuentran las variables
generalizadas universales del conjunto. Las diferentes articulaciones estdn conectadas entre si mediante

uniones esféricas que permiten cualquier giro respecto al ’link’ padre.

4.1 Caracterizacion del rotor coaxial

En esta seccion se va a modelar las fuerzas y pares que intervienen en el funcionamiento del rotor coaxial.

En €l se van a encontrar las fuerzas y pares aerodindmicos, las de friccion, las giroscépicas , etc.

4.1.1 Fuerzas aerodinamicas

En primer lugar se tienen las fuerzas y pares aerodindmicos, la traccién proporcionada por ambos rotores
que conforman el rotor coaxial se va a considerar en la situacion ideal y muy cercana a la realidad de que
proporcionan el doble de la traccién de un rotor aislado. También se hace la suposicion de considerar el
vector traccion total perpendicular al plano rotor, se desprecia asi la componente horizontal que se produce
cuando hay un movimiento de avance, Figura 4.1. Esta consideracion se puede realizar pues el dngulo de
ataque del plano rotor va a ser siempre lo suficiente pequefio (en el sistema controlado) para despreciar la

componente horizontal generada. La traccion de un rotor se puede modelar de forma sencilla como
T = K 03
donde el coeficiente K depende los pardmetros de la densidad del aire, nimero de palas del rotor,

velocidad relativa del conjunto, superficie y forma de las palas. Se obtiene asf la traccion total mediante la

suma de ambos rotores

29
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H

up Tup

T,, = Kr, o
dw TdW Ydw
T= Tup + wa

El rango de velocidades en el que se va a operar el Sistema Robot es lo suficiente bajo que la resistencia
aerodindmica producida en el movimiento puede despreciarse. Sin embargo, se crea un par torsor debido a la

resistencia al aire que no se puede despreciar. Este par tendrd sentido contrario a la velocidad angular a la

que gira el rotor.

2
Op = Kp op

La configuracion del rotor coaxial se establece con el rotor inferior girando segin las agujar del reloj
y el rotor superior girando en contra de las agujas del reloj. Esto provoca que si ambos rotores giran a la
misma velocidad angular nominal los pares torsores se anulen entre si, Figura 4.2. Por contra si se diera la
situacion de proporcionar diferentes velocidades angulares a los rotores, el par torsor debido a la resistencia
deja de anularse. Se produce entonces un movimiento de guifiada en el conjunto, Figura 4.3, gracias a la

conservacion del momento cinético.

Figura 4.2 Ascenso, fuerzas y pares aerodindmicos.

Aunque este fenémeno es usualmente considerado, para cambiar el médulo o la direccién del vector
traccion variando la velocidad angular norminal en los rotores y asi producir una nueva configuracion, el

objetivo principal del presente proyecto consiste en modelizar y visualizar como influye unos determinados
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LI ' - I AL W5 Lh )
Figura 4.3 Movimiento de Guifiada, fuerzas y pares aerodindmicos.
pares ejercidos en las articulaciones del brazo robético en el sistema del rotor coaxial modificanado asi la
posicién y actitud del conjunto Sistema Robot sin cambiar la velocidad angular proporcionada en los rotores

para en una continuacion controlar todo el Sistema Robot a través del s6lido rigido equivalente al Brazo

Robot.

Se concluye que a partir de ahora ambos rotores siempre van a girar a la misma velocidad angular
proporcionando una determinada traccién total que se considerard un input en nuestro problema eliminando

de la ecuacion los pares torsores debido a la resistencia al aire.

4.1.2 Uniones esféricas. Fuerzas de friccion

Las articulaciones del brazo robético estdn conectadas por uniones esféricas que permiten el giro en cualquier
direccion. Estas nos dan un conjunto de posibilidades de giro muy amplio aunque mecdnicamente tiene

algunas restricciones.

El arco posible en cualquier unién esférica no es completo a pesar de esto generalmente abarca un
dngulo superior a 180 grados. La zona de contacto superficial en la unién esférica provoca un par de friccion

que se puede modelar por

2
eric = afric ‘Q're

4.1.3 Dinamica de partes activas

Como se ha ido comentando a lo largo del texto serdn las articulaciones mediante las fuerzas y pares que

generen en el conjunto las que determinaran el movimiento y las trayectorias que se puedan realizar.

Estas uniones esféricas producen un movimiento relativo entre las dos articulaciones que une y por tanto
serd necesario caracterizar la dindmica asociada a este movimiento. Si definimos la matriz de inercia de la

unién esférica como 1, y la velocidad angular relativa que proporciona la unién €, ,

IreQre =T, — eric

Sera la variacion de T, resultante, tomados como pares externos en la modelizacién del Sistema Robot,

la que se utilizard para realizar el control del sistema.
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La generacion de velocidades angulares por partes méviles en la articulaciones provoca un fenémeno
denominado movimiento giroscépico. Un vector de velocidad angular que cambia de direccién aunque no de

médulo produce un par torsor de reaccidn al sentido de giro de los pares externos.

Qreac = Ire |'Qre| (Q‘re A ZI)

4.2 Ecuaciones cinematicas y dinamicas del Sistema Robot

El Sistema Robot estd compuesto por tres articulaciones mds el sistema de traccién coaxial. Para modelar
estos cuerpos serd necesario una serie de sistemas de referencia no inerciales, estos sistemas de referencia
girardn solidariamente con el centro de masa correspondiente a cada uno de los ’links’; sin embargo, excepto
el sistema de referencia asociado al ’link’ raiz, los s.d.r tendrdn su centro en la unién con su respectivo ’link’

padre, Figura 4.4.

(1}

)

o [
\54\

Figura 4.4 Conjunto del Sistema Robot.

{3}

Se necesitardn un conjunto de 15 variables generalizadas, 6 variables que caractericen la posicién y
actitud del ’link’ raiz mds 3 giros independientes por cada unién esférica que caracterizan completamente la

posicién y actitud del conjunto Sistema Robot.

Como se ha comentado anteriormente, los sistemas de referencia no inerciales de las articulaciones
[s.d.r 2, 3 y 4] se han centrando en la unién con la articulacién anterior en vez de en el centro de masas
de éste. Lo que si ha sido tenido en cuenta es que las direcciones de estos sistemas de referencia coincidan
con los ejes principales del cuerpo. En este caso, al estar modelado por un prisma, sus ejes principales van
asociado a las caras del prisma siendo perpendiculares a éstas.

I

Ikcdm = 12
I
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R(XY.Z)

Figura 4.5 Variables generalizadas en el Conjunto Sistema Robot.

Al no estar los sistemas de referencia centrados en el centro de masa del cuerpo, se introducen unos
términos de aceleracién en las ecuaciones dindmicas. Utilizando la formulacién de Newton-Euler y sea O el

origen del sistema de referencia queda

Figura 4.6 Sélido con el punto de aplicacién en un punto cualquiera.

mk(')'k—mkck/\(i)k—a)/\(mkck/\a)k) :fk (41)

Ikoa)k+kakA5k+kaIk0wk: Tk (42)

La matriz de masa de cada ’link’ tendra la forma

m T —mycf]

M, =
k my [cy] I,

Las matrices de inercias sobre el origen del sistema de referencia cambia y dada la posicién y orientacién

escogida respecto al centro de masa la nueva matriz incluye términos de Steiner en la diagonal
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11 +mkd2
Ik = 12+mkd2

0

L
Estas matrices de masa expresadas en el Sistema de Referencia Inercial

my I —mkaI [Ck

M, = T
k mWlci] R I (Ré)

Las ecuaciones representadas en 4.1 se pueden formular mas compactamente en forma matricial

[ ]oma[ 2[4

Tk

donde 0= | (91 0y = [0 V]

Como se ha desarrollado en el Capitulo 3 utilizando la formulacién de las ecuaciones cinemadticas y

dindmicas a resolver para el Sistema Robot tiene la forma

es decir,

e

Il
58

AN

~

Se afiade tres columnas de ceros en los distintos J, al inicio de la matriz para cuadrar las dimensiones

respecto a g.

Las ecuaciones dindmicas para el conjunto queda

4

4 4
Y ((Jk)TMka> G+, ((Jk)TMkjk + (Jk)TQkMkEka> qg=1Y, ((J\/;k)Tfk + )" T/ﬁ) (4.3)
=1 =1 =1
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con los jacobianos de cada ’link’ definidos por

— JV| i JV2 — JV3 — JV4

Se tiene un conjunto de 15 ecuaciones diferenciales de segundo orden para 15 variables generalizadas. El

conjunto de variables se denominard como

g=(X Y Z v 6 ¢ Vi 6 ¢ v, 6, 6 y; 6 ¢3)
g=(X Y Z %% 6 ¢ Vi 6 ¢ ¥ 6, 6 VY3 63 ¢3)
G=(X Y Z W 6, ¢ v 6 ¢ VW 6, ¢ V3 6; ¢;)
Los ’links’ que conforman el brazo robético se modelardn como sendos prismas de longitud /; y base
axb de densidad uniforme. El ’link’ que modela el rotor coaxial serd un disco de radio R, igual a la longitud

de las palas. Este disco se considerard idealmente de densidad uniforme con su centro de masas en el centro

del mismo. Una barra sin masa y de longitud /;, que determina la distancia entre el centro de masas del rotor

coaxial y la unién del ’link” 1.

La matriz de rotacidn general del Sistema Robot se compone de las siguientes submatrices

R= I R} R}
I R}
0 0 I

Los jacobianos de velocidades lineales Jvak y sus correspondientes matrices homogéneas Wkl se definen

como

Figura 4.7 Vectores de posicion en Sistema Robot.

- Link 1, Rotor coaxial:
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- Link 2, Articulacion 1:

Wy = wiw,! = w,! { Roz 1712 ]
0 0
=0 y P2= 0
3 —lo
2 1
J, = & J‘/} — %
0y 6q 2 6q

- Link 3, Articulacion 2:

x3—W3I{C3} 03—W2l[pl3

0 0
3= 0 y D3= 0
b !
2 13 112
J _ 503 J/ _ 8X3
Vog 6q V3 6(]

- Link 4, Articulacion 3:
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0 1
0 0
€= 10 y pa= |0
73 4 L 3
7604 , 75)64
V04767q V4767q

Por otro lado, los jacobianos angulares locales J,, para la formacion de los jacobianos angulares J,, se

establecen de la siguiente forma

1 0 0 1 0 —sin(6,)
Joy = 0 Rl | 1 R’(‘%)R}(eo) 0 =10 co's(wo) cos (6,) sin (y)
0 0 1 0 —sin(yy) cos(y)cos(6y)

donde los jacobianos fwz, fm3 y Jy , tienen la misma forma con sus respectivos dngulos de Euler. La
15 8J; .

derivada temporal de los jacobianos J, se puede computar facilmente de la siguiente manera J, = ¥, 21549
J

Por tltimo, queda por caracterizar las fuerzas y pares externos a las que estd sometido el Sistema Robot.

Reuniendo todos los términos en el apartado anterior

0 0
fi=RI| O | + 0
T 1 _(mR)g 1
0
fh= 0
—mg I
0 0
f3 = 0 f4: 0
—m8 |, —m3g |,
Tl :O

)4
= R2 Trz + [x2 - 02] f2 - Qreacz

)4 1
3= R3 Tr3 - R2 Trz + [X3 - 03] f3 - Qreac'3
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Ty = Ré{fm - (RZITrz +R3ITr3) + [)C3 - 03]f3 - QreaC4



5 Reduccion a sélido rigido general. Tensor de
inercia

El objetivo final de este Proyecto Fin de Carrera es obtener el centro de masas y tensor de inercia del
solido rigido en cada instante comformado por el brazo robético al completo como un tnico sélido rigido
al introducir los pares torsores en las articulaciones. Se reducird por tanto el Sistema Robot a dos sélidos

rigidos enlazados, el cuerpo del conjunto del rotor coaxial y el sélido rigido genérico a obtener.

5.1 Centro de masas, X;

Figura 5.1 Sistema Robot definido el Cuerpo Brazo Robot.

Una vez se ha calculado la posicién y actitud y las velocidades lineales y angulares absolutas de todos

los cuerpos que forman el Sistema Robot se puede obtener el centro de masas del Cuerpo Brazo Robot

39
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simplemente de la deficion de centro de masas para un Sistema de Particulas.

N ELEACI)) .

n=2 My

Se ha utilizado la numeracién ligada a los sistemas de referencia de los cuerpos que forman el Cuerpo
Brazo Robot. Nétese que el vector x¢; (¢ (t)) estd expresado en el Sistema de Referencia Inercial segin se

definieron los vectores x; en los anteriores capitulos.

Figura5.2 Vector de posicién x; definido en el Cuerpo Brazo Robot.

Sin embargo, si lo que queremos es obtener el vector X; representado en la Figura 5.2 serd necesario un

cambio de sistema de referencia y para ello utilizamos las matrices de rotacién ya definidas

Xo= (Rzl)T(xG—m) (5.2)

o aplicamos la ecuacién 5.1 a los vectores de posicién respecto al Sistema de Referencia 2 como se hara

posteriormente.

5.2 Tensor de inercia en X;

Para terminar de caracterizar el Cuerpo Brazo Robot es necesario conocer el tensor de inercia ligado al centro
de masas de éste. Para ello s6lo conocemos el tensor de inercia de los prismas expresados en sus ejes de

inercia principales en el centro de masa de los mismos. Como unién entre las dos caracterizaciones del brazo
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M

robot, se tiene el origen del Sistema de Referencia 2, O,. Se utilizara el Teorema de Steiner aplicado dos

veces para llegar al tensor de inercia del Cuerpo Brazo Robot. El Teorema de Steiner dice que

Teorema 5.2.1 (Teorema de Steiner) El tensor de inercia de un sistema material en un punto O, respecto a
un sistema de referencia es igual al tensor de inercia respecto a un sistema de referencia paralelo al anterior,
que pasa por el centro de masas mds el tensor de inercia respecto a los ejes situados en O de la masa total

concentrada en G.

Figura 5.3 Teorema de Steiner.

Se formula matematicamente de la siguiente forma,

Hay que destacar que el Teorema de Steiner nos indica dos puntos que no se pueden obviar para calcular

correctamente el tensor de inercia.

* Los sistemas de referencia de los puntos donde se calculan los tensores de inercia son paralelos. As{

serd necesario girar ciertos sistemas de referencia para utilizarlos adecuadamente.

» El Teorema de Steiner s6lo relaciona el tensor de inercia en el centro de masas de un cuerpo con el
tensor de inercia en cualquier otro punto. No se podrd utilizar, por tanto, los tensores de inercia en el

origen de los Sistemas de Referencia 3y 4.

Se seguird el siguiente procedimiento para obtener el tensor de inercia en el centro de masas del Cuerpo

Brazo Robot.

1. Calcular los tensores de inercia de los cuerpos 2, 3 y 4 en el origen del Sistema de Referencia 2, O,

utilizando el 5.2.1 Teorema de Steiner.

a) Calcular los vectores del centro de masas de los "links’, x, , X, ¥ X, en el Sistema de Referencia

2.
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X6, = @2
Xo, =P+ Ri(q(1)cs (5.3)

XG, = P2 +R3(q(1) p3+R3(q (1)) ey

b) Para cada ’link’ se gira el tensor de inercia del centro de masa correspondiente a los ejes
principales, paralelos al Sistema de Referencia k del ’link’, para obtener unos ejes paralelos al

Sistema de Referencia 2 y asi poder aplicar el Teorema de Steiner.

1;(Gy)p = R (g (1) 1;(Ga); (R3(q(1)))"

1;(Gy)jp = Ry (q(1) 1;(Gy)y (R (q(r))"

¢) Para terminar se aplica el Teorema de Steiner en el origen del Sistema de Referencia 2.

2 [ 2 1
[;(0y) = 1;; (Gy), +my _|sz| Sij_szl. X6y, |

o ]
I5(0)) = 1,;(G3), +my _|XG3| Oj =Xy, "X, |

4 [ 2 T
[:(0y) = 1;; (Gy)y +my _|XG4| 51‘,'*)6(;41_ Gy, |

2. Conocido los tensores de inercia Il»zj (0,), Ifj (0,)y If‘j (0,) y sabiendo la propiedad distributiva de

los tensores de inercia que dice

Propiedad 5.2.1 (Distributiva)

si A’y B son dos particiones disjuntas de un conjunto Ty los I;; estan todos calculados en el mismo

punto del espacio.

Se puede obtener facilmente el tensor de inercia del conjunto brazo robot en O,, Il-sl‘»’l (0,).

3. Aplicando de nuevo el Teorema de Steiner y referenciando al centro de gravedad del Cuerpo Brazo

Robot, se llega al tensor de inercia Ifjf’l (G).

sol sol 2
L7 (G) = L7 (0y) —myy | X" 8 — Xg, - X,

sol

La masa total del brazo robot es my,,; = m| +m, +my

4. El tensor de inercia obtenido Iijl (G) estd ligado a un sistema de referencia paralelo al Sistema de

Referencia 2 como se deduce de la aplicacién del Teorema de Steiner.
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5.3 Expresiones del cuerpo equivalente al Brazo Robot. X; y Igf’ (G)

El objetivo principal de este proyecto fin de carrera es obtener las expresiones del centro de gravedad y el
tensor de inercia del cuerpo equivalente al Brazo Robot para la reduccién del nimero de ecuaciones dindmicas

a simular para un futuro control del Sistema Robot.

Las ecuaciones de los diferentes centros de gravedad (5.3) tiene la siguiente expresion en coordenadas

generalizadas y pardmetros mdsicos y geométricos

0
.sz = [01
2

cos (¢,)cos (6,) sin (¢, ) cos (65) —sin (6,)
R§ = cos (¢,) sin () sin (6,) — cos (y; ) sin (¢,) cos (9,) cos (y) +sin (6, ) sin (y;) sin(¢,) ~ cos (y;)cos (6,)
sin (@, ) sin (W, ) + cos (@, ) cos (psi, ) sin (theta,) cos(psi,)sin(¢@,)sin(6,) —cos(,)sin(y,) cos(y,)cos(6,)

R (1,1) = cos (¢) cos (¢3) cos (8;) cos (65) — cos (6, ) sin (@) [cos @5 sin (¢3) — cos (@) sin (y3) sin (65)] —
—sin (6,) [sin (@3) sin (y3) + cos (¢3) cos (y3) sin (03)]

R42 (1,2) =sin(6,) [cos (¢3) sin (y3) — cos (y3) sin (@) sin (65)] +cos (6,) sin (¢,)

[cos ¢ cos () +sin (93) sin (y3) sin (65 )] 4 cos (¢, ) cos (6,) cos (63) sin (¢5)
R} (1,3) = cos (8,) cos (8;) sin (¢, ) sin (y3) — cos (y3) cos (65) sin (6,) — cos (§,) cos (6, ) sin (65)

R42 (2,1) = cos (0,) sin (y,) [sin (@3) sin (y3) +cos (¢3) cos (y3) sin (65)] — cos (93) cos (63)
[cos () sin (@) — cos (¢,) sin (y;) sin (8,)] — [cos (¢,) cos () +sin (¢, ) sin () sin (6,)]
[cos (y3) sin (93) — cos (@3) sin () sin (63)]
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R (2,2) = [cos (9,) cos () +sin (¢,) sin () sin (6,)] [cos () cos (95) + sin (9) sin (y3) sin (6;)] —
—sin (93) cos (65) [cos (Y, ) sin (¢,) — cos (¢,) sin () sin (6,)] —sin (Y, ) cos (6,)
[cos (93) sin (y3) — sin (@3) cos (y3) sin (65)]

R42 (2,3) =sin(65) [cos (y,) sin (¢,) — cos (¢, ) sin (y,) sin (6,)] + cos (65) sin (y;3)

[cos (6) cos () +sin (@) sin () sin (8,)] + cos () cos (6) cos (6 ) sin (y5)

R} (3,1) = [cos (@,) sin () — cos () sin () sin (6,)] [cos (y3) sin (93) — cos (¢3) sin (3) sin (6;)] +
+cos (¢3) cos (63) [sin (¢,) sin () + cos (§,) cos () sin (6,)] +cos (¥, ) cos (6,)
[sin (¢3) sin (y3) +cos (93) cos (y3) sin (6;)]

R42 (3,2) = cos (05)sin (¢3) [sin (¢,) sin (y) + cos (¢, ) cos (y;) sin (8,)] — cos (¥, ) cos ()
[cos () cos (¢3) — cos (y3) sin (93) sin (thetas )] — [cos (@,) sin (y,) — sin (¢, ) cos (y;) sin (6,)]
[cos (@3) cos (y3) +sin (¢3) sin (y3) sin (65)]

R (3,3) = cos () cos () cos (6,) cos (6;) — cos (85) sin () [cos (9,) sin () — cos () sin (9,) sin (6, )]
—sin (65) [sin (¢, ) sin (y,) +cos (¢,) cos (Y, ) sin ()]

Con estas expresiones se obtiene el centro de gravedad X

0 0 0 0 0
mll ]+m2{[ 0 ]+R32[0]}+m3{[ 0 ]+R32[0]+R42[0]}
—ly 2 —ly b 5

ml + m2 + m3
En cuanto al tensor de inercia ligado al centro de gravedad X; del cuerpo equivalente del Brazo Robot,

OO O

XG:

primero es necesario expresar los tensores de inercia intermedios calculados para obtener la expresion de

sol
L7 (G).

Los tensores de inercia en ejes principales de los ’links’ 2, 3 y 4 centrados en sus respectivos centros de

gravedad,
& my (> +17) 1 o2 X 0
1 (Gy), = 0 75 my (a@®+17) 0
0 0 % my (szraz)
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Bmy (b*+17) R, 0
1;j(Gy)y = 0 15 ms (a® +15) 0
0 0 % ms (b2 +a2)

Los tensores 1;; (G3); y I;; (G4), girados para ser expresados en el Sistema de Referencia 2

1 . 1 1 .
1; (G3)p (1,1) = M sin (0,) (a* +b%) + M cos® (¢,) cos? (8,) (17 +b*) + e cos? (6,)sin” () (17 +a?)

1;;(G3)p (1,2) = % [my cos (8,) sin (¢,) [cos (¢,) cos () +sin (@,) sin () sin (6,)] [azJFle -
*% [my cos (6,) cos (9,) [sin (9,) cos (W) — cos (¢,) sin () sin (6,)] [b2+lz]] -

,% [mz cos (6,)sin (y,)sin (6,) [bZJrazH

I;;(G3) 5 (1,3) = % [my cos (6;) cos (9,) [sin (@) sin () +cos (9,) cos () sin (6,)] [b° + ]| —
25 [maos (8,)sin (03) [eos (93)sin () — sin (9) cos (o) sin (6,)] [a® + o] -

—% [m, cos (6,) cos () sin (6,) [b* +a?]]

1;j(G3)p (2,1) = % [m, cos (6,) sin () [cos (¢,) cos (W) +sin (¢,) sin (y,) sin (6,)]] [a® +1,] —
_le [y cos (6,) cos (9,) [sin () cos () — cos (¢,) sin (y;) sin (6,)]] [b* + 1] —

_é [my cos (6,) sin (y,) sin (6,)] [b2+a2]

I;; (G3)H2 (2,2) = % {mz [cos (¢,) cos (W) +sin (9, ) sin () Sin(ez)]z} [az +b]+ % [m, [sin (¢,) cos (y) —

cos (¢,)sin (y,) sin(@z)]z] (6> +1,] + % [m, cos? (8,) sin” ()] [b* +a’]

1 (G) 13 (2:3) = 73 [macos () sin () cos (6)] [ +a?] — 5 [y [sn (6) sin (1) +cos (95) os () in (6,)]
[cos (W, ) sin (¢,) — cos (¢,) sin () sin (6,)]] [bz + lz] - % [m, [cos (¢,) cos (W) + sin (¢, ) sin (Y, ) sin (6;)]
5in () 05 (9,) — sin (6,)<0s (y2)sin (8,)]] [a® + ]

I (G3)p (3,1) = 11*2 [my cos (6;) cos (9,) [sin (@) sin () + cos (9,) cos (y) sin (6,)] [b° + ]| —
—11*2 [my cos (6,)sin (9,) [cos (@) sin () —sin (9,) cos (Y, ) sin (6,)] [ + 1] ] —

_117 [mz cos (0,)cos (y,)sin(6,) [b2+a2]]
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I;; (G3)H2(2,3) 112 [mzcos(l//z)sm(y/z)cos (92)] [b2+a ] —i [my [sin (@, ) sin (y,) +cos (¢,) cos (W, ) sin (6,)]

12

[cos () sin () — cos (9,) sin (yy) sin (6,)]] [b% +15] — é [m5 [cos (¢,) cos () + sin () sin () sin (6,)]

[sin (y5) cos (9,) —sin (9,) cos () sin (6,)]] [a* + 1]

1 (G (33) = =5 [malcos (62)sin () —cos () sin (93)sin (6:)12] [a® + ] + 5 [ fin (93)sin () +

cos (W) cos (¢,) sin (6,)] ] [b2+l2] +$ [mzcos (y,) cos? (6,)] [szraz]

Lij (Gy)p (1,1) =
%m3 [a +b ] [cos () cos (6,) sin (8;) + cos () cos (85) sin (6,) — cos (6, ) cos (65 sin (9, ) sin (y3)]> +

s[5+ 13] [sin (6,) s (93)sin () + c05 (95) os () sin (6,)] + cos (6,) sin (9,
[cos (w3)sin (93) — <03 (6) s () sin (65)] — cos () cos (85) cos (6, o (63)] +
s a4 13] [sin (6,) cos (93)sin () — cos () sin (9 sin (6] +

+cos () sin (9,) [cos (3) cos (¢3) +sin (95) sin () sin (83)] +cos (¢ ) sin (¢3) cos (6,) cos (65)]*

;j (Gy)p(1,2) =

%”% [b? +15] [sin (6,) [sin (93) sin (y3) +cos (@5) cos (ys3) sin (63)] +
+cos (6;) sin () [cos () sin (¢3) — cos () sin () sin (6)] —
—cos () cos (93) cos (6,) cos (65)]
[[cos (¢,) cos () + sin (¢,) sin (y) sin (6,)] [cos (y3) sin (¢3) — cos (¢3) sin () sin (65)] +
+cos (93) cos (65) [cos (y;) sin (@) — cos (¢,) sin (y;) sin (6,)] —
—c0s(6,) sin (y;) [sin (¢3) sin (y3) + cos (¢3) cos () sin (63)]] —

(

im3 [a* +b?] [cos (¢,) cos () sin (63) + cos (y3) cos (65 ) sin (6,) — cos (6,) cos (65) sin () sin (y3)]

12
[sin (63) [cos (W) sin () — cos () sin () sin (6,)] +
+ cos (6,) sin (¢,) [cos (3) sin (¢3) —cos ( 3)5111(‘!’3)5111(93)}

—cos (9,) cos (9) cos (6,) cos (65)] + *m3 [a®+15]

[sin (6,) [cos (@) sin (y3) — cos (y3) sin (3) sin (6)] + cos (6,) sin (¢,)

[cos (95) cos () +sin (93) sin (y3) sin (65)] + cos (9,) cos (6,) cos (63) sin (93)]*
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L (Gy)p (1,3) =
lems [a® + 5] [cos () cos (,) sin (63) + cos (3) cos (85) sin (6,) — cos (6,) cos (65) sin () sin (y3)]
[sin (65) [sin () sin (@) + cos (¢,) cos (y;) sin (6,)] +
+ cos (63) sin (y3) [cos (¢, ) sin () — cos (y;) sin () sin (6,)] —
—cos () cos (y3) cos (6;) cos (6;)] —
2 )sin (
)sin (

(
—im3 6% +13] [sin (6,) [sin (93) sin (s3) + cos (¢3) cos (y3) sin (6;)] +
(

=3

+cos (6,)sin (@) [cos () sin (65) — cos (@) sin (y5 ) si
—cos (¢) cos (@) cos (68,) cos (63)]

[[cos (¢,) sin () — sin () cos () sin (6,)] [cos () sin (93) — cos

.—‘.ﬁ .? .—.r—.
=
—
=

(%)
~
z
=
—
N
~
_|_
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]
w
—
=
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~
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=
—
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2
=
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+cos (¢,) cos (6,) cos (65) sin (¢3)]

[[cos (¢,) sin () — cos () sin (¢,) sin (6,)]

[cos (¢3) cos (3) +sin (93) sin (ys3) sin (63)] +

+c0s (Y) cos (6,) [cos (93) sin () — cos (3) sin (93) sin (65)] —
—cos (65) sin (¢3) [sin (@) sin () +cos (92) cos (Y ) sin (6,)]]

I;;(Gy) o (2,1) =

%m3 [b” +137] [sin (6,) [sin (¢3) sin (y3) +cos (@) cos (3) sin (6;)] +

+c0s (6,) sin (¢,) [cos (W) sin (¢3) — cos (@) sin (y3) sin (65)] —

—cos (@) cos (¢3) cos (6;) cos (65)]

[[cos (9) cos () +sin (¢,) sin () sin (6,)] [cos (3) sin (¢3) — cos (¢3) sin () sin (63)] +

+c0s (93) cos (65) [cos (y) sin (9,) — cos (9,) sin (y) sin (6,)] —

—cos (6,)sin () [sin (¢3) sin (y3) 4 cos (¢3) cos () sin (65)]] —

s @+ 5?] cos (6)cos (6,)sin (65) + cos () os () sin (6) —cos (6;)cos (6) sin (9, sin ()]
[sin (85) [cos () sin (9) —cos (¢,) sin () sin (6,)] +
+ cos (6,) sin (¢, ) [cos (y3) sin (93) —cos ( 3)Sln(‘I’3)Sm(93)]

—cos (9,) cos (93) cos (6,) cos (6)]* + *m3 [@*+15]

[sin (6,) [cos (¢3) sin (y3) — cos (3) sin (¢3) sin (65)] + cos (6,) sin (¢,)

[cos (9) cos (y3) +sin (95) sin () sin (63)] +cos (9,) cos (6y) cos (83) sin (9)]*
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L (Gy)p(2.2) =

oma [a® 0] sin (63) [eos () sin (92) — cos (¢) sin () sin (6,)] +

005 (63)sin () [c05 () cos () + sin (9) sin () sin (6,)] +

cos<w3>cos<ez>cos<03>sm<w2>}2+

oy [57412] [eos (92) s () + sin (9)sin () s (6,)]fcos (ys) i (9) — cos (95 sin () sin (63)] +
005 (93) <05 (65) [c0s () sin (9) — cos (9) sin () sin (6)] —

—cos(6,)sin (y) [sin (93)sin () + cos (95) cos (ws)sin (6] +
- my [a + 1] [eos (63)sin (93) cos () sin (95) —cos (9)sin (o) sin (6,)] ~
—[[c0s (93) <05 () +5in (9) sin () sin (6,)] [c0s (93) c0s () +sin (@) sin (w5 sin (6] +

+cos (6,) sin () [cos (93) sin () — cos (y5) sin (¢3) sin (63)]]

L;;(Gy)p(23) =

lema [ +15] [[cos (9,) sin () — sin (9,) cos () sin (6,)] [cos (y3) cos (¢3) +sin (93) sin (y3) sin (63)] +
+ 05 (6,) cos () [cos (@) sin (y3) — sin (¢3) cos (3 sin (63)] —

—sin (@) cos (65) [sin () sin (¢,) + cos (¢;) cos (Y sin (6,)]]

[cos (65) sin (@) [cos (y;) sin (¢,) — cos (@) sin () sin (6,)] —

—[cos (9,) cos () +sin () sin (¢, ) sin (65)]

[cos (¢3) cos (y3) + sin () sin (@3 sin (6;)] +-

+cos (6;) sin (y;,) [cos (@) sin (y3) — sin (¢3) cos (y3) sin (63)]] —

_T12m3 6% +137] [[cos (9,) sin () —sin(@,) cos () sin (6,)] [cos (y3) sin (93) — cos (¢3) sin (ys3) sin (6;)] +
+cos (93) cos (65) [sin (W) sin (9,) + cos (9,) cos () sin (6,)] +

+cos(6,) cos () [sin (¢3) sin (y3) + cos (¢3) cos (3 ) sin (63)]]

[[cos (@) cos () + sin (y;) sin (¢, ) sin (6,)]

[cos (y3) sin (¢3) —sin () cos (¢3) sin (6;)] +-

+cos (93) cos (65) [cos (W) sin (@) — cos () sin () sin (6,)] —

—cos (6,) sin (y;) [sin (@3) sin (y3) 4 cos (93) cos (y3) sin (6;)]]

L a2 87 fin (65 sin () in () + c0s (0)cos () s (6 +

+cos (6;) sin (y3) [cos (¢,) sin (y;) — sin (9,) cos (y;) sin (6,)] —

cos () cos (y3) cos (6,) cos (65)]

[sin (65) [cos (y;) sin (@) — cos (@) sin (y;) sin (6,)] +

+cos (85) sin (y3) [cos (@,) cos () +sin (¢,) sin () sin (6,)] +

sin (W) cos (0,) cos (65) cos (y3)]
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;;(Gy)p(3,1) =
1—12m3 [ 1 b7] [cos (9) cos (6,) sin (83) +cos (w3) cos (65) sin (65) — cos (6) cos (65 sin (9) sin (y3)]
[sin (65) [sin () sin (@) + cos (¢,) cos (y;) sin (6,)] +
+ cos (63) sin (y3) [cos (¢, ) sin () — cos (Y;) sin (@) sin (6,)] —
—cos () cos (y3) cos (6;) cos (6;)] —
2 )sin (
)sin (

(
—im3 [bz‘*‘lﬂ [sin (6,) [sin (¢5) sin (y3) + cos (@3) cos (y3) sin (65)] +
(

=3

+cos (6,) sin () [cos (y5) sin (65) — cos (@) sin (y5)si
— cos (@) cos (93) cos (6) cos (63)]

[[cos (¢,) sin () — sin (,) cos (W) sin (6,)] [cos (y3) sin (¢3) — cos (@) si

+cos (9,) cos (6,) cos (65) sin (¢3)]
[[cos (¢,) sin () —cos (y,) sin (¢,) sin (6,)]

[cos (¢3) cos (y3) +sin (@) sin (y3) sin (65)] +
+cos (Y, ) cos (6, ) [cos (93) sin (y3) —cos (y3) sin (¢3) sin (63)] —
—cos (65) sin (¢5) [sin (¢,) sin () +cos (¢,) cos (y, ) sin (6,)]]
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L;j(Gy)p(3.2) =

len% [a® + 15 [[cos (9,) sin () — sin (@) cos () sin (8,)] [cos (w3) cos (¢3) +sin (¢3) sin (v3) sin (63)] +
+c0s (8;) cos () [cos (¢3) sin (y3) — sin (93) cos () sin (65)] —

—sin(93)cos (65) [sin (y,) sin (¢,) + cos (¢,) cos () sin (6,)]]

[cos (65) sin (93) [cos () sin (9,) —cos (¢,) sin () sin (6,)] —

— [cos (9,) cos (y) +sin () sin (9,) sin (65)]

[cos (¢3) cos (y3) + sin (y3) sin (¢3) sin (63)] +

+c0s(6,) sin () [cos (¢3) sin (y3) — sin (93 ) cos (y3) sin (6;)]] —

—lemz [6% +15'] [[cos () sin () —sin (9,) cos () sin (8,)] [cos (y3) sin (95) — cos (9) sin (3 ) sin (65)]
+¢0s (93) cos (65) [sin (y) sin (@) 4 cos (@) cos () sin (6,)]

+c0s (6,) cos (y) [sin (93) sin () + cos (93) cos (y3) sin (65)]]

[[cos (@) cos (W) +sin () sin (9,) sin (6,)]

[cos (y3) sin (¢3) — sin (y3) cos (¢3) sin (63)] +

+c0s (93) cos (65) [cos (y) sin (9,) — cos (9,) sin (y;) sin (6,)] —

—cos (6,) sin (y;) [sin (@3) sin (y3) 4 cos (93) cos (y3) sin (6;)]]

—%m3 [a* 4+ b?] [sin (65) [sin () sin () +cos (¢,) cos (y, ) sin (6,)] +

+c0s (63) sin (3) [cos (@) sin () —sin (¢,) cos () sin (6,)] —

_|_
+

cos () cos () cos (6,) cos (65)]

[sin (65) [cos () sin () — cos (@) sin (y;) sin (6,)] +

+cos (85) sin (y3) [cos (92) cos () +sin (9,) sin () sin (6,)]+
sin () cos (6) cos (65) cos ()]

I;j(Gy) 2 (33

= m, [a® +b?] [sin (85) [sin () sin (9,) +cos (¢,) cos () sin (6,

12 1+

+cos (65) sin (y3) [cos (9,) sin () — sin (@) cos () sin (6,)] +

cos () cos (6,) cos (65) cos (y3)]” +

+ém3 6% +137] [[cos (9,) sin () —sin () cos () sin (6,)] [cos (y3) sin (93) — cos (¢3) sin (ys3) sin (6;)] +
+c0s (93) cos (65) [sin (y;) sin (9,) 4 cos (9,) cos () sin (6,)] +

+c0s (8,) cos () [sin (9) sin (y3) +cos (¢3) cos (y3) sin (63)]]° +

ams [a 412] fcos (6 sin (y2) — sin () cos () sin ()] [cos () cos (05) + sin (05 s (ys ) sin (6)] +
+c0s () cos (6,) [sin (y3) cos (¢3) — sin (¢3) cos (53 ) sin (63)] —

2

—cos (65) sin (¢3) [sin () sin () +cos (¢,) cos (Y, ) sin (6, )]]
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5.4 Ecuaciones cinematicas y dinamicas del Sistema Robot equivalente

Por dltimo, se desarrollan las ecuaciones cinematicas y dindmicas resultantes de utilizar el cuerpo equivalente

al Brazo Robot.

El Sistema Robot equivalente estard formado ahora por el cuerpo que modela el rotor coaxial ligado al
Sistema de Referencia 1y el cuerpo equivalente al Brazo Robot ligado al Sistema de Referencia 2. Se reduce

asi el nimero de variables generalizadas a nueve, facilitando la implementacién de las ecuaciones.

q=(X Y Z ¢ 6, v ¢ 6, ¢ )
q= ( XY 2 ‘150 90 ‘lfo ‘751 6‘1 451 )
j=(X YV Z ¢ 6 W 6 6, ¢ )

Las ecuaciones cinemdticas lineales y de actitud son ahora

Respecto a los vectores y matrices que son necesarios para determinar los jacobianos lineal y angular
no cambian respecto a lo expresado en 4.2 para los ’links’ 1y 2 excepto el vector que indica la posicién del
centro de masas del cuerpo ligado al Sistema de Referencia 2 que ahora serd el centro de masas del cuerpo

equivalente al Brazo Robot, es decir, ¢, = X; definido X; en la ecuacién 5.2.

Asi si expresamos las ecuaciones cinemaéticas de los dos cuerpos al completo

- Link 1, Rotor coaxial:

X . ¥o— 9osin (6y)
Vo, = | ¥ o; = | Oycos () + Pycos () sin (yp)
Z @y cos (Yp) cos (6y) — Oy sin ()

- Link 2, cuerpo equivalente al Brazo Robot:
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Y —ly cos (W) cos (65) + Byl sin (yp) sin (6y)

X + 8/, cos (6p)
Vp, =

Z +olysin (W) cos (8y) + Byl cos

(o) sin(6;)

[ { ¥ — By (sin () sin (8) +cos () cos (8 sin (o)) — §ysin (6) ~
COS(%)C?S(QOSm(Qo)+COS(90)COS(91)Sin(¢0)Sin(%))+li’1 cos (¢) cos (6)

B cos (Wy) — ¥ (cos (@) cos (W) sin (6) — cos (@) sin (o) sin (6)) —
— ¢y [cos () sin (y;) (cos (¢) cos (W) +sin (@) sin () sin (6)) —
—cos (dy) sin (i) sin (8y)) +cos () cos (8y) cos (6, ) sin (v,
—6; [cos () (cos (@) cos (Wp) +sin (9) sin (W) sin (6y)) — cos (8y) sin () sin (v,

91 (cos (9y) cos (8y) sin (6;) —

sin (60, ) (cos (yp) sin (@) —

¥ (sin (@) sin (o) + cos (@) cos (W) sin (6)) —
— g, [sin (6, (sin () sin (W) +cos (9y) cos (yp) sin (6)) —
—cos (6;) sin () (cos (@) sin (¥) —cos (W) sin () sin (6)))
+cos (Yp) cos () cos (6) cos (6,)] —

+6 [cos () (cos (@) sin () — sin (@) cos () sin (65))

+
6o sin (o) +
s )+
+cos (8y) cos (W) sin (y;)] + @y cos (6y) cos (yp)

) -
)+
-+ cos (6) sin ()

Las ecuaciones dindmicas 4.3 para el conjunto de cuerpos del Sistema Robot se reduce a

(0" M+ @) Moy )+ [ (007 My + () Myl ) + (1) QUMLET, + ()T QoMoE ) [ 4=
T

fit (o) 2t) + () o+ V) 5

(@)

donde los jacobianos tienen la siguiente forma

1 0 0O 0 0 0 0
01 00 0 0 00
J - 0010 0 0 00
=10 0 01 0 —sin((8y) 00
0 0 0 0 cos(yy) cos(6y)=sin(psiy) 0 O
0 0 0 0 —sin(y,) cos(yy)*cos(fy) 0 O
1 00 ly*cos (6y)
0 1 0 —Iyxcos( 0)*005(60) Iy *sin (W) *sin (6;)
o 0 0 1 Iyxcos(6y)=*sin(yy) Iyxcos(y)xsin(6,)
Jr(:,1:6)= 00 0 f 0
0 00 0 cos (yp)
0 00 0 —sin ()

(=l eleloNoNe)

0
0
0
—sin(6y)
cos (6y) *sin ()
cos () xcos (6;)

!
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0
0
0

cos (@) * cos (6,)
c0s (8y) +5in () *5in (8) — cos () *in ()
sin (9y) *sin (Vo) + <05 (9y) *c0s () * i (6p)

i 0
0
5 8) = . . 0 .
2\ —sin(y;) *sin(6;) —cos (y;) *cos (6y) * sin (@)
cos (8y) * sin (W) * sin () —cos (Y1) * (cos (@) * cos (o) +sin (@) +sin (o) *sin (6, ))
| cos () * (cos (@) *sin (W) — cos (o) *sin (@) *sin (8y)) +cos (Yp) * cos (6y) * sin (y)
[ 0
0
0
{cos(wl)*cos(el)*sin(eo)—cos(q)o)*cos(@o)*sin(el)—}
L(:.9) = cos (6y) *«cos (0;) xsin (@) *sin (y;)
Sin (1) + (cos (yp) +sin (dg) — 05 (8p) #5in (Yp) <5in (8)) —c0s (8;) xsin () + (cos (9o) * cos (o)
+sin () * sin (yy) *sin (6) — cos (y; ) *x cos (6y) *cos (0} ) *sin (yy)
cos (8,) +sin () (<05 () *sin () — cos (W) # sin (@) +in (8)) — sin (6, (sin () *sin (o) +
I cos (@) *cos () *sin (6y) — cos () * cos () *cos (6;) * cos (6;)

Las matrices de masas de cada cuerpo son

0 R, (R

_ msalI 7msolW2[ [X%;]
=
m, Wy [Xg] Rzllg;ol (Rzl )
donde
ImgR; 0 0
I, = 0 ImoR3 0
0 0  ImyR;

WZI , RlI y Rzl no cambian su valor respecto a lo ya definido en los Capitulos anteriores. Se puede apreciar

Isal

que ahora se usan las expresiones de X; y I;” para el cdlculo de la matriz de masa.

Sélo uno de los jacobianos asociado a las fuerzas y pares externos va a modificarse en esta configuracién
yes J{,z que es el que relaciona las fuerzas exteriores en su punto de aplicacién, ahora X, con las fuerzas

generalizadas. También el vector de fuerzas f, y el par 7, se modificardn
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Simulador

Como punto adicional al proyecto, en las siguientes pdginas se describe la estructura construida para la
realizacién de un Simulador que obtenga el sistema definido en el Capitulo 4. En el Apéndice A y B se

incluye los cédigos desarrollados para este Simulador.

6.1 Estructura de las funciones

El archivo .m que inicializa el Simulador de nombre SimulacionRotor3D_3links.m contiene las condiciones
iniciales de las variables generalizadas definidas en 4.2 asf como las entradas del vector fuerzas generalizadas
F,.

Ejecuta de igual modo la funcién rotor3D_3links.m. Esta funcién toma como entrada el vector de
condiciones iniciales x definido en SimulacionRotor3D_3links.m, el vector de fuerzas generalizadas Fy y el

tiempo del fin de la simulacién 7 fin.

La funcién rotor3D_3links.m proporciona como salida el vector de variables generalizadas g en el
daltimo instante de la simulacion de las ecuaciones dindmicas del sistema, ver ecuacion 4.3. Las ecuaciones
dindmicas se define en la funcién fun.m que es llamada por la funcién rotor3D_3links.m dentro del comando
odel5s. Asi fun.m desarrolla los cdlculos necesarios que se definen en el Capitulo 4.2 entre las paginas 34 y

38.

Para que el proceso de calcular el jacobiano, las matrices de rotacién y los vectores de posicion no
incrementaran el tiempo de calculo del Simulador se obtiene como salida de la funcién jacobianoYR_3link.m
las expresiones simbdlicas de las variables [J,dJ,R,X 1,X2 x,0,long,J f] y se implementan en la funcién fun.m
a partir de la serie de archivos .m sustitucionX siendo X cada una de las variables de salida de la funcién

JjacobianoYR_3link.m.
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o)

% %$Simulador rotor-robot3D

clear all; close all; clc

%Condiciones iniciales de fuerzas/pares externos

Tx=0; Ty=0; Tz=550;

Taulx=0; Tauly=0; Taulz=0;

Tau2x=0; Tau2y=0; Tau2z=0;

Tau3x=0; Tau3y=0; Tau3z=0;

FO=[Tx, Ty, Tz, Taulx,Tauly, Taulz, Tau2x, Tau2y, Tau2z, Tau3x, Tauldy, Tau3z]';

$size=9x1

Tfin=10;

%$Condiciones iniciales de variables generalizadas

X=0; Y=0; Z=0;

psi0=0; theta0=0; phi0=0*pi/180;

psil=0*pi/180; thetal=0*pi/180; phil=0*pi/180;

psi2=0; theta2=0*pi/180; phi2=0*pi/180;

psi3=0*pi/180; theta3=0*pi/180; phi3=0*pi/180;

dX=0; dy=0; dz=0;

dpsi0=0; dthetal0=0; dphi0=0;

dpsil=0; dthetal=0*pi/180; dphil=0;

dpsi2=0; dtheta2=0; dphi2=0;

dpsi3=0; dtheta3=0; dphi3=0;



x0=[X,Y,Z,psi0, thetal,phi0, psil, thetal,phil,psi2, theta2,phi2,psi3, theta3,phi3
dX,dY,dZ,dpsi0,dtheta0,dphiO,dpsil,dthetal,dphil,dpsi2,dtheta2,dphi2, psi3,
theta3,phi3]"'; %size=15x1

rotor3D 3links (x0,F0,Tfin)
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% Rotor 3D

function y = rotor3D 31inks(x0,F0,Tfin)

%$x0- condiciones iniciales

$Tfin- tiempo de simulacidén

global mO 10 ml 11 m2 12 m3 13 g I1 1 I2 1 I3 1 I1 2 I2 2 I3 2 I1 3 I2 3 I3 3
I1 4 12 4 13 4

$Distancias en [m], masas en [kg], inercias en [kg*m"2]

m0=5; ml=15; m2=15; m3=20;

10=0.2; 11=0.3; 12=0.25; 13=0.3;

T1_1=30; I2_1=10; I3_1=10; I1_2=5; 12 2=5; I3 2=5; I1 3=5; 12 3=10; I3 3=30;
T1 4=40; T2 _4=20; I3 4=40;

g=9.81;

% %Calculo simbolico de J, dJ, R

% [Ja,dJa,Ra,Xla,X2a,xa,o0a,long,Jfal]=jacobianoYR 3link;

$Tiempo de simulacion

tspan=[0 Tfin];

TOL=1le-4;

opciones=odeset ('AbsTol',TOL, 'RelTol"',TOL, 'Stats"', 'on', 'Jpattern', jacpattern (3
0), '"MaxOrder', 3) ;

[t,x]=0del5s (@fun, tspan, x0,opciones,FO0);

%Graficas

figure(1l);



subplot (211),

plOt(tIX(:ll)l‘r_*‘ltlx(:lz)l'g_*'ltlx(:IB)l 'C_*');grj—d

xlabel ('Time (s)')

legend ('X[m]','Y[m]"','Z[m]"', 'Location', 'Best"')

subplot (212),

PLeE (B, R(5,4) ; V=%, €, R(3,3) p Vg==*" , &, R(5,6) ;, "e=%") ggriel

xlabel ('Time (s) ')

legend('\psi O[rad]', '\theta O[rad]"','\phi O[rad]', 'Location', 'Best"')

print ('condinithetal posl', '-djpeg')

figure (2);

subplot (211),

plOt(tIX(:l7)l'r_*'ltlx(:IS)l'g_*'ltlx(:l9)l 'C_*');grid

xlabel ('Time (s) ")

legend('\psi 1[rad]', '\theta 1[rad]','\phi 1[rad]', 'Location', 'Best"')

subplot (212),

plot(t,x(:,10), 'r-*',t,x(:,11),'g-*",t,x(:,12),"'c—-*");grid

xlabel ('Time (s)')

legend('\psi 2[rad]', '\theta 2[rad]"','\phi 2[rad]', 'Location', 'Best"')

print ('condinithetal pos2','-djpeg')



figure (3)

plot(t,x(:,13),"'r-*',t,x(:,14),'g-*",t,x(:,15),"'c-*");grid

xlabel ('Time (s)')

legend('\psi 3[rad]', '\theta 3[rad]"','\phi 3[rad]', 'Location', 'Best"')

print ('condinithetal pos3','-djpeg')

figure (4);

subplot (211),

plot(t,x(:,16),"'r-*",t,x(:,17),"'g-*",t,x(:,18),"'c-*");grid

xlabel ('Time (s)'")

legend('dxX/dt[m/s]"', 'dY/dt[m/s]', 'dz/dt[m/s]"', 'Location', 'Best")

subplot (212),

plot(t,x(:,19),"'r-*"',t,x(:,20),"'g-*",t,x(:,21),"'c-*");grid

xlabel ('Time (s)')

legend('d\psi 0/dt[rad/s]','d\theta 0/dt[rad/s]','d\phi 0/dt[rad/s]"', 'Location
', "Best"')

print ('condinithetal vell', '-djpeg')

figure(5);

subplot (211),



plot(t,x(:,22),'r-*',t,x(:,23),'g-*",t,x(:,24),"'c—-*");grid

xlabel ('Time (s)')

legend('d\psi 1/dt[rad/s]"', 'd\theta 1/dt[rad/s]','d\phi 1/dt[rad/s]"', 'Location
', 'Best'")

subplot (212),

plot(t,x(:,25),"'r-*',t,x(:,26),'g-*"',t,x(:,27),"'c—*");grid

xlabel ('Time (s)')

legend('d\psi 2/dt[rad/s]', 'd\theta_ 2/dt[rad/s]"','d\phi 2/dt[rad/s]', 'Location
', "Best"')

print ('condinithetal vel2', '-djpeg')

figure (6);

plot(t,x(:,28),"'r-*',t,x(:,29),"'g-*",t,x(:,30),"'c-*");grid

xlabel ('Time (s) ")

legend('d\psi 3/dt[rad/s]', 'd\theta 3/dt[rad/s]', 'd\phi 3/dt[rad/s]"', 'Location
', "Best"')

print ('condinithetal vel3','-djpeg')

save data t x

y =x(length(t),:);

end



function [dxdt] = fun(t,u,F0)

global mO 10 ml 11 m2 12 m3 13 g I1 1 I2 1 I3 1 I1 2 I2 2 I3 2 I1 3 I2 3 I3 3
I1 4 12 4 13 4

X1=u(1l:15); %Vector posicion de coordenadas generalizadas

[X,Y,Z,phi0, thetal0,psiO,phil, thetal,psil,phi2, theta2,psi2]"

X2=u(16:30); %Vector velocidad de coordenadas generalizadas

11=[10 11 12 13]';

$Conversion de variables simbdlicas a numéricas

J=sustituciondJ (X1,11);

dJ=sustituciondJd (X1,X2,11);

R=sustitucionR (X1) ;

Jf=sustituciondf (X1,11);

%$Redeficién de jacobianos

J 1=J(1:6,:);

J l=sparse(J 1);

J 2=J(7:12,:);

J 2=sparse(J_2);

J 3=J0(13:18,:);

J 3=sparse(J_3);

J 4=J(19:24,:);

J _4=sparse(J_4);



dJ 1=dJ(1l:6,:);

dJ_2=dJ(7:12,:);

dJ 3=dJ(13:18,:);

dJ 4=dJ(19:24,:);

Jw 1=J 1(4:6,:);

Jw 2=J 2(4:6,:);

Jw 3=J 3(4:6,:);

Jw 4=J 4(4:6,:);

o)

% Jacobianos de Fuerzas

%Link 1 (Rotor)

Jvl prima=Jf(1:3,:);

%$Link 2

Jv2 prima=Jf(4:6,:);

%Link 3

Jv3 _prima=Jf(7:9,:);

$Link 4

Jv4 prima=Jf (10:12,:);

$EDC de Actitud

SEDC

wl=Jw 1*X2(:);

w2=Jw_2*X2(:);

w3=Jw_3*X2(:);



wad=Jw_4*X2(:);

wl skew=skew(wl); 3%Construccion de matriz antisimetrica

w2 skew=skew (w2) ;

w3 skew=skew (w3) ;

w4 skew=skew (w4) ;

OMEGA 1=blkdiag(wl skew,wl skew);

OMEGA 2=blkdiag (w2 skew,w2 skew) ;

OMEGA 3=blkdiag (w3 skew,w3 skew);

OMEGA 4=blkdiag (w4 skew,w4 skew);

[xa,o0al=sustitucionxyo(X1l,11);

x1l=xa(:,1);

x2=xa(:,2);

x3=xa(:,3);

x4=xa (:,4);

ol=oa(:,1);

o2=ocal(:,2);

o3=o0a(:,3);

od4=oa(:,4);



x1 skew=skew (x1);

x2 skew=skew (x2);

x3 skew=skew (x3);

x4 skew=skew (x4) ;

$Matrices de masa

Io 1=diag([I1 1,I2 1,I3 1]); %Tensor de inercia en ejes principales (e.g link
1)

Io 2=diag([Il1 2,I2 2,I3 2]); %En componentes, primer valor==direccion de eje,

segundo valor==num de link

To 3=diag([T1 3,12 3,13 31);

To 4=diag([I1 4,12 4,13 41);

Icl=R(1:3,4:6)*Io 1*R(1:3,4:6)"';

Ic2=R(1:3,7:9)*Io 2*R(1:3,7:9)"';

Ic3=R(1:3,10:12)*Io 3*R(1:3,10:12)";

Ic4=R(1:3,13:15)*To 4*R(1:3,13:15)";

Mc 1=[mO*eye (3),-m0*x1l skew; mO*x1 skew,Icl];

Mc l=sparse(Mc 1) ;

Mc 2=[ml*eye (3),-ml*x2 skew; ml*x2 skew,Ic2];

Mc 2=sparse (Mc_2);

Mc 3=[m2*eye (3),-m2*x3 skew; m2*x3 skew,Ic3];

Mc 3=sparse (Mc_3);

Mc 4=[m3*eye (3),-m2*x4 skew; m3*x4 skew,Icd];

Mc 4=sparse (Mc 4);



M1=OMEGA 1*Mc l*blkdiag(zeros(3,3),eye(3));

M2=OMEGA 2*Mc 2*blkdiag(zeros(3,3),eye(3));

M3=OMEGA 3*Mc 3*blkdiag(zeros(3,3),eye(3));

M4=OMEGA 4*Mc 4*blkdiag(zeros(3,3),eye(3));

$Fuerzas aplicadas

f1=R(1:3,4:6)*F0(1:3)+[0 0 -mO0*g]"';

£f2=[0 0 -ml*gl';

£f3=[0 0 -m2*g]"';

£f4=[0 0 -m3*gl';

%Pares aplicados

Taul gorro=[0 0 0]';

TauZ gorro=FO0(4:6); %Pares externos Taul

Tau3 gorro=F0(7:9); S%Pares externos TauZ2

Taud4 gorro=F0(10:12); %SPares externos TauZ2

$Dindmica de partes mébéviles

Taul e=R(1:3,7:9)*Tau2_gorro;

Tau2 e=R(1:3,10:12) *Tau3 _gorro;

Tau3 e=R(1:3,13:15) *Taud4 gorro;

ta=0; %Variable para prueba sin pares giroscopicos

Omega 1=(Ic2\Taul e)*t;

Omega 2= (Ic3\Tau2 e)*t;



Omega 3=(Ic4\Tau3 e)*t;

absOmegal=sqgrt (normaX (Omega 1)) ;

absOmega2=sqrt (normaX (Omega_2)) ;

absOmega3=sqrt (normaX (Omega_3)) ;

Taul girosc=absOmegal*Ic2*cross(Omega 1,[0 0 1]"');

Tau2 girosc=absOmega2*Ic3*cross (Omega 2, [0 0 1]");

Tau3 girosc=absOmega3*Ic4*cross (Omega 3, [0 0 1]'");

$Pares generalizados

Taul prima=R(1:3,4:6)*Taul gorro+skew(xl-ol)*fl; %Pares aplicados en cada link

expresado en el sdr inercial

Tau2 prima=R(1:3,7:9)*Tau2 gorro-R(1:3,4:6)*Taul gorrot+skew (x2-02)*f2-

Taul girosc;

Tau3 prima=R(1:3,10:12)*Tau3 gorro-
(R(1:3,4:6)*Taul gorro+R(1:3,7:9)*Tau2 gorro) +skew (x3-03) *£3-Tau2 girosc;

Taud4 prima=R(1:3,13:15)*Tau4 gorro-

(R(1:3,4:6) *Taul gorro+R(1:3,7:9)*Tau2 gorro+R(1:3,10:12)*Tau3_gorro) +skew (x4-
o04)*f4-Tau3 girosc;

%Determinacion de matriz general de Masa, matriz de Coriolis y fuerza
%generalizada

M=J 1'*Mc_1*J 1+J 2'*Mc_2*J 2+J 3'*Mc_3*J 3+J 4'*Mc 4*J 4;

C=(J_1'*Mc_1*dJ 1+J 1'*M1*J 1)+(J 2'*Mc_2*dJ 2+J 2'*M2*J 1)+(J_3'*Mc 3*dJ 3+J_
3'*M3*J 3)+(J_4'*Mc_4*dJ_4+J 4'*M4*J_4);

Q0=Jvl prima'*fl+Jw_1'*Taul prima+Jv2 prima'*f2+Jw 2'*Tau2 prima+Jv3 prima'*£f3+

Jw_3'*Tau3 prima+Jv4 prima'*f4+Jw 4'*Taud prima;

%ODEs



dX1l = X2;

dx2=M\ (Q-C*X2) ;

dxdt = [dX1l; dX2];

end
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function [J,dJ,R,X1,X2,x,0,long,Jf]=jacobianoYR 3link

Xl=zeros (15,1);

X2=zeros (15,1);

longl=0; long2=0; long3=0;

X=X1(1); Y=X1(2); Z=X1(3);

psi0=X1(4); theta0=X1(5); phi0=X1(6);

psil=X1(5); thetal=X1(6); phil=X1(9):;

psi2=X1(10); theta2=X1(7); phi2=X1(12);

psi3=X1(13); theta3=X1(14); phi3=X1(15);

dX=X2 (1); dY=X2(2); dZ=X2(3);

dpsi0=X2 (4); dthetal0=X2(5); dphi0=X2(6);

dpsil=X2(7); dthetal=X2(8); dphil=X2(9);

dpsi2=X2(10); dtheta2=X2(11); dphi2=X2(12);

dpsi3=X2(13); dtheta3=X2(14); dphi3=X2(15);

syms X Y Z psi0O thetaO phi0O psil thetal phil psi2 theta2 phi2 psi3 theta3 phi3

real

syms dX dY dZ dpsiO dthetaO dphiO dpsil dthetal dphil dpsi2 dtheta2 dphi?2
dpsi3 dtheta3 dphi3 real

syms longO0 longl long2 long3 real

AG=[psiO thetal phiO;

psil thetal phil;

psi2 theta2 phi2;

psi3 theta3 phi3];



X1=[X Y Z psi0O thetal0 phi0 psil thetal phil psi2 theta2 phi2 psi3 theta3l
phi3]"';

X2=[dX dY dZ dpsiO dtheta0 dphiO dpsil dthetal dphil dpsi2 dtheta2 dphi2 dpsi3
dtheta3 dphi3]';

long=[long0 longl long2 long3]';

n=4;

$Determinacidén de Jacobianos

$Jacobianos angulares locales, Jw_k gorro

for k=1:n

i=(3*k-2:3*k);

if k~=2

R x=[1 0 0;

0 cos(AG(k,1)) sin(AG(k,1));

0 -sin(AG(k,1)) cos(AG(k,1))];

else

R x=[1 0 0;

0 cos(AG(k,1)+pi) sin(AG(k,1)+pi);

0 -sin(AG(k,1)+pi) cos(AG(k,1)+pi)];

end

R y=[cos (AG(k,2)) 0 -sin(AG(k,2));
01 0;

sin (AG(k,2)) 0 cos(AG(k,2))];

R z=[cos (AG(k,3)) sin(AG(k,3)) O;



-sin(AG(k,3)) cos(AG(k,3)) O0;

00 171;

$Matriz de rotacién de angulos de Euler elemental entre link padre e

hijo

$Primera matriz elemental, matriz de rotacidén de angulos de Euler

respecto al sdr inercial

R xy=R xX*R y;
R elem(i, :)=R x*R y*R z;

Jw_gorro(i,:)=[1 0 O;(R_x*[O 1 O]')';(R_xy*[O 0 11")']l'";, %Matriz 9x3

[Jw™1l Jw”2 Jw™3]'

end

$Matriz de Rotaciones
for d=1:n
for k=1:(n+1-d)
1=k+d;
i=(3*k-2:3*k); %Link padre (filas)
j=(3*1-2:3*1); %$Link hijo (columnas)
if d==
R(i,J)=R elem(i, :);
else

jl=j-3*ones (1,3); %Desplazamiento unidad de 1 a la izquierda

R(i,J)=R(i,3j1)*R(J1,3);



end

end

end

$Jacobianos angular

1=1; j=1:3;

for k=1:n

if k>=1

i=(3*k-2:3*k);

Jw_k(i,3)=Jw _gorro(j,:);

else

end

end

1=2; j=4:6;

for k=1:n

if k>=1

i=(3*k-2:3*k);

i1=1:3;

Jw_k(i,3)=R(il,J)*Jw_gorro (],

else

end

end

1

3; 3=7:9;

3) 8



for k=1:n

if k>=1

i=(3*k-2:3*k);

il=1:3;

wak(i,j)zR(il,j)*wagorro(j, 3) 8

else

end

end

1=4; j=10:12;

for k=1:n

if k>=1

i=(3*k-2:3%k);

il1=1:3;

Jw_k(llj):R(lllj) *Jw_gorro(j, 3) 8

else

end

end

%$Jacobiano lineal

cl=[0 0 01"';

c2=[0 0 longl/2]';

c3=[0 0 long2/2]"';

c4=[0 0 long3/2]"';



c=[cl,c2,c3,cd]; %Matriz de vectores de posicion del cdm de cada link

en el sdr local del link correspondiente

pl=[X Y Z]'; %Posicidén absoluta del rotor

p2=[0 0 -long0]'; %Es negativo pues se introduce el giro de 180° en

los sdr de las articulaciones del brazo

p3=[0 0 longl]';

p4=[0 0 long2]';

p=I[pl,p2,p3,p4]; %Matriz de vectores de posicidén entre sdr de link k y

link k-1 expresado en el sdr en link k-1

for d=1:n

for k=1:(n+1-d)

1=k+d;

i=(4*k-3:4*k); $%$Link padre (filas)

J=(4*1-3:4*1); %Link hijo (columnas)

iR=(3*k-2:3*k); %Link padre (filas)

jR=(3*1-2:3*1); %Link hijo (columnas)

if d==

ceros=sym('[0 O 0]");

uno=sym('1");

W(i,j)=[R(iR,JR),p(1:3,k);ceros,uno];

else

jl=j-4* (d-1) *ones (1,4); %Desplazamiento unidad de 1 a la

izgquierda

W(i,j)=w(i,j1)*w(31,3);



end

end

end

x1=W(1:4,5:8)*[c(:,1);1]; % x1 devuelve un vector [x1;1]

nl=length (x1)-1;

x1=x1(1:nl); %Vector de posicién del cdm del link 1 respecto al sdr

inercial

x2=W(1:4,9:12)*[c(:,2);1]; % x2 devuelve un vector [x2;1]

n2=length (x2)-1;

x2=x2(1:n2);

x3=W(1:4,13:16)*[c(:,3);1]; % x3 devuelve un vector [x3;1]

n3=length (x3)-1;

x3=x3(1:n3);

x4=W(1:4,17:20)*[c(:,4);1]; % x4 devuelve un vector [x4;1]

n4=length (x4)-1;

x4=x4 (1:n4) ;

x=[x1,x2,x3,x4]; S$Matriz de vectores de posicidén respecto al sdr

inercial

0l=W(1:4,5:8)*[zeros(3,1);1];

ol=0l(1l:nl);

02=W(1:4,9:12) *[zeros (3,1);11;

02=02(1:n2);

03=W(1:4,13:16) *[zeros(3,1);1];



03=03(1:n3);

04=W(1:4,17:20) *[zeros(3,1);11]1;

04=04 (1:n4) ;

o=[0l,02,03,04];

Jv_1=jacobian(ol,X1(:));
Jv_2=jacobian (02,X1(:));
Jv_3=jacobian (03,X1(:));
Jv_4=jacobian (04,X1(:));

$Jacobiano de fuerzas

Jf l1=jacobian (x1,X1(:));

Jf 2=jacobian(x2,X1(:));

Jf 3=jacobian(x3,X1(:));

Jf 4=jacobian(x4,X1(:));

JE=[Jf _1;Jf 2;Jf 3;Jf 4];

%$Jacobiano de cada link

Jw_1=[zeros(3),Jw _k(1:3,:)];

Jw_2=[zeros(3),Jw _k(4:6,:)];

Jw_3=[zeros (3),Jw _k(7:9,:)];

Jw_4=[zeros (3),Jw _k(10:12,:)];

J 1=[Jdv_1;dw 1];



J 2=[Jv_2;Jw_2];

J 3=[Jv_3;Jw_31;

J 4=[Jv_4;Jw 4];

J=[J 1;J3 2;J 3;J 41;

$Derivada temporal de Jacobiano

dJ=diff (J,X1(1))*X2(1);

for s=2:1length (X1)

dJ=dJ+diff (J,X1(s))*X2(s); % dJI=sum(dJ/dgj*der (qj))

end
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