
4. MODELADO HIDRODINÁMICO DEL CONVERTIDOR DE ENERǴIA
DE LAS OLAS OSCILANTE

Tal y como se ha puesto de manifiesto en el capı́tulo 3, el modelado de los parámetros hidro-

dinámicos de la boya es relevante a la hora de analizar el comportamiento de los convertidores

de enerǵıa de las olas.

Para realizar simulaciones en el dominio del tiempo es importante diferenciar las condicio-

nes del oleaje. Ante un oleaje regular se ha comprobado que, en el dominio del tiempo, no es

necesario resolver integrales de convolución. En estas condiciones, donde la frecuencia es con-

stante, los parámetros hidrodińamicos permanecen constantes y solamente es necesario conocer

el valor de estos en función de la frecuencia.

En este caṕıtulo se analizan inicialmente algunas caracterizaciones de los parámetros hidro-

dinámicos realizadas sobre boyas esféricas y ciĺındricas.

Una situacíon diferente es la que se presenta ante un oleaje irregular. En este caso en las

simulaciones en el dominio del tiempo es necesario resolver las integrales de convolución aso-

ciadas a la radiación y a la fuerza de excitación.

En este caṕıtulo se presenta una metodologı́a desarrollada por los investigadores Yu y Fal-

nes, donde se emplea un modelo de espacio de estados para resolver ambos problemas. Este

modelo puede ser directamente implementado en las simulaciones en el dominio del tiempo.

4.1 Convertidor de Energı́a de las Olas Oscilante Cilı́ndrico de Falnes-Yu

El sistema oscilante cilı́ndrico que se modelará seŕa el que plantean Falnes y Yu en su

art́ıculo de 1996 (Falnes and Yu 1996).

4.1.1 Modelado de los coeficientes de excitación

Se sabe que la fuerza de excitación fe(t) aplicada a un cuerpo rı́gido oscilante es la convo-

lución entre el kernel de los coeficientes de excitaciónw(t) (respuesta impulsiva de un sistema
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no causal) y la elevación de la olaη(t).

fe(t) = w(t) ∗ η(t) (4.1)

Falnes y Yu en su trabajo de 1996 (Falnes and Yu 1996) plantean esta relación convolucional

a trav́es del siguiente modelo de espacio de estado

Ẏe(t) = AeYe(t) + Beη(t) (4.2)

Ye(0) = 0

fe(t) = CeYe(t) (4.3)

dondeYe(t) = [ ye1(t), ye2(t), ..., yen(t)] es el vector de estado del modelo.

Dentro de las posibles realizaciones de los modelos de espacio de estado los autores usan la

forma asociada, donde las matricesAe, Be y Ce se expresan a continuación:

Ae =




0 0 0 . . . 0 −afe(1)
1 0 0 . . . 0 −afe(2)
0 1 0 . . . 0 −afe(3)
...

...
...

.. .
...

...
0 0 0 . . . 0 −afe(n− 1)
0 0 0 . . . 1 −afe(n)




(4.4)

Be =
[

bfe(1) bfe(2) bfe(3) . . . bfe(n− 1) bfe(n)
]T

(4.5)

Ce =
[

0 0 0 . . . 0 1
]

(4.6)

El modelo de espacio de estado implementado es de orden cinco (n = 5) y sobre la

base de un conjunto de valores puntuales conocidos y causalizados (retardados un tiempo

tc = 1.2s) de la respuesta impulsiva o kernel de los coeficientes de excitación w(t), Fal-

nes y Yu determinan los valores especı́ficos de las constantesafe(1),afe(2), afe(3),afe(4),

afe(5),bfe(1),bfe(2),bfe(2),bfe(4) y bfe(5) mediante la minimización de la expresión:

m∑
i=1

(w(ti)− Cee
AetiBe)

2 (4.7)

Para un cuerpo rı́gido con forma de cilindro, vertical, truncado, flotante, de radioR y altura

sumergidad = 1.8R con modo de oscilación tirante (heave) el kernel de los coeficientes de

la fuerza de excitación w(t) se presenta en la figura 4.1. En esta figura puede observarse la

respuesta no causal del sistema. Parat < 0 se obtienen valores no nulos. Es posible fijar una

cota a partir de la cual pueden considerarse valores no nulos en la respuesta, en la gráfica esta

cota se ha indicado como−tcn.
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Fig. 4.1:Kernel de los coeficientes de la fuerza de excitación normalizadasw(t)/[ρ(gR)3/2] no causal
y causalizado (retardado en tiempotcn = 6.35). El tiempo en la escala verticalt(g/R)1/2 es
adimensional.

(Falnes and Yu 1996)

El método propuesto por Falnes y Yu consiste en causalizar la respuesta impulsional re-

traśandola un tiempotcn. De esta forma se obtiene la respuesta representada en la gráfica 4.1

comohfcn(t) = hfn(t− tcn).

Las gŕaficas de la figura 4.2, amplitud adimensional|W (ω)|/Chs y fase∠W (ω) de los

coeficientes de excitación del cilindro en funcíon de la frecuencia adimensionalω(R/g)0.5,

fueron obtenidas por Falnes y Yu a partir de simulaciones numéricas realizadas y referidas

por Eidsmoen en uno de sus trabajos (Eidsmoen 1995). La gráfica de la figura 4.1 se obtuvo

mediante la antitransformada de Fourier de la gráfica de la figura 4.2.

Fig. 4.2:Amplitud adimensional|W (ω)|/Chs y fase∠W (ω) de los coeficientes de excitación del cilin-
dro en funcíon de la frecuencia adimensionalω(R/g)0.5

(Falnes and Yu 1996)

En el ejemplo tratado por los autores se asumen los siguientes valores: densidad del agua

ρ = 1000 kg/m3, aceleracíon de la gravedadg = 9.81 m/s2, radio del cilindroR = 0.35 m,
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altura sumergida del cilindrod = 0.63 m, masa del cilindroM = ρdπR2 = 242 kg (calculada

sólo con la altura sumergida del cilindro), masa infinitaM∞ = 83.5 kg y profundidad del agua

3 m.

Para el ejemplo del artı́culo de Falnes y Yu se obtiene el siguiente modelo de espacio de

estado para la fuerza de excitación:

Ae =




0 0 0 0 −409
1 0 0 0 −459
0 1 0 0 −226
0 0 1 0 −64
0 0 0 1 −9.96




(4.8)

Be =
[

1549866 −116380 24748 −644 19.3
]T

(4.9)

Ce =
[

0 0 0 0 1
]

(4.10)

El modelo de espacio de estado anterior tiene la siguiente representación equivalente en

función de transferencia:

W (s) =
19.3s4 − 644s3 + 24748s2 − 116380s + 1549866

s5 + 9.96s4 + 64s3 + 226s2 + 459s + 409
(4.11)

A partir del modelo de las ecuaciones 4.8, 4.9 y 4.10 se obtuvo el siguiente modelo de

espacio de estado normalizado, dividiendo la amplitudw(t) entre(ρ2g3R3)0.5 y multiplicando

el tiempo por(g/R)0.5.

Aen =




0 0 0 0 −afen(1)
1 0 0 0 −afen(2)
0 1 0 0 −afen(3)
0 0 1 0 −afen(4)
0 0 0 1 −afen(5)




(4.12)

Ben =
[

bfen(1) bfen(2) bfen(3) bfen(4) bfen(5)
]T

(4.13)

Cen =
[

0 0 0 0 1
]

(4.14)

Aen =




0 0 0 0 −1701083.8271
1 0 0 0 −360590.7747
0 1 0 0 −33535.8936
0 0 1 0 −1793.8286
0 0 0 1 −52.7302




(4.15)

Ben =
[

191377.3337 −2714.4023 109.0274 −0.5359 0.0030
]T

(4.16)

Cen =
[

0 0 0 0 1
]

(4.17)
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El modelo de espacio de estado anterior es una versión normalizada y causalizada o retar-

dada en tiempo del sistema que relaciona la elevación de la ola y la fuerza de excitación. El

retardo en tiempo normalizado estcn = tc
√

g/R = 6.35. Por otra parte el sistema anterior

tiene la siguiente representación equivalente en función de transferencia:

Wn(s) =
bfen(5)s4 + bfen(4)s3 + bfen(3)s2 + bfen(2)s + bfen(1)

s5 + afen(5)s4 + afen(4)s3 + afen(3)s2 + afen(2)s + afen(1)
(4.18)

Wn(s) =
0.0030s4 − 0.5359s3 + 109.0274s2 − 2714.4023s + 191377.3337

s5 + 52.7302s4 + 1793.8286s3 + 33535.8936s2 + 360590.7747s + 1701083.8271
(4.19)

Si desnormalizamos las expresiones 4.12, 4.13 y 4.14 con el fin de obtener un modelo ge-

neral para cualquier cilindro de radioR, tomando en cuenta que los coeficientes presentesafen

y bfen son los normalizados, se obtiene el siguiente modelo:

Ae =




0 0 0 0 −afen(1)

K5
T

1 0 0 0 −afen(2)

K4
T

0 1 0 0 −afen(3)

K3
T

0 0 1 0 −afen(4)

K2
T

0 0 0 1 −afen(5)

KT




(4.20)

Be =
[

KA

K4
T
bfen(1) KA

K3
T
bfen(2) KA

K2
T
bfen(3) KA

KT
bfen(4) KAbfen(5)

]T

(4.21)

Ce =
[

0 0 0 0 1
]

(4.22)

dondeKA = (ρ2g3R3)0.5 y KT = (g/R)0.5

La función de transferencia general desnormalizada para un cilindro de radioR cualquiera

del modelo de espacio de estado anterior es :

W (s) =
KAbfen(5)s4 + KA

KT
bfen(4)s3 + KA

K2
T
bfen(3)s2 + KA

K3
T
bfen(2)s + KA

K4
T
bfen(1)

s5 +
afen(5)

KT
s4 +

afen(4)

K2
T

s3 +
afen(3)

K3
T

s2 +
afen(2)

K4
T

s +
afen(1)

K5
T

(4.23)

Se debe recalcar que la transformada de inversa de Laplace de la función de transferencia an-

terior es el kernel de convolución, retardado un tiempotc = tcn
√

R/g, que permite determinar

la fuerza de excitación para un cilindro de radioR.

En el anexo A se presentan los parámetros y coeficientes usados en el ejemplo de Falnes-Yu.
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4.1.2 Modelado de la impedancia de radiación

Para un cuerpo rı́gido oscilante la fuerza de radiación es la convolución entre los coeficientes

de radiacíon (antitransformada de Fourier de la impedancia de radiación) y la velocidad.

Fr(t) = −zr(t) ∗ v(t) (4.24)

Como se comentó en el caṕıtulo anterior, la ecuación 4.24 puede reescribirse en términos

de la masa infinita y de los coeficientes k(t) de la siguiente manera:

F ′
r(t) = −k(t) ∗ d

dt
x(t) (4.25)

Fr(t) = F ′
r(t)−M∞

d2

dt2
x(t) (4.26)

En el trabajo de Falnes y Yu los coeficientes de la masa agregada y la resistencia de ra-

diación se obtienen por simulación nuḿerica del problema de valor de frontera hidrodinámico

(Eidsmoen 1995). En la figura 4.3 y 4.4 se presentan las gráficas de la masa agregada y la

resistencia de radiación normalizada y el kernel de convolución de la impedancia de radiación

normalizado obtenidos y usados por Falnes y Yu en su trabajo.

Fig. 4.3:Resistencia de radiación |2πBr(ω)|/ωM y masa agregadaMa(ω)/M adimensionales en
función de la frecuencia adimensionalω(R/g)0.5

(Falnes and Yu 1996)

La fuerza de radiación de la ecuación puede representarse mediante modelos de espacio de

estado (Falnes and Yu 1996). Esta representación evitaŕıa la operacíon de convolucíon en el

cálculo de la misma.
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Fig. 4.4:Kernel de los coeficientes de la fuerza de radiación normalizadaszr(t)/[ρgR2] calculada por
ańalisis hidrodińamico. El tiempo en la escala verticalt(g/R)1/2 es adimensional.

(Falnes and Yu 1996)

El trabajo de Falnes y Yu (Falnes and Yu 1996) describe el modelo de espacio de estado de

la fuerza de radiación mediante la expresión:

Ẏr(t) = ArYr(t) + Brv(t) (4.27)

Yr(0) = 0

F ′
r(t) = CrYr(t) (4.28)

dondeYr(t) = [ y1(t), y2(t), ..., yn(t)] es el vector de estado del modelo.

Dentro de las posibles realizaciones de los modelos de espacio de estado Falnes y Yu usan

la forma asociada, donde las matricesAr, Br y Cr se expresan a continuación:

Ar =




0 0 0 . . . 0 −ar(1)
1 0 0 . . . 0 −ar(2)
0 1 0 . . . 0 −ar(3)
...

...
...

. ..
...

...
0 0 0 . . . 0 −ar(n− 1)
0 0 0 . . . 1 −ar(n)




(4.29)

Br =
[

br(1) br(2) br(3) . . . br(n− 1) br(n)
]T

(4.30)

Cr =
[

0 0 0 . . . 0 1
]

(4.31)

Seǵun Falnes y Yu, en los problemas de radiación el modelo puede representarse satisfac-

toriamente de orden de dos, tres o cuatro. En el ejemplo que desarrolla en su artı́culo Falnes

y Yu asumen orden tres (n = 3). Dado que es conocido un conjunto de valores puntuales

de la respuesta impulsiva o coeficientes de radiación k(t), los autores determinan los valores
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espećıficos de las constantesar(1), ar(2), ar(3), br(1), br(2) y br(3) mediante la minimización

de la expresíon:
m∑

i=1

(k(ti)− Cre
ArtiBr)

2 (4.32)

En el ejemplo del artı́culo de Falnes y Yu se asumen los siguientes valores:ρ = 1000 kg/m3,

g = 9.81 m/s2, R = 0.35 m, M = 242 kg y M∞ = 83.5 kg.

Para el ejemplo del artı́culo de Falnes y Yu se obtiene el siguiente modelo de espacio de

estado para la fuerza de radiación:

Ar =




0 0 −17.9
1 0 −17.7
0 1 −4.41


 (4.33)

Br =
[

36.5 394 75.1
]T

(4.34)

Cr =
[

0 0 1
]

(4.35)

El modelo de espacio de estado anterior tiene la siguiente representación en funcíon de

transferencia equivalente:

Z ′
r(s) =

75.1s2 + 394s + 36.5

s3 + 4.41s2 + 17.7s + 17.9
(4.36)

En este trabajo se presenta el modelo de Falnes normalizado, sugerido en la figura 4.4, to-

mando en cuenta los valores del ejemplo de su artı́culo, es decir, el siguiente modelo de espacio

de estado normalizado se determinó, dividiendo la amplitud k(t) entreπρgR2 y multiplicando

el tiempo por(g/R)0.5.

Arn =




0 0 −arn(1)
1 0 −arn(2)
0 1 −arn(3)


 (4.37)

Brn =
[

brn(1) brn(2) brn(3)
]T

(4.38)

Crn =
[

0 0 1
]

(4.39)

Arn =




0 0 −2656.1615
1 0 −496.1057
0 1 −23.3474


 (4.40)

Brn =
[

0.8513 1.7358 0.0625
]T

(4.41)

Crn =
[

0 0 1
]

(4.42)
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El modelo de espacio de estado anterior tiene la siguiente representación en funcíon de

transferencia equivalente:

Z ′
rn(s) =

brn(3)s2 + brn(2)s + brn(1)

s3 + arn(3)s2 + arn(2)s + arn(1)
(4.43)

Z ′
rn(s) =

0.0625s2 + 1.7358s + 0.8513

s3 + 23.3474s2 + 496.1057s + 2656.1615
(4.44)

Si desnormalizamos las expresiones 4.37, 4.38 y 4.39 tomando en cuenta en las mismas que

los coeficientes presentesarn y brn son los normalizados, obtenemos el siguiente modelo:

Ar =




0 0 −arn(1)

K3
T

1 0 −arn(2)

K2
T

0 1 −arn(3)
KT


 (4.45)

Br =
[

KB

K2
T
brn(1) KB

KT
brn(2) KBbrn(3)

]T

(4.46)

Cr =
[

0 0 1
]

(4.47)

dondeKB = ρgR2 y KT = (g/R)0.5

El modelo de espacio de estado anterior tiene la siguiente representación en funcíon de

transferencia equivalente:

Z ′
r(s) =

KBbrn(3)s2 + KB

KT
brn(2)s + KB

K2
T
brn(1)

s3 + arn(3)
KT

s2 + arn(2)

K2
T

s + arn(1)

K3
T

(4.48)
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Fig. 4.5:Resistencia de radiación2πBr(ω)/ωM y masa agregadaMa(ω)/M adimensionales en función
de la frecuencia adimensionalω(R/g)0.5 para el modelo de espacio de estado
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Fig. 4.6:Kernel de los coeficientes de la fuerza de radiación normalizadaszr(t)/ρgR2 calculado por
aproximacíon de espacio de estados. El tiempo en la escala verticalt(g/R)0.5 es adimensional.

Al evaluar la expresión anterior ens = jω se tiene la impedancia de radiación en funcíon

de la frecuencia:

Z ′
r(ω) =

−KBbrn(3)ω2 + KB

KT
brn(2)jω + KB

K2
T
brn(1)

−jω3 − arn(3)
KT

ω2 + arn(2)

K2
T

jω + arn(1)

K3
T

(4.49)

La parte real e imaginaria de la ecuación 4.49 representan la resistencia y la reactancia de

radiacíon reducida respectivamente:

Z ′
r(ω) = Br(ω) + jX ′

r(ω) (4.50)

Z ′
r(ω) = Br(ω) + jω(Ma(ω)−M∞) (4.51)

Las gŕaficas de la resistencia de radiación y de la masa ãnadida adimensionales calculadas

a trav́es del modelos de espacio de estado se presentan en las gráficas 4.5 y 4.6.

A pesar de que la curva del kernel de convolución de la fuerza de radiación en la apro-

ximación de espacio de estado (figura 4.6) es bastante ajustada a la original, la resistencia de

radiacíon y la masa agregada presentan diferencias considerables para las bajas y las altas fre-

cuencias (figura 4.5).

Para simulaciones en el dominio del tiempo ante un oleaje regular se implementó un modelo

basado en la interpolación de las curvas de la gráfica 4.3. Mediante el programa de Matlab

scan2data, desarrollado por Gregory Laduree (Laduree 2004), se determinó, procesando la

imagen de la figura 4.3, la tabla de datos y la gráfica tanto de la masa agregada como de la

resistencia de radiación.
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En la figura 4.7 se presentan las gráficas de la resistencia de radiación y de la masa ãnadida

obtenidas del procesamiento de la imagen 4.3 y en el anexo B (tabla B.1) se presenta parte de

la tabla de datos.
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Fig. 4.7:Resistencia de radiación2πBr(ω)/ωM y masa agregadaMa(ω)/M adimensionales en función
de la frecuencia adimensionalω(R/g)0.5 para el modelo interpolante

4.2 Convertidor de Energı́a de las Olas Oscilante Cilı́ndrico de Eriksson

El otro sistema oscilante cilı́ndrico que se modelará seŕa el que plantean Eriksson en su

art́ıculo de 2006 (Eriksson, Isberg, and Leijon 2006). En este caso el cilindro tiene radioR =

1.5 m, alturah = 0.8 m, masaM = 850 kg, altura sumergidad = 0.25 m y la profundidad

del oćeano es25 m

4.2.1 Modelado de la impedancia de radiación

El modelo de la impedancia de radiación se basará en la interpolación de las curvas de las

gráficas 4.8 y 4.9 del trabajo de Eriksson (Eriksson, Isberg, and Leijon 2006). Mediante el pro-

grama de Matlabscan2data, desarrollado por Gregory Laduree (Laduree 2004), se determinó,

procesando las iḿagenes de las figuras 4.8 y 4.9, la tabla de datos y la gráfica tanto de la masa

agregada como de la resistencia de radiación.

En las figuras 4.10 y 4.11 se presentan las gráficas de la resistencia de radiación y de la masa

añadida obtenidas del procesamiento de las imágenes 4.8 y 4.9. En el anexo C (tabla C.1 )se

presenta parte de la tabla de datos.
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Fig. 4.8:Resistencia de radiación del cilindro de Eriksson
(Eriksson, Isberg, and Leijon 2006)

Fig. 4.9:Masa agregada del cilindro de Eriksson
(Eriksson, Isberg, and Leijon 2006)
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Fig. 4.10:Resistencia de radiaciónBr(f) en funcíon de la frecuenciaf(Hz) del trabajo de Eriksson
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Fig. 4.11:Masa agregadaMa(f) en funcíon de la frecuenciaf(Hz) del trabajo de Eriksson

4.2.2 Modelado de los coeficientes de excitación

Conocida la resistencia de radiación, la magnitud de los coeficientes de excitación para

el cilindro de Eriksson puede determinarse mediante la aplicación de la ecuación 3.23. La

ecuacíon 3.23 se reproduce a continuación:

|W (ω)| =
√

2g3ρBr(ω)

ω3
(4.52)

4.3 Convertidor de Energı́a de las Olas Oscilante Esférico de Havelock

El sistema oscilante esférico que se modelará seŕa el que plantea Havelock en su artı́culo de

1955 (Havelock 1955).

La densidad de la esfera semisumergida esρ = 1000kg/m3. La aceleracíon de la gravedad

es9.81 m/s2. La masa para la esfera de radioR puede calcularse mediante la ecuación m =

(2/3)πR3ρ (calculada śolo con la mitad sumergida de la esfera). La constante hidrostática

puede calcularse mediante la expresiónSb = πR2ρg.

4.3.1 Modelado de la impedancia de radiación

El modelo de la impedancia de radiación se basará en la interpolación de las curvas de

la gŕafica 4.12 del trabajo de Havelock (Havelock 1955). Mediante el programa de Matlab

scan2data, desarrollado por Gregory Laduree (Laduree 2004), se determinó, procesando la

imagen de la figura 4.12, la tabla de datos y la gráfica tanto de la masa agregada como de la

resistencia de radiación.
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En la figura 4.13 se presentan las gráficas de la resistencia de radiación y de la masa ãnadida

obtenidas del procesamiento de la imagen 4.12 y en el anexo D (tabla D.1 )se presenta parte de

la tabla.

Fig. 4.12:Resistencia de radiación k = Br(ω)/(πρR3ω/3) y masa agregadah = Ma(ω)/(πρR3/6)
adimensionales en función de la frecuencia cuadrática adimensionalω2R/g

(Havelock 1955)
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Fig. 4.13:Resistencia de radiación Br(ω)/(πρR3ω/3) y masa agregadaMa(ω)/(πρR3/6) adimensio-
nales en funcíon de la frecuencia cuadrática adimensionalω2R/g obtenidas mediante el pro-
cesamiento de la imagen de la figura 4.12
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En la tesis de Price (Price 2009) se tienen los coeficientes de radiación para esferas de radio

1.9 m, 2.5 m y 3.5 m respectivamente representados gráficamente como se muestran en la figura

4.14:

Fig. 4.14:Coeficientes de radiación para esferas de radio 1.9 m, 2.5 m y 3.5 m
(Price 2009)

Con la ayuda del Matlab y con la tabla del anexo III se han reconstruido los coeficientes de

radiacíon de la tesis de Price. Las gráficas de estos coeficientes se muestran en las figuras 4.15

y 4.16.
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Fig. 4.15:Resistencia de radiación para esferas de radio 1.9 m, 2.5 m y 3.5 m
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Fig. 4.16:Masa ãnadida para esferas de radio 1.9 m, 2.5 m y 3.5 m

4.3.2 Modelado de los coeficientes de excitación

De manera similar al caso del cilindro de Eriksson, la magnitud de los coeficientes de ex-

citación para la esfera de Havelock puede determinarse mediante la aplicación de la ecuación

4.52 como lo realiza Alexandra Price en su tesis (Price 2009).


