Capitulo 4

Resolucion numeérica del modelo
biaxial para placas entalladas

Una vez elegido el método de resoluciéon numérica de ecuaciones integrales,
se prosigui6 a aplicarlo al modelo Biaxial para placas entalladas. Concreta-
mente, se evaluo el caso de entallas circulares.

Previo a resolver las ecuaciones inherentes al modelo NR, es necesario cono-
cer tanto el campo de tensiones eldsticas sobre la linea de grieta que existiria
en caso de no encontrarse la misma, como la contribucion de la interaccion
entre dislocaciones, es decir, el Niicleo del problema. Ambos estudios fueron
desarrollados por Chaves et al. [21], pero para facilitar la compresion de la
resoluciéon numérica del modelo biaxial en su totalidad, se explican a conti-
nuacion.

4.1 Tensiones elasticas

Por tratarse del campo de tensiones elasticas alrededor de una entalla cir-
cular, se trabaja con coordenadas polares, como se mencion6 en la seccion
2.4. Por esta razon es necesario establecer las relaciones entre las variables
adimensionales a lo largo de la linea de grieta (z,£) y las utilizadas para
calcular las tensiones elastica (r,6p). La figura 4.1 muestra un esquema com-
pleto de todas ellas, mientras que las relaciones analiticas se muestran en las
ecuaciones 4.1.
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Figure 4.1: Variables utilizadas para resolver el problema eldstico a lo largo de la

linea de grieta

r(z) = Rcos(8 — Oy(z)) + ¢ - xcos(0; — Op(x))

(&) = Rcos(0 — 0y()) + c- xcos(By — (&)
Rsin() + ¢ - xsin(6;) )
Rcos(0) + ¢ - xcos(b;)
)
)

(
Rsin(f) + ¢ - sin(6,)
Rcos(f) +c- 5008(6’1))

0o(z) = arctan (

0o(&) = arctan <

Para calcular el campo de tensiones elasticas generado en las inmediaciones
de dicha entalla cuando la placa esta sometida a una combinacion de esfuerzos
axiales y tangenciales, Chaves et al. [21] utiliza el principio de superposicion.
Esto implica, calcular por un lado el estado de tensiones generado por el es-
fuerzo a traccién y por otro, el generado por el esfuerzo de corte y sumar
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ambos estados, como muestra la figura 4.2.

Y Y

Yy
(b) Placa con entalla cilindrica

(a) Placa con entalla cilindrica ) ,
sometida a esfuerzos tangenciales.

sometida a esfuerzos axiales.

Figure 4.2: Combinaciéon de esfuerzos axiales y tangenciales sobre una placa in-

finita con una entalla circular.

Para el caso de la placa sometida a un estado de carga axial, como la de la
figura 4.2a, se pueden utilizar las formulas encontradas por Kirsch [21, 34|.
Dichas formulas, en coordenadas polares resultan:

00 2 00 4 4 2
o.(r,0) = %y (1 - R;) %y (1 + S _ i;) cos(26)
r

2 2 2 r
CoE (R o (R
og(r,0) = 53 (1 + =) + 3 1+ e cos(20) (4.2)
—g>® 4 2 2
To(r,0) = gy <1 - 37% + r—f) sin(20)

Para conocer el campo tensional producido por el esfuerzo de corte, simple-
mente se descompone éste en una tension de traccion, girada 45° respecto de
los ejes originales, y otra de compresion girada —45°. Dicho razonamiento se
puede observar en la figura 4.3. Ambos estados se resuelven por separado,
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- e 1 .
(b) Placa con entalla cilindrica sometida a
(a) Placa con entalla cilindrica esfuerzos normales biaxiales de signo con-
sometida a esfuerzos tangenciales. trario.

Figure 4.3: Relacion entre esfuerzos tangenciales y axiales sobre una placa.

utilizando las formulas encontradas por Kirsch considerando el cambio de
angulo respecto de los ejes iniciales, para luego sumarse.

Para la carga a traccion, las ecuaciones que resultan para un punto (r,60)
respecto de los ejes originales, son:

00 2 o) 4 2
o (r,0) = (1 . R-) + <1 L ﬁ) sin(26)
T

2 72 2 72
T R? T 3RY\ .
og(r,0) = 5 (1 + 7“_2) —5 (1 + 7) sin(26) (4.3)
—7% 3R' 2R?
T9(1,0) = 5 (1 e —2) cos(20)

Para la carga de compresion sobre ejes a —45 de los ejes originales, el campo
de tensiones se puede describir con las siguientes ecuaciones:

0 2 o0 4 4 2
on(r,0) = T (1 - R;) - (1 + 3 _ i) sin(20)

2 r2 2 rd r2

) R2 [e'S) 3R4

00 4 2 2
Tro(r,0) = % (1 _ 3R + ri;) cos(26)
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Siguiendo con el desarrollo llevado a cabo por Chaves [21], dichos campos se
suman, se evaltian en el punto z (r(x),0y(x), figura 4.1) y se rotan un angulo
(01 — Oy(z)) para quedar sobre la direccion de la linea de grieta. De esta
manera, las nuevas tensiones o(z) y 7(z) son:

o(x) = o.(x) [Sim2 (0, — QO(x))] + og(2) [cos2 (61 — Go(x))} —
Tro() [sin (2 (61 — bo(2)))] (4.5)

7(x) = —o.(z)[sin () — Oo(z)) cos (6; — Oo(2))] +
og(x) [sin (6 — Op(x)) cos (01 — Oo(x))] + (4.6)
Tr0() [cos (2 (01 — Oo()))]

4.2 Tensiones debido al resto de dislocaciones

Ya conocidas las tensiones elasticas sobre la linea de grieta, generadas por
interaccion entre las tensiones externas (0,° y 7°°) con la entalla, se deben
calcular las tensiones debidas a la interaccion entre las dislocaciones, llamadas
gy(x) y ().

Continuando con el razonamiento empleado por Chaves en [21], las tensiones
o,(z) vy 7(x) sobre una dislocacién genérica situada en un punto z € (0, 1),
producidas por una dislocacion con vector de Burger (b,, b,) en los ejes locales
(x,y), ubicada en una posicion genérica £ € (0,1) se expresa de la siguiente
manera:

OTy(x> = A [bl‘K$0'(w7 5) + byKyU(xv 5)} (47)
7_'<.I') =A [bexT(x7 5) + byKy‘r(xv 6)] (48)

Donde K,,(z,€), Ky,(x,€), Kyr(2,€), Ky-(2,€) son los Niicleos del sistema
definidos para un agujero circular, multiplicados por funciones trigonométri-
cas, de manera de obtener las tensiones en la linea de grieta [21]|. El desarrollo
de cada uno de ellos se puede encontrar en el apéndice A.
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4.3 Ecuaciones integrales

Una vez encontradas las tensiones elasticas alrededor de la entalla y aquellas
producidas por el resto de las dislocaciones, se procede a armar las ecuaciones
de equilibrio de tensiones, propias del modelo NR. Estas son las vistas en la
péagina 28, ecuaciones 2.21, las cuales para simplificar el entendimiento del
método de resolucion numérica, se vuelven a escribir a continuaciéon. Ambas
tensiones vistas en las secciones previas son funciones de la posicion de cada
una de las dislocaciones, por lo que en un primer lugar, las integrales deben
tener reflejada la influencia de las dimensiones. Dichas ecuaciones son:

_;[f_gf /fl“ Koo (7, € d£+/fy VKo (T, €)dE
L@ - o] = /f (3, d§+/fy Ky (7, €)d€

Como se ha visto en la seccion 3.2, el método propuesto de integracion debe
aplicarse en el intervalo [—1, 1], por lo que se realiza el siguiente cambio de
variables:

c _
€+15=¢ (1) =2
De esta forma, las ecuaciones adimensionalizadas resultan:

@ = o=~ [ PO+ [ POR 0t

—Wj_c [7(z) — of] = / &) Kur(2,8)dE + — / JUE Ky (x, £)dg(4.9)

Este sistema de ecuaciones integrales se resuelve utilizando la ecuacion 2.25,
en la seccion 2.5, para funciones acotadas en ambos extremos del intervalo
de integracion.
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Es muy importante destacar en este punto que, si bien el desarrollo del tra-
bajo de Erdogan et al. [25] presentado aqui es para ecuaciones integrales con
un Nicleo singular de Cauchy, los coeficientes que multiplican a la funcién
en los términos de la sumatoria (en el caso Acotado-Acotado “1 —&2/N +17)
son también, los coeficientes de las Cuadraturas de Gauss para cada una
de las funciones de peso correspondientes. Por esto, es posible utilizar este
mismo desarrollo para ecuaciones integrales con Nicleos que contengan mas
términos que solamente el término singular de Cauchy [25].

El sistema de ecuaciones queda entonces:

o) — o] =

1- i x
(N—|— 1)Kxo(xk7€z)f (5@) +

2
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Siendo

&= cos

El sistema queda conformado por 2N + 2 incognitas, 2N de ellas son los
valores de las funciones en los puntos &;, en los cuales se evalaan (f*(§) y
fY(€)) y las dos incognitas restantes son las tensiones en la barrera, o3 y 73.
A su vez, posee 2N + 2 ecuaciones, una por cada punto de colocaciéon xy y
por cada tension analizada. De esta forma, se obtiene un sistema con igual
niimero de ecuaciones que de incognitas.






