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Resumen

n este trabajo se presenta una formulacion espectral en dos dimensiones y media (2.5D) basada en el
método de los elementos finitos (MEF) y el método de los elementos de contorno (MEC) para estudiar
la propagacion de ondas en los dmbitos de la acustica de fluidos y la elastodindmica tridimensionales (3D). El
andlisis se lleva a cabo mediante la superposicion de problemas bidimensionales (2D) para diferentes nimeros
de onda a lo largo de la coordenada longitudinal. El método numérico estd basado en la descomposicién del
dominio para representar el sistema fluido-estructura. Se presenta en este trabajo un elemento finito espectral
para representar ondas guiadas en s6lidos con seccion transversal arbitraria. Ademads, el MEC se extiende a
la formulacién espectral para estudiar medios fluidos infinitos. Ambas aproximaciones utilizan polinomios
de interpolacion de Lagrage como funciones de forma en los puntos de Legendre-Gauss-Lobatto (LGL). Las
técnicas propuestas se han verificado mediante dos problemas de referencia: la propagacion de ondas en un
medio fluido infinito en presencia de una cavidad rigida fija y la propagacién de ondas en un carril libre, y
los resultados obtenidos presentan un buen grado de acuerdo con las soluciones de referencia. Se realiza un
breve andlisis & — p para evaluar la precisién de los métodos.
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Introduccion

1.1 Esquema del problema y motivacion

La propagacién de ondas arménicas en medios actsticos y eldsticos es un fenémeno comtin en muchos
campos de la ingenierfa. Los métodos hibridos basado en el Método de los Elementos de Contorno (MEC) y
en el Método de los Elementos Finitos (MEF) son adecuados para estudiar problemas de interaccion fluido
estructura. En el rango de frecuencias bajo, los elementos finitos convencionales con funciones de forma
lineales representan de forma precisa las ondas radiades en fluidos y sélidos. Sin embargo, en el rango de
frecuencias altas, estas funciones de forma no proporcionan resultados de confianza debido a lo que se conoce
como efectos de polucién [1, 14]: 1a precisién de la solucién numérica empeora cuando aumenta el nimero
de onda adimensional y no es suficiente la regla de n elementos por longitud de onda [11].

Los efectos de polucion (dispersion numérica) no pueden evitarse en problemas bidimensionales y tridi-
mensionales [17], pero pueden reducirse mediante funciones de forma de orden elevado. Ihlenburg y Babska
[12, 13] demostraron que formulaciones de orden elevado mejoran la precisiéon de los métodos numéricos
reduciendo las dimensiones de las discretizaciones. Mehdizadeh y Paraschivoiu [16] estudiaron varias meto-
dologias de elementos finitos para la ecuacién de Helmholtz. Los autores llegaron a la conclusién de que el
p-FEM reduce dristicamente los efectos de polucién. Mehdizadeh y Paraschivoiu [16] compararon el Método
de los Elementos Espectrales (SEM) con un método MEF de segundo orden. Llegaron a la conclusién que
el SEM requiere un menor nimero de elementos por longitud de onda y un menor coste computacional.
Vos et al. [23] presentaron una implementacion eficiente del método de los elementos espectrales 7 — p y
analizaron que combinacién especifica de tamafio de elementos y orden de aproximacién minimizaban el
coste computacional para un determinado nivel de precision.

El p-FEM y las metodologias espectrales se han desarrollados usando diferentes familias de funciones de
forma: polinomios de Lagrange, Legendre y Bernstein. Biermann et al. [5] y Petersen et al. [19] estudiaron
varias familias de funciones de forma para simulaciones actisticas. Los autores concluyeron que el método de
los elementos finitos de alto orden are eficiente, incluso para el rango alto de frecuencias, y los elementos
basados en los polinomios de Bernstein dan lugar a la soluciéon mas eficiente y estable.

Muchos autores han aplicado el metodo de los elementos espectrales en diferentes campos. Degrande y De
Roeck [7] desarrollador un método de orden elevado para estudiar la respuesta dindmica de medios porosos
saturados usando elementos espectrales. Los autores usaron como funciones de forma en una formulacién en
desplazamientos la solucidn analitica para las ecuaciones de Biot restringidas a la propagacion de ondas en
deformacién plana.

Kudela et al. [15] aplicaron elementos espectrales para estudiar propagacién de ondas en una barra
isotropica y en una viga de Timoshenko. Los autores propusieron esta metodologia para detectar dafio en
estructuras. Los resultados obtenidos fueron comparados con los obtenidos con la metodologia convencional
de elementos finitos y los medidos en estructuras. Esta comparacién resalto la eficiencia de los elementos
espectrales y que la metodologia refleja el fenémeno bastante bien.

1.2 Objetivos

El método propuesto en este trabajo considera una aproximacion en dos dimensiones y media (2.5D) para
representar problemas de interaccion fluido-estructura. El estudio de ondas radiadas tridimensionales (3D) en



Capitulo 1. Introduccion

medios fluidos y sélidos requiere el uso de modelos que demandan un alto coste computacional. La solucién se
vuelve mucho mds simple si el medio es homogéneo en una direccién, aunque la fuente dindmica permanezca
3D. Esta situacion se conoce como problemas en dos dimensiones y media (2.5D) [6]. Este trabajo presente
una formulacion espectral en 2.5D basada en el MEF y en el FEM para estudiar la propagacién de ondas en
problemas de interaccion fluido-estructura. El método propuesto es titil para problemas donde el material y
las propiedades geométricas son constantes a lo largo de la coordenada longitudinal, y la fuente presenta un
comportamiento 3D.

1.3 Contribuciones originales

Los siguientes puntos proporcionan un breve esquema de lo que se percibe que son contribuciones significati-
vas del presente trabajo.

» El método de los elementos espectrales en 2.5D en medios acusticos ha sido extendido a su formulacién
espectral para el cdlculo de propagacién de ondas en medios fluidos. Esto introduce un nuevo y preciso
método, con un menor coste computacional, para resolver problemas en un rango de frecuencias
elevado.

* Por otra parte, un nuevo elemento finito en 2.5D se ha presentado para el estudio de guia de ondas
sélidos.

1.4 Organizacion del texto

El esquema de este trabajo es como se especifica a continuacién. En primer lugar, se presenta el modelo
numérico. La formulacién espectral de elementos finitos en elastodindmica es descrita. Posteriormente se
explica el método de los elementos de contornos en su formulacién espectral. Por ultimo, los métodos
propuestos se verifican mediante la resolucion de dos problemas de referencia [20, 10].



Modelo numérico

La formulacion espectral estd basada en la formulacién acomplada en 2.5D del MEC-MEF, donde el s6lido
() se representa mediante el MEF, mientras que la superficie limite (I';) entre el s6lido y el fluido (€2,,)
se modeliza mediante el MEC (Figure 2.1). En este trabajo, ambas formulaciones han sido desarrollas por
separado, y el proceso de acoplamiento es una linea para futuros desarrollos.

La formulacién 2.5D calcula la solucién del problema como la superposicién de problemas bidimensionales

(2D) con diferente niimero de onda longitudinal, &, en la direccion z. Para calcular la solucién tridimensional

(3D) se utiliza una transformada de Fourier inversa:

oo ,
a(x,0) = / ax .k, w)e % dk, 2.1)

—oo

donde a(x,) es la magnitud desconocida (por ejemplo, desplazamientos o presiones), a(X.k.,0) es su
representacion en el dominio de la frecuencia y el nimero de onda, X= x(x,y,0), @ es la frecuencia angular,
y i = +/—1. La integral definida en la Ecuacién (2.1) se convierte en una suma de términos de la forma:

foo ,
a(x,0) = Y aXk,,0)e *Ak, (2.2)
con k, = mAk,. Esta ecuacién converge y puede aproximarse por una suma finita de términos.
2.0.1 La formulacion espectral 2.5D del método de los elementos de contorno

La formulacién de los elementos de contornos presentada en este trabajo considera un contorno arbitrario
sumergido en un medio fluido infinito. La representacion integral de la presion p’ para un punto i localizado
en el subdominio fluido Q foos SIN fuerzas de volumen ni condiciones de contorno se escribe como [9]:

Cipi(x, o) = /F Pl (x )l — [ il (xix)pf (@)l 2.3)
’ f

'foo

Figura 2.1 Descomposicién del dominio.
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(a) (b) ()

Figura 2.2 (a) Representacion de la malla base, (b) definicién del elemento en coordenadas naturales y (c)
representacion en coordenadas fisicas del elemento de contorno espectral fluido de orden p = 6.

donde ' (x,0) y p'(x,m) son respectivamente el desplazamiento normal al contorno I +y la presi6n nodal.

u™ (x,0;x") y p™(x,m,x') son respectivamente las soluciones fundamentales para un espacio completo fluido
para el desplazamiento normal y la presién en un punto x debido a una carga puntual actuando en x'. El
término fuera de la integral ¢’ s6lo depende de la geometria del contorno en el punto i. El contorno de
integracion representa el contorno entre el medio fluido infinito (Q fm) y el subdominio sélido (L).

A continuacién se expone la formulacién espectral del método de los elementos de contorno desarrollada
en este trabajo.

. oo . L oo . .
'p'(x,m) :/ / p’*(X,(D;Xl)u’(X,(D)dezf/ / u”™(x,0;x')p'(x,0)dSdz 24)
— Jif — Jif

o~

ciﬁ(x,w,kz):/z P (X,0,k; %) A (X,0,k,)dS — | @ (X,0,k;X) P (X,0,k,)dS (2.5)
f

’ﬁ’sz/ ’dZ} {/ZJ ’dZ}] f[ 2.6)

f

El sistema de ecuacidnes para todo el contorno de integracién queda:

H(.k)i(X,0k,) = G(0.k)5E 0.k,) @7

El método de los elementos de contorno en su formulacién espectral para un elemento fluido en 2.5D
utiliza polinomios de Legendre de orden p como funciones de forma. Estas funciones ¢ se definen como:

H 5 - % (2.8)
Hél J

donde el sistema de coordenadas nodales & se encuentran en los puntos de Legendre-Gauss-Lobatto:

(1-e)28E o 29)

El contorno I'; se discretiza en elementos que son generados a partir de una malla base. La definicion de los
elementos se hace mediante el uso de polinomios de interpolacién de la malla base y su representacion en
el sistema de coordenadas naturales. La Figura 2.2.(a) muestra la malla base para definir un elemento de
orden p = 6. En ella se muestra también (b) la representacion en coordenadas naturales del elemento, y (c)
su representacion en coordenadas fisicas.

2.0.2 Laformulacion espectral 2.5D del método de los elementos finitos

La formulacién espectral para el subdominio sélido se basa en el principio de los trabajos virtuales. Para un
campo de desplazamientos virtuales arbitrario du impuesto en el sélido Q,, el trabajo virtual debido a las
fuerzas internas y de inercia debe ser igual al trabajo virtual producido por las cargas externas [25]:

s / Su(x,0)p,u(x,0)dQ+ | 5e(x,0)0(x,0)dQ
& & (2.10)

_ / Su(x,0)p,b(x,0)dQ+ / Su(x,0)f(x,0)dT
Q Iy



donde u(x,w) es el vector de desplazamientos, € y 6 son respectivamente el tensor de deformaciones y el
tensor de tensiones, p;b(x,®) son las fuerzas de dominio Q,, p, es la densidad del sélido, y f(x,m) es el
vector de fuerzas nodales. Una variable precedidade de 6 indica un cambio virtual de su magnitud.

El vector de desplazamientos u(x,®) se aproxima de la forma:
u(x,0) = Nu(x,0) (2.11)

donde N son las funciones de forma y u(x,®) es el vector de desplazamientos nodales.

El tensor de deformaciones € se deriva del vector de desplazamientos nodales u(x,®) como:

0
€=LNu+L,N22 (2.12)
0z
donde
_ai 0 O_
Y9
0 % 0
0 0 0
Li=lo o | (2.13)
dJdy dx
o o0 £
j’
LO 0 3]
y
0 0 0
0 0 0
0 0 1
L=y 0 o (2.14)
010
1

0

=)

El tensor de deformaciones € se puede reescribir como una combinacién lineal de los elementos del vector
de desplazamientos, de forma que:

€ —B,u+B, (2.15)

Jdu
dz
donde B; =L;Ny B, =L,N.

El tensor de tensiones estd relacionado con el tensor de deformaciones a través de la ley constitutiva del
material:

o6 =De (2.16)
l-v v v 0 0 0
v l-v v 0 0 0
E v \4 I-v 0 0 0
SOawvi- |0 0 0 2 o o @17)
0 0 0 o = o0
0 0 0 0 0o 2

A continuacién se expone la formulacién espectral del método de los elementos finitos desarrollada en
este trabajo.

T
— o’ / Su' N7 p NudQ + / Su'BT 4§ Ju B} |D B1g+B2@ dQ
Ja, Jo, dz dz

= [ Su'N'p,bdQ+ | SuN’fdr

(2.18)
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s / " su” ( / NTpSNdA) udz+ / " su’ ( / BITDBldA> udz
—® As —® As
C T T du = o (du\’ T
—oo Ag Z —oo Z Ag
= (ou\" T du
+/_N6 <(9Z> ( A, Bz DBsz) aizdz
_ / " su” ( / NTprdA> dz+ / " su’ ( / NdeZ) dz
J—oo Ag —o0 x

(2.19)

— w? / Su’” { / NTpSNdA} udz+ / su’ { / BlTDBldA} udz
— Ay — Ag
m T T T Jdu
+/ Su /BIDBsz—/ BIDB,dA| —dz
—oo Ay A, 07
N 5 (2.20)
_ / su’ / BIDB,dA ) < 2
Jow s, 202 072

— / B su’ ( / NTprdA> dz+ / ) Su’” ( / NdeZ> dz
—eo As —eo Ly

0 02
—szg—&-KOg—kKla—g—sza—; —f 2.21)
M= A N’ p,NdA (2.22)

KO — / B'DB, dA
As
K = /A (B7DB, — BIDB, ) dA 2.23)

K? = | BIDB,dA

f= / N7 p.b(x,y,z,0)dA + / NTf(x,y,z,0)d% (2.24)
As s
La Ecuacion (2.21) se transforma al dominio del nimero de onda como:
[~®M+K° - ik K' —i2K?] t(k,,0) = f(k,,0) (2.25)

El método propuesto utiliza polinomios de Legendre de orden p como funciones de forma N, y el sistema
de coordenadas nodales & (€,1) € [—1,1] x [—1,1] se define como los puntos de Lobatto-Gauss-Legendre

(LGL): )
{ (1_52) Ngg-ﬂ) -0

(2.26)
-2

El subdominio sélido €, se discretiza en elementos que se generan a partir de una malla base. La Figura
2.3.(a) muestra un elemento de orden p = 6. La figura también muestra (b) la representacion del elemento en
coordenadas naturales y (c) fisicas.
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Figura 2.3 (a) Representacion de la malla base, (b) definicion del elemento en coordenadas naturales y (c)
representacion en coordenadas fisicas de un elemento espectral de orden p = 6.



Verificacion del modelo numérico

Los métodos espectrales de elementos finitos y de contorno han sido verificados mediante la resolucion de
dos problemas de referencia, una cavidad cilindria sumergida en un medio fluido infinito, y la propagacién
de ondas en un carril libre.

3.0.1 Cavidad cilindrica en un medio fluido

El modelo MEC se ha verificado con un problema de referencia. El modelo se ha validado mediante la
solucién de una cavidad cilindrica, sumergida en un medio fluido homogéneo. La cavidad estd sometida a
una carga de presién puntual arménica. La solucién analitica se puede encontrar en la Referencia [20].

La cavidad tiene un radio r = 5m, y las propiedades del fluido son la velocidad de propagaci6n de las
ondas & = 1500m/s y la densidad p = 1000kg/m>.

El problema se ha resuelto para un rango de frecuencias de entre 2.5 Hz hasta 320 Hz, con un paso
de Af = 2.5Hz. Se ha tomado un valor constante k, = 1073 rad/m. El campo de presiones radiado se ha
calculado mediante la identidad de Somigliana.[9].

La solucién del problema se ha calculado para una fuente sutiada en el fluido en el punto X, = (xy,yy) =
(0,15) a 15 m del centro de la cavidad.

El tamaiio de los elementos y el orden de aproximacion se ha establecido para mantener una densidad de
nodos por longitude de onda de al menos d; = 12 [4].

Se han considerado tres discretizaciones diferentes, con una longitud de elementos de 1/h=2/7 m’l,
1/h=3/mm 'y 1/h=4/x m~'. En este trabajo se ha tomado un orden de elemento de p = 5.

Figura 3.1 Cavidad cilindrica embebida en un medio fluido infinito: discretizacién con una distribucién de
elementos 1 /h=2/m y orden p = 6.

El campo de ondas radiado se ha calculado en una malla de receptores como se muestra en la Figura 2?.

La Figura 4.3 muestra la amplitud de la solucién analitica del campo de presiones radiado y el campo total
de presiones cuando actua una presién puntual de 200 Hz. La Figure 4.4 representa el error absoluto entre
los resultados numéricos y la solucién analitica para las diferentes discretizaciones estudiadas.

Los maximos errores aparecen en la zona de sombra y alrededor del contorno de la inclusion. La solucién
numérica mejora cuanto mayor sea la distancia al contorno. Como era de esperar, la precisién del modelo
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y [m]

X [m]

Figura 3.2 Malla de receptores.
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(a) (b)

Figura 3.3 (a) Campo de presiones radiado y (b) campo total de presiones debido a una carga arménica
actuando a 200 Hz.

mejora al disminuir el tamafio de los elementos. Los resultados muestran que un orden de aproximacion
mayor o un menor tamafio de elementos debe usarse para calcular la solucién en puntos cercanos al contorno.

3.0.2 Propagacion de ondas en un carril libre

El elemento sélido espectral presentado en la Seccién 2.0.1 se ha verificado mediante la el cdlculo de las ondas
propagativas en un carril libre UIC861-3. Este problema ya ha sido estudiado por L. Gavric [10]. Las curvas
de dispersién y los modes de vibracién se han calculado para un rango de nimero de onda 0 — 35 rad/m, con
un paso de Ak, = 0.05 rad /m.

La seccidn transversal se ha representado mediante siete elementos, tres para la cabeza del carril, tres para
el patin y uno para el alma. Esta es una ventaja del metodo de los elementos finitos espectrales, que permite
discretizar el dominio con un menor nimero de elementos. El problema ha sido resuelto con diferentes
ordenes de aproximacion para evaluar la precisién del método.

Los resultados muestran que aparecen ocho modos de vibracion caracteristicos en el rango de frecuencias
0 — 6 kHz. Cuatro modos tienen componentes de desplazamiento axiales/verticales (Figure ??), mientras que
el resto se caracterizan por un movimiento lateral de la seccién transversal (Figure ?7?).

Los resultados numéricos muestran un buen grado de acuerdo con los resultados de referencia para casi
todas las ondas descritas. Las ondas de movimiento lateral son muy parecidas a la solucién de referencia. Por
otra parte, las ondas axl, ax2 y ax3 muestran diferencias apreciables con los resultados presentados en la
Referencia [10] para el rango de frecuencias mas elevado. Estas diferencias podrian ser explicadas por la
malla gruesa utilizada en la Referencia [10] para frecuencias tan altas. Los resultados propuestos sugieren
que la solucion para mallas finas convergen a la solucién del SEM que aparece en las Figuras 4.6 y 4.7.

Estos resultados estdn en concordancia con los descritos en la Referencia [10]. De modo que la precisién
del método propuesto queda verificadaa.
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Figura 3.6 Curvas de dispersién de los modos axiales/verticales para el rango de frecuencias 0-6000 Hz. —,
resultados numéricos para p = 8; — —, resultados numéricos para p = 4; A\, ¢, o, +, resultados de
referencia [10].

Wavenumber [rad/m]

Frequency [kHz]

Figura 3.7 Curvas de dispersién de los modos laterales para el rango de frecuencias 0-6000 Hz. —,
resultados numéricos para p = 8; ——, resultados numéricos para p = 4; A, ¢, o, +, resultados de
referencia [10].
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(@) (b) )

Figura 3.8 Vista frontal del modo de la onda axiales a la frecuencia de 5600 Hz; (a) ax1, (b) ax2, (c) ax3.

€) (b) ()

Figura 3.9 Vista frontal del modo de la onda fv a las frecuencias (a) 450 Hz, (b) 1500 Hz y (c) 4200 Hz.
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(a) (b) ()
Figura 3.10 Vista frontal del modo de la onda f4 a las frecuencias (a) 450 Hz, (b) 1500 Hz y (c) 4200 Hz.

(b)
Figura 3.11 FVista frontal del modo de la onda to a las frecuencias (a) 450 Hz, (b) 1500 Hz y (c) 4200 Hz.

(@) (b) (c)
Figura 3.12 Vista frontal del modo de la onda c1 a las frecuencias (a) 1500 Hz, (b) 2800 Hz y (c) 4200 Hz.
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(@) (b)
Figura 3.13 Vista frontal del modo de la onda ¢2 a las frecuencias (a) 4200 Hz y (b) 5200 Hz.



Conclusiones y desarrollos futuros

En este trabajo se han propuesto dos fomulaciones espectrales basadas en el MEC y en el MEF para estudiar
propagacién de ondas. Ambos modelos resuelven problemas tridimensionales con propiedades del material
y geometria constante a lo largo de la coordenada longitudinal. Los subdominios s6lidos se representan
mediante el MEF, mientras que el contorno del medio fluido se modeliza con el MEC. Los elementos finitos
y de contorno espectrales en 2.5D han sido desarrollados.

Los modelos han sido verificados con dos problemas de referencia, de soluciones conocidas. E1 MEC
ha sido validado mediante un problema consistente en una cavidad embebida en un medio fluido infinito
sometido a un campo de presiones incidente. El MEF se ha verificado mediante el cdlculo de las curvas de
dispersion de ondas propagativas en un carril libre. Los resultados numéricos presentaron un buen grado de
acuerdo con los resultados de referencia.

Los desarrollos futuros deberia completar el trabajo aqui presentado. El primer paso es la mejora del
modelo MEC. Esto puede alcanzarse resolviendo las integrales singulares con métodos mds precisos, como
resolviéndolas analiticamente o mediante un proceso de regularizacion. El siguiente paso consiste en el
proceso de acoplamiento de ambos métodos para estudiar problemas de interaccion fluido-estructura. Se
podré estudiar el problema del campo radiado en un fluido infinito causado por la deformacién de una
estructura debido a una carga puntual.
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