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RESUMEN

En el presente proyecto se describe la formulacidn teérica de un modelo no lineal de
dafio anisotropo para materiales compuestos formados por una matriz polimérica
reforzada con fibras largas. Dicho modelo de dano es de cardcter intralaminar. En
cuanto al criterio de dafio utilizado, criterio tridimensional basado en la teoria del
invariante, distingue entre mecanismos de fallo (fibra y matriz, a traccion y a
compresidn respectivamente) y se caracteriza porque no es necesario determinar el
plano de fallo y porque las formulaciones son independientes de las transformaciones
del sistema coordinado.

En cuanto a la propagaciéon del daifio una vez que ha satisfecho el criterio de fallo, se
desarrolla un modelo de degradacion de dano progresivo, en el que la resistencia se
reduce gradualmente al aumentar la carga aplicada tras el fallo del material. Destacar
gue para el caso del fallo de la fibra a traccién y fallo de la matriz tanto a traccién como
a compresion, se emplea una degradacién exponencial (Figura 01). Sin embargo, para
el fallo de la fibra a compresion (fibre kinking), se utiliza una degradacién compuesta
de dos zonas: una zona de degradacion lineal seguida de una degradacién exponencial
(Figura 02).

Fallo

/ Degradacion

Y
m
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Figura 01: Degradacién de la fibra a traccion y de la matriz a tracciény a
compresion.[1]
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Figura 02: Degradacién de la fibra a compresién (fibre kinking).

Con el fin de formular el modelo se introduce un tensor constitutivo
termodinamicamente admisible, basando la evolucién del dafio del material en los
Principios de la Termodindmica.
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1 INTRODUCCION

1.1 Introduccion a los materiales compuestos.

Un material compuesto es la combinacion de dos o mas materiales, denominados
fases o constituyentes, para la formacién de un nuevo material. Los materiales que se
combinan estan separados entre si por interfases y dan lugar a un nuevo material que
auna las propiedades individuales de dichos constituyentes.[1]

En la actualidad, existe una gran variedad de materiales compuestos, los cuales
pueden ser clasificados en funcién de los materiales elegidos, del tipo de refuerzo
(fibra/particulas) y su orientacidn (unidireccional, bidireccional o aleatoria).

El reciente interés por el uso de estos materiales reside en su capacidad de
proporcionar mejores prestaciones desde el punto de vista mecanico de los materiales
tradicionalmente empleados en aplicaciones ingenieriles (materiales metalicos vy
ceramicos). Estas elevadas prestaciones son especialmente relevantes en aplicaciones
aeronauticas y aeroespaciales, automovilisticas, energias renovables, entre otros
sectores, debidos a sus elevados ratios de rigidez/peso vy resistencia/peso.
Adicionalmente estos materiales permiten su adecuacidn a diferentes concepciones de
disefio en términos geométricos, adaptandose a la aplicacién requerida.[2]

Los materiales compuestos que se van a estudiar y analizar en el presente trabajo se
componen de fibra (fibras largas) y matriz. La fibra es la encargada de soportar las
tensiones principales y la matriz transmite las tensiones entre ellas actuando ademas
como proteccioén.

En la practica, los materiales compuestos se obtienen tras la superposicion de diversas
[dminas con distintas orientaciones y espesores que dependeran de las tensiones, esto
es lo que se denomina laminado. En la figura 1.1 se muestra un laminado constituido
por 4 laminas, cada una de ellas con sus fibras y la matriz. Destacar que las direcciones
principales de cada lamina son: 1” direccion de la fibra, “2” direccién perpendicular a la
fibra en el plano de la fibra y “3” direccion perpendicular a la fibra en la direccion del
espesor. Sin duda alguna, la produccién de componentes ingenieriles mediante
laminados son los mas comunmente empleados en aplicaciones aeronauticas debido a
sus excelentes prestaciones.

Las materias primas de los materiales compuestos son muy diversas. Las matrices
suelen ser resinas epoxi o poliéster, ambas termoestables, es decir, no se funden al
calentarlas aunque pierden propiedades de rigidez a alta temperatura. En cuanto a las
fibras, las mas usadas son las de carbono, vidrio, boro y las organicas (registradas como
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Kevlar). A continuacién, en la tabla 1.1, se muestran algunas de sus propiedades
generales:

3

Figural.1 Detalle de la composicion de un laminado.

Propiedades Unidades Carbono Base | Carbono Base | VidrioE | Kevlar 49
PAN Tipo | PAN Tipo Il Poliamida
Diametro pm 7-9,7 7,6-8,6 8-14 119
Densidad 103kgm=3 | 1.95 1.75 2.56 1.45
Mddulo de Young E;4 GPa 390 250 76 125
Mddulo de Young E,, GPa 12 20 76
Resistencia a traccion GPa 2.2 2.7 1,4-2,5 2.8-3.6
(tipica)
3,5
(estirada
reciente
mente)
Alargamiento de rotura % 0,5 1 1.8-3.2 2.2-2.8
Coeficiente de dilatacion | 107®C~1 | -0.5a-1.2 -0.1a-05 4.9 -2 (paralelo)
térmica (0a 100° C) (paralelo) (paralelo) 59 (radial)
7-12 7-12
(radial) (radial)
Conductividad térmica Wm~tc-1 | 105 24 1.04 0.04
(paralela al eje de la
fibra)

Tabla 1.1. Propiedades mecanicas de los materiales compuestos [2]
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1.2 Maecanismos de fallo de materiales compuestos a compresion.

Debido a la heterogeneidad de los materiales compuestos, la fractura de éstos esta
caracterizada por diferentes mecanismos de dafio los cuales tiene su origen a nivel
microscoépico. Dichos modos/mecanismos de fractura son originados por: (i) fallo de la
fibra a traccién/compresion, (ii) fallo de la matriz a traccién/compresion, (ii) fallo de la
matriz bajo la accién de cargas tangenciales en el plano de la [dmina (plano 12) o por
cargas tangenciales transversales al plano de la Idmina (planos 13 y 23).

El comportamiento de los materiales compuestos bajo cargas a compresiéon es un
campo relativamente desconocido e imprevisible y que concita el interés de
numerosos investigadores con el fin de explicar sus causas y sus posibles efectos.
Dicho andlisis se ha venido llevando a cabo debido a que se producen una gran
diversidad de mecanismos de fallo y no se conoce muy bien por qué a veces ocurren
unos y no otros, ni tampoco su orden de aparicién. Por todo ello, la resistencia a
compresion de los materiales compuestos es muy dificil de determinar ya que depende
de una gran cantidad de factores y parametros. Para la realizacidon de este proyecto ha
sido necesario realizar un estudio exhaustivo de los diferentes mecanismos de fallo
gue pueden aparecer en los materiales compuestos unidireccionales bajo cargas de
compresion en la direccién de la fibra o bajo cargas de compresidon en la direccién
perpendicular a éstas [3]-[5]. A continuacidon se muestra un breve esquema de dichos
mecanismos de fallo:

e Compresién longitudinal/ paralela a la direccidn de las fibras:

= Despegue de la interfaz fibra-matrix

Es la separacidon o despegue que se produce entre la fibra y la matriz. Por lo
tanto se trata de un fallo en la interfase, el cual se produce debido a la
diferencia significativa entre la rigidez entre ambos constituyentes (Figura

T

AN

Figura 1.2. Despegue de la interfaz fibra-matriz.
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Splitting

Se produce cuando la resistencia de la matriz es baja y consiste en la
formacién de grietas en la matriz. Dichas grietas se pueden producir en la
direccién perpendicular a las fibras (splitting transversal o cracking) o en la
direccidon paralela a las fibras (splitting longitudinal o tunneling). Dichos
mecanismos se representan en la Figura 1.3.

Figura 1.3. Cracking de la matriz y tunneling.

Micropandeo elastico (elastic microbuckling)

Consiste en el micropandeo de las fibras con la matriz ain en régimen
elastico. Se produce para fracciones volumétricas de fibra < 0,4 (Figura 1.4).

|

Figura 1.4. Micropandeo elastico

Micropandeo plastico (plastic microbuckling)

Consiste en el micropandeo de las fibras con la matriz en régimen plastico
y/o despegue de los constituyentes y microgrietas en la matriz. El
micropandeo es local, no se produce una banda de fibras en micropandeo
(kink band), ver Figura 1.5. Este mecanismo de fallo ocurre para fracciones
volumétricas de fibra > 0,4 y la matriz se deforma de forma no lineal
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(relacion esfuerzos-deformacion no es lineal)

|

Figura 1.5. Micropandeo plastico.

= Plegado/ doblado de las fibras (fiber kinking)

Este mecanismo de fallo [6] se produce cuando falla la matriz en las
proximidades de las fibras que se encuentran en micropandeo plastico.
Cuando esto ocurre, las fibras colapsan dando lugar a una kink band, es
decir, se produce un micropandeo plastico global en una banda del

material, ver Figura 1.6.
Kink band
k
W\
5:

11

111

|
\\‘;H
I

En otras palabras, cuando se comprime un FRP, el material se deforma
localmente en una banda (kink band) [7]: dentro de dicha banda, orientada

21

Figura 1.6. Fiber kinking.
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un angulo B con respecto a la direccion normal a la carga y con un ancho
igual a W, las fibras rotan un angulo a con respecto a la direccién
longitudinal. La formacidn y la evolucidn de la kink band puede dividirse en
tres fases: inicio, propagacién y ampliacién. La primera fase corresponde a
la aparicién en una banda de fibras que sufren micropandeo plastico. La
segunda fase consiste en el aumento de la longitud de la banda en la
direccién definida por B. Finalmente, la ultima fase consiste en el aumento
del ancho de la banda en la direccién definida por a.

= Aplastamiento de la fibra (fiber crushing)

Este mecanismo de dafio ocurre cuando la matriz es fuerte y rigida y
ademas, la deformacién uniaxial del material iguala a la deformacién
intrinseca de crushing de las fibras [3]. Ver la figura 1.7.

i

Figura 1.7. Aplastamiento de la fibra.

* Fallo por cortadura (shear failure)

En este caso, el fallo se produce por la plastificacion de la matriz
formandose una banda de fractura orientada a 45° con respecto al eje de
carga, ver Figura 1.8. De acuerdo con el analisis [5] antes o durante el fallo,
se produce una rotacidon de las fibras. Suele ocurrir en materiales
compuestos con bajas fracciones volumétricas de fibra.
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Figura 1.8. Fallo por cortadura bajo compresion longitudinal.

Compresidn transversal/ perpendicular a la direccidn de las fibras:

Fallo por cortadura de la matriz o fallo por cortadura de la matriz con
despegue de los constituyentes (constituent debonding) y/o aplastamiento
de la fibra (fiber crushing):

El fallo transversal tiene lugar en la direccién perpendicular a las fibras, en
planos paralelos a ellas formando un cierto angulo. La resistencia a
compresion transversal del material compuesto es insensible a la fraccién
volumétrica de la fibra, ver Figura 1.9.

Figura 1.9. Fallo por cortadura de la matriz bajo compresidn transversal.

Fallo por cortadura de la fibra:

Este fallo sélo ocurre si se restringe, para el caso anterior, la deformacion en
la direccién perpendicular al plano de carga. De esta forma, el fallo se
produce en planos paralelos a la direccidn en la que se ha restringido el
movimiento y por lo tanto, tiene lugar la fractura de la fibra, ver Figura 1.10.
En este caso, la resistencia a compresidn transversal del material aumenta
al hacerlo la fracciéon volumétrica de fibra.
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Figura 1.10. Fallo por cortadura de la fibra.

1.3 Modelado de dafio en materiales compuestos. Estado del arte.

La mecanica de dafio asociada al fallo de un material se compone de dos partes
diferenciadas: inicio del dano y degradacidn. La primera parte, inicio del dafio, consiste
en relacionar el estado de tensiones real con uno admisible a través de un criterio de
fallo apropiado para determinar si se produce o no el inicio del dafio. Cabe destacar
que el fallo de una lamina no provoca generalmente un fallo catastréfico del laminado
completo, sino que sigue teniendo capacidad portante residual. Por ello, tras este
primer fallo comienza la etapa de degradacién. En dicha etapa la rigidez se reduce de
forma gradual al aumentar la carga segun cual sea la tolerancia al dafio del material
objeto de estudio.

En la actualidad existe una gran variedad de criterios de fallo, los cuales estan
expresados en términos de deformaciones o de tensiones, y pueden diferenciar o no
entre los distintos mecanismos de fallo, para estados planos o tridimensionales. En el
apartado 1.3.1 se muestran los mas relevantes.

Finalmente, en cuanto a la etapa de degradacién o evolucién del dano, cabe destacar
gue existen dos enfoques en el modelado de procesos de degradacién en materiales
compuestos:

e Modelos micromecanicos:

Diferencian entre la fibra y la matriz de forma explicita. El fallo de la matriz se
modela a través de la degradacidon de sus propiedades y a partir de éstas y de las
propiedades de las fibras inalteradas, se modelan las propiedades de la [dmina que
ha fallado. Finalmente, mediante las propiedades degradadas de la [dmina que ha
fallado y con las propiedades del resto de las laminas, se redefinen las propiedades
mecanicas del laminado.

e Modelos macromecanicos:

Basados en la Teoria de Dafo Continuo, el modelado de la lamina que falla se
realiza mediante un material homogéneo equivalente (no distingue entre los
constituyentes) cuyas propiedades mecdnicas (propiedades mecdnicas
equivalentes) se reducen al degradarse. En el apartado 1.3.2, se detallan estos
modelos puesto que los modelos empleados en el presente proyecto pertenecen a
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este grupo.

1.3.1 Criterios de fallo

1.3.1.1 Criterios de fallo generales

Son criterios que surgen de la extrapolacion de otros ya existentes para otros
materiales, los cuales son adaptados para su aplicacion en materiales compuestos.

Criterio de Maxima Tension

Este primer criterio relaciona el estado tensional existente en ejes principales del
material (ejes de ortotropia), con la resistencia maxima asociada a los mismos. Tal y
como puede observarse en las ecuaciones siguientes, aunque distingue entre los
mecanismos de fallo, no tiene en cuenta la interaccidn entre los mismos.

Estados de traccion:
lo1] <X (041 >0)
loa2| <Yy (02>0) (1.1)
o] < S
Estados de compresion:
lo11] <X¢ (011 <0)
|og2| <Ye (012 <0) (1.2)

Siendo:

X; = Resistencia del material en direccion longitudinal, expresada en términos de
tensiones, y a traccion.

Xc = Resistencia del material en direccidon longitudinal, expresada en términos de
tensiones y a compresion.

Y; = Resistencia del material en direccién transversal, expresada en términos de
tensiones y a traccion.

Y. = Resistencia del material en direccidon transversal, expresada en términos de
tensiones y a compresion.

S = Resistencia de un material a cortadura, expresada en términos de tensiones.
Criterio de Maxima Deformacion

El criterio de maxima deformacion relaciona los estados de deformacion reales con los
maximos admisibles. Es andlogo al anterior.
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Estados de traccion:

€11 <Xgr (€11 >0)
€2 <Ygr  (E32>0) (1.3)
[V12] <S¢

Estados de compresion:

|€11] <Xge (€11 <0)
|€22] <Yec (E32<0) (1.4)

Siendo:

X¢+ = Resistencia del material en direccidn longitudinal, expresada en términos de
deformaciones y a traccion.

X¢c = Resistencia del material en direccién longitudinal, expresada en términos de
deformaciones y a compresion.

Y.t = Resistencia del material en direccidon transversal, expresada en términos de
deformaciones y a traccion.

Y. = Resistencia del material en direccidn transversal, expresada en términos de
deformaciones y a compresion.

Se = Resistencia de un material a cortadura, expresada en términos de deformaciones.

Criterio de Tsai-Hill

Este criterio no distingue entre los mecanismos de fallo pero considera que las
componentes normales y tangenciales interactian entre si. Como se puede observar a
continuacion, el criterio se reduce a la aplicacidén de una sola ecuacidn, la cual para una
l[dmina y asumiendo tensién plana (03 = 0,3 = 033 = 0), queda:

(011)* _ 011022 (022)* + (012)* >1 (1.5)
XZ XZ YZ SZ -

Criterio de Tsai-Wu

Es una generalizacion del criterio de Tsai-Hill a partir de una formulacién polindmica.
La expresién para una lamina es la siguiente:

Fy011 + Fy05; + Fs015 + F11(011)? + F23(022)? 4 Fee(012)? 4 2F;501105, = 1
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-1
Fiy = ——
XX, (1.6)
o -1

_ 1

oty 1 L 1Ny
Fip = 222[1 (Xt+XC+Yt+Yc)Z+ (cht+ycyt)z ]

Notese que este criterio consta de 12 parametros para un material ortétropo.

1.3.1.2 Criterios de fallo en materiales compuestos

Son criterios especificos para materiales compuestos, es decir, no surgen de la
extrapolacidn de otros ya existentes para otros materiales.

Criterio de Hashin 1973

En 1973, Hashin y Rotem proponen un criterio bidimensional que distingue entre: fallo
de la fibra a traccion (FFT), fallo de la fibra a compresiéon (FFC), fallo de la matriz a
traccién (FMT) y fallo de la matriz a compresién (FMC).

FFT: 011 = X,

FFC: |011| ZXC
(1.7)
FMT:  (222y2  (Z12y2 5
(222 + (22221

FMC: (2)2 + (2)2 >1
Yc S
Debe destacarse que este criterio no considera las tensiones tangenciales en el fallo de

la fibra y para el fallo de la matriz, sélo tiene en cuenta las componentes de tension
gue actuan en el plano de fallo.

Criterio de Hashin

En 1980 Hashin propone un nuevo criterio para estados de tensién tridimensionales.
Por ello las expresiones del nuevo criterio difieren del original: incluye tensiones
tangenciales en el fallo de la fibra a traccion, en el fallo de la matriz a compresién
abandona la idea del plano de fallo y propone una interaccidon cuadratica de los
invariantes del estado de tensiones.

FFT: (_011)2 + _12 (013% +01,%) 21
Xt SL
) o
FFC: 915 g
Xc
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' 1 1 1
FMT: e (022 + 033)° + 52 (023% — 022033) + 7 (013% + 012%) 21
FMC: 1 [[ve)? 1 1 1
Yo [(ﬁ) - 1] (022 + 033) + 25,2 (022 + 033)% + 52 (023% — 052033) + 52

(013° +012%) = 1
(1.8)
Criterio de Puck

Se trata de un criterio para estados de tensidn biaxiales [8] y que mantiene tanto los
cuatro modos de fallo (fibra, matriz, traccién y compresion) como el concepto de plano
de accién [9]. Por lo tanto, el plano de fallo es muy importante, no soélo para
representar la direccidn de la grieta, sino también para aplicar el criterio. En el fallo de
la matriz, el criterio se expresa en un sistema de referencia ortogonal al plano de
fractura (0,0, ¥ 0n1) Y propone un aumento de las resistencias a fractura
(compresidén) a través de los pardmetros p (determinados experimentalmente). Por lo
que respecta al fallo de la fibra, aparecen explicitamente las propiedades de los
componentes del material y ademas tiene en cuenta las no-linealidades a compresién.

Eq Uf12
— 44— >
Xt(a1 P Mgroy) =1

On~2 Tnt\2 Tni~2
Y2 4 (2RD)2 4 (212 »q (1.9)
(292 + (297 4 (C)
Tnt 2 Tn1 2
—Tmt 324 (Tl 3259
(Rnt_ pnto'n) Rpq1— pnlo'n)

A continuacidn, en la figura 1.11, se muestra el plano de fallo:

Figura 1.11: plano de fallo Puck [1]

28



Formulacioén de un modelo de dafio anisétropo tridimensional para materiales compuestos
basado en la teoria de invariantes.

Criterio tridimensional basado en la teoria del invariante

Este criterio es el que se va a emplear en el presente proyecto. Es un criterio de fallo
para estados de tensién tridimensionales y se basa en la funcidn de plastificacion
transversalmente isétropa desarrollada por Vogler et al. [10] y Camanho et al. [11].

Se basa en la teoria del invariante y por ello no usa informacién geométrica sino que
emplea, por medio de los tensores estructurales, la simetria del material. Por lo tanto,
no es necesario buscar el plano de fractura como ocurria en los criterios anteriores y
las ecuaciones constitutivas del material no van a verse modificadas por cambios en el
sistema coordenado. Este aspecto es debido a que se define un sistema coordenado
libre, es decir, independiente de la geometria y de Ilas transformaciones
correspondientes. Asi, esta formulacidn tiene en cuenta la anisotropia como una
propiedad intrinseca del material.

El criterio objeto de estudio del presente proyecto no predice el fallo de la fibra a
traccion, sino que se predice con el criterio de deformacion maxima admisible. Sin
embargo el resto de fallos (fallo de la matriz/ transversal tanto a traccién como a
compresion y fallo de la fibra/ longitudinal a compresién) se predicen con este nuevo
criterio. Las expresiones asociadas con estos mecanismos de dafio se detallan a
continuacion.

e Fallo de la matriz:

B 5 (1.10)
feirr = aql; + ayl, + asls + as,l3<1,
Donde:
R -t I 0
oc3—a3 , a32—a32 Sl i3 >
A3=a5 , A3,=a5, Sil3 <0
0= 1
1 S72~
0= 1
2 Sf
Yr Y%
T2vpr 14
(X§2= 2 =L
YT _ZYBT YT (111)
t 1 t
a3 =—-2x3-Y,
375y, 321BT
_Y¢ __Y¢
2Y 1y
a3,= >
YZ-2Ypc Yc
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1 1 1
I = Etr(ap)z' a(o?)’a= 2(022)2 — 5022033 +
1
2(033)2"'(023)2
L=a (Up)za = (013)2 + (012)2

13= tro- aoca = 0-22 + 0-33

Siendo:

Y; = Resistencia del material en direccién transversal, expresada en
términos de tensiones y a traccién.

Y. = Resistencia del material en direccion transversal, expresada en
términos de tensiones y a compresion.

S., = Resistencia de un material a cizalladura en el plano de la fibra,
expresada en términos de tensiones.

St = Resistencia de un material a cizalladura tangencial, expresada en
términos de tensiones.

Ygr = Resistencia biaxial del material en direccidon transversal,
expresada en términos de tensiones y a traccion.

Ygc = Resistencia biaxial del material en direccion transversal,
expresada en términos de tensiones y a compresion.

a = longitud caracteristicas de los materiales transversalmente
isoétropos.

Tr = traza del tensor

oP = tensor de tensiones plastico, es la parte del tensor de tensiones
gue induce a fendmenos ineldsticos.

e Fallo de la fibra a compresién:

Se conoce como fiber kinking, es decir, doblado o plegado de la fibra. Este fallo
puede producirse estando la matriz traccionada o comprimida.
1.12

fE,FF— =a1]1+a2]2+0{313+0{3215S1 ( )

Donde:
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. 1.13
az=al , az,=at, sil; >0 (1.13)

A3=a5 , A3,=a5, Sil; <0

0= 1
1 S72~
o= 1
2~ Sf
_Yr _ Yt
at - 2YpT 1 4
327 yZ_2vgr vp
t 1 t
oz = -205, Y
37 2vg 32 IBT
Yo Y&
c ZYBC 1 4

I =5tr(0?)?- a(o?)?a = (022)*-
1 1
5022033 (033)%+(023)*
L= a(o?)?*a = (013)* + (012)*

13= tro- aoca = 0-22 + 0-33

1.3.2 Mecanica de dafio continuo.

1.3.2.1 Introduccién.

La Mecanica del Daio Continuo es una rama de la Mecéanica de Medios Continuos que
estudia la degradacién que sufren los materiales tras producirse su fallo. Esto es
posible gracias a una serie de variables internas que afectan a las propiedades

mecdnicas originales del material. Dichas variables internas (escalares, vectoriales o
tensoriales) se denominan variables de dafio.

Principales hipdtesis de la Mecanica del Dafio Continuo:

e Laevolucidn del daiio gobierna el proceso de disipacion de energia en el material.

e Las deformaciones plasticas son despreciables; es decir, las deformaciones
inelasticas se deben Unicamente al dafio.

e El tensor de deformaciones se descompone aditivamente en dos componentes:
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tensor de deformacion eldstico e ineldstico.

E=E.+¢, (1.14)
El modelo de Dafio Continuo mas sencillo considera dafio isotropo, es decir, las
propiedades mecanicas del material sufren una degradacion isétropa (igual en todas
las direcciones) o lo que es lo mismo, todas las entradas del tensor de tensiones estan
afectadas por la misma variable de dafio d € [0,1]. Dicha variable es un escalar y toma
dos valores extremos: d = 0 si no hay dafio, es decir el material conserva intactas sus
propiedades mecanicas y la estructura correspondiente su capacidad portante,yd = 1
si el material esta totalmente dafado. Esta variable interna establece la relacion entre
el drea dafiada (A4) y el drea intacta (Ay) de un volumen representativo:

Aq (1.15)

Antes de continuar con las bases de la mecanica del dafio continuo, es necesario
definir dos conceptos que seran de gran utilidad:

e Principio de deformacion equivalente: la tension efectiva (o) que actta sobre el
material sin dafo, produce la misma deformacién que la tensién real (o) aplicada al
material con dafio.

e Tension efectiva: tension que da lugar, en el modelo sin dafo, a las mismas
deformaciones que aparecen en el sélido dafiado.

Teniendo en cuenta las definiciones anteriormente expuestas, se establece que:

F

G=——
Ag—Aqg (1.16)

y por lo tanto, la relacién entre ambas tensiones es:

g=(1-d)a (1.17)

Destacar que un modelo de dafio continuo tiene que definir un criterio de fallo y una
ley de evolucidon de la variable de dano, es decir, tiene que evaluar las dos etapas
anteriormente enunciadas del fallo de un material (inicio del fallo y degradacion).
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(0]
ou
Tension il \
dltima v I K ¢ A = dreaintacta
« , » o~
- <\ 0 A = area dafiada
» 5
Kd \
..s-‘..'. Ee | £ e i
Ay
K. — Rigidez inicial = =
K, — Rigidez aparente Ko=Ke(1=4)

Figura 1.12. Caracterizacion del dafio continuo [1].
1.3.2.2 Modelos anisétropos.

Los modelos de dafio continuo utilizados para el analisis de materiales compuestos,
son modelos de dafio anisétropo. Es decir, la degradacion de los materiales
compuestos depende de la direccién y por lo tanto tiene varias componente de dafo.
En otras palabras, cada entrada del tensor de tensiones estard afectada por su variable
de dano correspondiente, en lugar de todas por la misma como ocurria en los modelos
isétropos. A continuacién se muestra el estudio, sobre estos modelos, llevado a cabo
por diversos autores [12].

Originalmente, Matzenmiller [13] relaciona las tensiones efectivas (@) con las
nominales (o) por medio de un tensor diagonal de cuarto orden (M). Este tensor M
representa un operador de dafio puesto que se compone de las variables d; (i=1,2,6),
las cuales representan a su vez a las variables de dafio.

6i =Mij0j (118)

Ademas, expresa las deformaciones (£) en funcién de las tensiones efectivas ( @)
mediante el tensor de flexibilidad sin dafio ( H?).

& = HY.G; (1.19)
(L v ]
E, E,
Uy 1
H,=|-— — o0
ki E, E, (1.20)
0 0 !
L Glz_

33



Formulacioén de un modelo de dafio anisétropo tridimensional para materiales compuestos
basado en la teoria de invariantes.

Teniendo en cuenta todo la anterior, se obtiene:
Ex = H]?l MUG] (121)

Finalmente, Matzenmiller disminuye las propiedades mecanicas del material a través
de las variables de dafio y asi obtiene el tensor de flexibilidad con dafo (H).

_ 1 _ v21 -
(1-dq)Eq (1-dy)E;
V21 1
— = 0 (1.22)
H (1-d3)E; (1-d3)E;
1

0 0 —_—

| (1-dg)Gq2

Con todo esto, se obtiene un tensor de rigidez de la forma:

(1-dy)E; (1—-dy)(A —dy)vyE,; 0
C= D (1 —dy)(1 —d;)uyE; (1—-dy)E; 0

D=1-(1-d)(1—-dz)vz1V12

Maimi et al. [14] llega al mismo resultado que Matzenmiller pero partiendo de la idea
de que el proceso de dafo es termodindmicamente irreversible. Define una funcién de
energia libre complementaria a la de Gibbs, mediante la cual obtiene el tensor de
flexibilidad con dafio.

9%G (1.24)

Sin embargo, Balzani [15] se basa en la energia libre de Helmholtz (¥) y descompone
dicha energia en tantos términos como constantes ingenieriles intervienen en la ley
constitutiva del material.

p = z (- d)w, (1.25)

i=1,n
La evolucién del dafio puede modelarse de muchas formas, pero lo mas sencillo es

degradar las propiedades de los elementos que fallan hasta un valor nulo o un valor
residual.

En esta linea, Lee [16] desarrolla un programa de Elementos Finitos para analizar el
proceso de dafio. Para el caso de fallo de la fibra, Lee considera que se produce el fallo
total del material y por ello se anulan todas las rigideces. Sin embargo, para el caso de
fallo de la matriz en la direccion transversal o delaminacion, sdlo anula ciertas
componentes del tensor constitutivo. Si se produce fallo de la matriz en la direccién
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transversal, los términos asociados a dicha direccidén (2) seran cero y si se produce
delaminacion, sélo se anulan los asociados a la direccion del espesor (3).

€11 0 Ciz 0 0 07
0O 0 O 0 0 O
C33 0 Cz 0 0 O
= 1.2
Cm 0O 00 0 0 O (1.26)
0 0 0 0 Cs5 O
L0 0 0 0 0 o
C;11 Ciz 0 0 0 017
Ci C,, 0 0 0 O
0 0O 0 0 0 O
Ca=| 9 00 00 0 (1.27)
0o 0o 0O0 O
L 0 0 0 0 0 Cg

Esta propuesta de Lee, que considera que tras el fallo inicial el material pierde su
capacidad de soportar carga, no reproduce el comportamiento real del material y
ademads, tiene problemas de convergencia numérica (alcanzar soluciones de
equilibrio). Por ello, los siguientes autores proponen una degradaciéon gradual de las
propiedades que permita que tras el fallo inicial el material siga teniendo capacidad
portante, es decir, en lugar de suponer un modelo de degradacion fragil como Lee,
suponen un modelo de degradacion progresiva o lo que es lo mismo, una pérdida
gradual de la rigidez del material al producirse el fallo.

Matzenmiller [13] establece que la disipacion de energia durante el proceso de
degradacidon no puede ser negativa. A continuacidén se muestra dicha restriccién que
deben cumplir las ecuaciones que representan el crecimiento del dafio:

aG .
i=1 "
siendo:

=  D:disipacién interna de energia.
= (: energia complementaria a la de Gibbs.

Finalmente, para el caso de traccidon uniaxial en la direccién de la fibra, establece una
evolucidn exponencial de las variables de dafio:

1 .
di=1-exp|-(1— ™)), (1.29)
Donde:

= (;, indica que hay dafio cuando su valor es mayor o igual a 1.
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" 1m;, es una constante semi-empirica para modelar el comportamiento del
material tras el inicio del fallo.
Maimi [17] establece una funcidon exponencial mdas general para determinar las
variables de dafio asociadas a cada mecanismo de fallo:
1

d.=1-—
¢ F(pi)

exp[A;(1 — F(@))]F (), (1.30)
Siendo:

»  F(¢;), funcién del criterio de fallo empleado.
= A;, parametro dependiente del dafio.

* F(g), una funcién que depende de otras variables de dafio (modos de
fallo dependientes). Este término desaparece en el caso de fallo de la fibra
ya que es independiente de otros modos de fallo.

Finalmente, destacar que para el calculo de A; Maimi iguala la energia disipada con la
energia de fractura del mecanismo de dafio considerado:

f°° 06 ;. _ f°° 9G ad, G; (1.31)
dt =
0 1

3d; 3d 09, "% "L,

donde L es la longitud caracteristica de la mallay G; es la energia de fractura asociada
el modo de fallo .

1.4 Motivacion y objetivos.

El uso de los materiales compuestos se esta extendiendo gradualmente en diversas
aplicaciones, puesto que ya no solo se emplean para reducir peso en componentes
secundarios, sino que sustituyen a estructuras principales. La expansion en su uso sélo
se ve frenada por su caro proceso de fabricacion y por cuestiones de seguridad.

Para conseguir un buen aprovechamiento de la capacidad portante de estos
materiales, es necesario obtener predicciones fiables del inicio y propagacién de los
diferentes mecanismos de fallo. Esto se lleva a cabo mediante ensayos experimentales
y analisis numéricos. Como la realizacién de ensayos resulta muy costosa y requieren
mucho tiempo, es muy importante el desarrollo de modelos tedricos y computaciones
gue simulen la respuesta del material ante determinadas solicitaciones. Destacar que
la herramienta mas utilizada para el analisis numérico de estructuras ingenieriles es el
Método de los Elementos Finitos.

El objetivo de este trabajo es el desarrollo tedrico de un modelo de dafio continuo
anisétropo termodindmicamente consistente para predecir el inicio y la propagacién
del dafio de un material compuesto sometido a un estado tridimensional de tensiones.
Esta formulacion constituye la base para la posterior implementacion de una subrutina
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UMAT en el programa de Elementos Finitos ABAQUS. Para ello, se ha empleado como
criterio de fallo el criterio 3D basado en la teoria del invariante, el cual no emplea
informacién geométrica sino que utiliza la simetria del material. Esto trae consigo una
serie de ventajas, por ejemplo: no es necesario buscar el plano de fractura para
predecir el fallo y si realizamos transformaciones ortogonales respecto al sistema
coordenado, las ecuaciones constitutivas no van a variar.

1.5 Organizacion.

El presente proyecto contiene la formulacidn tedrica del criterio de fallo basado en la
teoria del invariante y del proceso de degradacién que ocurre tras el fallo inicial.

En el capitulo 2 se describe el marco computacional y de modelado. Se explica la teoria
del invariante, puesto que es base del criterio estudiado y ademas se analiza su
aplicaciéon a cada tipo de material tal y como se observa en la seccidn 2.1. Finalmente
se centra en el método de los elementos finitos (seccion 2.2). Esta seccidn contiene
una introduccion al método (seccién 2.2.1), su formulacién fuerte (seccion 2.2.2), su
formulacidon débil (secciéon 2.2.4) y se detalla el proceso de discretizaciéon (seccidn
2.2.3).

El capitulo 3 se centra en el desarrollo y explicacién del criterio de fallo basado en la
teoria del invariante. Dicho criterio distingue entre dos tipos de fallos: fallo de fibra
(seccién3.3) y fallo de la matriz (seccion 3.2).

A continuacién, en el capitulo 4, se analiza el modelo de dafio continuo. Primero se
caracteriza el comportamiento transversalmente isétropo (seccién 4.2), después se
profundiza en los principios termodindmicos (seccion 4.3), posteriormente se
desarrolla y explica el modelo de dafio anisétropo utilizado (seccién 4.4) y por ultimo,
se formula el tensor constitutivo tangente (seccién 4.5).

Finalmente, en el capitulo 5, se recogen las conclusiones y se proponen las lineas de
desarrollo futuras.
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2 MARCO COMPUTACIONAL Y DE MODELADO

2.1 Teoria del invariante.

El desarrollo del modelo de dafio llevado a cabo en este proyecto utiliza el criterio de
fallo tridimensional basado en la teoria del invariante propuesto por Camanho vy
coautores [11]. Es por ello que a continuacién se detallan los principales aspectos de
dicho marco de modelado [18]. Destacar que las transformaciones del sistema de
referencia que se van a considerar son transformaciones ortogonales (Q), es decir,
rotaciones y translaciones que mantienen constantes las longitudes y los angulos.
Finalmente, la ecuacion constitutiva puede ser representada por la funcidén de tension
general como:

o0 =0(¢,AB) (2.1)

siendo:

e & eltensor de deformaciones elastico.

e Ay B, los tensores estructurales, los cuales representan la simetria interna del
material como una propiedad intrinseca del mismo.

2.1.1 Introduccion.

Las ecuaciones constitutivas de los materiales isétropos permanecen constantes
aungue giremos el sistema de referencia, es decir, son independientes de la direccién
puesto que todos los planos son de simetria eldstica. Por lo tanto, si realizamos una
transformacién ortogonal, la respuesta del material no varia ya que el grupo ortogonal
es el grupo de simetria del material. Esto queda reflejado en la ecuacién 2.2:

o =0(s,A,B) = 6(¢,QAQ",QBQT)  VQE€EO, (2.2)

donde O representa un grupo ortonormal.

Sin embargo, en el caso de materiales anisétropos esto no ocurre puesto que el
comportamiento depende de la direccién, o lo que es lo mismo, las ecuaciones
constitutivas varian al cambiar el sistema de referencia debido a que todos los planos
no son de simetria elastica y por lo tanto el grupo de simetria del material no coincide
con todo el grupo ortogonal. Todo esto se muestra en la ecuacion 2.3:

o = 6(s,A,B) + 6(¢,QAQT,QBQT)  VQ € 0. 2.3)
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Asi la funcidn de tension @ representa una funcidn tensorial anisdtropa con respecto a
£ y una funcién tensorial isétropa con respectoa g, Ay B.

De esta forma, la respuesta del material Unicamente permanecera invariante si las
transformaciones ortogonales pertenecen al grupo de simetria del material anisétropo
considerado. Por lo tanto, el objetivo de la teoria del invariante es representar las
ecuaciones constitutivas de los materiales anisétropos como funciones tensoriales
isdtropas mediante tensores estructurales (representan la simetria del material) e
invariantes (I, I,,13), si se logra dicho objetivo, al cambiar el sistema de referencia
mediante transformaciones ortogonales pertenecientes al grupo de simetria del
material, no variaran las ecuaciones constitutivas.

La definicidn de los invariantes 4, I, I3 para un tensor de segundo orden genérico son
las siguientes:

1 1 1 !
I = Etr(ap)z-a(ap)za =3 (022)° - 5022033 T 7 (033)%+(023)?

I,=a(o?)?a = (013)* + (01,)° (2.4)

I3=tro-aoa = 05, + 033

2.1.2. Teorema de isotropizacion.

Como se ha indicado anteriormente, la teoria del invariante pretende expresar las
ecuaciones constitutivas de los materiales anisétropos como funciones isétropas. De
esta forma no variarian las ecuaciones al cambiar el sistema de referencia mediante
transformaciones que pertenezcan al grupo de simetria del material. Para lograr dicho
objetivo es necesario aplicar el Teorema de Isotropizacidn, el cual establece que: “las
funciones anisétropas se pueden transformar en isétropas incluyendo como
argumentos de éstas tensores estructurales que sean invariantes respecto a

III

transformaciones pertenecientes al grupo de simetria del material”. En otras palabras,
como los tensores estructurales representan la simetria del material como una
propiedad intrinseca del mismo, son invariantes respecto a transformaciones que
formen parte del grupo de simetria del material y por lo tanto respecto a dicho grupo
la funcién pasa a ser invariante. Finalmente, tras conseguir que la funcidn anisétropa

pase a ser isotropa, sélo quedaria expresar dicha funcion en funcién de los invariantes.
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2.1.3. Ecuaciones constitutivas para materiales isétropos y anisétropos en forma de
funciones tensoriales isétropas.

2.1.3.1. Materiales isétropos

El grupo de simetria de estos materiales es:

G =0(3) (2.5)

En este caso, cualquier transformacidn ortogonal coincide con el grupo de simetria del
material puesto que todos los planos son de simetria eldstica. Por lo tanto , las
transformaciones ortogonales en materiales isétropos no alteran la respuesta del
material, es decir, la matriz constitutiva del material no va a cambiar aunque lo haga el
sistema de referencia.

La matriz constitutiva de estos materiales es:

r E11(1-v33033) E11(V124+V32V13)  E11(V13+V12023) 0 0 0 T
D D D
E2(U21+V31V23)  Ezp(1-v31V13)  Ez2(V23—V321V13) 0 0 0
D D D
c = |E33(V317V21V32)  E33(V327V31V12)  E33(1-V21V17) 0 0 0
D D D
0 0 0 (2P 0 0
0 0 0 0 v3 0
i 0 0 0 0 0 vyl

D =1—VU33VU33 —VUz1V12 — U31VU13 — Uz1U32VU13 — U31VU12VU23
(2.6)
2.1.3.2. Materiales transversalmente isétropos

Estos materiales presentan una simetria hexagonal respecto a la direccidon
caracteristica a, por lo tanto las ecuaciones constitutivas no van a variar si se realizan
transformaciones ortogonales pertenecientes al grupo de simetria del material, es
decir, rotaciones respecto a la direccidon a (direccién caracteristica de los materiales
transversalmente isétropos, es la direccion de la fibra).

El grupo se simetria de estos materiales es:
G12 = {Q(e, @) con 0 < & < 27, R(a), R(b), R(c), £1} 2.7)

Siendo a, by c los vectores de la base ortonormal.

La simetria de este tipo de materiales queda representada por medio de un Unico
tensor estructural A cuya expresion es:
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A: = a®a. (2.8)

Por lo tanto, este tensor estructural es invariante respecto a transformaciones
ortogonales pertenecientes al grupo de simetria del material G;,, lo que permite
expresar las ecuaciones constitutivas como funciones isétropas, es decir, como
funciones invariantes respecto de ey A

A continuacién se muestra la matriz constitutiva de estos materiales expresada en los
ejes principales del material, también Ilamados ejes de simetria:

A+ 20+ B+ 4u, —2pur A+ a A+a 0 0 07

A+ a A+ 2pur A 0 0 O

C= At+a A A+2ur 0O 0 O

0 0 0 m, 0 0

0 0 0 0 po O

i 0 0 0 0 0 gl
(2.9)

La conversidn de los coeficientes invariantes en las constantes eldsticas del material y
viceversa, se muestran en la tabla A.1 del Anexo.

2.1.3.3. Materiales ortétropos

En el caso de materiales ortdtropos, que cuentan con tres planos de simetria eldstica,
el grupo de simetria del material es el siguiente:

Gs = {R™(a),R™(b),R™(c), +1} (2.10)

Siendo a, b y ¢ la base ortonormal y R™( ) representa una rotacion alrededor de la
direccién considerada un angulo m.

La simetria de estos materiales queda representada por medio de 3 tensores
estructurales mostrados a continuacion:

A:=a®a; B:=b®b; C:=cQc (2.112)

Debido a la propiedad A+ B+ C =1, se prescinde de un tensor (C) al ser
redundante.

A continuacién se muestra la matriz constitutiva de estos materiales expresada en los
ejes principales del material, también llamados ejes de simetria:
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A+ 20 A+ oy Aty 0 0 0
Aoy A+2u+ 20 + 4 + B4 A+ oy + oy + B3 0 0 0
(C=7\+(x2 A+ o+, + B3 A+ 204 20, + 4, + B, 0 0 0
0 0 0 n+ 0 0
0 0 0 0 n+ sy 0
0 0 0 0 0 [V S TP S VPN
(2.12)

La conversion de los coeficientes invariantes en las constantes eldasticas del material se
muestra en la tabla A.2 del Anexo.

2.2 Método de los elementos finitos.

2.2.1 Introduccion.

Existen una gran cantidad de problemas de calculo de estructuras en los cuales resulta
inasumible abordar su formulacién desde el punto de vista analitico. En tales casos, los
métodos numéricos han constituido una alternativa util y potente para su resolucion.
La técnica numérica mas utilizada es el método de los elementos finitos (MEF), lo cual
se debe a su elevada versatilidad para abordar la resolucidn de diferentes problemas
ingenieriles.

Actualmente hay una extensa literatura dedicada a estudiar los diferentes aspectos
tanto tedricos como computacionales del MEF, por ejemplo: estimacidon de errores,
procedimientos multiescala, cdlculos no lineales o problemas multifisicos acoplados.

2.2.2 Definicién del problema eldstico (formulacion débil).

A continuacién se muestran las ecuaciones diferenciales bdsicas que gobiernan la
Mecdnica de Medios Continuos bajo la hipdtesis de deformaciones infinitesimales.
Dado un sdlido definido por un volumen V y contorno S como el que se representa en
la figura 2.1 Sometido a unas fuerzas por unidad de volumen b en V, a unas fuerzas por
unidad de superficie t en S; y a unos desplazamientos u en S, tal que S =S, U S,,. Las
ecuaciones basicas que deben satisfacer tanto el campo de desplazamientos u, asi
como el campo de tensiones o y deformaciones € generados en el sdélido por la
aplicacion de las cargas/restricciones anteriores, son:

Equilibrio:

60,—1-

(2.13)

ox; +Ei =0enV, Gl]n] = fi en ST
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Compatibilidad:

1 0y dy _ (2.14)
=T + nV,u; =u;en
gl] 2(6x]- 6xi)e ;U u;e SU
Ecuaciones de comportamiento:
0ij = Cijui&ij (2.15)

Estas ecuaciones pueden escribirse empleando la notacién de Voigt, la cual es
compatible con ABAQUS:

du
ax
2.16
o=Ce¢ ( )
div[e] + b = 0
Siendo:
€ = tensor de deformaciones = {&;, &, €3, 215, 2E53, 2E13}7
o = tensor de tensiones = {0y, 0, 03, 013, 023, 013}
u = vector de desplazamientos = {uy, u,, uz}’
b = vector de fuerzas internas = {by, b,, b3}"
B 60'1 60'12 60'13 .
ax1 axZ aX3
do: do do
div[o]= denota la divergencia del tensor asociado = 24242 (2.17)
ax1 6x2 aX3
do do do
31 + 32 + 33
B axl axZ ax3 .
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— 2 _ _ _
¢! 1[1)23) Ell (V21 1[’)23”21) E22 (V21 1;231’21) EZZ 0 0 0
(U21—1;23U21) E22 (1—1’11)2“21) E22 (U23—1;21U12) E22 0 0 0
C-= (U21—1;23U21) EZ (U23—1;21U12) EZ (1—1’;21’21) E22 0 0 0
0 0 0 Gy, O 0
0 0 0 0 Gy, 0 (2.18)
1
_ 0 0 0 0 0 som—=En)

D = 1-2051015(1+U53)-(V43)?

y C es la matriz de comportamiento de un material transversalmente isétropo sin que
exista dafo.

Figura 2.1: Problema de contorno.

2.2.3 Discretizacion.

En el MEF, se discretiza el domino bajo estudio, es decir, se descompone en elementos

no solapables y finitos realizdindose una aproximacion de la geometria: V = 2221 V.,
donde V, es el volumen de cada elemento y n, el nimero total de elementos. Estos
elementos pueden ser, segun el problema a resolver, bidimensionales o
tridimensionales y estan conectados entre si a través de puntos comunes llamados

nodos y por los lados comunes interelementales.

Gracias a la discretizacién, se logra transformar un sistema continuo con infinitos
grados de libertad y gobernado por ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, en
un sistema con un numero finito de grados de libertad y definido por un sistema de
ecuaciones. Por lo tanto, el problema diferencial inicial pasa a ser otro problema
algebraico, de tal forma que se simplifica su resolucion.

Una vez que se ha discretizado, se calcula el campo de desplazamientos de cada
elemento mediante los desplazamientos de sus nodos. Para ello hay que emplear las
funciones de forma o también llamadas funciones de interpolacion. Posteriormente, se
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ensamblan las matrices de rigidez de cada uno de los elementos y asi se obtiene la
matriz de rigidez global.

Figura 2.2: Proceso de discretizacion.

2.2.4 El teorema de los trabajos virtuales (formulacién débil).

La formulacidon débil en la que se basa el Método de los Elementos Finitos es el
Teorema de los Trabajos Virtuales (TTV).

El calculo del desplazamiento en cualquier punto de la geometria u(x) se realiza
como una combinacion lineal de las funciones de forma, N;(§),I = 1,2 ... N,,,4. Cada
nodo tiene asociada una funcidn de forma, siendo N,,,4 el nUmero de nodos a nivel de
elemento y & = {{,n, ¢} el espacio natural paramétrico en el que se definen las
funciones de forma a nivel de elemento. Generalmente, dichas funciones de forma
(también llamadas funciones de interpolacién) son funciones polindmicas
dependientes de las coordenadas locales (x) y que toman un valor unidad en el nodo [
y un valor nulo en el resto. Las funciones N;, representan el campo de desplazamientos
que resultaria de un valor unidad a un desplazamiento en un grado de libertad,
manteniendo nulos todos los demads desplazamientos:

Nnod

=) N@pi =%z (219)
I=1

u; es el desplazamiento en cualquier punto del elemento debido a los desplazamientos
nodales p;; . En forma matricial, la expresidn anterior queda:

u~NEp (2.20)

Por lo tanto, la aproximacién de las deformaciones es:
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Ny
L(ow auf 1 aN; oN;
T 2 ) b= 2.21
T (ax] axl) 2 z <a Pri + x; —0p; ) Lj=123 ( )

I=1
Esta aprOX|maC|on en notacién matricial queda.

(&) ~B(p (2.22)

Siendo B(§) un operador que contiene las derivadas de las funciones de interpolacion
respecto a las coordenadas del espacio.

Teniendo en cuenta la nueva expresion de las deformaciones y asumiendo un
comportamiento elastico lineal, la interpolacion de las tensiones se puede expresar
como:

o =CB()p (2.23)
Finalmente, tras obtener las interpolaciones de las tensiones y las deformaciones,

queda aplicar las ecuaciones de equilibrio. Esto ultimo se va a hacer utilizando el
Teorema de los Trabajos Virtuales (TTV) :

] oT5edV = j £75uds + f BT 5udv (2.24)
v St 14
6 =0ddéuenV (2.25)
ou=0enS,

Como los desplazamientos y las deformaciones virtuales se determinan por medio de
las funciones de forma:

Su ~ N(§)5p (2.26)
e ~ B(§)6p

EI TTV queda:

(2.27)

f S5p"BTCBpdV = | Sp"NTtdS + f Sp"NTbdV
74 14

St

Invocando la arbitrariedad de los desplazamientos virtuales, 8d, es posible expresar la
Ec.(3.26) de la siguiente forma:

_ (2.28)
5pT l j BTCBdVl l J NTtd5+ NdeVl 5p
|4 St

Se obtiene la expresidn del vector de fuerzas exteriores equivalente (f.,;) y la de la
matriz de rigidez del elemento (K,):
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K, = f BTCBdV (2.29)
%4
Foxt = f NTEdS + f NTBdV (2.30)
St 1%
Quedando el TTV:
Kep = fext (2.31)

Finalmente, sumando las ecuaciones obtenidas de cada mediante el denominado
proceso de ensamblaje, el sistema global del problema de contorno correspondiente
puede expresarse:

Kp = Foy, (2.32)

Siendo:

K: matriz de rigidez global (obtenida tras ensamblar las matrices K, de todos los
elementos) .

F,,:: vector de fuerzas externas aplicadas en los nodos (también es conocido).

p: vector de desplazamientos nodales de todo el sistema discreto

Noétese que la implementacion del modelo desarrollado en este proyecto incluye no-
linealidades materiales como consecuencia de la incorporacion de fenémenos
asociados al dafio intralaminar en materiales compuestos. Por lo tanto, la resolucién
numeérica de las ecuaciones de gobierno se realiza de forma incremental-iterativa
mediante el método de Newton Rahpson. Dentro del contexto de andlisis no-lineal de
estructuras mediante MEF. Asi, la ecuacién (2.27) puede expresarse de forma

alternativa:
sp” [ f BTa(p)dV — f NTEdS — f NTEdV], (2.33)
v St 14
Pudiéndose identificar el vector de fuerzas interno f;,; como:
fiTlt = fV BTO-(p)dVI (234)

Donde se ha incluido la dependencia del tensor de tensiones con respecto a las
variables de dafio de forma explicita.
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El cdlculo de la matriz de rigidez del sistema requiera la linealizaciéon de f;,; para un
incremento de desplazamientos Ad. De esta forma puede expresarse:

= afintA ’ (2.35)
dp
La linealizacion del tensor de puede calcularse:

_ Jdo _60 (2.36)
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3 CRITERIO TRIDIMENSIONAL BASADO EN LA TEORIA DE
INVARIANTES

3.1 Introduccion.

En este capitulo se describe el criterio de fallo elegido para el desarrollo del modelo
de dafo anisétropo para materiales compuestos reforzados con fibras unidireccionales
objeto de este estudio. Este criterio de fallo intralaminar a nivel de [dmina equivalente
ha sido propuesto por Camnaho y colaboradores [11], el cual permite la consideracién
de estados tensionales tridimensionales asi como la consideracién del mecanismo de
fallo denominado fibre kinking, en el caso de fallo en la direccion de la fibra bajo cargas
de compresion.

Este criterio de fallo se basa en la teoria del invariante, que a su vez se basa en
tensores estructurales y en invariantes. Los tensores estructurales representan la
simetria de los materiales transversalmente isétropos como una propiedad intrinseca
del material y no en funcién de un sistema coordenado determinado. De esta forma el
criterio no necesita utilizar informacién geométrica para predecir el fallo ni buscar el
plano de fractura. Ademas, las transformaciones del sistema coordenado no van a
influir en la formulacién, es decir, las ecuaciones constitutivas del material no van a
cambiar aunque transformemos el sistema coordinado puesto que van a expresarse
como funciones tensoriales isétropas.

Nétese a su vez que el criterio sélo predice el fallo a nivel de [dmina, por ello en el caso
de laminados multidireccionales hay que analizar lamina a lamina. Cabe destacar que si
se trata de un laminado multidireccional y se produce el fallo de la matriz, hay que
considerar las propiedades in situ/resistencias in situ. Esto Ultimo es necesario porque
las resistencias en la direccion perpendicular a la fibra y las resistencias de cizalladura
de los laminados multidireccionales no coinciden con las obtenidas a partir de las
[dminas unidireccionales, debido al efecto del espesor y de la orientacién de cada
[dmina. Las expresiones para el calculo de las resistencias in-situ se detallan en la
seccion 3.2.

En cuanto a los tipos de fallos, se distinguen dos tipos en este criterio: fallo de la fibra
(longitudinal) y fallo de la matriz (transversal). Cada uno de estos fallos es formulado
considerando diferentes criterios, pudiéndose producirse por esfuerzos de traccién o
compresion en estados tensionales multi-axiales.

49



Formulacioén de un modelo de dafio anisétropo tridimensional para materiales compuestos
basado en la teoria de invariantes.

3.2 Propiedades in situ.

Tal y como se ha indicado anteriormente, el criterio de fallo basado en la teoria del
invariante predice el fallo en una ldmina, por lo tanto, para el caso de laminados
multidireccionales hay que calcular las tensiones y deformaciones de cada capa.

Sin embargo, tal y como se ha comprobado experimentalmente, las resistencias
transversales a la fibra y la de cizalla de un laminado multidireccional no son las
mismas que las obtenidas a partir de cada una de las capas unidireccionales. Este
hecho es debido a que estas resistencias varian segln la orientacién de las capas
(ubicacion en el laminado) y el espesor del laminado. Para solventar esta discrepancia,
es necesario considerar las denominadas propiedades in-situ del material en el criterio
tanto de la fibra como de la matriz, ya que aunque estas propiedades estan asociadas
al fallo de la matriz, dicho fallo interviene en el fallo de la fibra.

En concreto, este trabajo se basa en la definicion de las propiedades in-situ definidas
en [19], cuyas expresiones se detallan a continuacion:

yI = [8Gcd) (3.1)
is =\ mtAd,

Para laminas delgadas:

=Y (3.2)

e (3.3)

bt =¥ (3.4)

st - \/(1+ﬁ¢6122)1/2 —1 - 1001c (3.5
3BG12 mt

SE=Y%cos@[sin O + Ezzz ] (3.6)

Siendo:
G;c(L) = Energia de fractura intralaminar en modo .

G;c = Energia de fractura intralaminar en modo II.
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Agz = componente del tensor de grieta correspondiente a la fractura en modo |
en el plano segun la teoria de Dvorak.

t = Espesor de la l[amina.
G1, = Médulo de elasticidad tangencial en el plano de Ia fibra.

P = parametro de ajuste que indica si el comportamiento a cortadura es lineal o
no.

6= el dngulo de fractura de la matriz

Para l[dminas gruesas: ademads de las ecuaciones que se muestran a continuacion (), se
emplean las ecuaciones 3.2, 3.3, 3.4 y 3.6.

YT =1,12v/2Y7 (3.7)

¢

gL = (1+BpGZ,)1 /2 -1 _12 (sh?
ts ™ 3BG12 "~ Giz

+B(SY) (3.8)

3.3 Fallo de la matriz.

Con el fin de formular un criterio de fallo para materiales compuestos reforzados con
fibras es necesario la distincion entre los posibles mecanismos de fallo en estos
materiales. Desde un punto de vista mecanico, es habitual la consideraciéon de cada
[dmina individual de wun laminado mediante la aproximacién de sélido
transversalmente isétropo equivalente. Es decir, no se tiene en cuenta las diferentes
fases que lo componen (fibra y matriz) sino que su respuesta mecdnica puede ser
formulada en el contexto de la Mecanica de Medios Continuos.

Teniendo en cuenta estos argumentos, para el caso de materiales compuestos es
esencial la distincién entre: (i) mecanismos de fallo dominados por la fibra, que se
producen en direccion longitudinal con respecto al refuerzo, (ii) mecanismos de fallo
dominados por la matriz, que se producen en direccidn transversal al refuerzo.

En particular, el fallo de la matriz se produce como consecuencia de los dafios
producidos tanto en la matriz como en la interfase fibra-matriz, los cuales pueden
producirse tanto a traccion como a compresion.
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3.3.1 Formulacion del criterio.

Como se ha indicado anteriormente, el criterio de fallo utilizado en este trabajo es el
propuesto en [11] para el fallo de la matriz, el cual es un criterio tridimensional basado
en la teoria del invariante. Este criterio utiliza tensores estructurales de isotropia
transversal (A4). Estos tensores representan las direcciones caracteristicas de los
materiales transversalmente isdtropos (a), las cuales coinciden con la direccion de la
fibra en el caso de materiales compuestos unidireccionales.

A: = aQa. (3.9)

La formulacion general del criterio de fallo es una funcidn del tensor estructural (A) y
del tensor de tensiones (o) que tras operar da lugar a la siguiente expresion:

feirr = a1l + ayl; + aslz + as,l5<1

(1.10)
Donde:
_t bt o
A3=03 , A3,=03, Si[3 >0
—~C —~C H
A3=A3 , A3,=A3, Si[3 <0
gzt
==
St
gzt
= —
St
_Yr Y%
at _ ZYBT 1 4
K A S—
Yy —2Ypr Yr (1.11)
t 1 t
az; =—-20a3,Y,
37 2vg 321BT
_ Yo Y¢
327 y2-2vpe Ye
al =——2a5.Y,
375y, 321BC

I =5tr(a?)?- a (0”)2a = (0;5)%-
1 1
5022033 T 7 (033)%+(023)*
I,= a(o.p)Za = (013)2 + (012)2

I3= tro- aoca = 0-22 + 0-33

52



Formulacioén de un modelo de dafio anisétropo tridimensional para materiales compuestos
basado en la teoria de invariantes.

Cabe destacar que segun si el fallo es a traccion o a compresion, los factores
a;(i = 1,2,3,32) en la expesiones anteriores son diferentes.

3.3.2 Orientacion del plano de fractura.

En el criterio expuesto en el presente proyecto, no es necesario buscar el plano de
fractura para predecir el fallo como ocurria, por ejemplo, en el criterio de Puck. Pero
para poder representar el fallo (cracking) transversal, es conveniente determinar la
orientacién del plano de fractura (6). En la figura 3.1 se muestra la fractura de la matriz
y su correspondiente dngulo de fractura.

53]

Figura 3.1: Plano de fractura transversal.

Para la determinacién del angulo de fractura de la matriz (8) primero es necesario
determinar si el material se encuentra sometido a una estado de compresidn
transversal (I3< 0) o a un estado de traccion transversal (I3> 0). Posteriormente, hay
gue analizar el estado de cargas del material y determinar qué tensién es la mas
critica, es decir, la que potencialmente provoca el fallo.

A continuaciéon se exponen los diferentes estados de carga analizados con sus
correspondientes dngulos de fractura:

COMPRESION TRANSVERSAL (I5< 0).

e Sisdlo se cuenta con g, (ver figura 3.2.)

Bajo tal solicitacion, el material compuesto va a sufrir una deformacion
preferentemente segun la direccién 3, por lo tanto para determinar el fallo es
necesario comparar el estado de tensiones reales con la resistencia asociada a la
direccion 3 (Ycis). Segun los circulos de Mohr correspondientes, el dangulo de
fractura debiera ser 45° (dngulo de maxima tensién tangencial). Pero
experimentalmente se obtiene que dicho dngulo es de 53° y no 45° debido a
que estos materiales no son totalmente isétropos porque tienen refuerzo.
Diferentes autores han esgrimido diferentes causas de tales como la existencia
de un dangulo de rozamiento interno [17]. En este trabajo, siguiendo los

53



Formulacioén de un modelo de dafio anisétropo tridimensional para materiales compuestos
basado en la teoria de invariantes.

argumentos expuestos en [11], el dangulo del plano de fallo (6) se determina
mediante la teoria de Mohr-Coulomb, la cual introduce un dangulo de
rozamiento interno y modifica la tension a la cual se produce la rotura. Gracias a
la aplicacion de esta teoria se obtiene un dngulo de fractura de 532.

8= 53°

(3.10)

Figura 3.2. Compresion transversal en la direccion 2.

Para el caso en el que sélo exista o33 (ver figura 3.3):

Al igual que en caso anterior, la resistencia que indica si hay o no fallo es la
Y} (desplazamiento en la direccion 2) y la teoria empleada para calcular el
angulo de fractura es Mohr-coulomb, obteniéndose:

— 0
6= 53 (3.11)

033

/S

1

033
Figura 3.3. Compresidn transversal en la direccién 3.
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e Para el caso de compresion bi-axial, el estado de cargas que se analiza es el
mostrado en la figura 3.4.

033

(0-22¢ 0-33)

W 0 ]

0y, IR

033

Figura 3.4. Compresidn transversal biaxial con tensiones de distinto orden.

Destacar que en este estado de cargas, la tensidn mas critica es 033 puesto que
actua fuera del plano de la fibra (resistencia menor) y que la condicion de
fractura se establece con S%S porque si aplicamos simultdneamente g, y 033,
el material Unicamente puede desplazarse en las direcciones 23, 12 y 13, siendo
sus respectivas resistencias S¥ y S . Como se ha dicho anteriormente, la
resistencia fuera del plano de la fibra es menor que en el plano de la fibra (S%S
< SLiS) por lo tanto S%S es la resistencia critica, la que nos va a determinar si hay
o no fallo. En este caso, el fallo se produce para las siguientes condiciones:

1. |op|2SF

Si se cumple esta condicion el fallo puede deberse a g5, 0 a 033 puesto que
como se ha dicho anteriormente g33 es mas critica. Para determinar cual de
ellas produce el fallo, Unicamente hay que ver cual tiene mayor valor
absoluto:

v’ |0,,1>|0335] COMPRESION TRANSVERSAL EN EL PLANO DE LA
FIBRA.

Segun la teoria de Mobhr, el dngulo de fractura es 45° (angulo de
maxima tensidon tangencial). Pero experimentalmente se obtiene
que dicho dngulo es de 53° y no 45° debido a que estos materiales
no son totalmente isétropos porque tienen refuerzo. Por lo tanto, se
calcula o mediante la teoria de Mohr-coulomb, la cual introduce un
angulo de rozamiento interno y modifica la tension a la cual se
produce la rotura. Gracias a la aplicacién de esta teoria se obtiene
un angulo de fractura de 532. Ver la ecuacion 3.12:
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SE
0 = arcsin =530
min{|oy, |, | YE[} (3.12)

V' |o33|>|0,,] COMPRESION TRANSVERSAL FUERA DEL PLANO DE LA
FIBRA.

En este caso, igual que para la condicidn anterior y por los mismos
motivos, se aplica la teoria de Mohr-Coulomb para el calculo del
angulo de fractura. Obteniéndose:

SiS
0 = arcsin |— L — = 53° (3.13)
min{|oss], | Y[}

2. |o33|2SE

Si se cumple esta condicidn, no es necesario analizar el valor absoluto de
05,. Esto es debido a que como g33 es mas critica, si cumple la condicidn
anterior, es la causante del fallo. En este caso se produce COMPRESION
TRANSVERSAL FUERA DEL PLANO DE LA FIBRA.

El dangulo de fractura se calcula, tal y como se ha explicado anteriormente,
aplicando la teoria de Mohr-Coulomb. La expresion del angulo de fractura
es la ecuacion 3.13.

e A continuacidn se analiza el caso de compresidn transversal biaxial, en el que la
magnitud de ambas tensiones normales son del mismo orden, ver Figura 3.5.
Para esta situacion, el angulo de fallo se calcula aplicando la teoria de Mohr-
Coulomb por lo que, tal y como se ha visto anteriormente, dicho angulo es de
53°. En concreto, la expresion del dngulo de fractura puede ser la ecuacién 3.12
o la 3.13 puesto que las tensiones normales son del mismo orden.
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033

(0—22: 0-33)

W 0 ]

033
Figura 3.5. Compresidn transversal biaxial con tensiones de igual orden.

En el caso de accién conjunta de compresion biaxial transversal (en el plano de
la [dmina y fuera del plano de ésta) y acciones tangenciales longitudinales-
transversal (en el plano de la ldmina y fuera del plano de ésta), ver Figura 3.6, se
asume que el efecto de 0,, y 033 €s muy pequefio. Por lo tanto el angulo de
fractura viene dado por las tensiones tangenciales en el plano de la fibra, es
decir, se produce un FALLO POR CORTADURA LONGITUDINAL.

o
0 = arctg 2
013 (3.14)

La expresidn 3.14 surge tras basarnos en consideraciones simétricas. Si sélo
actla a,,, por evidencias experimentales se sabe que o = 90° mientras que si
sélo actta o, 3, los resultados experimentales muestran un o = 0°. Por lo tanto si
actlan ambas, el angulo del plano de fractura sera el comprendido entre ambas
tensiones (ecuacion 3.14).
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Figura 3.6. Compresidn transversal biaxial con tensiones de igual orden y
tensiones tangenciales longitudinales.

e En este caso (ver figura 3.7) se cuenta con todas las tensiones posibles, por lo
tanto como las tensiones tangenciales son mas criticas (evidencia experimental)
el fallo va a ser por cortadura. Finalmente, para determinar si la cortadura es
longitudinal o transversal, es necesario determinar qué efecto tangencial es el
dominante y una vez que lo determinemos, se suponen las tensiones
tangenciales no dominantes nulas. Determinar la tensién tangencial dominante
se consigue gracias a la condicién:

a Iy + azls + asl? >|ayl,| (3.15)

Siendo:

a = f (resistencias)
I1 =f (022, 033,023)
I; =f (012, 013)
I3 =f (022, 033)

Si se cumple la condicidn 3.15, la tensién tangencial transversal es la dominante
y el fallo entonces es CORTADURA TRANSVERSAL. El calculo del angulo del
plano de fallo se lleva a cabo mediante la siguiente ecuacion:
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1 " 20,3
a = sarctang (022 — 033) (3.16)

Esta ecuacion surge de suponer que 04, Yy 0y3 (tensiones tangenciales no
dominantes) son nulas. Tras esta suposicidon se proyecta el tensor de tensiones
tridimensional en el plano 23 (plano de la tensién 0,3) y se busca en dicho
plano las tensiones principales maximas (0,3=0). Tras hacer todo esto, se
obtiene finalmente el circulo de mohr, por lo que se puede calcular el angulo del
plano de fallo.

Para el caso en que no se cumpla la condicion 3.15, estamos ante un fallo por
CORTADURA LONGITUDINAL y por lo tanto, tal y como se ha visto
anteriormente, el dngulo del plano de fractura se determina con la ecuacion
3.14. (Se emplea la suposicion del caso de la figura 3.6).

3

////////m 023
013 & /////////I////"’é
. 77
° % /
s ﬂ / o
) (£ Y o

N

Figura 3.7. Estado tensional completo a compresion.

TRACCION TRANSVERSAL (15> 0).

e En el caso de que solamente exista traccion transversal en el plano de la lamina
0, (ver figura 3.8), la orientacién del plano de fallo se identifica con 8 = 90°.
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02,

Figura 3.8. Traccidn transversal en la direccidn 2.

e Para un estado de traccidn uniaxial fuera del plano de la ldmina o33 (Figura 3.9),
la orientaciéon del plano de fractura se debe Unicamente a esta accién siendo
6 = 0°.

033

/S

033

Figura 3.9. Traccidn transversal en la direccion 3.

e Si el estado de cargas se corresponde con traccién biaxial transversal a la fibra
(en el plano de la ldmina y fuera del plano de ésta) donde existe una diferencia
significativa en el valor de las mismas, ver Figura 3.10, se asume que la fractura
va a estar gobernado por la accidon de g33. Esto es debido a que dicha accién
fuera del plano se considera como la mas critica. En esta situacion, el valor del
angulo del plano de falloes 8 = 0°.
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033

(0—22¢ 0—33)

s W

02,

033

Figura 3.10. Traccion transversal biaxial con tensiones de distinto orden.

e Para el estado de tensional caracterizado por traccién bi-axial transversal a la
direccion de la fibra (en el plano de la ldmina y fuera del plano de ésta) donde el
valor de dichas acciones es del mismo orden, ver Figura 3.11, se asume que la
determinacidn de la orientacién del plano de fractura es coincidente con la
direccién de la tension tangencial maxima, es decir 6 = 45°.

033

(0—22: 0-33)

s Ww

033

Figura 3.11. Traccién transversal biaxial con tensiones de igual orden.

61



Formulacioén de un modelo de dafio anisétropo tridimensional para materiales compuestos
basado en la teoria de invariantes.

Para el caso en el que se tengan traccién bi-axial (en el plano de la ldmina y
fuera del plano de ésta), las cuales son del mismo orden, y las acciones
tangenciales 0,3 y 0y, ver Figura 3.12, se asume que el fallo se produce
principalmente por efecto de las acciones de CORTADURA TRANSVERSAL. Por lo
tanto, el angulo del plano de fallo se determina mediante la ecuacion 3.16
(visto anteriormente en el caso de compresion transversal).

3

Figura 3.12. Traccion transversal biaxial con tensiones de igual orden y
tensiones tangenciales longitudinales.

Finalmente para un estado de tensiones completo tal y como el mostrado en la
Figura 3.13, en el que existe la accién conjunta de todas las componentes
tensionales excepto las normales en direccidon de la fibra (07), el cdlculo del
angulo del plano de fractura se realiza exactamente igual que en el caso de
compresidn transversal, es decir, el fallo es por cortante y hay que determinar si
es debido a las tensiones tangenciales longitudinales o a las transversales. Para
ello se emplea la siguiente expresion:

arly + asly + az, 12 >|ayl, | (3.17)

Si se cumple la condicién anterior, el fallo es dominado por el efecto de las
acciones de  CORTADURA TRANSVERSAL vy por lo tanto el dangulo de fallo se
determina con la ecuacidn 3.16. En caso contrario se trata de un fallo por las
acciones de CORTADURA LONGITUDINAL, obteniéndose el angulo del plano de
fallo mediante la expresion 3.14.
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033
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Figura 3.13. Estado tensional completo a traccién.

34 Fallo de las fibras

El fallo de las fibras consiste en la pérdida de la capacidad portante de la [dmina en la
direccién longitudinal y puede producirse tanto a traccién como a compresién. En
cuanto al criterio de fallo empleado para predecir el fallo de las fibras, destacar que
seran criterios diferentes dependiendo de si el fallo es a traccidn o a compresion. En el
primer caso se utiliza el criterio de deformacion maxima admisible, sin embargo, para
el fallo a compresién se emplea el modelo tridimensional del kinking, el cual se basa en
el criterio de fallo del invariante formulado para el fallo de la matriz.

3.4.1 Fallo de las fibras a traccion.

El criterio de fallo para predecir la fractura a traccidn de la fibra se basa en el criterio
de maxima deformacion admisible [6].

f, _&u <1
EFF+ = eT = (3.18)

1
Siendo:
€11 |I= deformacion en la direccion de la fibra.

€T = deformacién maxima admisible en la direccién de la fibra.
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3.4.2 Fallo de las fibras a compresion. Fibre kinking.

Cuando el fallo de las fibras se produce por compresién longitudinal, se origina el fibre
kinking o pliegue de las fibras. Este colapso de las fibras es debido a un
desalineamiento local inicial de las fibras (micro defectos estructurales locales) que al
situarse cerca de la fisuracion local de la matriz, no son capaces de soportar la matriz y
por lo tanto, aparece la banda kink (banda de plegado o doblado de las fibras). En otras
palabras, el fibre kinking ocurre cuando el criterio de fallo de la matriz se satisface en
la zona de desalineamiento de las fibras.

3.4.2.1 Formulacidn del criterio para el fibre kinking.

Este fallo se predice utilizando la formulaciéon basada en el invariante para fallo
transversal, visto anteriormente, en la zona de desalineamiento. Pero en este caso, la
direccion caracteristica de los materiales transversalmente isétropos (a) utilizada en el
criterio de fallo, pasa a ser la direccidn de las fibras desalineadas.

Hay que distinguir varios sistemas de referencia, tal y como se observa en la figura
3.14:

o 192939 sistema coincidente con los ejes del material.

e 1'2'3' sistema asociado al plano del kinking.

o 1R2R3R sistema asociado al angulo del kinking.

13 3
10 . 23
lR
33 b /

¢ - 20

3R

N

\\\
2R | ot

Figura 3.14. Modelo kinking 3D.

64



Formulacioén de un modelo de dafio anisétropo tridimensional para materiales compuestos
basado en la teoria de invariantes.

Tal y como se ha indicado anteriormente, a pasa a ser la direccidon de las fibras
desalineadas, es decir, af = [10 O]T. Por lo tanto, para expresar a en el sistema
coordinado del material, a®, es necesario realizar dos transformaciones (ver ecuacién
3.19)

cos@
a’=T,, a' =T,,.Tr,aX = |cosysing (3.19)
sinysing
1 0 0

Ty = |0 cosy —siny
0 siny cosy

cosp —sing 0

Tpy = |sing cosp O
0 0 1

Lo mismo pasa con el tensor de tensiones, puesto que se conoce el tensor de
tensiones referido al sistema coincidente con los ejes del material pero es necesario
conocerlo en la zona de desalineamiento puesto que ahi es donde se aplica el criterio
de fallo. Por ello, son necesarias dos rotaciones del tensor de tensiones: la primera
para expresar el tensor de tensiones en el plano del kinking (ver ecuacién 3.20) y la
segunda para expresar el tensor de tensiones anterior en la zona de desalineamiento
(ver ecuacion 3.21)

o¥ =TT, 6 Ty, (3.20)
o?=TL, 6% Ty, (3.21)

El criterio de fallo para el caso de fallo de la fibra queda del siguiente modo:
(1.12)

Donde:

az=al , az=at, sil; >0

A3=a5 , A3,=a5, Sil3 <0

a_l
1_57%
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P 1
2 Sf
_vp Y (1.13)
t 2YpT a1 4

t t
o = -20035 Y]
37 2vg 32 IBT
Y¢ Y&
¢ Tayge M

I =5tr(a?)?- a(o?)?a = (022)*-
1 1
5022033 (033)%+(023)*
I,= a(o.p)za = (013)2 + (012)2

13= tro- aoca = 0-22 + 0-33

Destacar que donde aparece traccidon se refiere a que la matriz estd traccionada vy
donde aparece compresion se refiere a compresidon en la matriz, pero en ambos casos
la fibra se encuentra comprimida.

3.4.2.2 Angulo del plano del Kinking.

El angulo del plano del kinking se denota por { y es el angulo que maximiza el indice
del fallo kinking. Se puede obtener de dos formas: haciendo un barrido 0 < {; < 1t para
ver qué angulo comprendido en ese rango es el que maximiza el fallo, o bien,
utilizando la expresion:

013
Y = arctan 0—12 (3.22)

La expresidn anterior surge de la suposicién de que el plano del kinking es definido por
las tensiones tangenciales que actuan en el plano de la fibra. Sin embargo, si 043 y 012
son nulas, la expresion a utilizar cambia puesto que ahora se supone que el plano del
kinking es originado por la tension tangencial fuera del plano de la fibra. Por lo tanto el
angulo del plano del kinking se determina mediante la siguiente expresién:
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= 172 arctan (—2—)
= arctan (————
022 — 033

(3.23)

3.4.2.3 Angulo del Kinking.

El dngulo del kinking () se calcula empleando el procesdimiento propuesto por
Catalanotti et al. [6] la suma de un dngulo de desalineamiento inicial originado por los
defectos de fabricacidn y las imperfecciones del material (¢,) y otro dngulo (y,,) que
es originado por la carga tangencial aplicada en la zona de desalineamiento (77%).

©=5gn {7, } (@0 + ¥im) (3.24)

1 e Desalineamiento inicial
2 de la fibra

Desalineamiento total
de la fibra

Figura 3.15: zona de desalineamiento [11].

Teniendo en cuenta que se supone un angulo inicial cero (¢, = 0), la ecuacién anterior
gueda:

@=sgn {71 } (Vm) (3.25)
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Por lo tanto, para determinar el angulo del kinking, es necesario calcular previamente:

v,
Tyt

Carga tangencial en el plano del kinking. Este valor se obtiene tras expresar las
tensiones en el plano del kinking.

Ym:

Como se ha indicado anteriormente, este angulo depende de la carga tangencial

en la zona de desalineamiento y como se supone un comportamiento lineal a
cortante, dicha dependencia queda de la forma:

T12= f(Vm) =X Vm (3.26)

Donde:

X, €s un parametro asociado a la creacién de la banda del kinking y cuya
expresion es:

_ sin(2@c)*Xc
= 20, (3.27)

@, es el angulo del kinking cuando se aplica compresion pura en la direccién de
la fibra (el desalineamiento inicial se calcula para el caso particular de fallo bajo
compresién pura en la direccién de la fibra, por eso aparece este factor en la

expresion de X) . Su cdlculo se realiza a través de la siguiente ecuacion:

Q. = %arcos {[4Ja; — 4ay + a2X2 + (a$)? + 2a,aEX, + 4as, +
(a1 +4a5) X, + 4as][(a; — 4a; + 4as;)X ]} (3.28)

715, es la tension tangencial expresada en la zona de desalineamiento y por lo
tanto va a depender del angulo del kinking. Para su calculo hay que expresar las
tensiones referidas al plano del kinking, en el sistema asociado al angulo del
kinking.
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77} = sin(@)cos(e)( 73, — 0;)+{(cos(9)?) = (sin(@)*)]] 71, | (3.29)
Como ¢, =0 entonces @ =y,,, quedando la expresién anterior de la forma:

T = Sin( Y )COS( Vi )(0a — T4 )+(COS(¥im)?) = (SIN( ¥i)2)]| 7oy | (3.30)

Se observa que la ecuacién 3.30 es no lineal. Por ello para su resolucion se va a
aplicar el método de Newton-Raphson pasando a expresarse la ecuacién como:

F =X Vin- SIN( Vi )c0S( ¥ )( 0y — 01 )+(COS( ¥im)2) —
(sin( y) ]| Tipz |= X VYm* % ( O'lll;L - O'lez) sin (2 Ym) - |T;p2| cos (2 Vi) (3.31)

Y su derivada respecto a ¥, es:

dfF i\ .
arm =X+ (011 — 055) €0S(2 Vi) +2|T12 ] SiN (2 Vi) (3.32)
El angulo y,, se calcula finalmente con la férmula recursiva:
Fly =y,
Ymi+1 = ymi_dpm—ml
ym Ym=ymi (3.33)
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4 MODELO CONSTITUTIVO DE DANO CONTINUO DE
MATERIALES COMPUESTOS

4.1 Introduccidn.

Los materiales compuestos reforzados con fibras se utilizan de forma general en forma
de laminados, es decir, se componen de varias ldminas superpuestas.
Experimentalmente se ha observado que el fallo de una l[dmina no da lugar
necesariamente a un fallo catastréfico del laminado completo, sino que el laminado
sigue teniendo una capacidad portante residual y por lo tanto admite cargas mayores.

Tal y como se ha mostrado anteriormente, existen dos enfoques que han sido
empleados para el modelado de los procesos de degradacion en materiales
compuestos:

e Modelos micromecanicos.

e Modelos macromecanicos.

En el presente capitulo se describe el proceso de degradaciéon de un material
compuesto, supuesto transversalmente isétropo, empleando la Mecdnica De Dafio
Continuo. Este modelo a su vez hace uso de la hipdtesis de equivalencia de
deformaciones entre los estados intacto y dafiado para su formulacién, véase [17].

4.2 Comportamiento elastico: comportamiento transversalmente isétropo.

Como se ha indicado anteriormente, en el presente proyecto se desarrolla el
comportamiento un modelo de dafo anisétropo para materiales compuestos
laminares reforzados con fibras largas mediante un modelo macromecanico
equivalemente a nivel de ldamina, es decir, no se realiza distincion entre las fases fibra 'y
matriz. Por lo tanto, se asume un comportamiento original sin dafo transversalmente
isétropo, con planos de isotropia perpendiculares a la direccién de la fibra.

La matriz de rigidez C para materiales transversalmente isétropos, expresada en
notacién de Voight, es:
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a- U23)2 (V21 — V23V21) (V21 — V23V21) 1
— p u D 22 D 22
(V21 — Va3V21) (1 = v430;1) (V23 = V21V12)
— ~ bEx» 22 22 0
D D D
C = (V21 — V23071) (V23 —V21V12) (1 —vy50;1)
I S —— v 22 22
D D D (4.1)
Gy 0 0
0 Gy 0
’ 0 ! E
22
L 2(1 - U23) .

D =1—2vv;,(1 +vy3) — (U23)2

El comportamiento mecdnico de la ldmina es definido mediante 5 constantes
ingenieriles: E11, E53, G132, V12 Y Ua3.

4.3 Termodinamica del daiio continuo.
Los modelos constitutivos con variables internas tienen que cumplir las restricciones
impuestas por los Principios (primer y segundo) de la Termodinamica. En esta seccién
se aplican tales principios para procesos irreversibles. Derivado de estos desarrollos, se
analizan las restricciones que se generan, las cuales permiten obtener una formulacién
termodinamicamente consistente [17].

El Primer Principio de la Termodinamica (ver ecuacion 4.2) establece que la variacién
de energia interna (i) es igual a la potencia mecanica generada (o : &) mas la
aportacién de fuentes de calor interno (r) menos el flujo de calor no convectivo que
circula por el contorno (Vq), es decir, establece la ley de conservacion de la energia.

u=o0:+r—-"Vq (4.2)
El Segundo Principio de la Termodindmica (ver ecuacién 4.3) establece que la variacidn
de la entropia tiene que ser mayor o igual a la cantidad de calor que entra dividido por
la temperatura absoluta. Es decir, restringe la evolucién de la energia interna. Asi,
aquellos procesos que cumplan la igualdad son reversibles, se puede volver al estado
termodindmico anterior. Sin embargo, si no se cumple la igualdad se trata de un
proceso irreversible y por lo tanto se produce una disipacion de energia que no se
puede recuperar.

._ T q r Vq vT
s2-——V(E=)==——+q9—=

T (T) T T 9 T2 (4.3)

Ademas la entropia puede descomponerse en externa ( s€) e interna (si). La primera

es la entropia generada por la interaccién con el medio colindante y la segunda es la

generada por procesos internos. Por lo tanto, como la entropia puede descomponerse,
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de igual forma puede hacerse con su variacién tal y como se muestra en la ecuacion
4.4:

$=5t+520

(4.4)
. r v vT
Siendo: $¢=— —L4+q—
T T T2
Gi . r v vT
st=s —Z+Zd _gZ20
T T T2

Multiplicando la expresidon de la variaciéon de entropia interna por la temperatura,
puede obtenerse la disipacidn térmica y la mecanica (ver ecuacién 4.5)
3} s vT mec ter
T$'=[Ts — r+Vq]+[—q—=]1=D™+ D**" 20

T (4.5)

Teniendo en cuenta que el flujo de calor va de la fuente de mayor temperatura a la de

menor, se establece que la disipacién térmica es positiva siempre (D" > 0). Ademas si

se aplica el Primer Principio de la Termodindmica, se obtiene:

D™ =Ts —r+Vqg=0:6€+Ts —u=20

(4.6)

Las variables medibles experimentalmente son la deformacion (g), la tensién (o) y la

temperatura absoluta (T). Sin embargo, la entropia (s) y la energia interna (1) no se

pueden obtener experimentalmente y por ello surge la necesidad de definir una nueva
funciéon denominada energia libre de Helmoltz (V).

V(e T,d)=ul(gs d)—Ts (4.7)

Las variables d que aparecen en la ecuacidon anterior son las variables de dafo
(variables internas) que actuan para degradar la rigidez inicial del material una vez se
ha satisfecho un cierto criterio de resistencia. Notese que en este modelo se realiza
una representacion de dafio anisdtropo, siendo d un vector de variables de dafio.

La variacidon temporal de la energia libre de Helmoltz puede expresarse como:

.Y . W .
W=—"i&+—:T+),=
2 €1 ar i=

oY,
1,71. adl

d, (4.8)

Sustituyendo dicha variacidon en la expresién de la disipacién mecanica y eliminando
toda dependencia de la temperatura con el tiempo (procesos isotermos) se obtiene:

L d >0

v\ .
mec — _ )& - ;
D™ =(o-57) &= Bimin g, di (4.9)

Finalmente, las conclusiones obtenidas del procedimiento desarrollado anteriormente
son:
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= Como la desigualdad debe cumplirse para cualquier variacion de deformacién
(variable libre), se obtiene que el tensor de tensiones es la derivada de la energia
libre de Helmoltz respecto a las deformaciones.

oy oy
o—=0 - o=— (4.10)
de de

Asi mismo, la matriz constitutiva puede expresarse también en funcién de la
energia libre de Helmoltz.

_do _ %W

€= 9 0s®ds (4.11)

= La evolucién de las variables de dafio tiene que ser positiva, es decir, el proceso de
degradacion es irreversible y por lo tanto el material no puede recuperarse del
daio sufrido.

oW, -
. —a. >
Zl—l,n. adi dl = O (412)

4.4. Modelo de daio basado en el criterio tridimensional del invariante.

El modelo de dafio continuo empleado en este proyecto ha sido un modelo de
degradacion directo, es decir, las variables internas de dafio afectan de forma directa a
las componentes de la matriz constitutiva C. Estas variables de dafio van a degradar
(reducir) los mddulos de elasticidad (longitudinales y tangenciales E;4, E», v G12), sin
embargo, los coeficientes de Poisson no van a a ser reducidos, por lo tanto sus valores
permanecen inalterados.

Primero se determina si hay fallo, es decir, si se cumple alguno de los criterios de fallo
expuestos anteriormente en el capitulo 3 (instante de iniciacidn). Posterior al instante
de iniciacién, comienza la etapa de degradacion. Para dicha etapa se han empleado 7
variables de dafo: d,, d,, d3, d4, ds,dg y d,. Dichas variables toman un valor
comprendido entre 0 (no hay dafio) y 1 (dano total).

Para cada lamina se establece una energia libre de Helmholtz la cual se descompone
en varios estados simples:

Y= Zi=1,2...7 (1 - di)l‘uiO

1 1 —

W=cg: CY:e=-¢:0; (4.13)
2 2

El superindice cero se refiere al estado sin dafio y & es el tensor de tensiones efectivo.

A partir de las tensiones efectivas podemos obtener las reales mediante la siguiente

expresion:
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6=i-12.7(1—d;) 0;
(4.14)
Los estados simples se definen atendiendo a la descomposicidon de la matriz de rigidez
en siete submatrices. Cada submatriz corresponde a un tipo de fallo y a una direccién
tal y como se muestra a continuacion:

Ci1y 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O 0 C,, 0 0 0 O
c.=10 00000 c, =10 0 0000
"o ooooo 27Jo o oo 0 o
0 000 0 Of 0 0 00 0 0
L0 0 0 0 O 0J 0 0 0 0 O OJ
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 OO0 0 00 0 0O
10 0 C33 0 0 O 10 0 0 0 0 O
C; = C, =
0 0 0 0 0O 0 0 0 Cu O O
0 0 0 0 OO0 0 00 0 OO
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 07
0 000 0 O 0 0 00 0 O
Ce = 0 000 0 O C. = 0 0 00 0 O
5“lo o oo o ol 7 looo0o0O0 O (4.15)
0 0 0 0 Cs5 O 0 0 00 0 O
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 Cge!
0 C Csz 0 0 O
Ci, 0 C,z 0 0 O
C, = Ciz C,3 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
Cy Fallo de la fibra
C, Fallo de la matriz en la direccién 2
Cs Fallo de la matriz en la direccion 3
Cy Acoplamiento entre fallo de la fibra y fallo de la matriz en la direccién 2
Cs Acoplamiento entre fallo de la fibra y fallo de la matriz en la direccién 3
Ce Fallo de la matriz en ambas direcciones (2 y 3)
C, Parametros tangenciales

Tabla 4.1. Submatrices de rigidez.
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Volviendo a los aspectos termodinamicos vistos en el apartado anterior, la evolucién
de las variables de dafo tiene que ser siempre positiva puesto que la degradacidn es
un proceso de cardcter histdrico e irreversible. Esto Ultimo se asegura utilizando unas
variables internas a® que toman un valor nulo al principio cuando no hay dafio y &
denota el incremento de carga actual.

4.4.1. Funciones de activacion del dafo.

Las funciones de activacion del dafio permiten determinar si estamos o no en régimen
eldstico (valor < 0 y valor = 0 respectivamente). Estas funciones se definen a partir de
los mecanismos de fallo descritos en el criterio tridimensional basado en la teoria del
invariante, es decir, fallo de la fibra a traccidn, fallo de la fibra a compresion, fallo de la
matriz a traccion y fallo de la matriz a compresion. Las funciones de activacion del
dafio se definen como:

Fipppo= fepre - TEFF+ SO

F.fE,FF—: fE,FF— -1grp-<0

Fip 1pps = fEAFF+ - TEIFF+ S O (4.16)

F.fE,IFF—z fE,IFF— -1g1rr-<0

Siendo: frrr+ Y ferr— los indices de exposicion del fallo de la fibra a traccién y
compresion; T ppy Y Tgprp— SUs umbrales de dafio; fg rrt+ Y fgirr— l0s indices de
exposicion del fallo de la matriz a traccién y compresion con 7g pry Y Tg pp— SUS
respectivos umbrales de dafio. Los umbrales de dafio toman inicialmente un valor 1
(no se ha activado el dafio) y aumentan con el dafio. Ademas, son identificados con las
respectivas variables internas a (variables auxiliares) una vez que se ha producido el
fallo.

4.4.2. Evolucion del dafo.

Los umbrales de dano evolucionan con la historia de carga, por lo tanto dicha
evolucidn se define con las condiciones de Kuhn-Tucker:

r520; Fy <0; 1yF; =0. (4.17)

Siendo 15 un umbral de dafo genérico, Fy su funcion de activacidn y f; su factor de
exposiciéon [20].
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Cuando no se ha activado el dafio, como f; <1y, la funcién de activacién (Fg) es
negativa y nos encontramos en régimen elastico.

En caso de que se produzca la activaciéon del dafio, hay que evaluar la variacién

temporal del factor de exposicidn f5 tal y como se muestra a continuacion:

e fr <0; no hay evolucidon del dafio. En este caso se tiene un estado de
descarga o carga neutra.

e fr > 0; hay evolucién del dafio y tiene que cumplirse la condicidn de consistencia,
es decir, no es admisible estar fuera de la superficie de fallo.

Fp=fg-15=0— fp=1% (4.18)

La expresidn anterior puede integrarse de forma explicita y por lo tanto, la evoluciéon
de los umbrales de dafio en el intervalo entre los pseudo instantes [k -1, k] es:

% = ak = max {1, max {ak~1, f¥}} (4.19)

Destacar que k -1y k son el ultimo instante en equilibrio y el instante actual a lo largo
del proceso de resolucidn y que la expresion 4.19 se particulariza para cada uno de los
mecanismos de dafo definidos en el criterio empleado en el presente proyecto.

4.4.3 Leyes de evolucion del daifio empleadas.

Como se ha indicado anteriormente, no se va a considerar que el fallo de una lamina
de lugar al fallo del laminado, sino que se va a trabajar con una evolucién del dafio
progresiva y por lo tanto, aunque se produzca el fallo, el material va a ser capaz de
soportar mas carga aunque va a ver reducidas sus propiedades mecanicas.

Para el caso del fallo de la fibra a traccién y el fallo de la matriz, tanto a traccion como
a compresion, se define una evolucién exponencial del daifo. Sin embargo, para el fallo
de la fibra a compresién se define una evolucidn con una primera zona lineal seguida
de una zona exponencial. A continuacién se van a ver cada una de las evoluciones de
las variables de dafio indicadas anteriormente.

4.4.3.1. Evolucién exponencial de las variables de dafio (fallo de la fibra a traccién y
fallo de la matriz a traccion y a compresion)

Las variables de dafno, para el caso de fallo de la fibra a traccién o de la matriz tanto a
traccidon como a compresidn, evolucionan de acuerdo a las siguientes expresiones:
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L L
dij= 1= 7 expld;;(1 = ferr)l E=f5]=t. (4.20)

dij=1- - expld;;(1— feirr)l 1=1,2;)=t,c (4.21)
fEJIFF ’

Siendo 4;; unos factores que dependen de las propiedades mecanicas del material y
de la longitud caracteristica del elemento que se estudia. Esta longitud caracteristica
permite escalar la energia disipada durante la degradacidn por unidad de longitud y se
calcula con ABAQUS. Destacar que dicho escalado permite emplear la técnica “crack
band approach” [1] que supone una minimizacién de la dependencia de los resultados
con la malla de elementos finitos (discretizacién espacial del problema).

Los parametros G;; son las energias de fractura de cada mecanismo de fallo i en cada
estado de cargas j (traccion o compresion) y los factores R;; son las resistencias del

material con respecto a cada mecanismo de fallo.

2LcR; )
5 2516y~ LoRE 1 ¢
2LeRY
1]': ._ 2 J = t, C.
2E53G1j — LcR; (4.22)
2LcR2

27 26426, — LcR3

Finalmente, para determinar el cardcter histdrico del criterio, se emplean unas
variables internas a:

k k-1 ¢k .
ap = max{ag , fgrr} si 0,120
kK _ k-1 ¢k .
ayr = max{as; -, feirr} Si feirr21yI3>0
(4.23)
kK _ k-1 ¢k .
ase =max{ays *, feirr} si feirr21yIl3<0
k k-1 ¢k .
ay; =max{a; ~, feirr} si ferr21
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(]

Fallo

, Degradacion

\ ]
™

EF

Figura 01: Degradacién de la fibra a traccion y de la matriz a traccién y a compresién.

[1]

4.4.3.2. Evolucién lineal-exponencial de las variables de dafio (fallo de la fibra a
compresion)

La variable de dafio para el caso de fallo de la fibra a compresion (fibre kinking),
evoluciona de acuerdo a la siguiente expresion:

1+ Ki Ki+E f <f k
Ei  Eiferr- StJpFr- = JErr-
dfc _ (4.24)
k fE,FF—k fEFF- , k
1—(1—dfck) exp [Agc (1 — = St ferr- > ferr-
_ fe Fr- E,FF—

Donde:

i = LeXeEr(Xe = Xeo)
' 2GHE, — LeXc(Xe — Xeo)

 2GfcEy — LeXcXeo

ferr- = LCXCZ (4.25)

k
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B LcGf E,
2GHE; + LcXcXeo
2E;(Gf.Ex — LcXcXco)
AfC = E L 2
2E1(XcGF, — XcoGh) — LeXc*Xeo

k

dse

Siendo:
Xco= Resistencia de pull-out = 2X
G}C= Energia de fractura de la fibra a compresién en la evolucién lineal.

ch= Energia de fractura de la fibra a compresién en la evolucién exponencial.

Fallo

— Parte lineal de

la degradacion

\ Parte exponencial

de la degradacion

> g
Ef

Figura 02: Degradacion de la fibra a compresién (fibre kinking).

La transicién entre la zona de degradacién lineal y la exponencial (circulo figura 02)
cumple que fgrp_ = fE,FF_k. Siendo fE,FF_k el factor de exposicion correspondiente al
punto donde se disipa la G]’:C.

4.5. Formulacion del tensor constitutivo tangente.

El tensor constitutivo define el comportamiento del material mediante sus
propiedades y permite relacionar las tensiones y las deformaciones. Es un tensor de
cuarto orden C;;i (i, j, k, 1 =1, 2, 3.) que puede expresarse como una matriz C;; (i, j = 1,
2,..6) gracias a la notacién de Voigt. El tensor constitutivo de un material
transversalmente isétropo no dafado viene dado en la ecuacién 4.1, sin embargo, para
el caso de que el material esté danado el tensor constitutivo que define el
comportamiento de éste es diferente. En tal caso, el tensor que incorpora la
informacion sobre el proceso de dafio es el constitutivo tangente (C9).
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9o _ 9 _ ad;
Ct9= a_: = oA 2iz12.7 (1 =di)Gi} = Xim12,7 (1 = di) Ci Xi=1,2,.7 - BT, (4.26)
Siendo:

€ =Xiz12.7 1—4d;) C,. (4.27)

Por lo tanto, la expresidn del tensor secante queda de la siguiente forma:

(1-dC; (1—-dy))C; (1—-d7)Ci3 0 0 0
[ (1-d7)C; (1—dy)C; (1—d7)Cos 0 0 0 }
Csec (1-d7)Cz3 (1—d;)C3 (1—d3)Cs3 0 0 0
0 0 0 (1 —dy)Cay 0 0 } (4.28)
0 0 0 0 (1 — dg)Ces 0
0 0 0 0 0 (1 — dg)Ces

Siendo:
(1- dy) = (1- xdp¢) (1- dpc)
(1- d;) = (1- xd e SinB) (1- d,p-Sinb)
(1- d3) = (1- xd . cos0) (1- d,,.c050)
(1-dy) = (1- xdf) (1- dfe) (1- xd e SinB) (1- dpyeSind)
(1-ds) = (1- xds) (1- df) (1- xd e c0SB) (1- dppCOSB)
(1-dg) = (1- xd ¢ 5in0) (1- d,yy-SiN0O) (1- xd,p, c0OSO) (1- d,py-COSO)
(1-dy) = (1- xdy¢) (1- dpc) (1- Xt (1- dic)
0 = dngulo del plano de fallo de la matriz

x = parametro que depende del cierre grieta (0 < s < 1). Este parametro se activa
cuando estamos a compresién puesto que en dicha situacién se recupera parte de la
rigidez perdida a traccidn. Esto se debe a que, bajo cargas de compresidn, los labios
de grieta se acercan y por lo tanto, se produce una transmisién parcial de la carga
entre dichos labios aumentando la rigidez del material.

Para el cdlculo del ultimo término de la ecuacién correspondiente al mddulo
constitutivo tangente (C!9) es necesario aplicar la regla de la cadena y realizar el
calculo de las derivadas correspondientes tal y como se va a detallar a continuacion:

9y o 0y o 3d , 0d _

Di= 12.7 3z — Qo; 1® 2® 0y +— 3+_® 4 _:®05+
ad (4.29)
a: 6+_®0'7
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Siendo:

ady _

ad od
* ZOft %q_ _9%c k(g 4%
de de (1 dfC) de (1-x dft)

% - x*sin 0* a:;mt *(1-d,,c*sin 6) - dmc *(1- x*dyp *sin 6)*sin®

%_ - xcosd* 63’2” *(L-dync *cosB) - 231 < *(1- X *dynt *c0sB) *cosd
% - ft *(1 dfc) (1 X*dmt SlnH) *(1 dmc Sln9) fc *(1

x*dse)*(1 - x*dmt sin @) *(1 - d,p*sin0) - x *sin g+ 24me *(1- x*dft) *(1 -
dsc)* (1-dmc*sme)-smB*?’"c*(l-x*dﬁ) (1-dgc)* (1-x*dmt*sm9).

a
b ft *(1 - dpc)*(1 - x*dine*cos 0) *(1 = dpyc*cos 8) - f‘ *(1 -

x*dg)*(1 - x*dmt cos 8) *(1 - d,,.*cos) - x*cos 0* % *(l—x*dft) *(1 -
dfe)*(1 - dyc*cos 0) - cos 9*%*(1 -x*dp)*(1 - dpe)*(1 - x*d e *cos 0).

(4.30)

% = - x*sin@* ;1mt *(1 - x*dpe*cos ) *(1 — dp*sin 8) *(1 - dyp*cos 0) -

sinB* % *(1 - x*d *sin®)*(1 - x*d,,:*cos 8) *(1 - d,,.*cos) - x*cos 0*
a‘;;"t *(1- x*dp ¥sin®) *(1 — dppc*sinB)*(1 - d,*cos 8) - cos g*2me mc*(l
X*d,p *sin@)*(1 — d,p, . *sin@)*(1 - x*d,,,: *cos 0).

% =-x* adft *(1 - C) (1 x*dmt) *(1 dmc) *(1 -x*dft)*(l -

2 Odme
X¥¥de) *(1 - ) - X7 % *(1- x*dft) *(1 - dfc) (1 - dme) - (;e *(1 -
x*dpe)*(1 - dpe)*(1 - X*dppy)-

adfc

Como las variables de dafio dependen de las deformaciones, es necesario aplicar la
regla de la cadena:

ddgy  0dft  Ofprr+ | 5_3)

de 6fE,FF+ do ’ de

ddg.  O0dgc Ofprr- | 3_5)
de E)fE,FF_ do ' de

(4.31)
Odmi _ _Odmt  OfEIFF+ 6_5)
de 6fE,1FF+ do de

admc _ admc afE,IFF— do

: )

de - 6fE,1pp_ do de
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La derivada de las variables de dafio respecto a los factores de exposicidon son escalares
(orden 0). Para el caso de fallo de la fibra a traccidn o fallo de la matriz tanto a traccidn
como a compresion, dicha derivada es la expresidon que aparece en la ecuacidn 4.32 Sin
embargo, si el fallo es el fiber kinking, la derivada es la mostrada en la ecuacion 4.33.

a";di =f1 > * (1 + A*fg) exp [A*(1- fg)] i=FF +,IFF — IFF + (4.32)
Ei [Ei

B K, +E

ﬁ si fE,FF— < fE,FF—k

_Odse _ | (4.33)
OfEFF-

1—de.* [ Fr-

7]662 (fE,FF—k - AfcfE,FF—)exp [Afc <1 - LFRH St fgpr- > fE,FF—k

S Fr- feFr-

Las expresiones de las derivadas del factor de exposicion respecto a las tensiones
efectivas (segundo orden) son:

OfEFF+
ey

1
OfEFF+ / - \
9522 V1
OfEFF+ - X_T
OfEFF+ — d033 — Uiz
il OfE FF+ Xr
001, 0
OfEFF+ 0
0013 \ 0
afE,FF+) (4.34)
00,3
ofe
(22
dfe 0
00,2 @ _ N _ _
o fe 71 (022 — 033) + @305, + 2a3,(02; + 033)
afE,FF— = afE,IFF 60-—33 — % (633 - 622) + a3633 + 2“32(522 + 533)
oG oG OfE 20,5, |
0012 205 /
073

0013
\2z)
0023
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Los coeficientes a, tal y como se vid en el capitulo dos, son diferentes segun el fallo
gue se produzca.

Finalmente queda determinar las tensiones efectivas (segundo orden) y sus derivadas
respecto a las deformaciones (cuarto orden):

1 2
El Ci1€11 /El\ 0
022 0 \ 022 szgzz\
5_@14 0 ,520—3324 0
o I N T 0
013" \ 8 013) \ 8
023 23"
m3\ 0 /@4\ 0
022" 0 032" 0
——3 —24
_ o C33€ _ o 0
5= | 0, | G5 a= | 7, | L
012 012 44Y12
\0—133 \ 0 o35 \ 0 (4.35)
—3/ 0 —4/ 0
073 033
/@5\ 0 0—116\ 0
022 0 022° 0
——5 —6
- 033 0 — 033 0
O = = ,O' = =
R U I T 0
0135/ CS%Y13 013 ) c OY
5" 7330 66Y¥23
——7
EA (Ciz + Ci3)€11
E7 (C12 + C33)&22
5. = | 933 | 2| (Cis+ Ca3)es3
7 —7
012 0
\@7 / \ 0 /
o2 0

&3
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065 00,
de

de

S
[uy

(el el e M)

|
SO OO OO

—
o o

SO O OO

de 1=1,2,.7 L 5¢ de de de O¢
Siendo:
7= 1 = 1 = 1 = 1 = 1 = 14
0011 0011 0011 0011 0011 0011
€11 0&23 0&33 €13 0&13 0¢&z3
0022 002" 80" 002, 002" 903"
22 22 22 22 22 22
6811 6822 6833 6812 6813 6823
= 1 = 1 = 1 = 1 = 1 = 1
60'33 60'33 60'33 60'33 60'33 60'33
66'1 _ 6811 6822 6833 8812 6813 8823
de 66'121 66'121 66'121 66121 86121 66'121
6811 6822 6833 6812 6813 6823
= 1 = 1 = 1 = 1 = 1 = 1
0013~ 0013~ 0013~ 0013~ 0013~ 0013
0&11 0822 0&33 0¢&12 013 0823
00,31 0023 803" 00,30 0023 903"
23 23 23 23 23 23
L deq 0822 0&33 0¢&12 013 0¢&z3
I — 2 — 2 — 2 — 2 —  2-
60'11 60'11 60'11 60'11 60'11 60'11
6811 6822 6833 3812 6813 3823
0022 0022° 80,7  0022°  0022°  902,°
6811 6822 6833 6812 6813 6823
0033%  0033° 8033° 0033° 0033° 9033°
66'2 _ 6811 6822 6833 3812 6813 3823
de 66'122 66'122 66'122 65'122 35'122 66'122
6811 6822 6833 6812 6813 6823
0613> 0013° 98013° 0013 0013° 9013°
6811 6822 6833 6512 6813 6823
00,32 0023° 0023° 0023°  0023° 90232
L 6811 6822 6833 6812 6813 6823 e
-9~ 3 — 3 - 3 — 3 — 3 — 34
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0&11 0¢&z2 0&33 0¢&13 0&q3 0¢&33
00,,°  00,,° 00,0 003,°  002,°  96;°
22 22 22 22 22 22
0&11 0&22 dez3 012 013 0&23
0033°  0033° 0033° 0033  0033°  9033°
33 33 33 33 33 33
66'3 _ 6811 6822 6833 6812 6813 6823
de 8531, 001,° 0012° 0961, 901,°  00y.°
6811 6822 6533 6812 6513 6523
8513° 0013° 0013 0013 0013° 90331
13 13 13 13 13 13
6811 6822 6833 6812 6813 6823
00,3°  00,3°  0023°  00,3°  0023°  90,3°
23 23 23 23 23 23
L 6811 6822 6533 6812 6513 6523 g

OOOO@O

SO O OO o

SO OO oo
S O O O OO

SO OO OO

OOO&?OO

iXep
de

S O O O OO cocoococo o

SO O OO O

SO O OO O

SO OO oo

SO OO OO

o o

o O O O

SO OO OO

S OO O OO
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[00,,*  05y.% 901t 05yt 96t 90

6811 6822 6833 8812 6813 8823

0G,2%  0T2,%  00,,% 00,1 0G,,* 005t

6811 6822 6833 6812 6813 6823 _O 0 O O O 0_

0G33%  0G33%  0033* 0533t 0533 0033t 0O 00 0 0O
6&_ 6811 6822 6833 6812 6813 6823 _ 0 0 0 0 0 0
O 0a1,* 991" 95" 9Tt 9Tt 0ot 0 0 0 Cu O O

6811 6822 6833 8812 6813 8823 O 0 O O O 0

do13* 0oz 0oyt Aot ATt ATt lop 0 0 0 0 ol

6811 6822 6833 8812 6813 8823

00,31 0G,3*  00,3% 00,37 00,3 00,3t

L 6811 6822 6833 6812 6813 6823 .

[0G1,° 0Gy,° 0Gy,° 0G1,° 0G11° 0611°]

6811 6822 6833 6812 6813 6823

0G2,°  0G2,°  052,°  0652,°  062,°  05,,°

6811 6822 6833 6812 6813 6823 _O 0 O O 0 0_

0G33°  0G33° 0033 0033° 0G33°  0733° 0O 000 0 O
E_ 6811 6822 6833 6812 6813 6823 _ O 0 O O 0 0
de 061,° 0012° 0012° 001,° 0G1,°  9012° 0 0 0 O 0 0

de1q 0822 0&33 0¢&12 013 0823 0 0 0 O C55 0

0513 0013° 0033° 0043° douz° 95i3°| Lo 0 O O O O

6811 6822 6833 3812 6813 3823

0G,3°  0G,3° 0T,3°  05,3° 0G,3°  05,3°

L 6811 6822 6833 3812 6813 3823 .

[0G11°  0511° 001:,° 061.° 071.° 071,°7

6811 6822 6833 6812 6813 6823

0022°  00,,° 00,,°  00,,°  00,,°  906,,°

011 0&22 O&33 0¢&12 013 0&23 0 0 0 00 07

0033° 0033° 0033° 0033° 0033° 0033° 0 00 00 0
666_ 6811 6822 6833 6812 6813 6823 _ O 0 O O 0 0
de - 66'126 66'126 66'126 66'126 66'126 66'126 - O 0 O O 0 0

0&q1 0&22 O&33 0¢&12 013 0&23 0 0 0 0 O 0

05,3 0013° 0513° 0013° 9013°  0043° 0 0 0 0 0 Cgel

€11 0¢&33 0&33 €13 0¢&13 0¢&z3

0023°  0033° 003° 0023° 00,3°  0023°

L 0g14 0&22 O&33 0¢&12 013 0¢&z3

(001, 00y, 001, 0011 0011 0011

0&11 0&22 0¢&33 0&12 013 0¢&23

00227 0027 080Gy, 0027 002, 0037

0&q1 0&z2 O&33 d¢e12 013 0&23 (4.37)

00337 80337 00337 00337 00337 0033°
0oy | 0g11 Ogap g3z Oe1p g1z Oexz | _
oe B 66'127 66'127 66'127 66'127 66'127 66'127 -

0&11 0&33 0é&33 €13 0&13 0&z3

00137 00137 00137 00137 00137 9013

0&11 0&33 0é&33 €13 0&13 0&z3

00,37 00,37 00,37 00,37 00,37 0037

L de1q 0&33 Oé&33 €13 0&13 d&z3
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Cyp + Ci3 0 0 0 0 O
0 Cip + Cys 0 0 0 0
_ 0 0 Cis+Cypz 0 0 O
- 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 o

Por lo tanto la ecuacién 4.36 queda de la forma:

"Cy1 + Cyp + Cys 0 0 0 0 0
0 Cpy + Cyy + Cos 0 0 0 0
o5 _ 0 0 Cis+Ciz+Cz 0O 0 O
% 0 0 0 Cao O O (4.38)
0 0 0 0 Css O
0 0 0 0 0 Ce
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5 CONCLUSIONES Y DESARROLLOS FUTUROS

5.1 Conclusiones

En el presente trabajo se ha desarrollado un modelo no lineal de dafio continuo
anisotropo para materiales compuestos de matriz polimérica reforzados con fibras,
dicho modelo utiliza el criterio de fallo tridimensional basado en la teoria del
invariante [11] bajo la hipdtesis de deformaciones infinitesimales. La anisotropia del
dano se caracteriza por la introduccién de 7 variables de dafio que estdn asociadas a
los mecanismos de dafio identificados por el criterio de dafio basado en la teoria del
invariante: (i) fallo de la fibra (FF), (ii) fallo de la matriz o entre fibras (IFF). La
formulacién del modelo incluye adicionalmente la distincion entre fallo a traccion y a
compresion, lo cual permite reproducir ciclos de carga.

El modelo se establece de forma consistente con respecto a los limites
termodinamicos, siendo definido a nivel de ldmina, incorporando la deteccién de dafo
y la propagaciéon del mismo hasta el colapso. Es por ello que esta formulacion es
facilmente aplicable para el cdlculo de estructuras laminares.

Con referencia a la propagaciéon del dafio, en este trabajo se han presentado dos
formulaciones diferentes, una para el fallo de la fibra a compresion y otra para el fallo
de la matriz y el de la fibra a traccién. Ambas formulaciones determinan una evolucién
progresiva del dafio, basada en las energias de fractura de cada uno de los
mecanismos de dafio, que sustituye a la ley empirica de degradacién de las constantes
eldsticas originalmente propuesta por Puck [9].

5.2 Desarrollos futuros.

El presente proyecto no incluye la implementacion numérica, por ello, queda
pendiente dicha implementacion en el programa de elementos finitos ABAQUS
mediante la interfaz de usuario UMAT. Una vez realizada dicha implementacion, se
analizaria la respuesta obtenida en elementos de prueba simple para poder contrastar
los resultados con los obtenidos experimentalmente.

En un futuro también podria validarse el criterio en laminados y aplicaciones
estructurales mds complejas. Para ello es necesario combinar la UMAT con criterios
interlaminares que ABAQUS contiene por defecto, puesto que la subrutina sélo
describe el comportamiento intralaminar. Por ello, una de las actividades futuras de
esta investigacidon serd llevar a cabo el modelado conjunto de estos mecanismos de
dano, combinando el presente modelo con elementos de interfaz basados en leyes
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cohesivas que han sido desarrollados en el Grupo de Elasticidad y Resistencia de
Materiales.

Otra actividad futura, debido a la creciente presencia de estructuras compuestas con
una elevada esbeltez, seria la insercidén de la ley constitutiva de dafio desarrollada en
elementos laminares avanzados. De esta forma se optimizarian los tiempos de
computacién. En este sentido, serd objeto de estudio la implementacion del presente
modelo de dafio en elementos solid shell, los cuales permiten el uso de leyes
constitutivas tridimensionales. Estos elementos han sido desarrollados por este grupo
de investigacion.

Ademas, habrd que estudiar la implementacidon de este modelo en aplicaciones que
conduzcan a inestabilidades estructurales (post-pandeo de paneles rigidizados) y en
aplicaciones con elevados gradientes de tensiones en determinadas zonas del material
(como run-out de rigidizadores, uniones con remaches y atornilladas, entre otras).

Por otro lado, el modelo puede mejorarse incluyendo un comportamiento elasto-
plastico puesto que este comportamiento aparece en los materiales compuestos
cuando son sometidos a tensiones de cortadura en plano y compresién transversal.

Finalmente, una linea de trabajo futuro es la formulacion no local del modelo
mediante la Teoria denominada como “gradient enhanced”. Esta técnica permitira
obtener unas predicciones numéricas mucho mas robustas con respecto a la malla de
elementos finitos empleadas
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ANEXO

Simetria del tensor constitutivo:

Uiz _ VU1, V13 _ U311, U23 _ U3z
- ’ = L -
Ezz  Eq1" Ezz E1q Ezz Epp

Coeficientes de la representacion invariante:

_ E32(V23+V13V31)
D

A

o= Ep2(U31(1+V32—V13)—V32)

D
_E11(1-v33023)  Ep(1-U21(v12+2(14v33)))
B= 5 — D — 4y
HL = H12
Kt = H23

_ 2
D=1-(v32)" = 2013U31— 2U32V31V13
Constantes ingenieriles:

E55=E33; Up3=U33; V12=V13; U21=U31; H12=H13

—(Apr—4Auy— AB+ 2ur? —Bur—2pra—4u, ur+a?)

Eyq=

A+ pr
Bz —4pp(Apr—4Auy— AB+ 2ur? —Bur—2pra—4ug ur+a?)
22= D,
Lt G0
12 0. VT Gure2n)
—(a?+22pp—AB—4ApL)
Up3=

D¢

M12= UL, H23= U
Dy= 4 A+ B A — 4p %+ 4o+ 2By + 8urpy, — a’

Tabla A.1.Parametros de elasticidad isotropa transversal.
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e Simetria del tensor constitutivo:

U1z _ VU1, V13 _ V31, U23 _ U3z
- ’ = L -
Ezz  Eq1" Ezz E1q Ezz  Epp

e Coeficientes de la representacion invariante:

511)

E33(1—v3,%
_ 33(1-v1; Fayz

D-2u

H=Hq3 + H23 — K12

M1 = W2 — H23
M2 = U2 — Wq3

_ Ey1(U13 +012033)
%= D—2

_ Eyp(vp3 +0p1023)
%2 = D—2A
Bl _ E11(1-v33v33)

- D—)\—Z(H+a1+2|.11)

_ E57(1 — vq3031)

B2

_ E11 (32023 4+ v13)
D—-—A—a; —ay)

Bs

D =1-v33V3— V1221 — V13V31 —2VU23VU31V12
e (Casos especiales
v’ Isotropia transversal
H=Hr; a3 =0 Py =W, — Ur; Br = B
a;=0; g, =0;B, = 0; Pz=0
v’ Isotropia
a;=0; 1=0; By =0
a;=0; u,=0; B, = 0, B3=10

Tabla A.2.Parametros de elasticidad ortotropa.
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