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Resumen

Son muchos los simuladores del movimiento de camiones que existen, pero estos simuladores no tienen en
cuenta la dinamica del vehiculo sino que simplemente aplican relaciones cinematicas. El interés de este trabajo
se encuentra en la creacion de un simulador dindmico interactivo que tenga en cuenta las ecuaciones de la
dindmica propia del sistema cuyo movimiento se desea simular, concretamente un camion articulado
compuesto por cabeza tractora y semirremolque que rueda sobre un perfil plano con contacto puntual en cada
una de sus ruedas.

Para ello, se ha utilizado el programa Matlab en el que se ha realizado toda la programacién y visualizacion de
los resultados de la simulacion. Matlab tiene la ventaja de ser un entorno de programacion de alto nivel y es
muy utilizado por ingenieros y cientificos en sus trabajos e investigaciones.

El profesor José¢ Luis Escalona Franco tiene gran experiencia en la dindmica de sistemas mecénicos fruto del
trabajo desarrollado en el Grupo de Ingenieria Mecanica y Fabricacion de la Universidad de Sevilla.
Previamente al trabajo desarrollado en la presente memoria, en dicho Grupo se han llevado a cabo varios
estudios interesantes en el tema de la simulacion interactiva. Estos estudios son la simulacion interactiva de la
dinamica de una bicicleta, la simulacion interactiva de la dinamica de una motocicleta y la simulacion
interactiva de la dinamica de un triciclo, relacionados con la asignatura Dinamica de Sistemas Multicuerpo del
Master Universitario en Disefio Avanzado en Ingenieria Mecanica, y sobre ellos este trabajo estd
fundamentado.






Abstract

There are many the motion simulators of trucks that exist, but these simulators do not take into account the
dynamics of the vehicle but simply apply kinematic relations. The interest of this work lies in the creation of
an interactive dynamic simulator that takes into account the equations of the dynamics of the system whose
motion wants to be simulated, concretely an articulated truck composed of a tractor and semitrailer that rolls
on a plane profile with point contact in each one of its wheels.

To do this, we have used the Matlab program in which all the programming and visualization of the simulation
results has been done. Matlab has the advantage of being a high-level programming environment and is widely
used by engineers and scientists in their work and research.

The professor José Luis Escalona Franco has wide experience in the dynamics of mechanical systems as a
result of the work developed in the Group of Mechanical Engineering and Manufacturing of the University of
Seville. Prior to the work developed in this report, several interesting studies have been carried out in the area
of interactive simulation. These studies are the interactive simulation of the dynamics of a bicycle, the
interactive simulation of the dynamics of a motorcycle and the interactive simulation of the dynamics of a
tricycle, related to the subject Dynamics of Multibody Systems of the Master’s Degree in Advanced Design in
Mechanical Engineering, and on them this work is based.
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Capitulo 1

Generalidades

1.1. Concepto de simulaciéon

1.1.1. Definicién e importancia de la simulaciéon

Una simulaciéon se puede definir como el proceso de disenar un modelo de un
sistema real y llevar a término experiencias con él, con la finalidad de comprender
el comportamiento del sistema o evaluar nuevas estrategias -dentro de los limites
impuestos por un cierto criterio o un conjunto de ellos- para el funcionamiento del
sistema [32]. Un sistema se define como un conjunto de entidades, por ejemplo,
personas o maquinas, que actiian o interacccionan juntas hacia el logro de algin fin
logico [34].

Naylor et al. [33] definen simulacion -aplicada al &mbito de la economia- como
una técnica numérica para llevar a cabo experimentos sobre un computador digital,
que involucra ciertos tipos de modelos logicos y matematicos que describen el
comportamiento de un sistema econémico o de negocio en periodos ampliados del
tiempo real.

La simulacién es la representacion de un proceso o fenémeno mediante otro
més simple, que permite analizar sus caracteristicas; pero no es sélo eso, también
es algo muy cotidiano, como puede ser desde la simulacion de un examen, la
producciéon de textiles, alimentos, juguetes, construcciéon de infraestructuras por
medio de maquetas, hasta el entrenamiento virtual de los pilotos de aviones.

La simulacion es una técnica muy poderosa y ampliamente usada en las ciencias e
ingenierias para analizar y estudiar sistemas complejos, asi como en ciencias sociales
y economia [46]. En investigaciones se formularon modelos que se resolvian de forma
analitica. En casi todos estos modelos la meta era determinar soluciones 6ptimas.

Sin embargo, debido a la complejidad no todos los problemas del mundo real se



pueden representar adecuadamente en forma de modelo. Cuando se intentan utilizar
modelos analiticos, en general se necesitan de tantas hipotesis de simplificacion que
es probable que las soluciones no sean buenas, o bien, sean inadecuadas para su
realizacion. En eso caso, con frecuencia la tinica opcién de modelado y anélisis de que
dispone quien toma decisiones es la simulaciéon mediante técnicas numéricas. Simular,
es reproducir artificialmente un fenémeno o las relaciones entrada-salida de un
sistema. Esto ocurre siempre cuando la operacion de un sistema o la experimentacion
en él son imposibles, costosas, peligrosas o poco précticas, como en el entrenamiento
de personal de operacion, de pilotos de aviones, etc.

La importancia de la simulaciéon radica en las empresas que necesitan saber el
resultado de algin acontecimiento y para ello se gastarian recursos, dinero y tiempo,
y posiblemente no diera un buen resultado. Por ello se acude a la simulacion, para
poder prevenir dichos resultados.

La simulacion ha adquirido en la actualidad un papel de gran importancia para la
actividad industrial en todos los sectores y sus aplicaciones parecen no tener limites.
Se desarrollan simuladores de procesos industriales, de inversiones de capital, de
operaciones quirtrgicas, de mecanismos, de desarrollo de epidemias, del sistema
inmunolégico humano, de plantas productivas, de misiones espaciales y de un largo
etcétera. Cada vez més companias de todos los sectores utilizan la simulaciéon para
llevar a cabo su actividad ya que permiten conocer de antemano el resultado de una
practica o sistema antes de ponerlo en funcionamiento.

El desarrollo de herramientas especificas de aprendizaje mediante la utilizacion
de las ultimas tecnologias, y a su vez el avance en materia de disenno de metodologias
de evaluacion, anélisis y validacién de interfaces de usuario, han supuesto un gran
progreso en el control de riesgo y reducciéon de los accidentes. A su vez, permiten
la investigacion en diferentes campos del comportamiento humano en situaciones
adversas.

Utilizando simuladores con fines formativos se obtiene mayor rendimiento y una
notable reduccion del riesgo de accidentes haciendo del trabajo una actividad mucho
mas segura y efectiva. Ademas, existen infinidad de situaciones que serian demasiado
costosas o imposibles de entrenar sin el uso de la simulacion. Las posibilidades de
personalizaciéon de los ejercicios a las necesidades de formacion de cada persona la
hacen muy efectiva. El alumno puede repetir los ejercicios hasta que la asimilacion

de los conceptos se haya completado.



1.1.2. Modelado

Para realizar una simulacion de un sistema es necesario hacer un buen modelo
de la realidad que se desea simular.

El modelado es el proceso de construcciéon de un modelo. Un modelo es
una representacion de un objeto, sistema, o idea. El modelado es un arte. El
arte de modelar consiste en la habilidad para analizar un problema, resumir
sus caracteristicas esenciales, seleccionar y modificar las suposiciones bésicas que
caracterizan al sistema, y luego enriquecer y elaborar el modelo hasta obtener
una aproximacion tutil. En nuestro caso, el modelo es un conjunto de relaciones
matematicas o logicas derivadas de supuestos sobre el comportamiento de un
sistema.

Por modelo puede entenderse una abstraccion del sistema real que puede
utilizarse para obtener predicciones y formular estrategias de control. En particular
los modelos, se usan para analizar una o més modificaciones de distintos aspectos
del sistema modelado que pueden afectar a otros aspectos del mismo sistema. Para
ser 1til, un modelo debe necesariamente incorporar elementos de tal forma que sea
realista y simple. Por un lado, el modelo debe ser una aproximacién razonable del
sistema real e incorporar la mayoria de los aspectos del mismo. Por otro lado, el
modelo no debe ser excesivamente complejo de modo que facilite su entendimiento
y manipulacion. Los modelos son un componente esencial de la simulacion [45];
mientras mas realista sea el modelo del sistema a simular, més fiables seran los
resultados de la simulacion.

Teniendo definido el modelo del problema bajo consideracion, el siguiente paso
es encontrar una solucién del modelo. Para ello, pueden utilizarse métodos analiticos
0 NuUmMEricos.

Un modelo de resolucion numérico es un algoritmo matematico aproximado. El
algoritmo matematico de un modelo es traducido a un lenguaje de programacion
para ser utilizado mediante un equipo de computacién y asi obtener la solucion

numérica.

Sistema real Computador

Modelado Simulacion

Modelo

Figura 1.1: Elementos bésicos y relaciones en el proceso de simulacion [48]



1.2. Estado de la técnica

Son muchos los simuladores del movimiento de camiones que existen en el
mercado, la mayoria asociados a videojuegos de ordenador, como el Scania Truck
Driving Simulator 1.5.0 [31]. Estos simuladores no tienen en cuenta la dinamica
del vehiculo sino que simplemente aplican relaciones cineméticas para describir
el movimiento. Pero a la hora de simular el movimiento real de un vehiculo es
estrictamente necesario aplicar las ecuaciones de la dinamica, integrarlas y obtener
una dinamica acorde con la realidad de las fuerzas y momentos externos que actiian
sobre el vehiculo.

El interés practico de un simulador se encuentra en la necesidad de formar a
futuros usuarios del vehiculo, maquina o proceso, de tal manera que éstos adquieran
las destrezas necesarias para posteriormemte enfrentarse a la aplicacion en la realidad
de los conocimientos adquiridos durante la simulacién. En ingenieria del diseno
los simuladores también tienen gran aplicaciéon puesto que permiten optimizar los
disenos de los productos facilitando las labores de diseno y ahorrando en los procesos
de fabricaciéon ayudando asi a la labor del ingeniero.

Hoy en dia las companias de camiones desarrollan simuladores de sus productos
con el objetivo de facilitar el acceso de los mismos a sus clientes. Ademas de la
satisfaccion del cliente, el simulador debe cumplir con las caracteristicas técnicas del
vehiculo que tiene asociado, de forma que sea fiel a las condiciones de conducciéon
del mismo. Es el caso, por ejemplo, del simulador de la compania Volvo Trucks [25].

No so6lo las companias de camiones tienen la posibilidad de desarrollar
simuladores de sus productos. Existen companias de simulacion como Lander
Simulations [23|, Thoroughtec simulation [24] o Simumak [26], que ofrecen como
sus productos simuladores a la carta en funcién de las necesidades de sus clientes.

Ademas de las companifas, en las universidades se han ido desarrollando
simuladores para la formacién y la investigacion de sus estudiantes. La universidad
de Iowa (EE.UU.) ha desarrollado el NADS (National Advanced Driving Simulator)
[35]. La universidad de Leeds realiza sus investigaciones sobre el UoLDS (University
of Leeds Driving Simulator) [37], uno de los més avanzados simuladores de
conduccion para investigadores. Por su parte, en la universidad de Valencia (Espana)
se ha desarrollado el SIMUVEG [36], un simulador de conduccion para estudiar el
comportamiento frente al volante de los conductores ante diferentes situaciones.

Desde el punto de vista de la ingenieria, los simuladores en los que un ingeniero
esté interesado son los simuladores que permiten el analisis de los resultados tras

una simulacion del sistema bajo estudio, de tal forma que sea mas facil el diseno



del sistema. En la actualidad hay una gran variedad de simuladores comerciales que
permiten un postproceso de los datos para una facil interpretacion de los resultados.
Se centra ahora la atencion, pues es el objeto de este trabajo, en los simuladores de

sistemas multicuerpo.

1.3. Simuladores de sistemas multicuerpo

comerciales

Los simuladores de sistemas multicuerpo comerciales mas conocidos son el
programa ADAMS (Automatic Dynamic Analysis of Mechanical Systems) de la
compania MSC Software [27], el paquete SimMechanics del programa Matlab [28],
el programa SimPack de la compania Dassault Systems [29] o el programa Sim Wise

[30], entre muchos otros mas.

i ﬁfsaejea r_arb
[ ‘nfsae_front_arb
[fafsae_brakes_4Wdisk
{nfsae_powertrain
-[mfsae_chassis
{lnfsae_rear_tire

T

- ‘mfsae_rear_susp

w-[afsae_front_susp

- Parameter Variables

=+ +All Other
@ Adams Analysis Flag:
- Adams Strings
- Analyses
i B Etun_erc
k- maintain_maintain

i = comering_crc
- Materials
- Simulation Scripts

Search

I

Figura 1.2: Simulacion del movimiento de un vehiculo en ADAMS

Algunos de estos simuladores no sélo ofrecen la posibilidad de un anélisis
dinamico de sistemas multicuerpo, sino ademas otros anélisis como analisis

estructurales por elementos finitos, analisis modal o anélisis de optimizacion.



1.4.

El profesor José Luis Escalona Franco tiene gran experiencia en la dindmica de
sistemas mecénicos fruto del trabajo desarrollado en el Grupo de Ingenieria Mecanica
de la Universidad de Sevilla. Previamente al trabajo desarrollado en la presente
memoria, en dicho Grupo se han llevado a cabo estudios interesantes en el tema de
la simulaciéon interactiva de vehiculos. Estos estudios son relativos a la simulacion
interactiva de la dinamica de una bicicleta [38] [39] [40] [41] [42], la simulacion
interactiva de la dindmica de una motocicleta [44] y la simulacion interactiva de
la dindmica de un triciclo, relacionados con la asignatura Dindmica de Sistemas
Multicuerpo del Master Universitario en Diseno Avanzado en Ingenieria Mecénica.

El trabajo presente ha pretendido ser una extensién al mundo de las cuatro

Trabajos previos en simulacion

ruedas con remolque de dichos simuladores, en los que esta fundamentado.

1.5.

Este trabajo se ha implementado en lenguaje de programacion Matlab. Se ha
hecho uso del paquete de calculo simbodlico que posee Matlab para generar las

funciones simboélicas. La animacion y visualizaciéon se ha presentado también en

Entorno de programaciéon

el entorno del programa Matlab.

close all

clear all

cle

glebal ParamCam Imot del ddel dddel mando

mande = vrieyatick(l):

FaramCam = ParametrosCamionInteractiva;

gref = FaramCam.gref;

% Quita las coordenadas dependientes y el angulo del wel

% gue &3 guiads

§ Ind = [1 2 ¥ 5 8§ 10 13

MR

9 16 189 23

% Dep =

=
R o P
24]:; % 10 dependientes

gindd = iqref(l} gref(2) gref{3l) gref(d4) gref(S5) gref(s) gref{ld)
gref(ll) gref(lZ) gref|(l13) greE(l4) gref|(l5) gref(17) gref(lE)

gref(26)]":

¥0 = [girnd0' zeros(length(gind0).1)"']':

Eig:
£l = B3
t2 = 0.001;

tfin = inf;

Figura 1.3: Parte del codigo de programacion en Matlab



Capitulo 2

Dinamica de Sistemas Multicuerpo

2.1. Introduccién

La dinamica de sistemas multicuerpo es la rama de la mecanica que se encarga
del estudio del movimiento de los sistemas multicuerpo. Un sistema multicuerpo,
figura 2.1, es un sistema definido como un conjunto de cuerpos entre los que
existe movimiento relativo, estando unidos mediante articulaciones, uniones o
pares cinematicos y elementos de fuerza: muelles, amortiguadores y actuadores,
y sometidos a fuerzas externas (como la gravedad o la fuerza aerodinamica) y
momentos externos. El término sistema multicuerpo aparece tras la publicacion del
libro Dynamics of Systems of Rigid Bodies de Jens Wittenburg en 1977 [1], y es un

término que generaliza al de mecanismo.

Figura 2.1: Representacion esquemética de un sistema multicuerpo [2]



Ha sido con la introduccion de los ordenadores cuando esta ciencia se ha
desarrollado en potencia, pues antes era impensable resolver numéricamente los
problemas asociados a los complejos sistemas mecanicos que existen hoy en dia.
Anteriormente, los problemas de mecanismos se resolvian de forma analitica o
grafica, pasando ahora a una resolucién numérica y utilizando el término de sistema

multicuerpo en lugar de mecanismo.

2.2. Cinematica tridimensional

La configuraciéon de un cuerpo rigido de un sistema multicuerpo se describe
usando un conjunto de coordenadas generalizadas o grados de libertad, que definen
el vector de posicion global de un punto de referencia del cuerpo (normalmente el
centro de gravedad (), asi como la orientacion del cuerpo, dada por su matriz de
transformacion.

En el analisis tridimensional, el movimiento no restringido de un cuerpo rigido
se describe mediante 6 coordenadas independientes: 3 coordenadas independientes
describen la traslacion del cuerpo y 3 coordenadas independientes definen su
orientacion.

Para determinar la posiciéon y orientaciéon en cada instante ¢ de cada uno de
los cuerpos que constituyen el sistema multicuerpo, es necesario definir un conjunto
de coordenadas generalizadas q (lineales y angulares). Conocidas estas coordenadas
en funcion del tiempo, q(t), se puede determinar la posicion y orientacion de cada

cuerpo ¢ del sistema en cada instante t.

2.2.1. Ecuacion Fundamental de la Cinematica

El movimiento traslacional de un cuerpo rigido puede ser definido mediante el
desplazamiento de un punto de referencia seleccionado solidario con el cuerpo rigido
y el movimiento rotacional puede definirse mediante su matriz de transformacion.
Como se muestra en la figura 2.2, en la que se tiene un cuerpo rigido ¢ en el espacio
tridimensional, el vector de posicién global ri de un punto arbitrario P del cuerpo

¢ se puede escribir como:

r, =R, +A' U, (2.1)

siendo R}, el vector de posicion global del origen del sistema de referencia XY 7’
del cuerpo i (tomando como origen el centro de gravedad G), A’ la matriz de

transformacion del sistema de coordenadas local X?Y*Z? del cuerpo i al sistema



de coordenadas global XY Z, y u’ es el vector de posicién del punto arbitrario P

con respecto al sistema de coordenadas local del cuerpo .
Z s
Zz'

Yi

Xz’

Figura 2.2: Vectores de posicion del punto P del cuerpo rigido

Conocer la cinemaéatica de un sistema consiste en definir un conjunto de
coordenadas q que permitan determinar la posicion y orientacion de cada uno de los
cuerpos del sistema con respecto a un sistema fijo o global. Es decir, para conocer

la posiciéon y orientacion de cada cuerpo i se deben tener las relaciones siguientes:

Ri :Ri
¢ =Rala) | o5 (2.2)
A'=A'(q)

siendo n el nimero de cuerpos del sistema multicuerpo, sin tener en cuenta el cuerpo

fijo asociado al sistema de referencia global.

2.2.2. Determinacion de la matriz de transformacion

La matriz de transformacion A define la orientacion del sistema de coordenadas
local XY"*Z" del cuerpo i con respecto al sistema de coordenadas global XY Z.

La orientacion del sistema de coordenadas XY*Z? del cuerpo i se puede describir
mediante el método de los cosenos directores, expresando los vectores unitarios del
sistema local en el global. Los cosenos directores c;; representan las componentes

de los vectores unitarios del sistema local X*Y*Z?, es decir, i’, j' v k', en los ejes del



sistema global XY Z, resultando ser:

i' = ani+ apj + aisk
j' = ani+ amj + agk (2.3)
k' = agii+ agj + ask

Dado un vector u’, éste puede expresarse segiin sus componentes en el sistema
local X'Y*Z" o segtin sus componentes en el sistema global XY Z. Matricialmente,

la relacion entre las componentes viene dada por:

; -
U, Q11 Qg1 (031 U,
Uzy = |19 Qg (39 TL; (24)
% -5t
u, Qi3 g3 (33 2
siendo:
. AT
[ 4 4 4
= |uloug ul (2.5)
el vector en componentes globales y:
. M . . . 1 T
7t = |73t 73t
u = |w, u, U (2.6)
el vector en componentes locales [3].
Por tanto, usando esta notacion se tiene la siguiente relacion:
u'=A" (2.7)

donde A’ es la matriz de transformacion definida por los cosenos directores Q;j, para
1,7 =1,2,3:
1 Qo1 (i3
Ai = | Xy Qg Q32| — |:iZ jz kl] (28)
Q13 Qg3 (33
La matriz de transformacion es ortogonal [3], de manera que su traspuesta es

igual a su inversa, o lo que es lo mismo:
ATA = AAT =1 (2.9)

siendo I la matriz identidad de tamano 3 x 3.

2.2.3. Rotaciones simples

A continuacion, se van a escribir las matrices de transformacion del sistema de
coordenadas local X*Y*Z" al sistema de coordenadas global XY Z tras realizar una

rotacion simple alrededor de uno de sus ejes.
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Matriz de transformacion resultado de un giro ¢ alrededor del eje Z*:

cosi)t  —seny)t 0
AV = |senyt  cosyt 0 (2.10)
0 0 1

Matriz de transformacion resultado de un giro 6% alrededor del eje Y

cosft 0 senb’
A= 0 1 o0 (2.11)

—senf 0 cosb
Matriz de transformacion resultado de un giro ¢' alrededor del eje X

1 0 0
A? = |0 cosp —send' (2.12)

0 seng’ cosd’

2.2.4. Rotaciones sucesivas

Considérense los sistemas de coordenadas X'Y'Z!, X?Y?7? y X3Y3Z3 y un
vector U° fijo al sistema X3Y3Z3. El vector expresado en el sistema X2Y?2Z? viene
dado por la relacion:

u? = A¥w? (2.13)

Yl

Xl

zl

Figura 2.3: Rotaciones sucesivas [3|
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Por otro lado, se puede expresar u? en el sistema X'Y'Z! segun la relacion:

u' = A%u? (2.14)
Sustituyendo la ecuacion (2.13) en la ecuacion (2.14), resulta:
u' = AVAPE (2.15)
La ecuacion (2.15) puede escribirse como:
u' = A%’ (2.16)
Y por tanto se cumple la relacion:
A = AZA% (2.17)

siendo A'? la matriz de transformacion del sistema X3Y3Z3 en el sistema X'Y1Z1.

En general, las rotaciones no son conmutativas, es decir:
A12A23 7£ A23A12 (218)

salvo casos singulares en los que hay ejes de rotaciéon coincidentes.

2.2.5. Angulos de Cardan

Para describir la orientacion del sistema de referencia local de un cuerpo i del
sistema multicuerpo con respecto al sistema global se tendra en cuenta la secuencia
de giros ZXY correspondientes a los angulos de Cardan, angulos utilizados en
dindmica de vehiculos.

Ademas, en dinamica de vehiculos [4], se suele suponer que la direccion
longitudinal del vehiculo (la direccion de avance) es la direccion z, la direccion
transversal es y y 2z la vertical, como aparece en la figura 2.4. Los ejes zyz definen

un triedro a derechas o dextrogiro, al igual que el sistema de ejes global XY 7.

12



Figura 2.4: Sistema de referencia de un vehiculo xyz

Los angulos de Cardan o dngulos de Tait-Bryan [5], son una secuencia de angulos
girados por el sistema de referencia XY Z hasta hacerlo coincidir con el sistema de
referencia del vehiculo zyz.

Los angulos girados 1, ¢ y 0, se denominan en la literatura inglesa yaw (guinada),
roll (alabeo o balanceo) y pitch (picado o cabeceo), respectivamente.

Esta secuencia consiste en, primero girar el sistema de referencia XY 7 alrededor
del eje Z el angulo de yaw 1, luego girar alrededor del eje X, previamente girado, el
angulo de roll ¢, y finalmente girar alrededor del eje Y, que ha sido girado las dos
veces anteriores, el angulo de pitch 6.

También pueden definirse a la inversa, es decir, los angulos de Cardan son los
angulos girados por el sistema de referencia local del vehiculo zyz hasta hacerlo
coincidir con el sistema de referencia global XY Z. En este caso, las matrices de
rotacion vienen dadas por las matrices de rotaciones finitas, ecuaciones (2.10), (2.11)
y (2.12) inversas o, lo que resulta lo mismo, las que resultan de cambiar el signo de

los angulos.

2.2.6. Velocidad

El desplazamiento general de un cuerpo rigido en el espacio es el resultado de
los desplazamientos de rotacion y traslacion, segtin la ecuacion fundamental de la
cinemaética, ecuacion (2.1). Derivando con respecto al tiempo dicha ecuacion, se

obtiene la velocidad absoluta del punto arbitrario P del cuerpo :

i, = Ry, + A, (2.19)

13



Debido a que la matriz de transformacion es ortogonal, se tiene que:
A'AT =1 (2.20)
Derivando la ecuacion (2.20) se obtiene:
i

A'AT L AA" =0 (2.21)

O lo que es lo mismo:
G e
A'AT = —ATA (2.22)

La ecuacion (2.22) puede escribirse como:
A'AT = —(A'ATT (2.23)

Una matriz que es igual a la opuesta de su traspuesta es una matriz antisimétrica.

Por lo tanto, de la ecuacion (2.23), la matriz antisimétrica &':

A'AT = (2.24)
se puede definir de la forma:
0 —wi Wi
O'=lw 0 —ui (2.25)
—wh  wi 0

siendo w!, w! y wi las componentes del vector velocidad angular w’, que se puede
escribir como:
. . . . T
w'= [w{ wh wg} (2.26)
Teniendo en cuenta que la matriz de transformacion es ortogonal y

posmultiplicando ambos lados de la ecuacion (2.24) por A, se tiene:
A= GiA (2.27)
Sustituyendo en la ecuacion (2.19):
i, = Ry, + @' A, (2.28)
Expresando el vector W, en el sistema de coordenadas global:
ub = Aul, (2.29)

y sustituyendo en la ecuacion (2.28), se llega a la expresion de la velocidad del punto
P del cuerpo :
i, = Ry + @'ub (2.30)

14



Usando la notacion de producto vectorial, la ecuacion (2.30) también puede
escribirse como:

i = Ry, + w' Al (2.31)

Una expresion alternativa se obtiene expresando el vector velocidad angular en

coordenadas locales del cuerpo ¢ mediante la matriz de transformacion |3]:
W =AW (2.32)

Teniendo en cuenta que:
A' = A (2.33)

y sustituyendo en la ecuacion (2.19):
i, = Ry, + A'w't, (2.34)
Empleando la notaciéon de producto vectorial:
i = Ry, + Al(@ ATh) (2.35)
De la ecuacion (2.27) y (2.33) se tiene la igualdad:
G'AT = AW (2.36)
que lleva a las siguientes relaciones:
o' = AW AT (2.37)
w=A"GA (2.38)
2.2.7. Aceleraciéon

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (2.19) se obtiene la aceleracion

absoluta del punto arbitrario P del cuerpo :
i, = Ry, + At (2.39)
Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (2.27):
A =&'A + @A (2.40)
Ahora, sustituyendo la ecuacion (2.27) en la ecuacion (2.40):

A _ ~zAz _i_wza)zAz —_ &zAz T (&1)2Az (2.41>

15



donde &' se ha definido como:

~1

o =& (2.42)
Finalmente, sustituyendo en la ecuacion (2.39) la ecuacion (2.41), resulta:
B, — Ry + &' A’ + (@)2A'T) (2.43)

que es la expresion de la aceleracion global del punto arbitrario P del cuerpo .
Empleando la notacion del producto vectorial y teniendo en cuenta la ecuacion

(2.29), la ecuacion (2.43) se puede escribir como:
P = Ry + o A il + W' A (W A ) (2.44)

siendo o el vector aceleracion angular del cuerpo 4, definido por sus componentes

como: .
o' = [oﬂi al ag} (2.45)
Igual que la velocidad, la aceleracion global del punto P del cuerpo ¢ se puede

escribir de forma alternativa expresando los vectores en el sistema local del cuerpo :

i = Ry, + Al(@ ATh) + A& A (@ AT)] (2.46)

2.3. Metodologia empleada para el calculo de las

velocidades y aceleraciones

Conocidas las expresiones de la posicion y orientacion de cada cuerpo ¢ en funciéon
de las coordenadas generalizadas q(t), dadas por las relaciones (2.2), es facil obtener

la velocidad y aceleraciéon por derivacion con respecto al tiempo.

2.3.1. Velocidad

Considerando como origen del sistema de referencia local el centro de gravedad

G del cuerpo 1, la velocidad del origen de dicho cuerpo v, se puede expresar como:

dRy;,  ORg
dt  0q

Ve = q=Hgq (2.47)

siendo q el vector de velocidades de las coordenadas generalizadas y H’G la matriz

jacobiana de la velocidad del centro de gravedad G del cuerpo 1.

16



Para la velocidad angular del cuerpo w’ se llega a una expresiéon anéloga.
Partiendo de la matriz antisimétrica @°, calculada segiin la ecuacion (2.24), se
determinan las componentes de la velocidad angular, ecuaciones (2.25) y (2.26).

Conocida la velocidad angular del cuerpo ¢, se puede determinar la matriz
jacobiana de la velocidad angular del cuerpo G mediante derivacion con respecto a
las velocidades de las coordenadas generalizadas, es decir:
Gi — Ow'

9q

(2.48)

Calculada la matriz jacobiana G', se puede expresar la velocidad angular del
Cuerpo 7 como:

w' = G'q (2.49)

Empleando componentes locales se llega a una expresion similar pero partiendo

de la ecuacion (2.33). Premultiplicando dicha ecuacion por AiT, se obtiene la matriz

antisimétrica de la velocidad angular del cuerpo 7 en componentes locales:
~ T .
w =A"A (2.50)

De esta ecuacion se obtiene la velocidad angular en el sistema local a partir de

sus componentes locales:

0 —wi wh
w=|w 0 - (2.51)
—w, w0

siendo w}, Wh y Wi las componentes del vector velocidad angular en el sistema local

@', que se puede escribir como:
' . . . T
o' = o @ o (2.52)
Conocida la velocidad angular en el sistema local, se determina la matriz

jacobiana en el sistema local G :

—i 0w’
G =7 (2.53)

Calculada la matriz jacobiana Ei, se puede expresar la velocidad angular del

cuerpo 7 en el sistema local como:

w=Gyq (2.54)



2.3.2. Aceleracion

La aceleracion del centro de gravedad del cuerpo al,, teniendo en cuenta la
ecuacion (2.47) se puede expresar como:
dvi, dHLq) dHS | .. OH

A = g it gt 1T Ha4= 54

aq + Hog (2.55)

y teniendo en cuenta que el vector de velocidades de las coordenadas q no depende

de las coordenadas q, se tiene la siguiente relacion:

OHg . 9(Hgq)
oq 4 oq

=h,, (2.56)

siendo q el vector de aceleraciones de las coordenadas generalizadas y hg la matriz
jacobiana de la aceleracion del centro de gravedad G del cuerpo i que multiplica a
las velocidades de las coordenadas q.

Por tanto, sustituyendo, la expresion de la aceleracion del centro de gravedad del
cuerpo ¢ es la siguiente:

ag = Hpd + hiq (2.57)

La aceleracién angular o' se calcula de forma analoga derivando con respecto

del tiempo las velocidades angulares w:

o dw' d(Gie dG* . . OG!
of = ' _dG'a) _ Q1 GG = -

i dt dt aa+G'q (2.58)

teniendo en cuenta que el vector de velocidades de las coordenadas ¢ no depende de
las coordenadas q: . '
0G". 0(G'q) .
= =g 2.59
9" oq 8 (2.59)

donde g’ es la matriz jacobiana de la aceleracién angular del cuerpo i que multiplica

a las velocidades de las coordenadas q.

Sustituyendo, la aceleracion angular del origen del cuerpo 7 es la siguiente:
o' = G'g+giq (2.60)

O bien, en coordenadas locales del cuerpo i la aceleracion angular toma la
expresion:
a=Gq+gq (2.61)
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2.3.3. Expresiones cinematicas

En resumen, las expresiones para determinar las velocidades y aceleraciones del
centro de gravedad del cuerpo i son las siguientes:
ve=Hga  ai=Hgd +heq (2.62)
@w=Gq a=G4q+gq
Los valores angulares se consideran en el sistema local, segin se vera en la

determinacion de las ecuaciones de la dinamica.

2.4. Dinamica tridimensional

2.4.1. Ecuaciones de Newton-Euler para un sélido rigido

Conocida la configuraciéon de un cuerpo rigido de un sistema multicuerpo a
través del vector de posicion global de un punto de referencia del cuerpo (centro
de gravedad), asi como la matriz de orientacion del cuerpo para un determinado
valor de las coordenadas generalizadas, y calculadas las velocidades y aceleraciones,
la dindmica del cuerpo 7 viene dada por las ecuaciones de Newton-Euler.

Considérese un cuerpo rigido en el espacio definido por un sistema de referencia
global inercial XY Z, sometido a fuerzas y momentos externos en diferentes puntos,

y sea X'Y'Z" el sistema de referencia local del cuerpo, véase figura 2.5.

Z, M,
Zi
Fi, e ap yi
T %
R X
O -Y

Figura 2.5: Cuerpo rigido ¢ sometido a fuerzas y momentos externos en el punto P
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Las ecuaciones de Newton-Euler()) aplicadas al cuerpo i, considerando como

origen del sistema de referencia local del cuerpo su centro de gravedad G, son las

siguientes:
: _ i i °Rg
Ecuaciones de Newton: ; Fi=m o (2.63)
Ecuaciones de Euler: Z M’ + Z A Fz = M (2.64)
dt

siendo F; la fuerza externa aplicada sobre el cuerpo i en el punto 7, R’é el vector
de posicion del centro de gravedad del cuerpo i respecto del sistema global, M el
momento externo aplicado en el punto 7, ué el vector de posiciéon respecto del sistema
local del punto en el que esta aplicada la fuerza Fé-, IiG el tensor de inercia del cuerpo
calculado en el centro de gravedad Gy w' la velocidad angular del cuerpo?).

La ecuacion de Euler conviene proyectarla en el sistema local. Esto es porque
el tensor de inercia permanece constante en dicho sistema y, por consiguiente, su
derivada temporal es nula. Por tanto, resulta:

Ecuaciones de Euler: Z M; + Z(ﬁ; NF;) = % (2.65)

Realizando las derivadas con respecto al tiempo, se tiene:
Y F=m'Ryg (2.66)
J
SM + Y (@ AF) =La +@ A (@) (2.67)

J J

Matricialmente, las ecuaciones (2.66) y (2.67) se pueden expresar como:

w1 0] [ai] _ Y, e 0 (2.68)
0 I) @] " S M s AR e a @) |

donde I es la matriz identidad 3x3 y 0 una matriz de ceros del tamano

correspondiente para completar la matriz o vector donde aparece.
Se denota F% a la fuerza resultante de las fuerzas externas aplicadas sobre el

cuerpo ¢ reducida en el punto Py sz al momento resultante de las fuerzas externas

Los sumatorios se consideran extendidos a todos los puntos j en los que hay aplicada una
fuerza o un momento sobre el cuerpo 1.

2El producto Igwi es el momento cinético del cuerpo i calculado en su centro de gravedad G.
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y de los momentos externos aplicados sobre el cuerpo ¢ reducido en el punto P y

proyectado en el sistema de referencia local del cuerpo, es decir:

Fp=) F; (2.69)
J
Mp=> M+ (WAF,) =M + (W, AFp) (2.70)
J J

2.4.2. Ecuaciones de Newton-Euler para un sistema

multicuerpo

Considerando los n cuerpos del sistema multicuerpo bajo estudio, las ecuaciones

de Newton-Euler [3] resultan ser:

Myrag = Qng + Qnpey (2.71)
donde:
(mI 0 0 O O O]
0 0 0 0 0
Men_ |0 O mL 0 0 0 (272)
T 1o 0o o I, 0 0 '
0O 0 0 0 . 0
0O 0 0 0 0 I,

es la matriz de masa de Newton-Euler del sistema multicuerpo,

T
ac=la, ... a} a' ... 6"] (2.73)

es el vector de aceleraciones del sistema multicuerpo,

Fp

Qne = | =1 (2.74)

es el vector de fuerzas generalizadas de Newton-Fuler y
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0

Quev = | i (Ioa")

(2.75)

—@" A (T@")

es el vector de fuerzas de inercia generalizadas de Newton-Euler cuadraticas en
velocidad.

Teniendo en cuenta las expresiones de las aceleraciones en funcion de las

velocidades y aceleraciones de las coordenadas del cuerpo :

ag = Hgd + hiq (2.76)
a =G4+gq (2.77)
se genera el vector de aceleraciones del sistema multicuerpo, que resulta ser:
ay | [mL] [ng]
ag al - ol . . .
ag=| ¢ =|=5la+ | Y| a="Led+1cq (2.78)
a G g
a” G" g"

Sustituyendo en las ecuaciones de Newton-Euler para el sistema multicuerpo el

vector de aceleraciones dado por la ecuacion (2.78) se obtiene:

MnyEe(Led +164) = Qe + Quev (2.79)
y despejando el término de las aceleraciones de las coordenadas generalizadas:
MyeLeG = Qug + Qney — Mieleq (2.80)

Premultiplicando la ecuacion (2.80) por Lg’, para conseguir un sistema
determinado, resulta la ecuaciéon de la dindmica del sistema multicuerpo siendo
incognitas las aceleraciones de las coordenadas generalizadas:

(Le"MypLe)d = Le" Qup + Lo’ (Qupy — Mypled) (2.81)

Denotando:

M MC = Lo"MypLg (2.82)
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como la matriz de masa del sistema multicuerpo,

Q™M = L' Qug (2.83)

como el vector de fuerzas generalizadas del sistema multicuerpo y

‘S/MC = LGT(QNEV - MNEIGQ) (2-84)

como el vector de fuerzas de inercia generalizadas cuadraticas en velocidad del

sistema multicuerpo, resulta la ecuacion:

]-\/-I:SMC(':-1 _ QSMC + Q‘S;MC (285)

2.4.3. Fuerzas generalizadas sobre un cuerpo rigido

El vector de fuerzas generalizadas aplicadas sobre un cuerpo rigido ¢ es un vector
que contiene el efecto que las fuerzas y momentos aplicados sobre el cuerpo tienen
en las coordenadas generalizadas, y es funcion de las coordenadas, las velocidades

de las coordenadas y del tiempo:

Q' =Q'(q,9,t) (2.86)

En este vector de fuerzas generalizadas se distinguen dos tipos: las fuerzas
generalizadas asociadas a fuerzas y momentos externos aplicados sobre el cuerpo

y las fuerzas generalizadas asociadas a las fuerzas de reacciéon o de contacto.

Qi = szplicada + Qf‘eaccion (287)

Dentro de la componente del vector de fuerzas generalizadas asociadas a las
fuerzas y momentos externos aplicados, se encuentra el efecto que producen las
fuerzas que derivan de un potencial, como la fuerza gravitatoria, las fuerzas
de suspension, las fuerzas y momentos de actuacion motrices y de control, las
fuerzas aerodinédmicas, las fuerzas de fricciéon en los pares cinematicos y las fuerzas
tangenciales de contacto. Las fuerzas normales de contacto son fuerzas de reaccion

que dependen de las restricciones como se vera mas adelante.

2.4.4. Fuerzas generalizadas aplicadas
Fuerza generalizada asociada a la gravedad sobre el cuerpo i

Para determinar la fuerza generalizada asociada a la gravedad se hace uso del

principio de las potencias virtuales, que establece que el trabajo realizado por las
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fuerzas generalizadas es igual al trabajo realizado por las fuerzas y pares externos
aplicados asociados.

La potencia desarrollada por la fuerza de la gravedad sobre el cuerpo ¢ aplicada
en el punto G es, teniendo en cuenta la ecuacion (2.47):

Foooovi=vi'F —¢H,F  =4'Q (2.88)

grav grav grav grav
Por tanto, la fuerza generalizada asociada a la gravedad sobre el cuerpo i es:

Q . =H,F (2.89)

grav grav

Fuerza generalizada asociada a los momentos de actuaciéon motrices y de

control sobre el cuerpo ¢

Aplicando de nuevo el principio de las potencias virtuales, la potencia
desarrollada por un momento o par sobre el cuerpo 7, proyectada en el sistema
local del cuerpo es®)| teniendo en cuenta la ecuacion (2.54):

==t

. . ; T .
M w=w"M=¢G M =q4Q, (2.90)
Por tanto, la fuerza generalizada asociada a un momento M sobre el cuerpo i es:

il —y

Q,=G M (2.91)

Fuerza generalizada asociada a los muelles y amortiguadores de la

suspension entre los cuerpos ¢ y j

Sean dos puntos P y (), de los cuerpos 7 y 7, respectivamente, enlazados por una
suspension de tipo muelle mas amortiguador, siendo k la constante de rigidez, [y la

longitud natural del muelle y ¢ la constante de amortiguamiento viscoso, figura 2.6.

3No hay que olvidar, al escribir las ecuaciones del sistema multicuerpo, el par de reacciéon que
aparece consecuencia de aplicar el par de actuacion, siempre y cuando dicho par esté aplicado sobre

otro cuerpo del sistema.
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Figura 2.6: Cuerpos rigidos ¢ y j enlazados mediante suspension

En lugar de aplicar el principio de las potencias virtuales se aplica el principio de
la energia potencial del muelle U,,, para el muelle, y la funciéon de disipacion viscosa
de Rayleigh F, para el amortiguador.

La energia de deformacion almacenada por el muelle viene dada por U,,(q) y
es una funciéon potencial que depende tnica y exclusivamente de las coordenadas

generalizadas:

Un(a) = Sh(l(a) — o) (2.92)

La fuerza generalizada del muelle, al ser conservativa, deriva de la funcién

potencial U,,, luego:

_ OUn(q)
Qmuelle - 8q

Aplicando la regla de la cadena de la derivacion a la derivada de la funcion

(2.93)

potencial con respecto de las coordenadas generalizadas:

Q _ O0Up(q)  0U,0l(q)
muelle — aq - al aq

Teniendo en cuenta que:

(2.94)

N[

l(a) = (rpq' Trq) (2.95)
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siendo:

rpg =r, — 1} = (R, + A/u),) — (R, + A'u)) (2.96)

se llega a la siguiente expresion para la fuerza generalizada del muelle:

I—1,\ [0 g
Qmuelle = _k< ! 0) ( gI;Q) r'pqg (297>

La funcién de disipacion viscosa de Rayleigh F,. del amortiguador, es:

F@) = 5e(i(@))? (2.98)

Por tanto, por analogia con el muelle, la fuerza generalizada del amortiguador

resulta ser:

Qamortiguador = - aq (299>
Aplicando la regla de la cadena:
AF.(q) OF, 0i(q)
; = — — = —— . 2.100
Qamortzguador aq ol aq ( )
Teniendo en cuenta que [7]:
I(¢ l
e _ olta) (2.101)
9q dq
resulta que la fuerza generalizada del amortiguador vale:
i or P T
Qamortiguador =—C (Z) ( an) Ir'pg (2102)

Fuerza generalizada asociada a una fuerza aplicada en un punto P del

cuerpo i

Sea el cuerpo de la figura 2.5 sometido en el punto P a una fuerza F'.
Teniendo en cuenta la expresion de la velocidad del punto P, ecuacion (2.31), se

tiene que:
i

vi, =t = Ry + W' Aub = v, — ub A w' = vl — b (2.103)

Aplicando el principio de las potencias virtuales:

Fi v, = vi Fh = (v — hw’) Ty = v, FY — W' ()T F, (2.104)
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y sustituyendo v, segtin la ecuacion (2.47) y w’ segin la ecuacion (2.49), resulta:

i i : i Tpi : iT i i
Fp-vp=q'Hg Fp —q'G" (ap)'Fp (2.105)

Sacando factor comun el vector de velocidades de las coordenadas generalizadas:

i i : i Tyi il =i i
Fp v =4 (Hg Fp— G" (1p) Fp) (2.106)

Por tanto, la fuerza generalizada asociada a la fuerza F vale:

i i T il ~i i
Qr, =Hg Fp — G" (0p)"Fp (2.107)
Expresando la matriz G' en el sistema local:
i i Ti il AT i i
Qp, =H, F, -G A" (a})"F} (2.108)
y como U = —(i,)7:

i i Tovi | it aiT (i i
Q. =H; Fp+G A" (1) Fp (2.109)
Fuerza generalizada asociada a la fuerza de resistencia aerodinamica sobre

el cuerpo i

La fuerza de resistencia aerodinamica sobre el cuerpo ¢ se considera aplicada en
el centro de gravedad del cuerpo, es proporcional al cuadrado de la velocidad relativa
entre el cuerpo y la corriente de fluido incidente sobre la superficie del cuerpo y su
direccion es contraria a la velocidad del cuerpo [4].

Por tanto, se puede escribir:

. 1 ) i
Flupy = —5pACDVE’ e

(2.110)

aero ‘VZC;‘
siendo p la densidad del fluido (en este caso aire), A la superficie frontal del cuerpo
1y Cp el coeficiente de resistencia aerodinamica del cuerpo 1.

Teniendo en cuenta que:

2

vl = ViGTViG = \vic,|2 (2.111)

La fuerza de resistencia aerodinamica toma la expresion siguiente:

. 1 o
= ——pACp|vg|vg (2.112)

F* = ——pACp|VL| —=
2p D|VG| ’VZG’ 9

aero

Aplicando el principio de las potencias virtuales, teniendo en cuenta la expresion

de la velocidad del centro de gravedad del cuerpo ¢ en funcién de las velocidades
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de las coordenadas generalizadas, ecuacion (2.47), la potencia desarrollada por la

fuerza de resistencia aerodindmica vale:

aero aero

F! . -vL= VZGTF’ = qTHZGT (—EpACD|VZG|VZG) (2.113)
Por tanto, la fuerza generalizada de resistencia aerodinamica vale:
i i T 1 i |0
Qaero = HG _§pACD‘VG‘VG (2114)
Fuerza generalizada asociada a las fuerzas tangenciales de contacto entre

los cuerpos i y el cuerpo fijo 0

Se considera que el contacto entre los cuerpos es puntual y se denota por v¢ la
velocidad del punto de contacto. Para determinar la fuerza tangencial de contacto
F; se considera la siguiente ley simplificada dependiente de dos parametros [10], el
coeficiente de rozamiento entre los cuerpos p y la velocidad limite o velocidad de

saturacion v,:

Fiy

1 - VUC

Figura 2.7: Fuerza tangencial de contacto F; en funciéon de la velocidad del punto

de contacto ve

El médulo de la fuerza tangencial F}, segtn esta ley, es por tanto:

Ve

:an St Ve < Ulim
F, = Viim, (2.115)
pFy, Si Ve 2 Vpim

Para determinar el médulo de la fuerza tangencial F} es necesario conocer el valor

de la fuerza normal F},, que es una fuerza de reaccion que se calcula a partir de las
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restricciones y del multiplicador de Lagrange asociado, como se vera més adelante.
La fuerza tangencial es:
\% v

¢ - _F-¢ (2.116)
vel ve

Aplicando el principio de las potencias virtuales a la fuerza tangencial F; aplicada

Ft = _Ft

en el punto C' con velocidad v¢, la fuerza tangencial generalizada sobre el cuerpo ¢

toma el valor:

i i T —il~i T

Para modelos méas complejos puede estudiarse la referencia [22].

2.4.5. Fuerzas generalizadas de reaccién

Las fuerzas generalizadas de reaccion son las fuerzas generalizadas asociadas a
las fuerzas normales de contacto que dependen de las restricciones de contacto. Se
introducen en el sistema de ecuaciones mediante los multiplicadores de Lagrange [3],

de tal forma que, se pueden expresar como:

=-ClA (2.118)

Qreaccion

donde Cq4 es la matriz jacobiana de las restricciones con respecto al vector de
coordenadas q* y X es el vector de multiplicadores de Lagrange.

Al introducir fuerzas de contacto se reduce el ntimero de grados de libertad
del sistema bajo estudio en tantas dimensiones como restricciones se impongan al

sistema.

2.4.6. Sistema de ecuaciones diferenciales y algebraicas del

movimiento

Introduciendo el valor de las fuerzas generalizadas de reaccién en la ecuacion

(2.85) resulta el sistema de ecuaciones:

aplicada

que junto con las ecuaciones de restriccion C(q) = 0 constituyen un sistema de

ecuaciones diferenciales y algebraicas de indice 3.

1Esto es asf para restricciones holénomas, es decir restricciones del tipo f(t, ¢, ) = 0 integrables.
Ademas se consideran restricciones independientes del tiempo. Para més detalle sobre los tipos de

restricciones o ligaduras véase [7].
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Para resolver este sistema de ecuaciones, se pueden derivar con respecto al
tiempo, dos veces, las ecuaciones de restriccion cinematica, obteniendo como

resultado la ecuacion diferencial de segundo orden:

Cqd +Cqq =0 (2.120)

Las ecuaciones (2.119) y (2.120) constituyen un sistema de ecuaciones

diferenciales y algebraicas de indice 1, que puede expresarse en forma matricial
como:

MSMC CT - SMC SMC
q q . aplzcada‘_l—QV (2121)

Cq 0| |[A —Cqq
Este sistema se puede resolver como un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias siempre que la matriz jacobiana sea no singular, es decir, su determinante

sea no nulo.

2.4.7. Integracion del sistema de ecuaciones diferenciales del

movimiento

Para la integracion del sistema de ecuaciones diferenciales (2.121) se emplea
el método de Shabana de particion de coordenadas |3], el cual se describe a
continuaciéon. En este método se consideran tantas variables dependientes como
restricciones existen, de tal forma que la matriz jacobiana de dichas variables sea no
singular y el resto se denominan variables independientes. El conjunto de variables
independientes para un problema dado no es tinico, pudiéndose encontrar conjuntos
distintos de variables independientes y por tanto también de las coordenadas
dependientes.

El primer paso consiste en realizar una estimacion de las condiciones iniciales que
define la configuracion inicial del sistema multicuerpo. Las condiciones iniciales que
representan las coordenadas y velocidades iniciales debe ser una buena aproximacion
de la configuracion inicial exacta de la que parta el sistema.

Usando las condiciones iniciales se determina la matriz jacobiana de las
restricciones asi como un conjunto vélido de coordenadas independientes.

La formulacion de las ecuaciones de la dindmica usando variables independientes
lleva al sistema de ecuaciones fuertemente acopladas mas pequeno posible. Sin
embargo, la formulacién considerando las ecuaciones de restriccion cinematica
mediante los multiplicadores de Lagrange, formulacién aumentada, lleva a un sistema

de ecuaciones pobremente acopladas que puede resolverse para las aceleraciones
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generalizadas y los multiplicadores de Lagrange. El vector de multiplicadores
de Lagrange se utiliza para determinar las fuerzas de reaccion generalizadas
mientras que las aceleraciones generalizadas independientes se integran en el
tiempo para determinar las velocidades y coordenadas generalizadas independientes.
Determinadas las coordenadas y velocidades generalizadas independientes, para
calcular las coordenadas y velocidades generalizadas dependientes se parte del

sistema algebraico de ecuaciones de restriccion no lineal:

C(q)=0 (2.122)

Se puede emplear el algoritmo iterativo de Newton-Raphson para resolver el
sistema de ecuaciones (2.122) para las variables dependientes. Para ello se fijan
las variables independientes a sus valores obtenidos de la integraciéon numérica y
por tanto las diferencias de Newton asociadas Aq; son nulas. Las coordenadas
dependientes se determinan resolviendo el sistema de ecuaciones algebraico no lineal

de las restricciones mediante el procedimiento iterativo de Newton-Raphson:

(2.123)

I,

Donde Cgq es la matriz jacobiana de las restricciones, I; es una matriz Booleana
que tiene solamente zeros y unos, estando los unos en los lugares que corresponden
a las variables independientes, y Aq es el vector de diferencias de Newton de todas
las coordenadas.

El sistema anterior se puede escribir también como:

Cq,Aq, = —C (2.124)

Donde Cgq, es la matriz jacobiana de las restricciones con respecto a las
variables dependientes y Aq, es el vector de diferencias de Newton de las variables
dependientes.

A continuacion, se determinan las velocidades generalizadas de las coordenadas

dependientes segun la derivada temporal de las restricciones:

Cqyds + Cq;q; = 0 (2.125)

Despejando las velocidades dependientes:

4y = —(Cq,) "' Cq;t; (2.126)
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Conocidas las coordenadas y las velocidades se procede a la integracion numérica
del sistema compuesto por las ecuaciones de Newton-Euler y las ecuaciones de
restriccion introducidas mediante los multiplicadores de Lagrange, sistema de
ecuaciones aumentado (2.121). Para ello se emplea un método de integracion de
ecuaciones diferenciales ordinarias. En este trabajo se han utilizado los siguientes:
el método de Euler, el método de Runge-Kutta de segundo orden, el método de
Runge-Kutta de cuarto orden y el método de Adams-Bashforth de segundo orden.
Estos métodos son ampliamente utilizados para obtener la soluciéon numérica de de
las ecuaciones diferenciales no lineales de los sistemas mecanicos [3]. De entre todos
ellos, se ha definido por defecto el de Adams-Bashforth por ser el més réapido y de
menor error, sin embargo es mas sensible a las condiciones iniciales.

Para la aplicacion de estos métodos se define el vector de estado y como:

y= [yll - H (2.127)
Yo q;

cuya dimension es el doble del nimero de grados de libertad o coordenadas
generalizadas independientes del sistema bajo estudio.

Derivando respecto del tiempo se tiene que:

s 4,
y= [yj = Lj = L’u (qi,qi,t)] (2.128)

que puede escribirse simplemente como:

y = f(y, t) (2.129)
donde:
fly,t) = [ v ] (2.130)
q,(a;,9;,1)

La ecuacion (2.129) representa a las ecuaciones del espacio de estados del sistema
multicuerpo. Estas ecuaciones son ecuaciones diferenciales de primer orden y su
nimero es igual al doble del nimero de grados de libertad del sistema. Por tanto, en
la formulacion del espacio de estados, las ecuaciones diferenciales de segundo orden
asociadas con las coordenadas independientes son reemplazadas por un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden que tiene un niimero de ecuaciones igual al
doble del niimero de grados de libertad del sistema.

Solo se requiere determinar la funcion f(y,t) puesto que son métodos explicitos
que no requieren determinar las derivadas de la funcion f(y,t).

Considérese que y, e y,,; son las soluciones en el tiempo ¢, y t,41,

respectivamente, y h es el tamano del paso de tiempo, es decir, h = .1 — t,.
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La formula de Euler es la siguiente:

Yot1 = Yn + hfl
siendo:
fl = f(yna tn)

La formula de Runge-Kutta de segundo orden es la siguiente:

1 1
Yoi1 = Yo+ h(§f1 + §f2)

siendo:
fl - f(yru tn)

fy =y, + hf1, ths1)

La féormula de Runge-Kutta de cuarto orden es la siguiente:

1 1 1 1
Yot1 = Yn T h(gfl + §f2 + §f3 + 6f4>

siendo:
fl - f(yru tn)
h h

2
f4 = f(yn + hfg, tn + h)

h h
f3 = f(yn + §f2,tn + _)

Finalmente, la formula de Adams-Bashforth es la siguiente:

1 3
Yoi1 = Yn + h(—§f1 + §f2)

siendo:

fl - f<yn7tn)
f, =f(y, + hf, t, + h)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)

(2.138)

(2.139)

(2.140)

(2.141)

(2.142)
(2.143)

Existen mas formulas de integracion, para ello pueden consultarse las referencias

[17], [18], [19] vy [20].
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2.5. Sistema de ecuaciones diferenciales para el

simulador interactivo

Para el simulador interactivo hay que condensar el sistema de ecuaciones
diferenciales del sistema, eliminando el grado de libertad asociado a la coordenada
generalizada del giro del volante de direccion que es una variable guiada.
Esta reduccién o condensacion de grados de libertad se realiza en el archivo

EcMovCamionInteractiva.m.
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Capitulo 3

Modelo multicuerpo del vehiculo

articulado

3.1. Introducciéon

El vehiculo del que se pretende obtener su dindmica, es un camién articulado
formado por una cabeza tractora y un semirremolque, figura 3.1. La unién entre
ambos se realiza en la quinta rueda a través del king pin, uniéon que se supone

cineméaticamente equivalente a una articulacion esférica.

Figura 3.1: Camioén articulado bajo estudio

Las ruedas delanteras de la cabeza tractora son las ruedas directrices cuyo giro
directriz o pivotamiento esta relacionado mediante un mecanismo capaz de asumir el
giro exacto de cada una de las ruedas. Las ruedas traseras son las ruedas motrices y su
giro esté relacionado mediante un diferencial clasico. Las ruedas del semirremolque
son ruedas libres cada una de ellas. Del modelado de la direccion y de la traccion se
hablara méas adelante.

La quinta rueda es el soporte unido solidariamente a la cabeza tractora que sirve

de acoplamiento para el king pin, que no es mas que un pivote ranurado unido

35



solidariamente al semirremolque. Ambos términos quinta rueda y king pin, véase

figura 3.2, pertenecen al argot caracteristico del mundo del camioén.

Figura 3.2: Quinta rueda y king pin tipicos [6]

3.2. Modelo del sistema multicuerpo

3.2.1. Definicién del sistema multicuerpo

De aqui en adelante se hablara de sistema multicuerpo en lugar de vehiculo
articulado. Pues bien, el sistema multicuerpo bajo estudio, esta constituido por 8
cuerpos, figura 3.3, —sin tener en cuenta el cuerpo fijo con sistema de referencia

inercial fijo XY Z—, que se enumeran a continuacion:
= Cuerpo 1: cabeza tractora.
= Cuerpo 2: semirremolque.
» Cuerpo 3: rueda izquierda del semirremolque.
= Cuerpo 4: rueda derecha del semirremolque.
= Cuerpo 5: rueda izquierda trasera de la cabeza tractora.
= Cuerpo 6: rueda derecha trasera de la cabeza tractora.
= Cuerpo 7: rueda izquierda delantera de la cabeza tractora.
= Cuerpo 8: rueda derecha delantera de la cabeza tractora.

Las figuras siguientes, figura 3.3 y figura 3.4, muestran vistas de la cabeza
tractora y del semirremolque. En ellas pueden verse la situacion de la quinta rueda

y del king pin, asi como detalles de las ruedas y de la suspension.
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Figura 3.3: Perspectiva superior de la cabeza tractora

Figura 3.4: Perspectiva inferior del semirremolque

3.2.2. Dimensiones del sistema multicuerpo

Algo fundamental a la hora de modelar un sistema es realizar un buen dibujo del
mismo en el que queden perfectamente definidos cada uno de los elementos que lo
constituyen, ademas al trabajar con sistemas multicuerpo conviene llevar un orden y
una metodologia para elegir los cuerpos correctamente y asi evitar errores de calculo
que acarrearian posteriores errores de diseno o programacion del sistema que se estéa
modelando, y al que se le va a calcular su dindmica.

En la figura 3.5, correspondiente a una posiciéon arbitraria del sistema

multicuerpo, se ha situado un sistema de referencia local X'Y?Z en el centro de
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gravedad de cada cuerpo 7 y el sistema de referencia global XY Z.

Figura 3.5: Sistema multicuerpo con ejes de referencia

Como ya se ha indicado, los cuerpos 1 y 2, cabeza tractora y semirremolque,
respectivamente, se consideran articulados mediante un par esférico, que modela
la union de la junta de acoplamiento o quinta rueda de la cabeza tractora, con
el pivote de acoplamiento o king pin del semirremolque. Por otro lado, todas las
ruedas se consideran articuladas mediante pares de rotacion en el grado de libertad
de rodadura (angulo #), salvo las directrices que ademas estan articuladas mediante
pares de rotacion en el grado de libertad de pivotamiento o de direccionamiento
(angulo ).

En la figura 3.6, se establecen las dimensiones geométricas del sistema
multicuerpo, cuyo valor se indica en la tabla 3.1, a excepcion de las alturas.

Las cotas de alturas de los centros de gravedad, de las alturas de los puntos
de sujeciéon de la amortiguacion y de la articulacién, tomando como referencia la

posicion indeformada para la amortiguacion, se especifican en la tabla 3.2.
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Figura 3.6: Acotacion del sistema multicuerpo

Tabla 3.1: Acotaciéon de longitudes

Longitud  Valor (mm)

a

(=l ~HE N e e N o

—e

—.

1850,00
1850,00
3700,00
6600,00

500,00
3600,00
3000,00
7100,00
2085,00

442 50
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Tabla 3.2: Acotaciéon de alturas

Punto Altura (mm)

hL, 600,00
h2, 1300,00
he, 537,75
hi, 537,75
h2, 537,75
hS, 537,75
h, 537,75
he, 537,75
hs 1075,50
hl, 537,75
ha 1187,75

En la suspension, el superindice S indica superior y el superindice I indica
inferior, para hacer referencia a los puntos de sujecién superior e inferior,
respectivamente. El punto A es el punto de la articulacién entre cabeza tractora

y semirremolque.

3.2.3. Coordenadas generalizadas del sistema multicuerpo

El vector de coordenadas generalizadas seleccionado para el sistema multicuerpo

esta constituido por 26 componentes:

= las coordenadas de posicion Rg; , R, , R, v orientacion ¢, ¢, 0" de la cabeza

tractora,

= las coordenadas de posicion RE , RZ, , Ry orientacion o2, ¢, 0% del

semirremolque,

» los angulos de rodadura 63, 6%, 60° 0% 07, 6% de las ruedas,
» los grados de libertad traslacionales s3, s, 5%, s, 57, s® de las suspensiones,

= el angulo 9 del giro del volante de la direccion y

= el angulo 6 del giro del eje motriz.
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Por tanto, el vector de coordenadas generalizadas q resulta ser el siguiente:

_Réx -
Re,
Rg,
wl
¢1
91
Rz,
RZ,
R2
v
ng
02
93
64
@5
06
a7

(3.1)

Para definir la posicion de cada cuerpo se sigue la siguiente metodologia: la
posicion de un cuerpo que esta ligado a otro cuerpo se refiere a la de éste. Asi, la
posicion de los cuerpos que pertenecen a la cabeza tractora esta referida a la posicion
de la cabeza tractora y la posicion de los cuerpos que pertenecen al semirremolque
se refieren a la posicion del semirremolque. Para ello se toman las coordenadas del
centro de gravedad del cuerpo RY,. Igualmente, la orientacién de un cuerpo que esta
ligado a otro cuerpo se refiere a la de éste a través de las matrices de orientacion de
cada cuerpo A’

No hay que olvidar que finalmente se deben imponer las ecuaciones de restriccion
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entre los cuerpos no definidas por variables, en este caso la ecuacién de restriccion

del par esférico en el punto A, que vincula el semirremolque con la cabeza tractora.

3.2.4. Orientacion de los cuerpos en funciébn de las

coordenadas generalizadas

Para determinar la orientacion de la cabeza tractora, cuerpo 1, y del
semirremolque, cuerpo 2, se considera la secuencia de giros ZXY correspondientes
a los angulos de Cardan. Las ruedas directrices tienen ademés un grado de libertad
asociado al angulo de pivotamiento o direccionamiento %, relativo a la cabeza
tractora. Por tltimo, todas las ruedas, poseen un éngulo de rodadura €' relativo
al sistema de referencia del cuerpo al que pertenecen.

Teniendo en cuenta estos datos, y la definiciéon de las matrices de rotacion simple,
ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12), las matrices de orientaciéon de cada uno de los

cuerpos del sistema multicuerpo son las siguientes:

Al = AV AP A” (3.2)
A? = AV AT AY (3.3)
AP = AZA” (3.4)
At = AZA” (3.5)
A’ = A'A” (3.6)
AS = ATA” (3.7)
AT=A'AY A (3.8)
A% = ATAY A" (3.9)
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3.2.5. Posicion de los cuerpos en funcién de las coordenadas

generalizadas

Conocida la posicion del centro de gravedad del cuerpo 1 se determina la del resto
de cuerpos. Posicion de la articulacion entre la cabeza tractora y el semirremolque,

respecto de la cabeza tractora:

Rl = R}, + A'ul; uy=[-(b—e) 0 (ha—h5)]" (3.10)

siendo Ul el vector en coordenadas locales del punto A respecto del cuerpo 1.
Posicion de la articulacion entre la cabeza tractora y el semirremolque, respecto

del semirremolque:

Ri=Rg+ ATy Wi=[+f 0 —(hi—ha)" (3.11)

siendo u? el vector en coordenadas locales del punto A respecto del cuerpo 2.
De las ecuaciones (3.10) y (3.11) se obtiene la ecuacion de restriccion del par
esférico en el punto A, como se vera mas adelante.

Para el resto de cuerpos se tiene:

R = R + A%wg; Uy =g +§ —(hg—hg)—sY" (3.12)
R¢, = Ry, + A’ug; u,=[-g —% —(hy—h3) -s1" (3.13)
R}, = R} + A'w uy=[-b +i —(hL—h3)—s|" (3.14)
G G G +5 —(hg—hg)—s '

Ry =Ry + A'ug; ug = [-b —i —(h&—hg)—s" (3.15)
R, = Ry + A'uy; ug; = [+a +i —(h —h3) —sT" (3.16)
R} =R} + A'T s, = —i —(hl, —h3) — 8" 3.17
¢ T Aug; ug =[+a —5 —(hg—hg) —5°] (3.17)
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3.2.6. Configuracién inicial de referencia

La configuracion inicial del sistema multicuerpo es la que aparece en la figura 3.7,
correspondiente a la posicion indeformada para la amortiguacion, estando el origen
del sistema de coordenadas global XY Z situado entre las dos ruedas directrices y a
nivel del suelo, como se indica en la misma. En esta figura se tiene una representacion
grafica de la posicion de todos los cuerpos (posicion de sus centros de gravedad G;) v,
en este caso, del punto A, punto que vincula la cabeza tractora con el semirremolque.
Ademés aparencen representados los vectores de posicion locales de dichos puntos

respecto del cuerpo al que se referencian.

Figura 3.7: Configuracion inicial de referencia

Teniendo en cuenta esta configuracion inicial, es decir, a partir de las figuras 3.6
y 3.7, se procede a determinar el valor de las variables en el instante inicial.
De este modo, el vector de coordenadas generalizadas en la configuracion inicial

Qe ferencia TeSUlta ser el siguiente:
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R¢. I —a |
Re, 0
RY,. n
P! 0
¢! 0
o' 0
R, —(c—e+f)
RZ, 0
R, i
P? 0
¢? 0
02 0
3
g = | 1 -1 (3.18)
0° 0
0° 0
o7 0
08 0
53 lo
s lo
s° lo
50 lo
s’ lo
58 lo
0
0™ 1, ferencia L .

Esta congifuracion inicial de referencia es la configuracion que se toma de partida
para determinar la posicion de equilibrio estatico del sistema, posicion que sera

tomada como condicién inicial para realizar la simulacion.
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3.3. Propiedades del sistema multicuerpo

3.3.1. Propiedades mecanicas

Las propiedades mecanicas(!) de los cuerpos del sistema multicuerpo son la masa

y el tensor de inercia y los valores estimados son los que aparecen en la tabla 3.3(2):

Tabla 3.3: Propiedades mecanicas

Propiedad = Cabeza tractora Semirremolque Rueda

Masa (kg) 8000 10000 120
Lo (kg - m?) 1300 5300 6
I, (kg - m?) 22700 68100 12
IL.(kg-m?) 24000 73400 6
L, (kg - m?) 0 0 0
L..(kg - m?) 0 0 0
I.(kg-m?) 0 0 0

Para el motor se considera masa despreciable y una inercia I,,,; = 1000kg - m?.

Esta inercia es necesaria para plantear las ecuaciones del movimiento al incluir un

nuevo grado de libertad correspondiente al giro del eje motriz.

3.3.2. Suspension

La suspension de cada rueda estd modelada por un conjunto
muelle-amortiguador, figura 3.8, de parametros k,,, ly y ¢, siendo k,, la constante
de rigidez del muelle, [y la longitud natural del muelle y ¢, la constante de
amortiguamiento o constante de disipacion viscosa. Los valores de estos parametros

son los que aparecen en la tabla 3.4.

Tabla 3.4: Parametros de la suspension

Parametro Valor
ko (2) 5108
lo(m) 0,53775
ca(22) 5-107

!Estas propiedades son una estimacion de las mismas y por tanto, pueden diferir

considerablemente con respecto a las de un vehiculo real de dimensiones similares.
2Los productos de inercia Iy e I, son nulos considerando el plano zz como plano de simetria.
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En la figura 3.8, se muestra un detalle de la suspension.

muelle-amortiguador

Figura 3.8: Detalle de la suspension

3.3.3. Direccion

La direccion en las ruedas directrices es funciéon del radio de giro del volante. La
expresion que relaciona el &ngulo de giro de cada rueda dada una curva con un radio
de giro determinado [4] [8] [9], figura 3.9, es la siguiente:

1 1 '
! (3.19)

tandp B tandy e

siendo d; el angulo girado por la rueda izquierda, dp el angulo girado por la rueda
derecha, i la distancia entre los ejes de giro (ejes de pivotamiento) de las ruedas
directrices y ¢ la distancia entre eje delantero y eje trasero de la cabeza tractora. Se
han considerado valores positivos para ambos angulos. Para valores negativos, tal

como viene en la figura 3.9, la expresion que los relaciona viene dada por la ecuacion

(3.20):

1 1 i
- = - 3.20
tand;  tandp ¢ ( )
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i _ o

Figura 3.9: Relacion entre los angulos de giro de las ruedas directrices

Considerando que el giro de la rueda izquierda d; es proporcional al giro del

volante ¢, se tiene:
S = pad (3.21)

donde p, es la constante de proporcionalidad de la direccion.
El giro de la rueda derecha dp en funcion del giro del volante 9, teniendo en

cuenta las ecuaciones (3.19) y (3.21), viene dado por la expresion siguiente:

tan(pqd) )
op = t —_— 3.22
p = areian (1 + “tan(pqd) (322)

Los pardmetros geométricos de la direcciéon son por tanto tres: i, ¢ y pg cuyos

valores se recogen en la tabla 3.5:

Tabla 3.5: Parametros de la direccién

Parametro Valor

i(mm) 2085
c(mm) 3700
Pa 075

Los angulos de giro directriz o pivotamiento de las ruedas se corresponden con un
giro de guinada, por tanto, a la hora de determinar las matrices de giro de las ruedas
directrices habra que tener en cuenta los giros 97 = §; para la rueda izquierda y

Y® = §p para la rueda derecha, ambos expresados en funcién del giro del volante 6.
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3.3.4. Traccidon

El sistema de traccion del sistema multicuerpo se considera simplificado por un
motor, de inercia I,,,, unido solidariamente a la cabeza tractora del que sale el eje
motriz o eje de potencia. El motor aplica un par motor M, sobre el diferencial
situado en el eje trasero de la cabeza tractora. En la figura 3.10 se muestra un

engranaje diferencial tipico.

Caja de
sarélites
i Satélite

Nivel de aceite

Figura 3.10: Diferencial tipico [11]

El diferencial es un elemento mecénico que se encarga de conseguir que las ruedas
giren a la velocidad adecuada segiin su radio de giro, de tal forma que se tiene la

siguiente relacion:
' + 07
2
siendo 0™ el giro del eje motriz (giro del eje del pinon de ataque), 7 la relacion de

Hm:n

(3.23)

transmision entre pinoén y corona, 0 el giro del eje de la rueda izquierda (giro del
palier izquierdo) y ¢ el giro del eje de la rueda derecha (giro del palier derecho).

La ecuacion (3.23) es una restriccion cinematica adicional que se debe imponer
a las coordenadas del movimiento.

La traccion, asi definida, depende del parametro r; cuyo valor se indica en la
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tabla 3.6(3):

Tabla 3.6: Parametro de la traccion

Parametro Valor

T 1

3.3.5. Aerodinamica

El estudio de la aerodinamica de un vehiculo es en general una parte compleja
de su diseno.

Los vehiculos de todo tipo se mueven en el seno de fluidos. El movimiento del
fluido alrededor del vehiculo provoca una serie de fuerzas sobre el mismo que pueden
llegar a tomar valores muy considerables. En el caso de vehiculos automoviles,
el interés fundamental sobre estas fuerzas se ha centrado tradicionalmente en la
reduccion de la fuerza aerodinamica que se opone al movimiento [12].

Para el sistema multicuerpo de este vehiculo articulado se considerara que la
fuerza de resistencia aerodinamica esta aplicada en el centro de gravedad de la cabeza
tractora, cuerpo 1, siendo el coeficiente de resistencia aerodinamica el que tiene en
cuenta la geometria de todo el vehiculo y que la velocidad de la corriente de fluido
incidente es la velocidad de la cabeza tractora, cuerpo 1. Ademas, se consideran
despreciables la fuerza de sustentacion aerodinamica y el momento aerodinamico.

En realidad, las fuerzas aerodinamicas estan aplicadas en el centro de presiones
aerodinamico del vehiculo, que no coincide con el centro de gravedad pero estd muy
préoximo a éste.

La fuerza de resistencia aerodinamica sobre el sistema multicuerpo viene dada

por la ecuacion (2.110) y su modulo es:
1
Foero = épAC'D(UlG)2 (3.24)

siendo v}, el modulo de la velocidad del centro de gravedad de la cabeza tractora.
En la tabla 3.7 se detallan los valores de los pardmetros aerodindmicos del sistema

multicuerpo, a saber: la densidad del aire tipica p (se considera aire como fluido del

medio gaseoso que rodea al vehiculo), la superficie frontal de la cabeza tractora Ay

el coeficiente de resistencia aerodinamica Cp%.

3Se considera un valor unitario para el coeficiente de relacién de transmision, por simplicidad.
4Para el coeficiente de resistencia aerodinamica se considera un valor estimado. En la realidad

dicho coeficiente depende de la geometria de los cuerpos sobre los que incide la corriente de fluido.
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Tabla 3.7: Parametros aerodinamicos

Parametro Valor

p(£%) 1,2
A(m?) 7.5
Ch 1,0

3.3.6. Fuerzas tangenciales de contacto

En términos generales, las fuerzas tangenciales de contacto son fuerzas aplicadas
que dependen de varios parametros. La mejor estimacion hoy en dia de las mismas
se consigue con la famosa formula magica de Pacejka [14], formula heuristica
semiempirica que describe con exactitud el valor de las fuerzas de contacto para el
contacto neumaético-suelo (para la interaccion rueda-carril en ferrocarriles se emplea
la teoria de Kalker [15]).

Sin embargo, en este trabajo se considera un modelo simplificado de un
parametro, la velocidad limite de deslizamiento vy,, ademés del coeficiente de
rozamiento p entre neumético y suelo, definido por la ecuacion (2.115) y la figura
2.7. Los valores de dichos pardmetros se recogen en la tabla 3.8. Evidentemente, al

ser un modelo simplificado es menos preciso [10].

Tabla 3.8: Parametros de la fuerza tangencial de contacto

Parametro Valor
Vlim ( %) 570
[ 0,8

No se han tenido en cuenta los efectos asociados a las fuerzas laterales de contacto

y a los momentos de contacto [12] [13].

3.3.7. Fuerza de la gravedad

Finalmente queda por definir la fuerza de la gravedad. El parametro asociado a
dicha fuerza es la aceleracion de la gravedad g, en el lugar donde se encuentra el

vehiculo. El valor escogido para dicho parametro se recoge en la tabla 3.9() [16]:

5Se considera la aceleracion de la gravedad terrestre redondeada al segundo decimal, a nivel del
mar y latitud 37,39°.
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Tabla 3.9: Parametro de la fuerza gravitatoria

Pardmetro Valor
(%) 9,80

S

3.3.8. Determinacién de las coordenadas dependientes e

independientes del sistema

El método de Shabana de particion de coordenadas distingue entre coordenadas
dependientes e independientes. Para seleccionarlas, este método considera tantas
variables dependientes como restricciones haya de tal forma que la matriz jacobiana
de dichas variables sea no singular. Al resto de variables se les llama independientes.
Este conjunto de variables no es tinico, como ya se ha indicado en la seccion 2.4.7.
Una forma préctica de encontrar un conjunto de variables dependientes es teniendo
en cuenta la siguiente consideracion intuitiva: el conjunto de variables independientes
debe ser tal que geométricamente sea posible determinar el conjunto del resto de
variables conocido el valor del primero.

Para la simulacion llevada a cabo en este trabajo se han considerado las
siguientes variables independientes y dependientes, definidas en los vectores q; y

q,, respectivamente:

_Réz_

Re,

Rg,
wl
¢1
61
1/12
¢2
02
(93
04
95
(97
98
o
g

Las variables independientes escogidas son las 6 coordenadas que definen la

q; (3.25)
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posicion y orientacion del solido 1 (R, , R};y, R0, ¢',0Y), las 3 coordenadas que
definen la orientacién del solido 2 (%, ¢?,6%), las coordenadas de giro alrededor del
eje Y de las ruedas correspondientes a los solidos 3,4,5,7 y 8 (63,604,605 07,6%), el

angulo de giro del volante de la direccion (0) y el angulo de giro del motor (6™).
_RQGI_
Réy
R2

96Z

Q= , (3.26)

Las variables dependientes son el resto: las 3 coordenadas de posicion del solido
2 (R, , RZ,, RZ.), la coordenada del dngulo de giro respecto alrededor del eje Y de
la rueda correspondiente al solido 6 (6°) y las 6 coordenadas de la suspension de

cada una de las ruedas (s, s, % 5%, 57, s%).

3.3.9. Restricciones cinematicas

No s6lo bastan las ecuaciones de Newton-Euler sino que ademés se deben imponer
las ecuaciones de restriccion, tal como se indica en la ecuacion (2.121). En dindmica
restringida, las ecuaciones de restriccion cinematica son tan importantes como las
ecuaciones de Newton-Euler.

Las ecuaciones correspondientes a las restricciones cinematicas vienen expresadas
por la relacion (2.122). A continuacion se desarrolla esa expresion.

Las restricciones cineméaticas a imponer al movimiento son: las restricciones de
contacto entre ruedas y terreno, la restriccion debida al diferencial de la transmision
y la restriccion de posicion en la rétula esférica correspondiente a la unién entre
quinta rueda y king pin.

Las restricciones de contacto indican cuanto debe valer la componente global z

del centro de gravedad de cada rueda, por tanto vendran dadas por:

23



-R3 . R_
R, — R
R, — R

Ccontacto = G (327)
RS, — R
R, - R
—R8 z - R—

Estos valores de las componentes del vector de restricciones cinemaéaticas de
contacto se corresponden con un perfil plano del terreno sobre el que rueda el
vehiculo.

La restriccion del diferencial viene dada por la relacion cinematica (3.23).

Expresada correctamente establece la siguiente relacion:

M} (3.28)

2

Por ultimo, las restricciones de posiciéon en la rétula esférica correspondiente a

Cdiferencial - |:9m — T

la articulacion entre quinta rueda y king pin son las tres restricciones siguientes:

R, —R%,
Carticulacion - R}4y - R124y (329)
Ry, — R,

Agrupando todas las restricciones, resulta:

R: —R
RL —R
Ry —R
RS —R
R. —R
C= 3.30
3802—53 6 (3.30)
gm _ B0
2
Ry —R%,
Ry, — R,
ha_RZAz

que es un conjunto de restricciones que depende exclusivamente de las coordenadas

generalizadas -sustituyendo cada término por su valor en funciéon de las mismas-.
Tan importantes como las ecuaciones de restriccion son las ecuaciones

correspondientes a la matriz jacobiana de las restricciones asi como su derivada,

necesarias para obtener las ecuaciones del movimiento del sistema multicuerpo.
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3.3.10. Posiciéon de equilibrio estatico

Un concepto importante a tener en cuenta a la hora de realizar una simulacion
es el de las condiciones iniciales para integrar las ecuaciones de movimiento.

Como en todo problema de ecuaciones diferenciales de valores iniciales, es
necesario dar a las variables unos valores iniciales para el comienzo de la integracion
del sistema de ecuaciones. Y para que la integracion sea posible y no se produzca
divergencia en la misma, una condicién necesaria es que los valores iniciales que
se proporcionen a las coordenadas generalizadas estan proximos a los valores de
las coordenadas generalizadas correspondientes a la posicion de equilibrio estatico
de la que parte el sistema en la realidad. De aqui la importancia de encontrar esa
posicion y proporcionarla como valor inicial en la simulaciéon interactiva, simulacion
que utiliza un integrador de paso constante definido por el usuario en la funcién del
integrador utilizada, por defecto el integrador de segudo orden de Adams-Bashforth.

Para obtener las condiciones iniciales correspondientes a la posiciéon de equilibrio
estatico, se emplea el simulador no interactivo con el integrador ode45 de Matlab, que
es un integrador de paso variable que permite realizar integraciones con variaciones
temporales de las coordenadas generalizadas més acusadas y con ello no se produce
divergencia en el método de integracion. Por poner un caso particular, el integrador
ode45 permite recoger las oscilaciones de inestabilidad correspondientes a una
situacion inicial de no equilibrio, de tal forma que sea convergente el método de
integracion 18] [19] [20].
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Capitulo 4

Desarrollo del c6digo en Matlab para

la stmulacion

4.1. Introduccion

El proceso de generacion del simulador en el programa Matlab ha consistido
en generar un programa que realice una simulaciéon, del sistema mecénico bajo
estudio, de forma no interactiva. Se ha basado el trabajo en el articulo [21]. Con
este simulador se pueden realizar estudios particulares del sistema mecanico, tales
como obtener las fuerzas sobre el sistema o el célculo de la posicién, la velocidad
y la aceleracion de los cuerpos del mismo. Previamente se ha utilizado el calculo
simbolico para obtener los valores de todas las matrices de transformacion A’
todas las matrices jacobianas traslacionales y rotacionales Hi, hl;, G' y g, todas
las restricciones, la matriz jacobiana de las restricciones, la derivada temporal de
la matriz jabobiana de las restricciones y la matriz de masa y fuerzas. Todo ello se
ha implementado en el archivo calculosimbolico.m. Con el calculo simbolico se
ha conseguido obtener expresiones mas compactas y rapidas computacionalmente,
mediante el proceso conocido por atomizacion. De esta manera se ejecutan las
funciones menos veces y se consigue acelerar el proceso de calculo.

Para la simulacion no interactiva, la entrada es el par motor y el valor del angulo
de giro del volante de la direccion se deja libre. Esta simulacion se utiliza para obtener
la posicion de equilibrio estatico utilizada para iniciar la simulacién interactiva y
posteriores anélisis mediante simulacién no interactiva. Es necesario que sea asi,
para que el integrador parta de una solucion estatica proxima a la real y de esta
forma no diverja la integracion en el primer paso de integracion.

Posteriormente, se ha generado el simulador interactivo, que tiene dos entradas

controladas por el usuario, desde un mando instalado por el puerto USB al
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computador donde se realiza la simulaciéon, que son el par motor y el angulo de
giro del volante de la direccion (variable guiada).

El valor de las coordenadas generalizadas en la posicion inicial para el simulador
interactivo se ha obtenido considerando un tiempo de 100s de simulacién no
interactiva con par motor nulo, redondeando a cero las coordenadas no significativas
y considerando iguales las coordenadas de la suspension dos a dos, resultando los

siguientes valores para las coordenadas generalizadas:

(R ] [ —1,855610597796505 |
RL, 0
R +0,593852604187865
h 0
¢! —0,000879008892232
0! 0
R —6,806092721969139
R%, 0
R +1,293750624023297
W’ 0
¢? +0,000301364962591
02 0
03 0
q(t=0) = o = 0 (4.1)
0° 0
0 0
07 0
0° 0
53 +0,5324047530
st +0,5324047530
s +0,5299764600
s +0,5299764600
57 +0,5332287900
58 +0,5332287900
5 0
om 0

L - (t:[)) L -
Estos valores se introducen en el archivo CalculaCoordRefInteractiva.m
tomado por la simulacién interactiva como punto de inicio de la simulacién. Si

se desean realizar simulaciones no interactivas, igualmente deben introducirse estos
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valores en el archivo CalculaCoordRef.m tomado por la simulacién no interactiva
como punto de inicio, salvo que se desee iniciar la simulacién desde otra posicion de

referencia.

4.2. Archivos de programacion definidos

A continuacion, se van a listar cada uno de los archivos Matlab generados para
construir el simulador.

Se ha generado un bloque de calculo simbodlico en el que se aglutinan
el archivo para generar los archivos de forma simbolica: calculosimbolico.m,
y los archivos generados: TodosA.m, TodosGyH.m, Restricciones.m,
JacobRestricciones.m, DJacobRestricciones.m y MatMasaFuerzas.m. El
resto de funciones pertenecen al bloque de simulacién, bloque que a su vez incluye
a las funciones generadas por calculo simbolico.

Bloque de calculo simbdélico:
s calculostmbolico.m: el contenido de este archivo es el siguiente:

e definicion de las variables simbdlicas:
o definicion de las variables de posicion y sus derivadas como variables
simbolicas,
o definicién del vector de coordenadas generalizadas y su derivada,
o definicion de los parametros geométricos como variables simbolicas,
o definicién de los vectores de posicién en coordenadas locales,
o definicion de los parametros inerciales como variables simbolicas,
o definicién de los tensores de inercia,
o definicion de la aceleracion de la gravedad como variable simbolica,
o definicion del pardmetro de la direccion como variable simbolica,
o definicion de los parametros de la suspension como variables
simbolicas.
e definicion de la cinematica rotacional:
o relaciones cinematicas entre los giros de las ruedas y el angulo de giro
del volante,
o definicion de las matrices de rotaciéon simple,

o calculo de las matrices de rotacion de los sistemas de referencia de

los solidos,
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o

calculo de las velocidades angulares en coordenadas locales.

e definicion de la cinematica traslacional:

e}

o

definicién de los centros de gravedad en coordenadas globales,
calculo de las matrices jacobianas traslacionales y rotacionales,

generacion de la matriz con las matrices de transformacion de cada

uno de los solidos,

generacion de la matriz con las matrices G' y H’G de cada uno de los
solidos.

generacion de los archivos TodosA.m, con todas las matrices de

transformacion de los solidos, y TodosGyH.m con las matrices G’

y Hf, de cada uno de los solidos.

e determinacion de las ecuaciones de Newton-Euler:

e}

o

céalculo de la matriz de Newton-Euler,

calculo de las fuerzas inerciales, generalizadas de Newton-Euler

cuadraticas en velocidad,
calculo de la fuerza de la gravedad generalizada,
calculo de las matrices de transformacion cinematica L y 1,
determinacion de la fuerza motriz generalizada:
¢ definicion de la inercia del motor y el par motor como variables
simbolicas,

¢ calculo de la fuerza motriz generalizada.

e definicion del sistema de ecuaciones anadiendo la ecuacién del par motor,

e definicion de las fuerzas de suspension generalizadas:

e}

@)

calculo de los vectores de posiciéon en coordenadas locales de los

extremos de cada una de las suspensiones,

calculo de los vectores de posicion en coordenadas globales de los

extremos de cada una de las suspensiones,
calculo de la longitud de los muelles y sus derivadas(®),
calculo de las matrices jacobianas de las suspensiones y sus derivadas,

calculo del vector de las fuerzas de suspension generalizadas.

e determinacion de la fuerza aerodinamica generalizada:

'La longitud de los muelles y amortiguadores se supone idéntica para cada una de las

suspensiones.
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o definicion de los pardmetros, aerodinamicos como variables
simbolicas,
o célculo de la fuerza aerodindmica generalizada.

e definicion de las restricciones de contacto:

o calculo del vector de restricciones de contacto, de su matriz jacobiana

y su derivada.
e definicion de la restriccion del diferencial:

o definicion del pardmetro del diferencial como variable simbdlica,
o calculo de la restriccion del diferencial, de su matriz jacobiana y su
derivada.
e determinaciéon del vector de restricciones total:
o célculo del vector de restricciones, de su matriz jacobiana y su
derivada,

o generacion de los archivos Restricciones.m, JacobRestricciones
y DJacobRestricciones.m, con el vector de restricciones, la matriz

jacobiana y su derivada, respectivamente.
e definicion de la matriz de masa y de todas las fuerzas generalizadas

o céalculo de la matriz de masa y fuerzas generalizadas,

o generacion del archivo MatMasaFuerzas.m con la matriz de masa

y fuerzas generalizadas.

TodosA.m: archivo con la funcién que calcula los valores de todas las matrices

de transformacion de los cuerpos del sistema multicuerpo.

TodosGyH.m: archivo con la funcién que calcula los valores de todas las

matrices G’ y H, de los cuerpos del sistema multicuerpo.

Restricciones.m: archivo con la funcion que determina el vector de

restricciones del sistema multicuerpo.

JacobRestricciones.m: archivo con la funcion ge calcula la matriz jacobiana

de las restricciones del sistema multicuerpo.

DJacobRestricciones.m: archivo con la funciéon que calcula la derivada de

la matriz jacobiana de las restricciones del sistema multicuerpo.
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» MatMasaFuerzas.m: archivo con la funciéon que determina los valores de la

matriz de masa y las fuerzas generalizadas del sistema multicuerpo(®.

Bloque de simulacion:
s AnimaCamion.m: archivo con la funcién generadora de gréficos.

s CalculaCoordRef.m: archivo con la funcion que genera el vector de
coordenadas correspondiente a la posicion de referencia del sistema,

almacenado en la variable tipo estructura ParamCam.

s CalculaCoordRefInteractiva.m: archivo con la funcién que genera el vector
de coordenadas correspondiente a la posicion inicial del sistema para la

simulacion interactiva, almacenado en la variable tipo estructura ParamCam.

= cross.m: archivo con la funciéon que calcula el producto vectorial de dos

vectores.

s EcMovCamion.m: archivo con la funcién que determina el movimiento del

sistema de manera no interactiva.

» EcMovCamionInteractiva.m: archivo con la funcién que determina el

movimiento del sistema de manera interactiva.

s FuerzasTangencialesContacto.m: archivo con la funciéon para calcular el
valor de las fuerzas tangenciales de contacto a partir de las coordenadas

generalizadas, las velocidades generalizadas y las fuerzas normales de contacto.

» ParametrosCamion.m: archivo con la funcién en la que se indican los

valores de los parametros del sistema en la variable tipo estructura ParamCam.

s ParametrosCamzionlInteractiva.m: archivo con la funciéon en la que se
indican los valores de los parametros del sistema en la variable tipo estructura

ParamCam para la simulaciéon interactiva.

= PasoFEuler.m: archivo con la funciéon que integra un paso de tiempo la

ecuacion diferencial del movimiento aplicando el método de Euler.

s PasoRungeKutta21.m: archivo con la funcién que integra un paso de tiempo
la ecuacion diferencial del movimiento aplicando el método de Runge-Kutta

de segundo orden.

2En todos los archivos generados simbolicamente se deben cambiar las variables al ntimero de las
que dependa cada funcion, eliminando el resto. Ademas, se han de definir como variables globales

todas las que necesite cada funcion.

62



= PasoRungeKuttaj1.m: archivo con la funcién que integra un paso de tiempo
la ecuacion diferencial del movimiento aplicando el método de Runge-Kutta

de cuarto orden.

» PasoAdamsBashforth2.m: archivo con la funciéon que integra un paso
de tiempo la ecuaciéon diferencial del movimiento aplicando el método de

Adams-Bashforth de segundo orden.

= Stmulacion.m: archivo en el que se ejecuta la simulacion del movimiento del

sistema de forma no interactiva.

» StmulacionInteractiva.m: archivo en el que se ejecuta la simulaciéon del

movimiento del sistema de forma interactiva.

4.3. Diagramas de flujo de las llamadas a las

funciones en las simulaciones

4.3.1. Simulacién no interactiva

En las figuras 4.1 y 4.2 se muestra el diagrama de flujo con el orden de llamada a
las funciones para la simulacion no interactiva, detallandose en la figura 4.2 el bloque
correspondiente al integrador de ecuaciones diferenciales ordinarias empleado, en

este caso la funcion odef5.m de Matlab:
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Figura 4.2: Diagrama de flujo del bloque integrador

4.3.2. Simulacién interactiva

A continuacion, en las figuras 4.3 y 4.4 se muestra el diagrama de flujo con el
orden de llamada a las funciones para la simulaciéon interactiva. En la figura 4.4
se detalla el bloque correspondiente al integrador que por defecto se considera el

correspondiente al método de Adams-Bashforth:
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Figura 4.3: Diagrama de flujo de la simulaciéon interactiva
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Figura 4.4: Diagrama de flujo del bloque integrador
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4.4. Ejecuciéon de la simulacion

4.4.1. Mando de control

Para  comenzar la  simulacion se  debe ejecutar el  archivo
StmulacionInteractiva.m, de esta manera se reproduce la simulacién interactiva.

Las senales de entrada son dos: el par motor como fuerza externa y el angulo
del volante de la direccion que es la variable guiada. Estas senales de entrada se
introducen en el sistema mediante un mando de control. En este caso, se ha utilizado
un mando de la marca NGS modelo MAVERICK, véase figura 4.5.

Figura 4.5: Mando de control NGS-Maverick

4.4.2. Controles

En la figura 4.6, obtenida del manual de instrucciones del mando de control, se
tienen los codigos de referencia de los botones de control. En la simulacién de este
trabajo se han empleado los botones ntimero 3, 12 y 13.

El botéon namero 3 se emplea para salir de la simulacion cerrando la ventana de
animacion. El control de la direccion se realiza mediante el mando anal6gico niimero
12. Desplazandolo hacia la izquierda se produce un giro hacia la izquierda de la

direccion y desplazandolo hacia la derecha se produce un giro hacia la derecha de la
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direccion.

El control del par motor se realiza mediante el mando analégico ntimero 13.
Desplazédndolo hacia arriba se aplica un par positivo de aceleraciéon con lo que el
vehiculo comenzara a moverse hacia adelante, mientras que si se desplaza hacia

abajo se aplica un par negativo de desaceleracion.

O C‘“
' lngI c_fl/_er _ ) '\_
' xz’
IE ) | /g\ /H\I
\

\/

Figura 4.6: Controles del mando de control NGS-Maverick

69



4.5. Listado de los c6digos de los archivos

En la carpeta Anexo del CD adjunto a la memoria en el anexo I, se incluye
el listado con los cédigos en Matlab de los archivos, antes mencionados, para la
simulacion del sistema multicuerpo bajo estudio. Se incluyen dos subcarpetas a su
vez: Calculosimbolico y Simulacion. La carpeta Calculosimbolico contiene el

archivo necesario para la generacion de los archivos en célculo simbélico:
= calculosimbolico.m
Y la carpeta Stmulacion contiene el resto de archivos para las simulaciones:

s TodosA.m

s TodosGyH.m

» Restricciones.m

» JacobRestricciones.m

» DJacobRestricciones.m

» MatMasaFuerzas.m

= AnimaCamion.m

s CalculaCoordRef.m

» CalculaCoordRefInteractiva.m
= Cross.m

s EcMovCamion.m

s EcMovCamionInteractiva.m

» FuerzasTangencialesContacto.m
s ParametrosCamion.m

s ParametrosCamionlnteractiva.m
» PasoFEuler.m

» PasoRungeKutta21.m
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PasoRungeKutta41.m
PasoAdamsBashforth2.m
Simulacion.m

SimulacionInteractiva.m
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Capitulo 5

Resultados y animacion

5.1. Resultados

Una forma de obtener resultados, para un posterior anélisis, como los valores de
fuerzas o de las coordenadas generalizadas, es considerar el simulador no interactivo
posteriormente a la simulacion interactiva, utilizando como datos los de la simulacion
interactiva previamente guardados en un archivo de texto, o bien utilizando tablas
precalculadas que impongan los valores de las fuerzas o pares de entrada y los valores
de las variables guiadas.

Debido a la gran variedad de resultados, no se han expuesto en este trabajo
graficas que representen las posibles variables a estudiar, sino que solo se expone la

representacion grafica resultado de la simulacion.

5.2. Vistas de animacion

Para la representacion grafica y animacion del movimiento del vehiculo se han
utilizado diferentes vistas: vista tridimensional, vista de planta, vista de perfil y
vista frontal. Para cambiar las vistas se emplea el comando view de Matlab en el

archivo AntmaCamion.m

5.2.1. Vista tridimensional

Esta vista se reproduce al introducir la orden wview(-35,35) en Matlab. El

resultado por pantalla para el instante inicial es el de la figura 5.1.
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Figura 5.1: Vista tridimensional de la simulacién

5.2.2. Vista de planta

Esta vista se reproduce al introducir la orden view(0,90) en Matlab. El resultado

por pantalla para el instante inicial es el de la figura 5.2.

0

Figura 5.2: Vista de planta de la simulacion
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5.2.3. Vista de perfil

Esta vista se reproduce al introducir la orden wview(0,0) en Matlab. El resultado

por pantalla para el instante inicial es el de la figura 5.3.

@
@
=+

Figura 5.3: Vista de perfil de la simulaciéon

5.2.4. Vista frontal

Esta vista se reproduce al introducir la orden view(90,0) en Matlab. El resultado

por pantalla para el instante inicial es el de la figura 5.4.

Figura 5.4: Vista frontal de la simulacion
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Capitulo 6

Resumen, conclusiones y trabajos

futuros

6.1. Resumen

El objetivo de este trabajo ha sido obtener un simulador en tiempo real de la
dindmica de un camioéon articulado constituido por cabeza tractora y semirremolque
que rueda sobre un perfil plano con contacto puntual en cada una de sus ruedas.

Para ello, se ha creado un modelo no interactivo mediante dindmica de sistemas
multicuerpo del sistema para obtener las condiciones iniciales del modelo interactivo,
correspondientes a la solucién de equilibrio estatico.

Finalmente, se ha generado el modelo del sistema considerando como variable
guiada el angulo de giro del volante de la direccién y con ello se ha conseguido
obtener el simulador interactivo.

Se ha implementado el trabajo en lenguaje de programacion Matlab y la

representacion y animacion también se ha llevado a cabo en este entorno.

6.2. Conclusiones

Inicialmente, para la definicién de las matrices de giro del sistema se consideraron
angulos de giro del semirremolque relativos a la cabeza tractora y por consiguiente no
tener en cuenta la restriccion de la articulacion esférica. Sin embargo, se obtuvo que
el tiempo de céalculo de las funciones simboélicas era muy superior al que se obtenia si
se consideraban angulos independientes para cabeza tractora y semirremolque y se
introducia la restriccion de articulacion esférica correspondiente a la quinta rueda.

También se generaron funciones MEX en Matlab para acelerar la ejecuacion,
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pero no eran necesarias pues la simulacion se ejecuta correctamente sin necesidad
de acelerar el proceso.

El integrador més eficaz, rapido y preciso implementado es el de
Adams-Bashforth sin embargo es el més sensible a las condiciones iniciales. Por
contra, el del método de Euler es més robusto pero mas lento y con mayores errores

de integracion.

6.3. Trabajos futuros

Son muchas las modificaciones que se pueden introducir en el presente modelo
en trabajos futuros. A continuacion, se listan las mas interesantes desde el punto de

vista técnico:

= Introducir en el modelo caja de cambios con embrague.

= Realizar un postprocesador de modo que se puedan obtener mas facilmente

datos de la simulacion como: fuerzas, coordenadas generalizadas, etc.

= Modelar el vehiculo con ruedas dobles en eje trasero del semirremolque
y cabeza tractora, e incluso introducir un ntmero mayor de ejes en el

semirremolque.

= Realizar un modelo de contacto mas complejo y realista, como puede ser un

modelo de contacto elastico.

s Introducir distintos tipos de perfiles de contacto para estudiar el

comportamiento del vehiculo frente a diferentes tipos de terreno.

= Sustituir el modelo esférico de la articulacion de la quinta rueda por un modelo

mas realista constituido por pares cilindricos.

= Crear una interfaz gréafica con visualizacion en realidad virtual para dar mas

calidad grafica a los resultados.

s Generar un modelo multicuerpo méas complejo que incluya la caja de

semirremolque elevable.
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Anexo
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Anexo I: Listado de los cédigos de

los archivos Matlab del simulador

El conjunto de archivos generados en este trabajo estan contenidos en este CD

adjunto a la memoria:
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