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Resumen

En la consecucién de este trabajo se ha estudiado la viabilidad del empleo de tres modelos
constitutivos hiperelasticos en la caracterizacién de hidrogeles de coldgeno: modelo Neo-Hookeano,
modelo de Holzapfel y modelo de Steinwachs. Estos geles son utilizados en mecanobiologia para
simular las caracteristicas de la matriz extracelular, siendo de gran importancia en el marco de
la Microscopia de Fuerza de Traccién (TFM, por sus siglas en inglés). En dicho estudio, se ha
efectuado la implementacién de los modelos en MATLAB, y sirviéndose de las herramientas que el
programa ofrece, se han realizado ajustes por minimos cuadrados de los parametros gobernantes
de dichos modelos a curvas experimentales enviadas por colaboradores de la Universidad KU Leu-
ven. El modelo que mejor aproxima el comportamiento de los geles es el modelo de Steinwachs,
seguido por el de Holzapfel, siendo el Neo-Hookeano el que peores resultados ofrece. Por tltimo,
se ha desarrollado una sub-rutina UMAT que implementa el modelo de Steinwachs en el entorno
de Analisis por Elementos Finitos Simulia ABAQUS, con el objetivo de ser empleada en el futuro
en la resolucién de problemas de mayor relevancia en el contexto de TFM.

Palabras clave: Mecanobiologia, Microscopia de Fuerza de Traccion, Hiperelasticidad , Mecd-
nica no-lineal, Método de Elementos Finitos, MATLAB, ABAQUS, Trabajo de Fin de Mdster.

Abstract

This master’s thesis is devoted to the study of the viability of the application of three hype-
relastic constitutive models for the characterization of collagen hydrogels. The considered models
are: Neo-Hookean model, Holzapfel model and Steinwachs model. The gels to be characterized
are used in mechanobiology to simulate the characteristics of the extracellular matrix, being of
great importance in the framework of Traction Force Microscopy (TFM). In such a study, the
implementation of the models has been carried out in MATLAB, and using the tools offered by
the software, it has been performed a least squares fitting of the experimental curves, sent by
collaborators from the KU Leuven University, to the mentioned models. The model that best
approximates the behaviour of the gels is the Steinwachs model, followed by Holzapfel’s, with the
Neo-Hookean model offering the worst results. Finally, a UMAT subroutine aimed for the imple-
mentation of the Steinwachs model in the Finite Element Analysis environment Simulia ABAQUS,
has been developed, which could be used in the future in relevant problems in the framework of
TEFM.

Keywords: Mechanobiology, Traction Force Microscopy, Hiperelasticity , Non-linear mechanics,
Finite Element Method, MATLAB, ABAQUS, Master’s Thesis.






Agradecimientos

Querria agradecer la supervisién de este trabajo al Profesor José Antonio Sanz Herrera, tutor
del mismo, cuyos conocimientos y opiniones han resultado indispensables para guiar mi camino en
el proceso. Asimismo, querria agradecer al equipo de investigacién en Mecanobiologia e Ingenieria
de Tejidos dirigido por el Profesor Hans Van Oosterwyck en la Universidad KU Leuven los datos
experimentales en torno a los cuales han girado la mayoria de actividades realizadas en este trabajo.






Indice general

Resumen
Agradecimientos

1. Introduccién

1.1, Contexto . . . . . . . .
1.2. Microscopia de Fuerza de Traccién (TFM) . . . . ... . ... ... ... ...
1.2.1. Método directo . . . . . . . . . .
1.2.2. Método Inverso . . . . . . . . . o e e e

1.3. Objetivo . . . . . o o e e

2. Hiperelasticidad

2.1. Marco tedrico . . . . . . . ... e e e e e e
2.1.1. Breve introduccién a las medidas de tensién-deformacién en elasticidad no
lineal . . . . . . .

2.1.2. Hiperleasticidad . . . . . . . . . ..

2.2. Leyes hiperelasticas estudiadas . . . . . . . . . .. ... L o
2.2.1. Neo-Hookeana . . . . . . . . . . . . . . . . . e
2.2.2. Holzapfel . . . . . . . .
2.2.3. Steinwachs . . . . . . . ..

3. Implementacion de las leyes hiperelasticas en MATLAB

3.1. Descripcién general de la implementacion . . . . . . . ... ...
3.2. Estudio de sensibilidad de los parametros . . . . . . . ... .. ... ... .....
3.2.1. Neo-Hookeana . . . . . . . . . . . . . ...
3.2.2. Holzapfel . . . . . . . .
3.2.3. Steinwachs . . . . . . L
3.3. Procedimiento de ajuste de los datos experimentales . . . . . . ... ... ... ..
3.3.1. Obtencion de las curvas de contraccion vertical . . . . . . . . ... .. ...

4. Ajuste experimental de los parametros gobernantes de las leyes
4.1. Datos experimentales recibidos . . . . . . .. ... Lo Lo
4.1.1. Cizallasimple . . . . . . . . . ..
4.1.2. Contraccion vertical ante extension horizontal . . . . . . . . ... . ... ..
4.2. Resultados. . . . . . . . L
4.2.1. Neo-Hookeana . . . . . . . . . . . e
4.2.2. Holzapfel . . . . . . . . . . e
4.2.3. Steinwachs . . . . . . . ... e
4.2.4. Recapitulacion . . . . . . .. oL

5. Implementacion de la ley de Steinwachs en ABAQUS
5.1, Contexto . . . . . . e e e
5.2. Tensor de tensiones de Cauchy . . . . . ... .. .. ... ... ...
5.3. Tensor de elasticidad material . . . . . . . . .. .. oo oo

VII

=W W =

[S2 8N



5.3.1. Procedimiento alternativo . . . . . . . . . . . ... 35

5.4. Validacién de la implementacion . . . . . . .. ..o Lo 36
5.4.1. Verificacion del algoritmo de integracién de las tensiones . . . . . . . . . .. 36

5.4.2. Verificacién de la precisién del Jacobiano . . . . . ... ... ... ... .. 37

6. Conclusién 39
6.1. Resumen de losresultados . . . . . . . .. . .. L Lo 39
6.2. Trabajos futuros . . . . . . . . . . L 40
Bibliografia 41

VIII



Indice de figuras

1.1.

2.1.

3.1

3.2,

3.3.

3.4.

3.9.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

4.1.

4.2.

4.3.
4.4.

4.5.
4.6.
4.7.
4.8.

Una célula de tumor de mama (azul) inmersa en una matriz de coldgeno tipo I. . .
Tensién de Cauchy frente a deformacion en extension uniaxial. . . . . . . ... ..

Tensién de Cauchy en extensién uniaxial para diferentes valores de p y k& (modelo
Neo-Hookeano). . . . . . . . . .
Tensién de Cauchy en cizalla simple para diferentes valores de p (modelo Neo-

Hookeano). . . . . . . .. e
Tensiéon de Cauchy en extensién uniaxial para diferentes valores de k; (modelo de
Holzapfel). . . . . . . . . o
Tensién de Cauchy en cizalla simple para diferentes valores de k1 (modelo de Hol-
zaplel). . .« . L

Tensién de Cauchy en extensién uniaxial para diferentes valores de ko (modelo de
Holzapfel). . . . . . . . o e
Tensién de Cauchy en cizalla simple para diferentes valores de ko (modelo de Hol-

Tensién de Cauchy en extensién uniaxial para diferentes valores de k, (modelo de
Steinwachs). . . . . . ...
Tensién de Cauchy en cizalla simple para diferentes valores de &, (modelo de Stein-
wachs). . ..
Tensién de Cauchy en extensién uniaxial para diferentes valores de ds (modelo de
Steinwachs). . . . . .. L
Tensién de Cauchy en cizalla simple para diferentes valores de ds (modelo de Stein-
wachs). . ...
Tensiéon de Cauchy en extensién uniaxial para diferentes valores de As (modelo de
Steinwachs). . . . . . .
Tensién de Cauchy en cizalla simple para diferentes valores de A (modelo de Stein-
wachs). . .o
Tensién de Cauchy en extensién uniaxial para diferentes valores de d, (modelo de
Steinwachs). . . . . . .
Tensién de Cauchy en cizalla simple para diferentes valores de d, (modelo de Stein-
wachs). . .

Curva experimental y correspondiente ajuste para el ensayo de cizalla simple (Stein-
wachs). . .
Curva experimental y correspondiente ajuste para el ensayo de contraccién vertical
ante extensién horizontal (Steinwachs). . . . . . . .. ... Lo oL
Curvas experimentales provenientes del ensayo de cizalla simple (KU Leuven). . . .
Curva experimental proveniente del experimento de contraccion vertical ante ex-
tension horizotal (KU Leuven). . . . . . .. . ... . ..
Ajuste para cizalla simple, 0.6 mg/ml - 4 =20.1884 Pa. . . . ... ... ... ...
Ajuste para contraccién vertical, 0.6 mg/ml - p = 20.1884 Pa, k = 1150 Pa. . . . .
Ajuste para cizalla simple, 1.2 mg/ml - ¢ =26.7160 Pa. . . . ... ... ... ...
Ajuste para contraccién vertical, 1.2 mg/ml - p = 26.7160 Pa, k = 1930 Pa. . . . .

X



4.9. Ajuste para cizalla simple, 0.6 mg/ml - 4 = 0 Pa, k; = 16.5425 Pa, ko = 4.1789. . . 27
4.10. Ajuste para contraccién vertical, 0.6 mg/ml - p = 0 Pa, k = 970 Pa, k1 = 16.5425

Pa, ko =4.1789. . . . . . 27
4.11. Ajuste para cizalla simple, 1.2 mg/ml - = 0 Pa, ky = 24.3827 Pa, ky = 3.5363. . . 27
4.12. Ajuste para contraccién vertical, 1.2 mg/ml - g = 0 Pa, k = 970 Pa, k; = 24.3827

Pa, ko =3.5363. . . . . . 27
4.13. Contraccién vertical frente a extensién horizontal para diversos valores de ks, con-

siderandose tinicamente el término relativo a las fibras en el modelo de Holzapfel. . 28
4.14. Ajuste para cizalla simple, 0.6 mg/ml - k, = 118.4608 Pa, d, = 0.0014, \; = 0,

ds = 0.0861. . . . . . e 29
4.15. Ajuste para contraccién vertical, 0.6 mg/ml - x, = 118.4608 Pa, d, = 0.0014,

As =0,ds =0.0861. . . . . . . 29
4.16. Ajuste para cizalla simple, 1.2 mg/ml - k, = 276.9333 Pa, d, = 0.0014, As = 0.0455,

ds = 0.0051. . . . oL 29
4.17. Ajuste para contraccién vertical, 1.2 mg/ml - k, = 276.9333 Pa, d, = 0.0014,

N = 0.0455, dy = 0.0051. . o 29
4.18. Ajuste para cizalla simple, 0.6 mg/ml, v € [0,0.4] - kK, = 127.1748 Pa, d, = 0.0014,

As =0.024, ds = 0.0705. . . . . oL 30
4.19. Comparacién entre los ajustes de los diferentes modelos para el ensayo de cizalla

simple - 0.6 mg/ml. . . . . .. L 31
4.20. Comparacion entre los ajustes de los diferentes modelos para el ensayo de contrac-

ci6n vertical - 0.6 mg/ml. . . . ... oL 31
4.21. Comparacion entre los ajustes de los diferentes modelos para el ensayo de cizalla

simple - 1.2 mg/ml. . . . . . ... 31
4.22. Comparacién entre los ajustes de los diferentes modelos para el ensayo de contrac-

cién vertical - 1.2 mg/ml. . . . . ..o 31
5.1. o011 en extension uniaxial. . . . ..o L Lo Lo 37
5.2. 013 en extension uniaxial en direcciéon oblicua. . . . . . . . .. ... L. L. 37
5.3. Desplazamiento en la direccién Y en un estado de traccién-compresion. . . . . . . 38



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto

La mecanobiologia es la ciencia que estudia la influencia que ejercen las cargas mecénicas en el
desarrollo de procesos asociados a células y tejidos, asi como de sus caracteristicas y propiedades.
A diferencia de la medicina, la cual, tipicamente, busca el origen genético o bioquimico de las
enfermedades, la mecanobiologia sugiere que los cambios en el comportamiento mecénico de células,
la estructura de las matrices extracelulares y mecanismos como la mecanotransducciéon podrian
contribuir al desarrollo de numerosas enfermedades: aterosclerosis, fibrosis, asma, osteoporosis,
fallo cardiaco y céncer, entre otras [1, 2]. El reconocimiento a lo largo de las ultimas dos décadas
de la relevancia que poseen las solicitaciones mecanicas en la respuesta celular ha conducido
a la concepcién de este campo emergente, lugar de confluencia de las disciplinas de biologia,
ingenieria y fisica. Evaluar el impacto de las fuerzas en los procesos celulares requerira la medicién
y cuantificacion de las variables mecanicas involucradas con gran resolucién espacio-temporal,
siendo el enfoque mas utilizado la medicién de las tracciones en la interfaz célula-matriz. En
general, las fuerzas no constituyen una magnitud directamente accesible en un experimento, y
éstas han de ser inferidas de algin tipo de movimiento, esto es, del campo de deformaciones fruto
de la interaccién entre la célula y la matriz extracelular. Esta aproximacién mecanica al problema
biolégico ha visto un rapido desarrollo en los tltimos afos, siendo conocida como Microscopia
de Traccién Celular (TFM, por sus siglas en inglés), la cual constituye el contexto en el que se
enmarca el presente trabajo y serd descrita en mayor profundidad a lo largo de la siguiente seccion.

1.2. Microscopia de Fuerza de Traccién (TFM)

La Microscopia de Fuerza de Traccién es la técnica que permite conocer las fuerzas ejerci-
das por una célula sobre el substrato en el que se encuentra embebida, creado para imitar las
caracteristicas mecédnicas del entorno que habita la célula, esto es, la matriz extracelular. Estas
fuerzas se obtendran a través del campo de desplazamientos medido, resultante de la deforma-
cién del substrato como consecuencia de la actividad de la célula, asumiéndose el conocimiento
de las caracteristicas mecanicas del mismo. Tipicamente, el estado de deformaciones del substra-
to se determina a través de los desplazamientos que experimenta un conjunto de marcadores de
posicién, comunmente referidos como beads, desde una situaciéon deformada (en tensién) a una
situacién indeformada (relajada). Pese a la gran variedad de posibilidades existente actualmente
en la aplicacién de la técnica [3], la forma mds comiin en la que se realiza es a través de micros-
copia en sustratos elasticos blandos, el cual es el marco bajo el que se desarrolla este proyecto. La
recontruccion de las fuerzas en las tres direcciones espaciales requiere el registro tridimensional del



movimiento de los beads inmersos en el substrato en lo que se conoce como 3D TFM, y constituye
un procedimiento relativamente reciente [4], habiéndose practicado con menor frecuencia que la
modalidad bidimensional. Esto se debe, no exclusivamente al hecho de que el problema implicado
se manifieste de mayor complejidad que en 2D TFM, sino ademds a que esta ultima tiene funda-
mento en la observaciéon de que a menudo las células se vuelven “planas” en adhesiones maduras
dentro de substratos elasticos. No obstante, muchos tipos celulares requieren la reconstruccién de
las complejas caracteristicas biofisicas y bioquimicas de una matriz extracelular tridimensional
para poder mostrar un comportamiento fisiolégicamente realista en el interior de ambientes in
vitro [5]. Asimismo, cabe discernir entre procedimientos que contemplan no-linealidades de origen
geométrico (deformaciones finitas, ¢ ~ O(1)) y aquellos que no (deformaciones infinitesimales,
€ < 1). Dentro del régimen lineal, la aproximacién de deformaciones infinitesimales brinda la po-
sibilidad de usar funciones de Green en la resoluciéon del problema mecanico, dando lugar a rapidos
y eficientes algoritmos para la reconstruccién de las tracciones. Sin embargo, avances recientes en
TFM muestran la capacidad de las células de ejercer deformaciones con una magnitud de hasta
el 40 %, requiriéndose un enfoque basado en la teoria de grandes deformaciones que contemple
tales niveles de deformacién [6]. A este respecto, la resolucién del problema mecénico habra de
enmarcarse en el contexto de una discretizacién por elementos finitos, no pudiéndose utilizar las
funciones de Green para ello. Ambos procedimientos se hallan inscritos en el marco del método
inverso de recuperacion de tracciones. Esencialmente, este método se basa en la obtencién de las
tracciones a través de la resolucién de un problema de minimizacién que implique el equilibrio de
fuerzas internas y de volumen (V- o + f = 0), asi como determinadas restricciones, empleando
como dato el campo de desplazamientos medido experimentalmente. De esta forma, el campo de
tracciones resultante no se correspondera directamente con el campo de desplazamientos medido.
Existe, no obstante, una alternativa a la resolucién del problema inverso: el método directo; el cual
se basa en la obtencién del tensor de deformaciones correspondiente al campo de desplazamientos
medido (derivandolo) para, mediante la ley constitutiva del material, obtener el tensor de tensiones
asociado. Ambos métodos se describen con mas detenimiento en las secciones 1.2.1 y 1.2.2.

La figura 1.1 ilustra una configuracién tipica en 3D TFM. La superficie azul corresponde a una
célula de tumor de mama inmersa en una matriz de colageno de tipo I, y las barras coloreadas
representan los desplazamientos correspondientes a los beads causados por la relajaciéon de la
traccién celular [7].

Cell Applying Cell
Traction Relaxed
|

Figura 1.1: Una célula de tumor de mama (azul) inmersa en una matriz de coldgeno tipo L.



1.2.1. Meétodo directo

El método directo consiste fundamentalmente en la reconstruccién directa de las tracciones
celulares a partir del campo de desplazamientos medido en laboratorio. La diferenciacion de este
ultimo permite obtener el tensor gradiente de deformacion correspondiente, que es entonces aplica-
do a la ley constitutiva del material para obtener el tensor de tensiones de Cauchy. Las tracciones
buscadas se relacionan con dicho tensor a través del vector normal exterior genérico de la superficie
envolvente de la célula. Un flujo de trabajo tipico para este método podria ser:

1. Obtencién del campo de desplazamientos discreto, esto es, los desplazamientos de cada bead.

2. Interpolacién mediante funciones de forma del campo de desplazamientos en el dominio
considerado. Esto requerird la discretizacién del mismo en elementos finitos, pero aliviara
bastante la generacién de ruido a la hora de practicar las derivadas sobre el campo de
desplazamientos, la cual puede devenir enorme en la aproximacién numérica de derivadas.

3. Diferenciacion del campo de desplazamientos y obtencién del tensor gradiente de deformacion
compatible a través de la expresién F =1+ [V ® u]?.

4. Obtencién del tensor de tensiones de Cauchy, o, a través de la relacién constitutiva del
substrato, que ha de depender en dltima instancia de F'.

5. Recuperacién de las tracciones en la interfaz célula-substrato, la cual se relaciona con el tensor
de tensiones de Cauchy a través del vector normal a la superficie de la célula, t = o - n.

Debido al cardcter “ruidoso” de los desplazamientos medidos, el método directo presenta po-
tenciales inestabilidades en su aplicacion, esto es, gran sensibilidad de las fuerzas reconstruidas
ante pequenos cambios en los desplazamientos medidos. Por tanto, el procedimiento requiere de
la disposicion de técnicas sofisticadas de procesamiento de imagenes, asi como de la captura de
imégenes 3D de gran resolucién.

1.2.2. Método inverso

Este enfoque busca una solucién reqularizada mateméticamente consistente del campo de trac-
ciones, que en ultima instancia implique a las relaciones constitutivas y cinemaéticas (de compa-
tibilidad) entre desplazamientos y deformaciones en una regién grande alrededor de la célula. El
objetivo del procedimiento es pues el de obtener una solucién al campo de tracciones a través de
un problema de minimizacién con restricciones que contemple como parte de la funcién objetivo
la ecuacién de equilibrio que relaciona las tracciones con el campo de desplazamientos medido.
En el caso de deformaciones infinitesimales, dicha relacién se expresa a través de la integral de
convolucién de la funciéon de Green correspondiente con las tracciones buscadas, que en la practica
es discretizada y por tanto pasa a ser una operacién matricial,

u(x) = /G(X,w)t(:c)dw — u=G"t (1.1)

donde u es el campo de desplazamientos medido, G*t es el campo de desplazamientos predicho
por el campo de tracciones estimado (G la funcién de Green, t el campo de tracciones buscado),
es decir, la integral de convolucién discretizada; y & y X las coordenadas de cualquier punto
del substrato en configuracion deformada e indeformada, respectivamente. Debido a la naturaleza
tensorial de la teoria de la elasticidad, la funciéon de Green G constituye una matriz 3 x 3 la cual
contempla desplazamientos del substrato en tres dimensiones. De este modo, la solucién de (1.1)
se obtiene de resolver un problema de minimizaciéon por minimos cuadrados con regularizacién
de la funcién objetivo (u — G't). La regularizacién constituye un enfoque heuristico que tiene por
objetivo limitar la magnitud de las tracciones resultantes de resolver dicho problema, que puede
alcanzar valores muy grandes debido al ruido presente en las mediciones del campo de desplaza-
mientos. Atendiendo a tal restriccion, se plantea el problema de minimizacién con regularizaciéon
de Tikhonov de orden cero como [3],



t = arg mtin [[Gt — )’ + Aztz} (1.2)

en donde la eleccién del pardmetro de regularizacién A puede basarse en la teoria Bayesiana [8] o
realizarse empiricamente [9]. Por tanto, la diferencia fundamental del método inverso con respecto
al directo es que el campo de tracciones resultante no guarda relaciéon directa con el campo de
desplazamientos medido.

En caso de que las deformaciones sean grandes, el problema de optimizacién descrito debera
plantearse en el contexto de una discretizacién por elementos finitos u otros métodos afines. En
todo caso, el método inverso representa pues un problema de gran complejidad computacional en
relacién al método directo, pero proporciona resultados significativamente més fidedignos que este
altimo. Por ello, para conjuntos de datos de calidad estandar, resulta mas conveniente aplicar el
método inverso.

1.3. Objetivo

El objetivo del presente trabajo consiste en verificar la viabilidad de los modelos hiperelasticos
Neo-Hookeano, de Holzapfel y de Steinwachs en la caracterizaciéon de las propiedades mecéanicas
de unos hidrogeles de colageno tipo I. Para ello, se pretende implementar dichas leyes constitu-
tivas en MATLAB y hacer uso de las herramientas de optimizacién que ofrece tal programa a la
hora de ajustar los modelos a datos experimentales del comportamiento de los geles enviados por
colaboradores en la Universidad KU Leuven. Por dltimo, se quiere desarrollar una sub-rutina de
usuario que permita implementar el modelo material de Steinwachs en el programa de anélisis por

elementos finitos Simulia ABAQUS.



Capitulo 2

Hiperelasticidad

En este capitulo se desarrolla el nicleo tedrico del trabajo. Se comienza realizando una breve
descripcién del contexto tedrico en el que se enmarcan las subsiguientes secciones, esto es, el com-
puesto por la formulacién de las magnitudes esenciales de tensién y deformacién en la elasticidad
no lineal, y la teoria de leyes constitutivas hipereldsticas. A continuacién, se describen de forma
detallada las caracteristicas de las tres leyes hiperelasticas consideradas en este trabajo.

2.1. Marco teodrico

Aunque el andlisis lineal de problemas de elasticidad sea, en general, de gran utilidad -ademas
de relativamente simple-, su alcance es limitado. Las condiciones requeridas para que su aplicacién
sea viable no son satisfechas en muchas de las circunstancias dadas en la practica, como aquellas
propias de la mecanobiologia. En efecto, cualquier situacién que involucre la respuesta en defor-
maciéon de una matriz extracelular ante un determinado estado de cargas -como, por ejemplo,
un gel de coldgeno- no podra ser tratada desde un enfoque lineal. Esto es cierto para virtual-
mente todo tejido corporal o elemento mecéanico biolégico. Existen, pues, dos clases esenciales de
no-linealidades: las no-linealidades de origen material, y aquellas de origen geométrico. La
primera se debe a que la propia ley constitutiva del material no se comporta de forma lineal, es
decir, la relacién tension-deformacioén no es una linea recta, al contrario que aquella de un material
eldstico lineal (o = C : €). La segunda, en cambio, se origina cuando los desplazamientos produci-
dos en el proceso de deformacién son lo suficientemente grandes como para que las configuraciones
deformada e indeformada del cuerpo en cuestion no puedan ser consideradas indistintas.

Todas las definiciones y formulaciones que se hallan en la presente seccién han sido extraidas
fundamentalmente de los libros de Holzapfel [10] y Bonet y Wood [11].

2.1.1. Breve introduccion a las medidas de tensién-deformacion en elas-
ticidad no lineal

Contrariamente a como se hace en la teoria de deformaciones infinitesimales, en la teoria de
grandes deformaciones (elasticidad geométricamente no lineal) se considera la distincién entre las
configuraciones deformada e indeformada del cuerpo en deformacién, debido a que los desplaza-
mientos que las relacionan son, como minimo, del orden de magnitud de las dimensiones originales
del problema (configuracién indeformada). De este modo, la posicién instantdnea de un punto
cualquiera del medio puede expresarse a partir de las coordenadas iniciales como,

(X, t) = X +u(X,t) - u(X,t)=0(X) (2.1)



donde u es el vector de desplazamientos. Esta diferenciacién entre  y X da lugar a dos tipos de
formulaciones distintas de las magnitudes y ecuaciones de la mecénica no lineal: la formulaciéon
material o Lagrangiana, en la cual se realiza el seguimiento de la evoluciéon de las propiedades
de una particula que en el instante inicial se hallaba en un punto determinado de la configuracién
indeformada; y la formulacién espacial o Euleriana, en la que la atencién se centra mas bien
en la evolucién de las magnitudes en cualquier punto del dominio definido, siendo estos puntos
ocupados por diferentes particulas en diferentes instantes. Asi pues, la primera se enfoca en la
particula, mientras que la segunda lo hace en el dominio en el que esa particula se halla. Siendo 6
una magnitud cualquiera, ambas configuraciones se “encuentran” a través de la siguiente relacién:

0(X,t) =0(x(X,t),t) (2.2)

Se define el tensor gradiente de deformacién F como la magnitud que permite expresar

la posicion relativa espacial entre dos particulas vecinas después de la deformaciéon en términos

de su posicién relativa material previa a la deformacién,

ana—; F»L'J:% Vi, J=1,2,3 (2.3)

En este sentido, F' permite transformar vectores expresados en la configuraciéon material, o de

referencia, en vectores expresados en la configuracién espacial, o actual; y por ello es conocido

como un tensor bi-punto. Esto quiere decir que no se halla expresado en ninguna de las dos

configuraciones, sino “en medio” de ambas. De ahi la diferenciaciéon entre subindices en minus-

culas (espacial) y maytusculas (material). Del mismo modo pueden definirse otras magnitudes de
deformacion que operen exclusivamente sobre elementos materiales o espaciales:

Materiales
s Tensor de Cauchy por la derecha, C = FTF
» Tensor de deformaciones de Green, E = [C — 1]/2

Espaciales
» Tensor de Cauchy por la izquierda, b = FFT
» Tensor de deformaciones de Almansi, e = [1 — b~ ']/2

En cuanto a las magnitudes de tensién, aunque éstas se describen con mayor profundidad junto
con la introduccién de la nocién de funcion de densidad de energia de deformacion en la siguiente
seccion, puede anticiparse cuales son de naturaleza material, bi-punto y espacial:

» Material. Segundo tensor de Piola-Kirchhoff (S).
» Bi-punto. Primer tensor de Piola-Kirchhoff (P).
» Espacial. Tensor de Cauchy (o) y Tensor de Kirchhoff (T).

Resulta conveniente definir un operador a través del cual puedan expresarse las relaciones entre
las distintas medidas de tension descritas por los tensores presentados previamente. Se define pues
el operador de empuje o push-forward como aquel que permite transformar magnitudes materiales
en espaciales, ¢.[]; y el de tirdn o pull-back como aquel que permite transformar magnitudes
espaciales en materiales, ¢*[]. Ambos son mutuamente inversos, y la operacién implicada por ellos
dependeré de la magnitud sobre la cual se practique. De este modo, las relaciones entre las distintas
medidas de tensién a través del operador de empuje son las siguientes:

T=Jo =¢.[P] = PF" (24)

T =Jo = ¢.[S] = FSF* (2.5)



2.1.2. Hiperleasticidad

Se define la elasticidad como la cualidad de aquel material cuya relacién constitutiva es tnica-
mente dependiente del estado actual de deformacién. En tal sentido, la hiperelasticidad es definida
como la cualidad propia de aquellos materiales elasticos cuya relacién constitutiva deriva directa-
mente de una funcién escalar que relaciona la energia de deformaciéon con el tensor gradiente de
deformacion, denominada funcion densidad de energia de deformacion o potencial eldstico. Esto
es posible debido a que el trabajo realizado por las tensiones en el proceso de deformacién depende
exclusivamente de los instantes inicial y final, no por tanto del camino intermedio. Esta funcién
se define como,

t
U(F(X),X)= | P(F(X),X): Fdt — V=P : F (2.6)
to
donde la notacion [] indica derivada con respecto al tiempo.

Toda funcién densidad de energia debe ser objetiva, esto es, debe permanecer invariante ante
movimientos de sélido rigido. Teniendo en cuenta que el tensor gradiente de deformacién puede
ser descompuesto en la combinacién de una rotacién y un estiramiento (descomposicién polar),
F = RU, el potencial elastico ha de depender tinicamente de la componente de estiramiento U.
Por una cuestién de conveniencia, el potencial se suele expresar en funcién de U? = C, permitiendo
asi la reinterpretacion de la expresion dada en (2.6) como,

U(C(X),X)= /tt S(C(X),X): Edt —V=8:E (2.7)

Los pares Py F v Sy E son conjuados energéticos, y permiten definir la relacién constitutiva en
las configuraciones mixta y material, respectivamente, de la siguiente forma,

(). x) = P g, o (28)
s x) = HEZE g, - S8 (29)

Asimismo, en el marco de un material isétropo, el potencial eldstico debe ser independiente
de cualquier direccién en la configuraciéon material, i. e., ha de depender tinicamente de los tres
primeros invariantes del tensor C,

U(C(X), X) =V(I1, ]2, I3, X) (2.10)

en donde los invariantes de C' son definidos como,

L=tr[C]=C:1 (2.11)
L=tr[C*=C:C (2.12)
I3 = det[C] = det[F)* = J? (2.13)

Las relaciones dadas en (2.8) y (2.9) serdn, en general, no lineales. En el contexto de un esquema
numérico iterativo -por ejemplo, un esquema de Newton-Raphson- apareceran linealizadas con
respecto a un incremento wu en la configuracién correspondiente, presentandose asi dichas relaciones
en la siguiente forma,

DPlu] = A : DF|u] DS[u] =C : DE[u] (2.14)



en donde D flu] denota derivada direccional de f en la direccién de u. A y C son tensores de
cuarto orden que reciben el nombre de Primer y Sequndo Tensor de Elasticidad, respectivamente,
y vienen descritos por,

oP 0P,y
A= F Aigkr = OF., (2.15)
oS 0S1y
= e— = 2.1
(¢ 9E CrikrL 0Frs (2.16)

Ambos tensores, debido a que son consecuencia de derivar dos veces una funcién (potencial eldstico)
con respecto a la misma cantidad (tensor de deformacién), poseen simetria mayor,

Aigkr, = AkrLig Croxr =Ckrig (2.17)

antes bien, sélo el segundo tensor de elasticidad presenta simetrias menores, ya que es consecuencia
de derivar una cantidad simétrica (segundo tensor de Piola-Kirchoff) con respecto a otra magnitud
simétrica (tensor de deformacién de Green-Lagrange),

Crixkr =CiikL Croxkr =CrjLk (2.18)

2.2. Leyes hiperelasticas estudiadas

A continuacion se describen en detalle las tres leyes hipereldsticas consideradas en este trabajo:
la ley Neo-Hookeana, la ley de Holzapfel y la ley de Steinwachs.

2.2.1. Neo-Hookeana

El modelo Neo-Hookeano constituye una extension del comportamiento descrito por la ley de
Hooke para el caso de grandes deformaciones [12]. A diferencia con el sélido Hookeano, cuya ley de
comportamiento es enteramente lineal, la relacion tensiéon-deformacién del sélido Neo-Hookeano
es virtualmente lineal antes de cruzar el umbral de pequenas deformaciones, més alla del cual el
comportamiento deviene no lineal. La tensién alcanza eventualmente un plateau debido a la libera-
cién de energia de deformacién en forma de calor, para luego volver a rigidizarse. Fue concebido en
origen para describir el comportamiento de materiales plasticos y similares a la goma, de caracter
incompresible, es decir, cuyo volumen permanece invariable durante el proceso de deformacion
(J = 1), y por tanto su funcién densidad de energfa de deformacién no depende del tercer inva-
riante. No obstante, en ocasiones conviene llevar a cabo la concepcién de modelos compresibles,
ya sea porque la implementacién numérica de tal modelo presente dificultades [13], o porque el
propio material de estudio sea de naturaleza compresible, como es el caso del considerado en este
trabajo, un hidrogel de coldgeno de tipo I cuasi-incompresible [14, 15]. A este respecto, la funcién
potencial elastico del material ahora habra de depender del tercer invariante , o lo que es igual,
del determinante de F' (J). Existen diversas formulaciones alternativas del potencial eldstico para
materiales Neo-Hookeanos compresibles, habiéndose elegido para este trabajo la siguiente [13],

U(h,J)= S0 -1 12l J] + S[J - 12 (2.19)

siendo p y k los pardmetros de Lamé, con unidades de tension. Se verifica que cuando no existe
deformacién, F = 1, el potencial elastico adquiere valor cero.
La ley constitutiva en configuracién mixta viene descrita por,

oU(L,J) OV AL OV dJ

P=—"%F “ar,0r " o70F

(2.20)



siendo,

ov_ 1 _ O _ gy —
57 = ng eI =1 om =T [P = cof ] (2.22)

denotando cof[F] la matriz de cofactores de F'.

2.2.2. Holzapfel

En 1998, Holzapfel y Weizsicker [16] propusieron un modelo desacoplado del potencial eldstico
para arterias de tipo eldstico y muscular,

v = \Iliso + \Ijaniso (223)

El término Wiy, representa la contribucion isétropa de la sustancia base no colagena, probablemente
por la accién de la elastina en la pared vascular, y que puede corresponder a una funcién densidad
de energia de deformacion isétropa cualquiera. En este sentido, Wiy, serd una funcién de los tres
primeros invariantes, y en el contexto de este trabajo se ha elegido como la descrita en la seccién
2.2.1. Por otro lado, W,yiso representa la contribucion anisétropa de la familia de fibras coldgenas
presentes en la pared vascular en una direcciéon determinada. Waniso Sera pues una funcién del
invariante cuarto, el cual se define como,

I,=M"CM (2.24)

en donde M corresponde al vector unitario que apunta en la direccién paralela a las fibras.
La manera en la que V¥,,;, depende de I; es a través de una funcidon exponencial propuesta
originalmente por Fung et al. [17],

i [exp [1@ Iy — 1]2} - 1} (2.25)
ko

y que contempla la fuerte rigidizacién del tejido a cargas mas elevadas debida casi enteramente
a la accion de las fibras coldgenas. k1 es un parametro material con unidades de tension y ko es
un parametro adimensional. Si se consideran més de una familia de fibras, la contribucién total se
obtendra como el promedio de las contribuciones de toda ellas, pasando entonces (2.25) a escribirse
como,

\Ilaniso (14) =

Wonieo (1) = ﬁ% Z [exp [k [ — 1] — 1] (2.26)

siendo n el nimero total de familias de fibras (o direcciones) existentes. Se verifica que para F' = 1,
esto es, en ausencia de deformaciones, Iy = 1, y W,pis0 deviene nulo.

No obstante, el gel de colageno considerado en este trabajo se comporta de forma isétropa. Esto
implica que las fibras embebidas en el mismo han de estar homogéneamente distribuidas en todas
direcciones, esto es, isétropamente distribuidas. Debido a esto, para obtener la ley constitutiva
correspondiente, el término W,,;s, debe constituir el promedio de la contribuciéon de todas las
fibras existentes en todas direcciones. Asi pues, la ley constitutiva en configuraciéon mixta queda
expresada de la siguiente forma,

oF oOF oF
o a\Iliso % 8\:[jiso Q a\Ijaniso % (2 27)
9L OF = 0J OF oL, OF /g 7

P <al1/([17JaI4)> _ 8‘Ilis0(11;=]) + <8\paniso(]4)>
Q Q




donde los términos correspondientes a la parte isétropa se obtienen de forma idéntica a lo indicado
en (2.21) y (2.22), mientras que aquellos correspondientes a la parte anis6tropa se obtienen como,

3%}‘;‘50 = 2k [Iy — 1) exp [ko[14 — 1]?] % =2[FM|® M (2.28)
denotando a ® b el producto de Kronecker entre ambos vectores. La notacién (-)q indica el
promedio de la magnitud entre paréntesis angulares considerandose toda direcciéon contenida en el
angulo sélido 2 = [0, ¢], donde 6 y ¢ son las variables independientes angulares en coordenadas
esféricas; y M un vector unitario cualquiera definido como M = [sin 6 cos ¢, sin # sin ¢, cos §]7. Se
ha elegido realizar el promedio integrando la magnitud en cuestién alrededor de la esfera unitaria,
para ello empleando la cuadratura de Gauss-Legendre [18],

(0, ¢) sin 0dOde ~

2m m
™ 8\Ilaniso aLL
AL e Ta] 00 29)

siendo m el orden de integracién. El conjunto {6;} es escogido de modo que {cos (6;)} y {w;} sean,
respectivamente, los nodos y pesos de Gauss-Legendre en el intervalo [—1,1]. Los puntos ¢; se
distribuyen uniformemente en el intervalo [0, 27] a través de la siguiente expresién,

a\:[janiso % _ i 27 T a\I]aniso %
ol, OF /g 4m )y Jo 0L OF

~
~

1| 7«

b; = [j _ } s (2.30)

2l m

2.2.3. Steinwachs

Steinwachs et al. [19] proponen un modelo para redes de biopolimeros -como el coldgeno-, basa-
do en la combinacién de una descripcién micromecéanica, es decir, centrada en el comportamiento
individual de una fibra en particular; y de una descripcién de medio continuo. Teniendo en cuenta
una escala espacial suficientemente pequenia correspondiente a un segmento de fibra, la deforma-
cién local de dicho segmento es considerada no-afin, esto es, independiente de la deformacién del
resto del volumen. Sin embargo, para escalas mayores a la distancia de interconexion tipica entre
fibras, la deformacién de la fibra se aproxima a la deformaciéon macroscépica A, dependiendo de
la orientacion de la fibra y la deformacién practicada. De este modo, se considera que las defor-
maciones pasan a ser afines para un volumen de material suficientemente grande. Analogamente
a lo descrito en la seccién 2.2.2, la relacién constitutiva macroscopica para este modelo se obtiene
promediando en todas direcciones aquella propia de una fibra.

Se considera que una fibra puede encontrarse en tres estados distintos de deformacién: compre-
sién, ante la cual la fibra se vuelve inestable (pandea) y presenta entonces una rigidez que decae
exponencialmente hasta cero; enderezamiento, proceso intermedio en el que la fibra recupera su
longitud natural después de haber pandeado y ante el cual presenta una rigidez constante; y es-
tiramiento, proceso en el que la fibra se deforma axialmente mas alla de su longitud natural y
experimenta una rigidizacién exponencial. El potencial elastico se define a través de la rigidez, es
decir, de su segunda derivada con respecto a la deformacién macroscépica A,

exp [A\/do] YA <0
U"(\) = K, 1 VO< A< A=|Feq| -1 (2.31)

exp [[A — As]/ds] YA > Ag
en donde k, es un parametro material con dimensiones de tension, d,, es el parametro adimensional
de pandeo, ds es el pardmetro adimensional de estiramiento y As es el pardmetro adimensional

que controla la extensién del intervalo de comportamiento lineal, 7. e., de rigidez constante. La
deformacion A de una fibra se define como la variacion de longitud de la misma con respecto a su
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longitud natural, y eq es el vector unitario que describe la orientaciéon de la fibra. Se comprueba
que el potencial eldstico presenta un valor nulo cuando F' = 1, puesto que en ese caso A = 0 (no
existe deformacién alguna). La tensiéon mecdnica de la fibra es definida por la siguiente expresion,

A do - [exp [N/ do] — 1] VA <0
T'(\) = / T (N = Ko A VO <A< A (2.32)
0 As +ds - [exp[[A = A /ds] — 1] VA > A

indicando la integracién desde cero que el material no se encuentra pretensado. La ecuacién cons-
titutiva en configuracién mixta se escribe,

La Figura 2.1 muestra de forma ilustrativa el comportamiento de los tres modelos en el caso
de una extensién uniaxial (movimiento impedido en las direcciones y y z), caracterizada por el
siguiente gradiente de deformacién,

0
0 (2.34)
1

Los parametros de los modelos se han elegido para que las curvas resultantes sean similares entre
si. Para la curva Neo-Hookeana, el conjunto de valores es: (i, k) = (1.5,20) [Pa]; para la curva de
Holzapfel, el conjunto de valores es: (u, k, k1, k2) = (1.5 Pa, 20 Pa, 0.85 Pa, 0.06); y para la curva
de Steinwachs el conjunto de valores es: (ko,ds, As,d,) = (200 Pa,0.5,0.5,0.005). Cabe destacar
que, de las tres curvas, aquella producida por el modelo de Steinwachs es la tnica que presenta
rigidez nula en la regiéon de compresion. Esto es, naturalmente, debido a la propia definicién del
potencial elastico del modelo, la cual establece que las fibras pandean rapidamente después de ser
sometidas a compresiéon. El modelo de Holzapfel mostraria un comportamiento similar en caso
de no contemplar la aportaciéon de la matriz, esto es, la contribucion isétropa del potencial Neo-
Hookeano. Este fenémeno, tal y como se vera en secciones posteriores, es susceptible de entranar
numerosos problemas de cardcter numeérico.

400
—Neo-Hook
o Holgapfel
Steinwachs
200
‘T
o
— 100
—
-
b
0
-100
200 I I I I I |
0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 2.1: Tensién de Cauchy frente a deformacion en extension uniaxial.
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Capitulo 3

Implementacion de las leyes hiperelasticas

en MATLAB

Este capitulo se estructura en tres secciones. En la primera se da una breve descripcién de los
algoritmos de implementacién de las leyes hiperelsticas descritas en la seccién 2.2, mediante los
cuales se han obtenido todas las figuras (excepto aquellas presentadas en el capitulo 5) expuestas
en este trabajo. En la segunda se detalla un estudio de la sensibilidad de las curvas tensién-
deformacion producidas por los tres modelos a los pardmetros que los gobiernan, con el fin de
ilustrar las mecanicas de los mismos. Por iltimo, en la tercera secciéon se describe el procedimiento
seguido a la hora de ajustar los parametros de los modelos a datos experimentales utilizando las
herramientas de ajuste de datos que ofrece MATLAB, y cuyos resultados se presentan en la seccién
4.2.

3.1. Descripcion general de la implementacion

Se han desarrollado esencialmente tres algoritmos con el objetivo de implementar sendas leyes
hiperelasticas siguiendo las convenciones del lenguaje de programacion de MATLAB. En lineas
generales, los algoritmos consisten fundamentalmente en un bucle principal que recorre un vector
con diferentes valores de deformacién y produce un valor de tensién para cada valor de deformacién,
resultando en una curva tension-deformacion al terminar. En el caso del modelo Neo-Hookeano,
la implementacion es directa. Antes bien, para los modelos de Holzapfel y de Steinwachs, debido
a la presencia de la integracién en la esfera unidad explicada en la seccién 2.2.2, han de anidarse
otros dos bucles en el interior del principal. Los nodos y pesos de Gauss-Legendre se han obtenido
para cualquier orden de integracién mediante el empleo de la funcién lgwt creada por Greg von
Winkel [24]. En todo caso, las rutinas resultantes aceptan como pardmetros de entrada el vector
de deformaciones, los pardametros materiales, y el orden de integracién en los casos de Holzapfel y
Steinwachs.

3.2. Estudio de sensibilidad de los parametros

En esta seccién se presentan una serie de figuras que ilustran la influencia de los parametros
propios de las leyes contempladas en la generacién de sendas curvas tensién-deformacién. Se ha
considerado un estado de extensién uniaxial caracterizado por el tensor gradiente de deformacién
dado en (2.34), asi como un estado de cizalla simple caracterizado por el tensor gradiente de
deformacion,
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1 v 0
F=|0 10 (3.1)
0 0 1

donde el parametro v corresponde a la deformacion de cizalla. Entonces, partiendo de un conjunto
base de valores de los parametros, se han variado los mismos de forma independiente.

3.2.1. Neo-Hookeana

El conjunto base de valores es: (u, k) = (1.5,20)[Pal]. Teniendo en cuenta que el modelo Neo-
Hookeano contemplado en este trabajo solo tiene validez en caso de que se cumpla la condicién de
cuasi-incompresibilidad, el coeficiente de Poisson implicado por el par de valores p y k (pardmetros
de Lamé) tiene que encontrarse suficientemente cercano a 0.5 (incompresibilidad). En tal sentido,
la independencia con la que pueden variar los valores de los pardmetros se encuentra restringida por
dicha imposicién, teniéndose pues que considerar variaciones simultaneas de ambos parametros.
La expresiéon que relaciona el coeficiente de Poisson con iy x es la siguiente,

K
v= S Trt ] (3.2)
requiriéndose que v € [0.45,0.5).

La figura 3.1 muestra los diferentes perfiles obtenidos variando los parametros p y . Se observa,
principalmente, que un aumento en p resulta también en un aumento en k —de modo que se cumpla
con la condicién de cuasi-incompresibilidad—, y como consecuencia, el perfil se rectifica llegando
a convertirse practicamente en una linea recta con pendiente igual a k. En efecto, la expresion de
la primera componente del tensor de tensiones de Cauchy en este caso se escribe,

anzu[a—l} + ko —1] (3.3)

(0%

de la cual se extrae naturalmente que para valores de pu lo suficientemente pequefios, el término
dominante serd aquel de k, que escala linealmente con «. Ademas, el término 1/« se desvanece con
rapidez y a partir de cierto valor de « el término correspondiente a p se comportara también de
forma lineal. En cualquier caso, todos los perfiles presentan una asintota en o = 0. La expresién
(3.3) se obtiene de retener la primera componente del tensor de tensiones de Cauchy,

1 1 1
o= j,uFFT + i {—uJ +k[J — 1]] - cof[F]FT (3.4)
siendo,
1 0 0
J=a, cof[F]=]10 a O (3.5)
0 0 «o

Debido a que en un estado de cizalla simple se mantiene constante el volumen en todo momento,
esto es, J = 1, el parametro k no participa en la obtenciéon de las curvas de tensién de cizalla, y
éstas evolucionan linealmente con la deformacién de cizalla. Efectivamente, teniéndose en cuenta
que,

1
J =1, cof[F] = | —v (3.6)
0

O = O
= o O

de (3.4) se tiene que,
O12 = Wy (3.7)

Este comportamiento se encuentra ilustrado en la figura 3.2, en la cual se verifica que las curvas
de tension de cizalla son rectas con pendiente igual a p.
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Figura 3.1: Tensién de Cauchy en extension
uniaxial para diferentes valores de p y k (mo-
delo Neo-Hookeano).

Figura 3.2: Tensién de Cauchy en cizalla sim-
ple para diferentes valores de p (modelo Neo-
Hookeano).

3.2.2.

El conjunto base de valores es: (u, k, k1,k2) = (1.5 Pa, 20 Pa,0.85Pa, 0.06). Debido a que el
término correspondiente a la contribucién de la matriz en el modelo de Holzapfel se ha elegido como
el potencial elastico del modelo Neo-Hookeano, la dinamica de los perfiles generados con respecto
a los pardmetros i y £ es muy similar a la descrita en la seccién 3.2.1, con la diferencia de que
los anteriores presentan un crecimiento exponencial a partir de cierto valor de a, correspondiente
a la contribucion de las fibras. Asi pues, sélo se presentan los efectos que produce la variacién de
los parametros caracteristicos del término de Holzapfel. La influencia de los pardametros ki y ko
se ilustra en las figuras 3.3 y 3.5, respectivamente, para el caso de la extensién uniaxial; y en las
figuras 3.4 y 3.6, respectivamente, para el caso de la cizalla simple. Ambos pardmetros afectan de
forma similar a la forma del perfil resultante, aumentando el crecimiento exponencial a medida
que estos aumentan. Sin embargo, k; influencia la solucién de forma proporcional, mientras que
ko lo hace de forma exponencial, siendo pues el perfil significativamente més sensible a cambios
en este ultimo.

Holzapfel
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200 - k, =0.4 Pa
kl:0.4Pa 20 - K=15p
150 F _ —K,=15Pa
o 7kl— 1.5Pa 10} |—k, =35Pa
S —k, =35Pa 3 k, =5Pa —
o 501 k =5Pa . —=
I -
& ol S
R
501/
-100 f
|
150 |
200 I I I I I | 0 I I I I I I |
0 05 1 15 2 25 3 2 15 1 05 05 15 2
@ v

Figura 3.3: Tensién de Cauchy en extension
uniaxial para diferentes valores de k; (modelo
de Holzapfel).

Figura 3.4: Tensién de Cauchy en cizalla simple
para diferentes valores de ki (modelo de Hol-
zapfel).
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Figura 3.5: Tensién de Cauchy en extension Figura 3.6: Tension de Cauchy en cizalla simple
uniaxial para diferentes valores de ko (modelo para diferentes valores de ko (modelo de Hol-
de Holzapfel). zapfel).

3.2.3. Steinwachs

El conjunto base de valores es: (Ko, ds, \s,do) = (200 Pa,1,0.01,0.005) . Las figuras 3.7 y 3.9
ilustran la influencia en la generaciéon de las curvas de los pardmetros s, y ds, respectivamente,
para el caso de extensién uniaxial. Ambos influyen en el crecimiento exponencial, aunque de forma
contraria, potencidndose este crecimiento conforme k, aumenta y ds disminuye. Debido a que la
influencia de ds es exponencial, el perfil resultante es significativamente mas sensible a cambios en
este ultimo que en k,, cuya influencia es proporcional. No obstante, a diferencia de dg, k, afecta
a todas las regiones de la curva, y es por eso que también el intervalo correspondiente a la region
lineal se ve afectado por dicho pardmetro (figura 3.7). En efecto, en la figura 3.9 se verifica que todos
los perfiles exhiben el mismo comportamiento en la regién lineal (hasta A\; = 0.01). Las figuras 3.8
y 3.10 exponen los efectos de estos parametros en la generacién de las curvas de cizalla simple,
observandose comportamientos analogos a los descritos en el caso de la extension uniaxial. Por
otro lado, la sensibilidad de los perfiles ante cambios en el pardmetro A4 en los casos de extensiéon
uniaxial y cizalla simple se encuentra ilustrada en las figuras 3.11 y 3.12, respectivamente. Se extrae
que un aumento en Az resulta en una extension de la regién lineal, retrasandose asi la aparicién
del crecimiento exponencial, aunque este efecto es menos notable en el caso de la cizalla simple.
De hecho, se comprueba en la figura 3.12 que los perfiles para A; = 1 y A; = 3 son cuasi idénticos.
Por ltimo, las figuras 3.13 y 3.14 muestran, respectivamente, la influencia del parametro d,, en las
curvas de extensién uniaxial y de cizalla simple. Se concluye en el caso de la extensién uniaxial que
d, sblo afecta a la regién de compresion, relajando el decrecimiento de la rigidez y evitando, para
valores lo suficientemente grandes del pardmetro, el plateau caracteristico que presenta el modelo
en esta region. No obstante, se encuentra que la curva de cizalla simple apenas varia con cambios
significativos en el pardmetro.
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Figura 3.7: Tensién de Cauchy en extensién
uniaxial para diferentes valores de k, (modelo
de Steinwachs).
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Figura 3.9: Tensién de Cauchy en extensién
uniaxial para diferentes valores de ds (modelo
de Steinwachs).
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Figura 3.11: Tensiéon de Cauchy en extension
uniaxial para diferentes valores de Ay (modelo
de Steinwachs).
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Figura 3.8: Tensién de Cauchy en cizalla simple
para diferentes valores de «, (modelo de Stein-
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Figura 3.12: Tension de Cauchy en cizalla sim-
ple para diferentes valores de A; (modelo de
Steinwachs).
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Figura 3.13: Tension de Cauchy en extensiéon Figura 3.14: Tension de Cauchy en cizalla sim-
uniaxial para diferentes valores de d, (modelo ple para diferentes valores de d, (modelo de
de Steinwachs). Steinwachs).

3.3. Procedimiento de ajuste de los datos experimentales

El ajuste de los parametros de los modelos a datos experimentales se ha llevado a cabo a través
del empleo de la funciéon de MATLAB 1sgnonlin [25], la cual resuelve problemas no-lineales de
ajuste de curvas por minimos cuadrados de la forma,

min |f(2)[3 = min(fi(2)2 + fo(@)? + -+ ful@)?) (3.8)

El procedimiento seguido se resume en los siguientes pasos:

1.

Se ajustan heuristicamente los parametros para obtener una curva relativamente similar a
la experimental. Los valores encontrados se almacenan en un vector paramO. Estos valores
de partida favoreceran la convergencia del algoritmo, evitando en la medida de lo posible la
aparicién de minimos locales.

. Se selecciona el rango de abscsisas en el que se quiere ajustar. Entonces se almacenan las

abscsisas y ordenadas experimentales en dos vectores xdata y ydata, respectivamente. Las
abscisas corresponden a los valores de deformacién del experimento, asi como las ordenadas
a los valores de tensién correspondientes.

Se define la funcién correspondiente al modelo hiperelastico modelo (param,xdata), de modo
que acepte como variables de entrada el vector de parametros param y el vector de las
abscisas experimentales xdata, devolviendo las ordenadas predichas por la ley constitutiva
en cuestion.

. Se define una funcién andnima que compute la diferencia entre las ordenadas predichas por

el modelo y las experimentales: fun = @(param)modelo(param,xdata) - ydata.

Opcionalmente se definen dos vectores 1b y ub que contienen, respectivamente, cotas infe-
riores y superiores de los valores que pueden alcanzar los pardmetros.

Se arranca el calculo: param = lsqnonlin(fun,param0O,lb,ub,options). La variable de
entrada options es opcional, y permite la especificacion de algoritmos de resoluciéon no
estandar, asi como de otras opciones. En este trabajo se ha omitido, utilizdindose por tanto
el conjunto de opciones definidas por defecto.
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3.3.1. Obtencién de las curvas de contraccion vertical

El ajuste de curvas de contraccién vertical entrana el problema de que el conjunto de ordenadas
se corresponde con una componente del tensor gradiente de deformacion, siendo entonces este
altimo desconocido y no pudiendo por tanto ser utilizado como variable de entrada directa en
la ley constitutiva. En efecto, el tensor gradiente de deformacion que caracteriza un estado de
contraccién vertical ante extension horizontal se escribe como,

A 00
F=|0 1 0 (3.9)
0 0 A

v

donde Aj, es la extensién horizontal aplicada (abscisas) y A, es la contraccién vertical resultante
de aplicar dicha extensién (ordenadas). En este sentido, A, se obtiene de aplicar la condicién de
libre movimiento en la direccién vertical, esto es, o33 = 0. A continuacién se procede a explicar
la obtencién de la contraccion vertical A\, para cada modelo. Para aproximar las integrales de
superficie se ha utilizado el método de cuadratura de Gauss-Legendre descrito en la seccién 2.2.2.

Neo-Hookeano

El tensor de tensiones de Cauchy para el modelo Neo-Hookeano recibe la siguiente expresion,

1 1 1
o= j,uFFT + i {—MJ + &[] — 1]] - cof[F|FT (3.10)
siendo,
Ay 0 0
J = Aps, cof[F]=1] 0 ApAy, O (3.11)
0 0 An

A través de la aplicacion de la condicion o33 = 0 se tiene,

[+ EAZIA2 — kAR Ay — =0 (3.12)
Reteniendo la tnica solucién compatible (positiva), se obtiene la siguiente expresion explicita para
Av,s

R+ RN, + A+ kX7
Ay = - (3.13)
2[p+ kA7

Holzapfel

Debido al caracter fuertemente no-lineal del modelo de Holzapfel -y de Steinwachs-, no es
posible obtener una expresién explicita para la contraccién vertical. Por tanto, resulta necesario
el planteamiento de un esquema iterativo para aproximar la solucién, habiéndose elegido en este
caso el método de Newton-Raphson-Kantorovich. Este tiltimo se enuncia de la siguiente manera,

fa*)
f(l') =0 — Z’k+1 = xk — f’(mk) (314)
particularizandose en este caso como,
a33(\)
o33(Ay) =0 — AP =)\b_ 2w (3.15)
33(A%)

donde el indice k denota la iteracién actual. Es preciso pues, para cada k + 1, partir de un
valor inicial (semilla) en k que arranque el proceso iterativo. En este caso, para incrementos
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suficientemente pequenos en \j, (|A\} T — A\ < 1), se asume que \F| xr+1 A Ay al principio de la
iteracién, teniéndose en cuenta que para A, = 1, A, = 1. Nétese que el indice n indica la estacién
actual, esto es, la posicion actual en la variable independiente A, y por tanto es distinto de k. En
este sentido, una estacién n contiene multiples iteraciones k.

El tensor de tensiones de Cauchy se obtiene mediante la siguiente expresién,

1 1 1
o= quFT + 7 [;LJ +k[J — 1]} - cof[F|FT +

171 [ ) ) T
5 [M/O /0 2k [Iy — 1) exp [ko[Iy — 1%] - 2[F M| ® M -sin0dfds| - FT  (3.16)

Imponiendo o33 = 0,

1

1
o33(Ay) = Thﬂ)\v - /tj +k[J = 1]+
11 [ ) . .
— / 2]{}1[[4 — 1] exp []{12[[4 — 1] } . 2)\1,M3 . sm@d@d(b =
>\h 47 0
1 1 27 T ) ]
=— |fitfot+t— 2f3 M2 - sin fdfde | ~
/\h 47T 0 0
1 2m m
S |t ——;;wz [fsM5] (0:,6;)| =0 (3.17)
donde,
1
fi=pry, fo= [“J + K[J — 1]} Moy f3=2ki[1s — 1] exp [ka[ls — 1]*] N, (3.18)

La derivada de o33 con respecto a A,

27 s
Ué.g(kv):i f{+f§+i/ / 24 M2 - sin 0dfde| ~
)\h 47 0 0

2m m

1
~ f1+f2+**zzw1 [£3M5] (6, 65) | (3.19)

j=11i=1

donde,

1
f{:N, fézﬂ)\7+’{>‘iv
v
£ = (2 [2k1 + dkrko[Ly — 1)°] MEA2 + 2k [1y — 1]] - exp [ko[ls — 1]?]  (3.20)

Steinwachs

Analogamente al caso del modelo de Holzapfel, la obtencion de la contraccion vertical para el
modelo de Steinwachs se realiza mediante el planteamiento de un esquema iterativo basado en el
método de Newton-Raphson-Kantorovich, descrito por (3.15).

El tensor de tensiones de Cauchy se obtiene como,
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Imponiendo o33 = 0,

bl [ve

033(

donde,
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La derivada de o33 con respecto a A,

Ué3(/\v) = <

1 |:1 /27r/7rf, COQQS. 9d0d¢:|
A : COS n ~
A L4 Sy Jo

An |:47Tmzzwif/(9i’¢j)'003291‘]
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Capitulo 4

Ajuste experimental de los parametros go-
bernantes de las leyes

En este capitulo se presentan los principales resultados obtenidos de ajustar los pardmetros go-
bernantes de las leyes constitutivas descritas en la seccién 2.2 a las curvas experimentales recibidas
mediante el procedimiento descrito en la seccién 3.3. Estas curvas corresponden a dos experimen-
tos en concreto: cizalla simple y contraccién vertical ante extensiéon horizontal (efecto Poisson);
practicados ambos sobre dos hidrogeles de coldgeno con sendas concentraciones de fibras: 0.6 y
1.2 mg/ml. La caracterizacién reoldgica de los hidrogeles (cizalla simple) ha sido llevada a cabo
por Mar Céndor Salgado, integrante del equipo de investigacion en Mecanobiologia e Ingenieria
de Tejidos dirigido por el Profesor Hans Van Oosterwyck en la Universidad KU Leuven, siguiendo
las pruebas de Steinwachs et al. [19]. Los resultados correspondientes a la contraccién vertical
han sido extrapolados de los datos obtenidos por Ben Fabry, coautor del articulo citado en lineas
anteriores.

4.1. Datos experimentales recibidos

4.1.1. Cizalla simple

El gel se somete a la accién de un reémetro rotacional de cono y plato con el fin de medir la
relacion tensién-deformacién en un estado de deformacion de cizalla simple. Para ello, el gel se
deposita en un plato horizontal y a su vez se sitiia un cono poco profundo encima del mismo. La
polimerizacion del gel se efecttia en el interior de la configuracién. Entonces, el redmetro aplica un
estado de deformaciéon de modo que el potencial eldstico del gel s6lo depende de la deformacién
de cizalla. Basicamente, el plato es rotado y el torque transmitido al cono es medido, a partir del
cual puede obtenerse la tension de cizalla o15. El tensor gradiente de deformacién que caracteriza
el experimento recibe la expresién,

F =

O O =
O =2

0
0 (4.1)
1

donde ~ representa la deformacién de cizalla. La figura 4.1 muestra la curva experimental y el
correspondiente ajuste obtenidos por Steinwachs et al. [19] en este experimento, asi como un
pequetio diagrama que ilustra la configuraciéon del reémetro utilizado. Asimismo, la figura 4.3
muestra las curvas resultantes del experimento para ambas concentraciones de fibras, recibidas de
la Universidad KU Leuven.
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4.1.2. Contraccion vertical ante extension horizontal

El gel es depositado sobre la superficie activada con sulfo-SANPAH de un plato flexible de
polidimetilsiloxano. Tras la polimerizacién, el gel se estira uniaxialmente en la direccién horizontal
X a ritmo del 6 % por hora utilizando un motor paso a paso, y al mismo tiempo se mide con un
microscopio la altura del gel (direccién Z), la cual es funcién del estiramiento aplicado. Durante
todo el proceso se impide el movimiento en la direccion transversal Y. La expresion del tensor
gradiente de deformacion que caracteriza este experimento viene dada por,

A 00
F=|0 1 0 (4.2)
0 0 Ay

donde A\, v A, representan la extensién horizontal y la contraccién vertical, respectivamente. La
figura 4.2 muestra la curva experimental y el correspondiente ajuste obtenidos por Steinwachs et
al. [19] en este experimento, asi como un pequeno diagrama que ilustra la configuracién utilizada.
La figura 4.4 muestra la curva promedio de las resultantes para cada concentracién de fibras
(recibidas de la Universidad KU Leuven), puesto que éstas no presentan diferencias significativas
entre si.
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Engineering shear strain Horizontal stretch (%)
Figura 4.1: Curva experimental y correspon-
diente ajuste para el ensayo de cizalla simple
(Steinwachs).

Figura 4.2: Curva experimental y correspon-
diente ajuste para el ensayo de contracciéon ver-
tical ante extensién horizontal (Steinwachs).
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Figura 4.3: Curvas experimentales provenientes
del ensayo de cizalla simple (KU Leuven).

Figura 4.4: Curva experimental proveniente del
experimento de contraccién vertical ante exten-
sién horizotal (KU Leuven).
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4.2. Resultados

En el caso del ensayo de cizalla simple, los ajustes se han llevado a cabo para el rango de defor-
maciones definido por v € [0,0.5] debido a que, al no presentar los modelos considerados puntos
de inflexién en el rango de deformaciones del experimento, estos no son capaces de aproximar el
comportamiento del gel mas alla del punto en el que las curvas empiricas manifiestan un cambio
de curvatura, alrededor de v = 0.5. A partir de este punto, el comportamiento del gel entra en
régimen plastico, manifestando una fisica diferente no contemplada por los modelos. Asimismo,
rangos de deformacién tan grandes no resultan de gran interés porque no son de aplicacién en
este problema. En el caso del ensayo de contraccion vertical, el rango considerado es \;, € [1,1.05]
debido a que es donde se obtienen mejores ajustes.

4.2.1. Neo-Hookeana

Las figuras 4.5 y 4.7 muestran los mejores ajustes obtenidos en el caso del ensayo de cizalla
simple para los geles de 0.6 y 1.2 mg/ml, respectivamente. Puede apreciarse claramente que el
modelo no captura adecuadamente el comportamiento no lineal del gel. Esto se debe principalmente
al cardcter isocérico del gradiente de deformacion en cizalla simple (J = 1), que oblitera toda
contribucion de k en el tensor de tensiones. De este modo, la tension de cizalla adquiere la forma
012 = Wy, comportandose entonces de forma lineal con respecto a la deformacién de cizalla. El
Gnico pardmetro ajustable a través de este ensayo es u, que representa la pendiente de la recta
resultante, y que adquiere sendos valores 20.1884 y 26.7160 Pa.

En las figuras 4.6 y 4.8 se representan los mejores ajustes para ambos geles en el caso del
experimento de contraccion vertical. Manteniendo los valores de p hallados a través del otro
experimento se obtienen los valores de k: 1150 y 1930 Pa, respectivamente. Se observa que el
modelo s6lo representa fielmente la porcién de curva comprendida en el rango v € [1,1.025]
aproximadamente. La curva tedrica entonces se separa y, mientras que la curva experimental es
céncava en el rango aproximado v € [1,1.09], la anterior se presenta convexa desde el principio.
En efecto, para valores de x mucho mayores que p, la expresién (3.13) verifica que,

1

An’
siendo la curva teérica virtualmente independiente de los parametros materiales y de curvatura
estrictamente convexa. Es evidente que la curva proporcionada en este caso por el modelo Neo-

Hookeano nunca podra aproximar el comportamiento de la curva experimental mas alla del punto
de separacién.

sSiE>p — Ay & (4.3)

4.2.2. Holzapfel

Las figuras 4.9 y 4.11 ilustran los ajustes obtenidos del ensayo de cizalla simple para ambos
geles. Se aprecia un considerable aumento de precision en la captura del comportamiento del gel
con respecto al modelo Neo-Hookeano -incluso més notable en el de mayor concentracién de fibras-,
causado por la presencia de la funcién de tipo Fung (exponencial) en la definicién del potencial
elastico. Los valores obtenidos para las constantes caracteristicas del modelo de Holzapfel son,
respectivamente, k1 = 16.5425 Pa y ko = 4.1789; y k1 = 24.3827 Pa y ky = 3.5363. En cambio,
ambos ajustes revelan un valor de p nulo, lo cual implica, teniendo en cuenta que k no tiene
influencia en el comportamiento del gel ante cizalla simple, que sélo el conjunto de las fibras, y no
la matriz, contribuye en la obtencién de las tensiones. Esta observacion puede tener fundamento
en la hipétesis de deformacion afin entre la red de fibras y la matriz planteada por Steinwachs et
al. en la confeccién de su modelo [19], la cual es tanto més cierta cuanto mayor es la concentracién
de fibras del gel en cuestién.
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Figura 4.7: Ajuste para cizalla simple, 1.2 Figura 4.8: Ajuste para contraccién vertical, 1.2
mg/ml - ;1 = 26.7160 Pa. mg/ml - ;= 26.7160 Pa, x = 1930 Pa.

Si bien el modelo de Holzapfel se ajusta relativamente bien a las curvas del ensayo de cizalla
simple, no ocurre lo mismo con el ensayo de contraccion vertical, tal y como se desprende de las fi-
guras 4.10 y 4.12. En concreto, manteniendo los valores de u, k1 y k2 obtenidos previamente, y para
Kk = 970 Pa, el modelo produce curvas casi idénticas a las obtenidas con el modelo Neo-Hookeano.
Esto sugiere que la contribucién del término relativo a las fibras en la obtencion de la contraccién
vertical es insignificante en comparaciéon con aquella del relativo al parametro . A este respecto,
para valores de x suficientemente grandes, la curva de contraccién vertical es independiente de los
parametros materiales y opuesta en curvatura a la obtenida experimentalmente, de forma analoga
a como ocurre en el caso del modelo Neo-Hookeano. Es por este motivo que las curvas son tan
similares, y que el valor de x es el mismo para ambas concentraciones. En efecto, eliminando el
término relativo a la matriz del potencial eldstico y estudiando la curva de contracciéon vertical
que produciria el mantener el término relativo a las fibras, se verifica la necesidad de conferir a
ko valores extremadamente grandes a fin de producir una curvatura céncava significativa en la
grafica, resultando k; irrelevante en la obtencién de la misma (figura 4.13). El orden de magnitud
de estos valores carece de sentido, pues trastocarian completamente los ajustes realizados para el
ensayo de cizalla simple.
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Figura 4.9: Ajuste para cizalla simple, 0.6
mg/ml - p = 0 Pa, ky = 16.5425 Pa, ky =
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Figura 4.11: Ajuste para cizalla simple, 1.2
mg/ml - p = 0 Pa, ky = 24.3827 Pa, ky =

3.5363.
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Figura 4.12: Ajuste para contraccién vertical,
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Figura 4.13: Contraccién vertical frente a extension horizontal para diversos valores de ko, consi-
derandose tinicamente el término relativo a las fibras en el modelo de Holzapfel.

4.2.3. Steinwachs

En el caso del modelo de Steinwachs, primero se extrae el valor del parametro de pandeo
d, que mejor ajusta la curva de contraccién vertical, puesto que en dicho caso este parametro
domina sobre los otros (k, no influye en la curva obtenida). Se obtiene pues d, = 0.0014 para
ambas concentraciones. Teniendo en cuenta que d, tiene poca influencia en la curva de cizalla
simple, se congela su valor y se realiza el ajuste para los otros tres pardmetros, resultando los
valores k, = 118.4608 Pa, d, = 0.0014, A\; = 0 y ds = 0.0861; y k, = 276.9333 Pa, d, = 0.0014,
As = 0.0455 v ds = 0.0951, respectivamente.

Las figuras 4.14 y 4.16 muestran los ajustes obtenidos en el caso de la cizalla simple, y las
figuras 4.15 y 4.17 aquellos para el caso de la contracciéon vertical. Para la cizalla simple, el modelo
aproxima con gran precision el comportamiento de ambos geles. Es de notar que el pardmetro que
controla la regién de rigidez constante del hidrogel (As) recibe un valor nulo para el de menor
concentracién, obteniéndose un ajuste algo peor que para el de mayor concentraciéon. En realidad,
si bien la curva experimental del gel de 1.2 mg/ml presenta un punto de inflexién alrededor de
v = 0.5, la curva del gel de 0.6 mg/ml lo hace alrededor de v = 0.4, estando pues este ultimo
ajuste fuera del rango dentro del cual el modelo puede aproximar el comportamiento con curvatura
unicamente convexa. Restringiendo el rango de deformaciones a v € [0,0.4] se obtiene un mejor
ajuste con el conjunto de valores x, = 127.1748 Pa, d, = 0.0014, A, = 0.024 y ds = 0.0705, tal y
como ilustra la figura 4.18. Para la contraccién vertical, el modelo rinde resultados mucho mejores
que los obtenidos en las secciones anteriores. En efecto, el modelo aproxima la curva experimental
razonablemente bien para los rangos v € [1,1.05] y v € [1,1.06], respectivamente. Més all4, la curva
experimental pasa a a ser convexa, haciendo imposible que la curva tedrica pueda adaptarse debido
a la naturaleza intrinsecamente céncava de la misma. No obstante, el rango de deformaciones para
el que el ajuste deja de ser bueno no resulta de gran interés en experimentos futuros.
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Figura 4.16: Ajuste para cizalla simple, 1.2
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Figura 4.17: Ajuste para contraccién vertical,
1.2 mg/ml - k, = 276.9333 Pa, d, = 0.0014,
As = 0.0455, d; = 0.0951.
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Figura 4.18: Ajuste para cizalla simple, 0.6 mg/ml, v € [0,0.4] - k, = 127.1748 Pa, d, = 0.0014,
As = 0.024, ds = 0.0705.

4.2.4. Recapitulaciéon

En esta seccion, con el fin de ilustrar las diferencias entre los ajustes proporcionados por los
tres modelos, estos se representan de manera simultanea para los casos de cizalla simple, figuras
4.19 y 4.21; y de contraccién vertical, figuras 4.20 y 4.22. Como se extrae de ellas, el modelo de
Steinwachs es el que mejor estima el comportamiento de los hidrogeles —dentro de los rangos de
deformacion considerados—, no sélo en el conjunto de los dos ensayos, sino también para cada uno
individualmente. El modelo Neo-Hookeano no es adecuado, teniendo en cuenta que presenta un
comportamiento estrictamente lineal bajo cizalla simple, y falla al producir la curva de contraccién
vertical por motivos previamente descritos. El modelo de Holzapfel muestra mejores resultados en
el caso de cizalla simple, aunque peores que aquellos del modelo de Steinwachs, y al igual que
el Neo-Hookeano falla al producir la curva de contraccién vertical. No obstante, el modelo de
Steinwachs presenta algunos fallos de caracter tedrico, experimental y numérico:

= La formulacién del potencial eldstico se hace en principio para una sola fibra, la cual presenta
rigidez nula ante compresién (pandeo). Como consecuencia de promediar el comportamiento
de esa fibra en la esfera unitaria para obtener el comportamiento macroscépico del hidrogel,
el modelo muestra un plateau —rigidez nula— en la regién de compresion, tal y como ilustra
la figura 2.1. La rigidez nula a compresion es fuente de infinitos problemas de caracter
numérico: convergencia, distorsién de malla, pérdida de convexidad, etcétera.

= Fisicamente, el hidrogel es un material bi-fasico, compuesto por gel y fibras. El modelo de
Steinwachs meramente considera la contribucién de las fibras, comportamiento que atribuyen
a la deformacién no-afin entre ambas partes. Esta hipotesis es tanto mas cierta cuanto mayor
es la concentracién de fibras. Antes bien, para hidrogeles con baja concentracién de fibras,
la rigidez del material es comparable a la rigidez de la matriz acuosa. Por tanto, puede que
sea necesario incluir la contribucion de la matriz en el potencial elastico, tal y como hace
el modelo de Holzapfel. Ademéas, en TFM, los beads no se sittian exclusivamente a lo largo
de las fibras, de modo que el movimiento registrado corresponde al compuesto por el gel y
fibras simultaneamente.
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Capitulo 5

Implementacion de la ley de Steinwachs en

ABAQUS

El software de anélisis por elementos finitos ABAQUS cuenta por defecto con diversas relaciones
constitutivas no-lineales, entre las que se encuentran la Neo-Hookeana y la de Holzapfel. Por el
contrario, leyes constitutivas de investigaciéon recientes como la de Steinwachs no se encuentran
implementadas. No obstante, ABAQUS permite la definiciéon de cualquier modelo constitutivo de
complejidad arbitraria a través de la programacion de sub-rutinas de usuario denominadas UMAT.
La programacién de una UMAT ha de seguir las convenciones del lenguaje FORTRAN77 o C. En
el desarrollo de este capitulo se describird el proceso seguido en la concepcion —en FORTRAN77—
e implementacién en ABAQUS de una sub-rutina UMAT para el modelo de Steinwachs, asi como
también se mostraran las pruebas realizadas con el fin de validar dicha implementacién.

5.1. Contexto

El equilibrio de un cuerpo deformable viene dado por la expresiéon escalar fundamental conse-
cuencia de la aplicacién del Principio de Trabajos Virtuales en configuracion espacial,

5W:/a:(5edv—/pb-5udv—/ t-duda=0 (5.1)
v v ov

en donde du denota el desplazamiento virtual, v el volumen actual, p la densidad actual, b el vector
de fuerzas volumétricas, de el tensor de deformaciones lineal virtual, ¢ el vector traccién resultante
del producto entre el tensor de tensiones de Cauchy o y el vector normal a la superficie Ov n. La
expresion (5.1) es no lineal, y en el marco de una discretizacién por elementos finitos tendré que ser
linealizada a través de un esquema iterativo de Newton-Raphson-Kantorovich. Considerando una
soluciéon de prueba ¢y, dicha linealizacién se realiza tomando la derivada direccional del trabajo
virtual en la direccién de un incremento Aw,

SW (ér, ) + DSW (61, 0u)[Au] = 0 (5.2)

En el planteamiento de este esquema iterativo linealizado, ABAQUS emplea la formulacién
Lagrangiana Actualizada o Fuleriana, la cual se basa en la versién espacial del principio de trabajos
virtuales. Expresando en configuracién material las integrales de volumen en (5.1) se tiene,

5W:/ T 69:de/ pob-audV—/ t - duda =0, 55:% Véu+[Véu]"|  (5.3)
|4 1% ov

donde T es el tensor de tensiones de Kirchhoff. En general, las derivadas temporales de los tensores
de tensién no son objetivas, esto es, dependen del sistema de referencia desde el que se observa
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—0* # RoRT, véase el capitulo cuarto de [20] para mds informacién al respecto. Sin embargo, a
la hora de linealizar (5.3), ABAQUS aproxima el término de fuerzas internas mediante la derivada
de Jaumann o derivada co-rotacional, la cual es objetiva,

D [/ T : 5€dV} [Au] :/ Dir : de][AuldV =
\% 1%
_ / [Vou : ey~ W] : Voutr: [[Vou]” vau]| v (5.4)
1%
en donde ¢ es el tensor de elasticidad de Jaumann, que puede obtenerse como,

1
5[5jkm + 0ikTji + 0uTik + STyl (5.5)

siendo ¢ el tensor de elasticidad espacial o Cuarto Tensor de Elasticidad de Cauchy,

JCDJ =Jc+ ]HL Hijkl =

1 1
C= j¢*[c]a Cijkl = jFiIFjJFkKFlLCIJKL (5.6)

en donde se ha empleado la notacién de FEinstein.

A la hora de escribir la sub-rutina UMAT, hay que definir explicitamente el tensor de tensiones
de Cauchy en funcién del tensor gradiente de deformacion, y la matriz de rigidez tangente DDSD-
DE, la cual coincide con la cantidad J¢ ;. Aprovechando las simetrias de ambas magnitudes, éstas
habran de ser expresadas en la versiéon particular de la notacion de Voigt que ABAQUS emplea,

o11 Di111 Diiz2 D1iss Diniz Dins Diies
022 Doo11 Dagaa Dazzs Dazia Daoiz Daoos
o— | 93 DDSDDE — D3311 Dszz2 Dsszz3 Dsziz Dsziz Dssos (5.7)
012 Di211 Diz22 Di2zz Diziz Diziz Digas
013 Di311 Dizz2 Dizzz Diziz Diziz Dizas
023 Do311 Dazos Daszs Dazia Daziz Dazos

5.2. Tensor de tensiones de Cauchy

Recordando la formulacién en configuracién mixta de la ley constitutiva dada en la seccién
2.2.3, el tensor de tensiones de Cauchy puede obtenerse aplicando la operacién de empuje sobre el
Primer Tensor de Piola-Kirchhoff,

1 1 m FeQ | ®eq T
— ~¢,[P] = —~PF i F .
o J(;S [P] N [47r/ / “Feal sin 0dOd¢ (5.8)

aproximandose la integral sobre la superficie de la esfera unitaria mediante el método de cuadratura
de Gauss-Legendre descrito en la seccién 2.2.2.

5.3. Tensor de elasticidad material

A diferencia con el resto, el tensor de elasticidad espacial no puede obtenerse directamente
a través del potencial eldstico. Alternativamente, dicho tensor ha de obtenerse a través de la
relacién que guarda con el tensor de elasticidad material (5.6). Recuperando la expresion (2.15),
puede obtenerse el tensor de elasticidad en configuraciéon mixta como,
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OP(\(F),F) 0P _ /OX oP
A OF ox ~\OF /,  OF (5.9)
que en notacién indicial,
8PZ‘J 8PU o\ 8PZJ
Aikr OFrr O\ <aFkL>Q OF . oL
|Feql|V"(\) —¥'(\) [Feqli[Fealr | , 1
= . T () ——6; 1
(eoseon [ [Feal T M Fean’™] ) 10

Puede probarse ([21]) que los tensores mixto y material se relacionan mediante,

Aigir, = 8iSsr + FinCnymr Fum (5.11)
Haciendo uso de una de las simetrias menores de C, se tiene que,

FinCNompFin = FinCnypyFry — F-C- FT (5.12)

No obstante, el tensor F - C - FT no posee, en general, simetrias menores, por lo que en el
contexto de (5.11) es necesario reflejar dicha transposicion,

k<L
A=¢+ [F -C- FT} » o Ak = &Ggkr + {F -C- FT} I &aer = 0Sy (5.13)

donde la notaciéon k < L indica transposicién entre el par de indices k& y L. Entonces, puede
deducirse una expresién explicita para C a través del despeje de la expresion anterior,

C=F"'.|A-gXel [F1]!, Crixr = Fi;' [A— €&k [FT]; (5.14)

5.3.1. Procedimiento alternativo

Una forma alternativa, quizds més sencilla, de obtener el tensor de elasticidad material, es
mediante la reformulacion de la ley constitutiva en configuracién material. Recordando la definicién
del cuarto invariante en la seccion 2.2.2, puede extraerse que,

I=el - C-eqg=el - F'F eq=|Feq|? (5.15)

observacion que permite reescribir A en términos del tensor de Cauchy por la derecha,

MF)=|Feq| =1 — XC)=(L)"*~1 (5.16)

De este modo, la relaciéon constitutiva en configuracion material resulta,

S=2 <M\(C))> =2 <a\p oA > = (A +1]7" () - [eq ®eql)q (5.17)

aC X oC
Atendiendo a la expresién (2.9), uno puede obtener el tensor de elasticidad material como,
IS(\(C)) oS o\
=P =0 @ (o 1
¢ aC o “\ac/, (5.18)
donde,
95 -2 ’ -1 "
oy = (R W)+ P+ 1T 9] o @ ) (5.19)
ox 1 =
3¢ — A 17 - lea ®eq] (5.20)
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5.4. Validacién de la implementacion

En esta seccidn se presentan algunas pruebas realizadas con el fin de comprobar la validez
de la implementacién. Las pruebas en concreto han sido extraidas de la guia proporcionada por
ABAQUS para la programacién de sub-rutinas UMAT [22]. Pueden distinguirse dos tipos esen-
ciales de pruebas: aquellas disenadas para verificar la implementacion de la ley constitutiva, y
aquellas disenadas para verificar la implementacién del Jacobiano, o matriz de rigidez tangente.
Esta pruebas se efectiian sobre un cubo unitario mallado con un tnico elemento. Los resultados
obtenidos tras la realizacién de las pruebas son entonces comparados con los obtenidos a través de
la implementacién de la ley constitutiva en MATLAB, a fin de verificar que la sub-rutina funciona
correctamente. Los parametros materiales empleados en dichas pruebas son arbitrarios y elegidos
por conveniencia, en concreto, el parametro de pandeo d, se ha elegido con un valor lo suficien-
temente grande como para evitar el plateau caracteristico de la curva de compresién que produce
el modelo de Steinwachs, y asi solventar potenciales problemas de convergencia. El cojunto de
valores empleado es: (Ko, do, As,ds) = (200 Pa, 1,0.01,5).

5.4.1. Verificacion del algoritmo de integraciéon de las tensiones

En estas pruebas se definen todos los desplazamientos existentes en la deformacién en la seccién
de condiciones de contorno. De este modo, la simulacién no depende de la definicién del Jacobiano
va que el tensor gradiente de deformacién estd determinado desde el principio, y la obtencién de
las tensiones es directa.

Extension uniaxial

Se parte del tensor gradiente de deformacién,

15 0 0
F=| 0 10 (5.21)
0 0 1

que proporciona el siguiente tensor de tensiones de Cauchy,

241106 0 0
o= 0 41838 0 [Pa (5.22)
0 0 41838

Los resultados de la simulacién revelan un estado tensional homogéneo idéntico a (5.22), tal
y como ilustra la figura 5.1 en el caso de la componente o11. Aunque por compacidad no se
presenten el resto de figuras, se ha comprobado la coincidencia de las seis componentes de la
tensién de Cauchy.

Extension uniaxial en direccién oblicua

Se parte del tensor gradiente de deformacién,

15 0 0
F=1{0125 1 0 (5.23)
025 0 1

que caracteriza un estado de extensién uniaxial en la direccién [v/21/8]-[0.5,0.125,0.25]7. El tensor
de tensiones de Cauchy asociado es,

24.8369 3.0366 6.0732
o=| 3.0366 4.6281 0.6150 | [Pa] (5.24)
6.0732  0.6150 5.5507
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Los resultados de la simulacién revelan un estado tensional homogéneo idéntico a (5.24), tal
y como ilustra la figura 5.2 en el caso de la componente o13. Aunque por compacidad no se
presenten el resto de figuras, se ha comprobado la coincidencia de las seis componentes de la
tensién de Cauchy.

S, s11

(Avg: 75%)
+2.411e+01
+2.411e+01
+2.411e+01
+2.411e+01
+2.411e+01
+2.411e+01
+2.411e+01
+2.411e+01
+2.411e+01
+2.411e+01
+2.411e+01
+2.411e+01
+2.411e+01

S, S13

(Avg: 75%)
+6.073e+00
+6.073e+00
+6.073e+00
+6.073e+00
+6.073e+00
+6.073e+00
+6.073e+00
+6.073e+00
+6.073e+00
+6.073e+00
+6.073e+00
+6.073e+00
+6.073e+00

‘v

5.4.2.

ODB: UMAT.odb Abaqus/Standard 6.13-3  Fri Sep 04 21:36:30 Hora de

Step: Step-1
Increment  10: Step Time = 1.000

Primary Var: S, S11

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.000e+00

Figura 5.1: 011 en extensién uniaxial.

ODB: UMAT.odb  Abaqus/Standard 6.13-3  Fri Sep 04 22:25:28 Hora de verano romance 2020

Step: Step-1

Increment  10: Step Time = 1.000

Primary Var: S, S13

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.000e+00

Figura 5.2: 013 en extensién uniaxial en direcciéon oblicua.

Verificaciéon de la precision del Jacobiano

En este caso, se define un estado de tensiones en la secciéon de condiciones de contorno con el
fin de obtener los desplazamientos correspondientes.

Traccién-Compresién

Se parte del siguiente estado tensional,
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71545 0 0
0 —3635 0 [Paj (5.25)
0 0 —2.8580

e

asociado al tensor gradiente de deformacion,

12 0 0
F=| 0 08 0 (5.26)
0 0 09

que provoca una traccion en la direccién X, y dos compresiones en las direcciones Y y Z. Los
desplazamientos de tres puntos cualesquiera en cada una de las tres caras frontales recibiran los
valores,

0.2 0 0
ux = 0 ; uy = —0.15 ; Uz = 0 (527)
0 0 —0.1

Los resultados de la simulacién revelan un campo de desplazamientos homogéneo idéntico a
(5.27), tal y como ilustra la figura 5.3 en el caso de la componente uy (direccién Y). Aunque
por compacidad no se presenten el resto de figuras, se ha comprobado la coincidencia de los
desplazamientos en las otras dos direcciones.

U, u2
+0.000e+00
-1.251e-02
-2.501e-02

-15501e-01

Y ODB: UMAT.odb Abaqus/Standard 6.13-3 Fri Sep 04 22:10:36 Hora de verano romance 2020
Step: Step-1
z Increment  10: Step Time = 1.000
X Primary Var: U, U2

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.000e+00

Figura 5.3: Desplazamiento en la direccién Y en un estado de traccion-compresion.
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Capitulo 6

Conclusion

Este Trabajo Fin de Master se ha desarrollado en el seno de una colaboracién con investigado-
res de la Universidad KU Leuven, una oportunidad tnica para contribuir con el trabajo realizado,
aunque humildemente, a un proyecto de gran envergadura: la caracterizaciéon mecanica de hidroge-
les de coldgeno que aproximen con precisién las especificidades de la llamada matriz extracelular,
entorno hospedador de la célula y factor determinante en su evolucién; un pilar fundamental en
el estudio de la técnica TFM. Desde un punto de vista personal, la consecucién de este trabajo
ha supuesto un notable complemento a los conocimientos adquiridos durante el transcurso de mis
estudios universitarios, debido a que ha requerido el estudio profundo de conceptos avanzados de
la mecanica del s6lido deformable, desde meras intuiciones fisicas hasta desarrollos matematicos
complejos y abstractos.

En esta seccion final se expone una recapitulacion de los principales resultados y observaciones
presentados en el trabajo, asi como las futuras tareas que siguen al mismo.

6.1. Resumen de los resultados

Se han ajustado con éxito los datos experimentales provenientes de los ensayos de cizalla simple
y contracciéon vertical frente a extensioén horizontal —efecto Poisson—, obtenidos por colaboradores
en la Universidad de Lovaina, empleando tres leyes de comportamiento hiperelasticas: Neo-Hook,
Holzapfel y Steinwachs. De los resultados se extrae que, aparentemente, la mejor opcién para la
caracterizacion de los hidrogeles es el modelo de Steinwachs. El modelo Neo-Hookeano falla a la
hora de capturar el comportamiento no-lineal de los hidrogeles al mostrar una dependencia lineal
entre la tensiéon y la deformacién de cizalla. Si bien el modelo de Holzapfel solventa este problema
—ajusta con precisién dicha curva—, sélo lo hace parcialmente, ya que falla por completo, al
igual que la ley Neo-Hookeana, al predecir la curva de contraccién vertical. Se ha verificado que la
influencia del término de Holzapfel en la obtencion de la tltima es insignificante en comparacién con
la del término Neo-Hookeano, por lo que ambos modelos producen curvas casi idénticas. El modelo
de Steinwachs es el tinico que logra capturar con relativa precisiéon la curva de contraccién vertical,
a la vez que ajusta fielmente la curva de cizalla simple. No obstante, este tltimo presenta algunos
problemas que dificultan su implementacién en problemas de mayor envergadura. El modelo de
Steinwachs se cimenta sobre la asunciéon de que en un hidrogel la deformacién de fibras y matriz se
produce de forma independiente. Bajo esta hipotesis, el potencial elastico del hidrogel se concibe
como el promedio de los potenciales elasticos de todas las fibras, excluyéndose la contribucion de
la matriz acuosa. En este sentido, debido a que la rigidez de una fibra a compresién se establece
practicamente nula —la fibra pandea—, el comportamiento promedio que ofrece el modelo muestra
también rigidez nula ante compresién. La rigidez nula a compresién es fuente de abundantes
problemas de cardcter computacional: convergencia, distorsion de malla, pérdida de convexidad,
entre otros. Asimismo, la hipétesis de deformaciones afines sélo es valida si la concentracién de
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fibras es lo suficientemente grande. En caso de que la concentracién de fibras sea pequena, la rigidez
general del hidrogel serd comparable a la de la matriz, y entonces seria necesario considerar la
contribucién de la misma en el comportamiento general del material.

6.2. Trabajos futuros

Los siguientes pasos a desarrollar en el marco de esta colaboracién son:

= Corroboracién de la participacién de la matriz en la deformacion de los hidrogeles, sirviéndose
de datos correspondientes a ensayos de compresion que se espera recibir de Lovaina en el
futuro préximo. Ademas, se espera recibir informacién acerca de la deformacién de las fibras
en el interior del gel, para asi poder verificar la hipotesis de deformaciones afines.

= Desarrollo de un modelo que caracterice mejor el comportamiento del término de la fibra, a
partir de los modelos de Holzapfel y Steinwachs, y que también incluya la contribucién de la
matriz en la definiciéon de la funcién densidad de energia de deformacién. En consecuencia, se
espera poder conseguir mejores ajustes de las curvas experimentales en un rango mas amplio
de deformaciones, incluyendo la regiéon de compresiéon. Este nuevo modelo seria por si mismo
una contribucién interesante en el campo de la TFM.

= Una vez que el modelo se encuentre definido, y comprobadas las mejoras que conlleva, se
adaptara la sub-rutina UMAT ya escrita para que incluya dicha ley constitutiva.

= Utilizacién de la subrutina desarrollada para su uso en problemas reales de TFM, en colabo-
racién con la Universidad KU Leuven, para la investigacién del microentorno mecénico de
células ante diversas condiciones fisiologicas.
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