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Resumen

N este proyecto se explora el proceso de planificacién y guiado 6ptimos de la trayectoria de
E un vehiculo lanzador multietapa. Para la definicion de la trayectoria 6ptima de referencia se
utiliza un método de colocacién indirecto, aplicando la Teorfa de Control Optimo, formulando
el Principio del Minimo de Pontryagin y resolviendo numéricamente el problema de contorno
resultante. El sistema de guiado se ha basado en el desarrollo y la sintonizacién de controladores
LQR de horizonte finito, con término integral y sistema anti-windup. Por tltimo, se han evaluado las
prestaciones del sistema completo sometido a distintas combinaciones de perturbaciones y errores
de modelado, obteniendo resultados satisfactorios.






Abstract

N this project the process of development of the optimal trajectory planning and guidance of a
multistage rocket is explored. To define the optimal reference trajectory an indirect transcription
method is used, by first utilizing the Optimal Control Theory, formulating Pontryagin’s Minimum
Principle, and then numerically solving the resulting boundary value problem. The guidance system
is based on the development and tuning of finite-horizon LQR controllers, including integral terms
and an anti-windup system. Lastly, the performance of the overall system has been assessed, obtaining
successful results.
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Notacion

Adjunto asociado al estado x

Altitud

Altitud promedio de operacién

Area de salida de la tobera

Angulo de ataque

Angulo de deflexién de la tobera

Angulo del empuje respecto a la horizontal
Angulo de trayectoria

Angulo limite de deflexién de la tobera
Angulo limite de direccién de empuje
Aproximadamente

Aproximadamente igual

Coeficiente de resistencia aerodindmica
Constante

Constante masica de la Tierra

Coste corriente

Coste terminal

Densidad

Desviacion tipica de la variable x
Distancia horizontal recorrida
Distribucién gaussiana para la variable aleatoria x, de
media m, y varianza ¢

En cualquier otro caso

Empuje

Energia especifica

Error relativo de la variable x

Factor de atenuacion del método de continuacién
Funcién objetivo

Funcién vectorial de la dindmica del sistema
Gasto mésico

Giro maximo permitido por la tobera
Gravedad

Gravedad estdndar a nivel del mar
Hamiltoniano

Implica

Impulso



Notacion

L, Impulso especifico

L Lagrangiano

m Masa

My, Masa del fairing

m, Masa de propulsante

m Masa estructural

My Masa total de la etapa

M, Masa total del vehiculo

A Matriz A

0, Matriz de ceros de dimensién m X n

diag (x) Matriz diagonal a partir del vector x

I, Matriz identidad cuadrada de dimensién n x n

max f Maximizar la funcién f

agy Pardmetro a a nivel del mar

alll Pardmetro a de la etapa j

a; Pardmetro a del tramo i

a, Pardmetro a de referencia para adimensionalizacién

e Pardmetro a en vacio

a. Pardmetro a ponderado en el método de continuacién

a Parametro a promediado entre etapas

Vx Para todo x

w Peso

N Poblacién muestral del andlisis de Monte Carlo

Ly Porcentaje del rango de control disponible en la etapa 1

durante la optimizacién

p Presion

q Presion dindmica

Rg Radio de la Tierra

D Resistencia aerodindmica

I. Restricciones

v Restricciones al estado final

& Siy s6lo si

Sy Superficie frontal

L Sustentacion

arg min f Valor de la variable x dentro del intervalo I que minimiza
xel la funcién f

X Variable x adimensional

x* Variable x optima

u Vector de control u

X Vector de estados x

v Velocidad

V, Velocidad de salida de los gases de la tobera

t Tiempo

Loort Tiempo del tramo de ascenso vertical

tpo Tiempo de Pitch-over

g0 Tiempo de quemado

Ir Tiempo final

ty Tiempo inicial

xel x perteneciente al intervalo /



AWGN Additive White Gaussian Noise.

E1 Etapa 1.

E2 Etapa 2.

E3 Etapa 3.

ECEF Earth-Centered Earth-Fixed.
ESA European Space Agency.

GNC Guidance, Navigation and Control.

GNSS Global Navigation Satellite System.

GPS Global Positioning System.
GT Gravity Turn.

ISA International Standard Atmosphere.

LEO Low Earth Orbit.
LQR Linear Quadratic Regulator.
LTV Linear Time-Variant.

NASA National Aeronautics and Space Administration.

NLP Non-Linear Programming.
OCP Optimal Control Problem.
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1 Introduccion

1.1 Motivacion

Resulta innegable el crecimiento sostenido que la industria espacial ha estado experimentado en la
ultima década y que, segtin indican las previsiones [1], seguird manteniendo durante los préximos
afios con un desarrollo acelerado. Esto se traduce en una mayor cadencia de lanzamientos espaciales
anuales, tal y como se aprecia en la Figura 1.1.
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Figura 1.1 Lanzamientos espaciales anuales. Fuentes (editada): [2, 3].

Hitos como el fin de la Carrera Espacial [4] o el final de la Guerra Fria [5], supusieron un aparente
receso en el sector espacial, hasta entonces altamente militarizado y con visiones fundamentalmente
de caracter politico y geoestratégico. No obstante, esto genera un nuevo paradigma hasta entonces
inexplorado: la diversificacién y comercializacion del espacio [6], lo cual despierta de nuevo el
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interés publico y privado por el sector, buscando nuevas aplicaciones, servicios y beneficios para la
sociedad y abriendo nuevas oportunidades desde el punto de vista comercial.

En los tltimos afios se ha gestado un escenario propicio para el desarrollo de miltiples aplicaciones
con beneficio directo para la vida en la Tierra. En parte, esto es debido gracias al despliegue de
constelaciones de satélites para posicionamiento como GPS [7], GLONASS [8], Galileo [9] o Beidou
[10]; para comunicaciones, como las redes de Starlink [11] o OneWeb [12]; o para monitorizacién
de la Tierra [13], cruciales en la lucha contra el cambio climatico, control de inundaciones, extincion
de incendios, operaciones de rescate, servicios de meteorologia, etc. Todo ello sin dejar de lado
las misiones cldsicas de exploracion espacial e interplanetarias, tanto auténomas como tripuladas,
como puede ser el ambicioso Programa Artemis [14].

Otro hecho relevante es la irrupcion del sector privado y la reduccion de costes como proveedores
independientes de sistemas de lanzamiento para otras empresas, basdndose en la reusabilidad de sus
vehiculos. SpaceX [15], Rocket Lab [16], Virgin Orbit [17] o la startup espaiiola PLD Space [18]
son claros ejemplos de esta tendencia. También existe un nuevo nicho de mercado que pretende
explotar el turismo espacial y los vuelos suborbitales, con referentes como Virgin Galactic [19] o
Blue Origin [20].

Toda esta fuerte financiacidon procedente de ambos sectores, publico y privado, nos empujan a
asistir a una nueva revolucion espacial sin precedentes en las décadas venideras, donde la innovacion,
la bisqueda de nuevos recursos y tecnologias mas eficientes y amigables con el medio ambiente,
asi como el innato interés cientifico del ser humano serdn los motores del progreso.

Histéricamente, los viajes espaciales siempre han estado asociados a complejidad y riesgo,
especialmente en sus origenes. Hoy en dia, esto no deja de ser verdad. Si bien es cierto que los
protocolos, los procedimientos y la tecnologia en general han avanzado drésticamente desde la
década de los 50, todavia existen misiones que acaban en fracaso. De hecho, de acuerdo con [21],
alrededor del 7% de los lanzamientos realizados entre los afios 2 000 y 2 014 resultaron fallidos.
Aunque la mayoria de estos eventos tuvieron su origen en problemas asociados al sistema propulsivo
(Figura 1.2), un nada desdefiable 25 % de los casos fracasaron debido a fallos en el sistema de
guiado, navegacion y control (GNC), siendo un elemento critico de los sistemas lanzadores.

B Propulsién B GNC m Separacidn Estructura

Figura 1.2 Causas de lanzamientos fallidos entre los afios 2 000 y 2 014. Datos: [21].

En otros medios de transporte, un error en la planificacién o el guiado puede implicar demoras o
ciertas penalizaciones en el nivel de seguridad de la operacién, en el peor de los casos. Sin embargo,
como se ha visto en el caso del sector espacial, esto puede suponer la pérdida total de la misién
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(como el reciente [22]) o implicar incrementos inasumibles en el coste para realizar correcciones de
insercion en 6rbita. Es evidente, por lo tanto, que una planificaciéon y un guiado de la trayectoria
adecuados es crucial para minimizar los costes operativos, incrementar la rentabilidad y asegurar el
éxito de la mision.

1.2 Obijetivo y alcance del proyecto

En este proyecto se abordan las fases de disefio para la planificacién y guiado de una trayectoria de
un vehiculo lanzador multietapa mediantes técnicas de control 6ptimo, adoptando un enfoque bidi-
mensional del problema, con un modelo puntual del cohete y una dindmica simplificada constituida
por cuatro variables de estado (velocidad, altitud, masa y dngulo de trayectoria) y una variable de
control (direcciéon de empuje).

En primer lugar, se elige un lanzador de referencia (Vega C) del que se obtienen sus parimetros
caracteristicos como el nimero de etapas, valores de empuje en vacio por etapa, impulsos especificos,
tiempos de quemado, etc., y se infieren aquellos que no estan disponibles, generando un modelo
propulsivo y aerodindmico sencillos. Existen fases propulsadas y fases de vuelo balistico de tiempos
de operacion prefijados, por lo que se subdivide la trayectoria en tramos caracterizados por distintos
pardmetros. Una parte interesante de la planificacién consiste en determinar precisamente los
tiempos de operacion de cada tramo. Para este trabajo, estos tiempos se consideran dados y se
utilizan valores caracteristicos de una misién tipica.

A continuacidn, se busca generar una trayectoria 6ptima de referencia resolviendo un problema
de optimizacidn sujeto a restricciones, con el objetivo de maximizar la energia mecdnica especifica
de las tres primeras etapas en el instante final. El problema se aborda con un método indirecto, es
decir, se formulan las condiciones necesarias de optimalidad, de acuerdo a la Teoria de Control
Optimo. Posteriormente, se resuelve numéricamente el problema de contorno resultante mediante
un método de colocacién programado en MATLAB®. Este tipo de mecanismos de resolucién es
muy sensible a iterantes iniciales, por lo que se requiere de técnicas de continuacién para asegurar
la convergencia de un problema complejo.

El siguiente paso consiste en disefiar un sistema de guiado de alto nivel que permita al vehiculo
seguir la trayectoria de referencia a pesar de encontrarse sometido a perturbaciones como pueden ser
el error debido a la imprecisién inherente a la estimacién de las condiciones iniciales, la existencia
de réfagas, el propio ruido de los sensores o la influencia de la dindmica no modelada.

Respecto a la adquisicion de sefiales, se asume que los estados son perfectamente medibles, sin
necesidad de disefiar un observador que los reconstruya. Para simular la influencia del ruido se
afiade un ruido blanco gaussiano aditivo de caracteristicas dependientes de los sensores empleados.
En este caso, se usan valor tipicos de error del sistema GPS para la estimacion de la velocidad,
altitud y dngulo de trayectoria.

No obstante, en un caso real, las sefiales ruidosas se someten a un preprocesado, incluyendo
filtrado y acondicionamiento inicial, de forma que estos efectos son mitigados antes de llegar al
controlador. De hecho, suelen existir varias fuentes de informacién redundantes (como puede ser
una unidad de medidas inerciales) que se hibridan mediante un filtro disefiado apropiadamente
para obtener una mejor solucién de posicionamiento y poder reconstruir los estados con una mayor
precision. Estas consideraciones, que mejoran significativamente las prestaciones del sistema, no se
han incluido en el andlisis, queddndonos con un caso mds desfavorable.

Otro aspecto importante a tener en cuenta es la tasa de refresco de los sensores. En este caso se
ha supuesto que a cada iteracion del cdlculo de la ley de control, se dispone de una nueva medida
para su uso. Sin embargo, en un sistema real, esto estaria limitado por la frecuencia de sensado. En
el caso de un sistema de posicionamiento por satélite esta frecuencia se encontraria en el orden de 1
Hz.



Capitulo 1. Introduccién

El sistema de guiado se basa en tres controladores LQR para las fases propulsadas, incluyendo
términos integrales para facilitar el seguimiento de la referencia y un sistema anti-windup para
mitigar los problemas derivados de la saturacién.

Tras la formulacién, los pardmetros que definen la respuesta de los controladores son sintonizados
mediante simulaciones con un barrido y un andlisis de sensibilidad. El criterio se mantiene en
la maximizacion de la energia mecdnica especifica al término de la operacién, y minimizando el
incumplimiento de las restricciones impuestas.

Finalmente, se evaltdan las prestaciones del sistema global haciendo uso de técnicas estadisticas
de Monte Carlo para una amplia bateria de casos, presentando resultados y ofreciendo propuestas
de mejora.

1.3 Estructura del documento

El documento se estructura de la siguiente manera:

* Enla Seccion 2 se describe el cohete multietapa de referencia utilizado a lo largo de proyecto:
el lanzador europeo Vega C.

* En la Seccién 3 se plantean las hipdtesis sobre las que se fundamenta el resto del trabajo y se
modela la dindmica bésica del vehiculo.

* En las Secciones 4 y 5 se formula un problema de optimizacién para la planificacion de la
trayectoria y se resuelve de forma numérica mediante un método de colocacién indirecto,
respectivamente.

* En la Seccién 6 se formula el problema de guiado, desarrollando un sistema de control LQR
con término integral y anti-windup.

* En la Seccién 7 se realiza la sintonizacién de los controladores, ajustando los pardmetros
mediante barridos y andlisis de sensibilidad ante una serie de fuentes de error tipicas.

* En la Seccion 8 se evalda el desempefio global del sistema mediante andlisis de Monte Carlo
y se presentan los resultados.

 Finalmente, en la Seccion 9 se presentan las conclusiones del trabajo y se argumentan varias
propuestas de mejora para un futuro desarrollo.

Todos los cdlculos, simulaciones y resultados presentados en este trabajo han sido obtenidos con
la herramienta matematica MATLAB®. Los diagramas de flujo de los scripts desarrollados pueden
ser consultados en el Apéndice A.

Adicionalmente, en el Apéndice B se recogen las tablas generadas tras los barridos de pardmetros
para la sintonizacién de los distintos controladores.
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L cohete de referencia elegido es el Vega C (Consolidation). En esta seccion se describen

las generalidades del vehiculo, sus caracteristicas aerodindmicas, propulsivas y mésicas, de

utilidad para la resolucién del problema, asi como sus prestaciones y su perfil tipico de ascenso. Por

dltimo, se realizan célculos de pardmetros derivados con la informacién disponible y se recopilan
todos los datos.

2.1 Generalidades

El Vega C (Figura 2.1) es la nueva version del lanzador ligero de pequefios satélites disefiado por
AVIO para Arianespace y supervisado por la ESA. Actualmente se encuentra en las dltimas fases
de disefio y produccién y tiene planificado el vuelo inaugural para el afio 2022. Respecto a su
predecesor, el Vega, se busca incrementar sus prestaciones, ser capaz de enviar multiples cargas
de pago y mas pesadas a distintas 6rbitas en un solo lanzamiento, por el mismo coste [23, 24].
Ademads de poner en 6rbita pequefios satélites, el Vega C serd empleado como lanzador del primer
vehiculo orbital reusable europeo, el Space Rider [25], y para aplicaciones al orden del dia, como la
eliminacién de basura espacial [26].

Elim = ==E L

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Fairing
(P120C) (240) (29) (AVUM+)

Figura 2.1 Vega C. Fuente (editada): [27].

El vehiculo [27] consta de 4 etapas. Las 3 primeras son de propulsante sélido y, la dltima, de
propulsante liquido. Este andlisis se centrard en la optimizacién de la trayectoria de las primeras 3
etapas, de tiempo de operacidn fijo, cuyo objetivo consiste en dejar a la dltima etapa lo més cerca
posible de la 6rbita deseada, tanto en altitud como en velocidad y actitud. La cuarta etapa se encarga
de hacer el ajuste fino y completar la inyeccion en la érbita objetivo, con los pardmetros necesarios,
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por medio de una o varias igniciones controladas'. Al finalizar la misién, esta tltima etapa también
es la encargada de efectuar la reentrada.

2.2 Caracteristicas

Las caracteristicas principales de los distintos elementos del Vega C, extraidas del manual de usuario
[27], se recogen en las Tablas 2.1 - 2.6. Nétese que solo se han incluido los pardmetros de cada uno
de ellos que resultan de interés para el problema que se plantea.

Tabla 2.1 Caracteristicas de la primera etapa del Vega C.

Etapa 1 (P120C) Simbolo Valor  Unidad

Didgmetro  dl! 3.4 m

Area frontal Sg}] 9.08 m?
Masatotal  m) 155027 kg

Masa de propulsante mE,I] 141634 kg

Masa estructural le] 13393 kg

Gasto mdsico rill) 1043.73  kg/s

Empuje médximo en vacio E,Lﬂlx,mc 4323 kN
Impulso especifico en vacio IS[II,]MC 279 S
Tiempo de quemado tl[)]O] 135.7 S

Deflexién maxima de tobera 51[;1]1 5.9 deg

Tabla 2.2 Caracteristicas de la segunda etapa del Vega C.

Etapa 2 (Z40) Simbolo Valor Unidad

Didmetro d? 2.4 m

Area frontal st 4.52 m?
Masatotal  mo 40477 kg

Masa de propulsante ml[,,z] 36239 kg

Masa estructural my 4238 kg

Gasto mésico rinl? 390.09  kg/s

Empuje méximo en vacio E,[,ﬂx_’vac 1304 kN
Impulso especifico en vacio 15[12,]7‘,“‘. 293.5 S
Tiempo de quemado t[[j)] 92.9 s

Deflexién méaxima de tobera 51[;]1 5.9 deg

1Al ser una etapa de propulsante liquido, permite mdltiples reencendidos de la misma, proporcionando una gran
versatilidad, pero una mayor complejidad técnica.
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Tabla 2.3 Caracteristicas de la tercera etapa del Vega C.

Etapa3(Z9) Simbolo Valor Unidad

Didmetro dP! 1.9 m
Area frontal S?} 2.84 m?
Masatotal ~ mj 12000 kg
Masa de propulsante mE] 10567 kg
Masa estructural m?] 1433 kg
Gasto mdsico il 88.35 kg/s
Empuje méximo en vacio E,E’[],”ac 317 kN
Impulso especifico en vacio Is[i,],vac 2959 S
Tiempo de quemado tl[fol 119.6 S
Deflexién médxima de tobera 51[;]1 6 deg

Tabla 2.4 Caracteristicas de la cuarta etapa del Vega C.

Etapa 4 (AVUM+) Simbolo Valor Unidad

Didmetro d 2.18 m
Area frontal SEfH 3.73 m?
[4]

Masa total m 1438 kg

Tabla 2.5 Caracteristicas del fairing del Vega C.

Fairing Simbolo Valor Unidad

Didmetro ds, 3.317 m
Area frontal S g, 8.64 m?
Masa total My, 860 kg

Tabla 2.6 Caracteristicas de la carga de pago del Vega C.

Carga de pago Simbolo Valor Unidad

Carga maximaa LEO  mpy 1z 3300 kg
Carga méximaa PO mp; pp 2300 kg

Carga mdxima a SSO  mp; 550 2200 kg
Carga de pago considerada mpy, 3300 kg

El 4rea frontal, la masa estructural y el gasto masico de cada etapa han sido calculados con las
expresiones (2.1), (2.2) y (2.3), respectivamente.

nd?
my = my—m, (2.2)
. mp
m=— (2.3)
Tho

En la Tabla 2.6 se muestran los valores méximos de la carga de pago que el lanzador es capaz de
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poner en Orbita en funcién de la misién. Como referencia, se ha elegido el caso mas desfavorable
para el tramo inicial de ascenso, es decir, el maximo valor para una carga con destino a la érbita
baja terrestre (LEO), despreciando la masa de posibles adaptadores para fijar la carga. No obstante,
tal y como se refleja en el manual de usuario [27], el perfil de ascenso inicial para las 3 primeras
etapas no se ve afectado especialmente ni por la carga ni por la mision especifica, siendo la cuarta
etapa la que juega el papel de corrector de la trayectoria final.

En definitiva, la masa total del vehiculo sera:

4
My=Y mi +mp, +mp, = 212302 kg 2.4)
=1

2.3 Correccion de empuje

En el modelo desarrollado en este trabajo, se asume un empuje medio constante para cada etapa
(Hipétesis 4). No obstante, los datos de empuje proporcionados por el manual son valores mdximos
en vacio, lo cual corresponderia con el valor de pico mostrado en la Figura 2.2. En esta figura
se observa la evolucidn tipica del empuje en vacio de un motor cohete de propulsante sélido, la
cual varia en funcién de la geometria y, en definitiva, del drea de quemado en cada instante del
propulsante. El autor [28] divide temporalmente la operacién en 5 fases. La primera fase suele tener
el valor més elevado, lo cual es beneficioso a baja altura, con el cohete en posicién vertical, para
ganar velocidad lo antes posible y disminuir las pérdidas gravitatorias. Al adquirir cierta velocidad,
la resistencia aerodindmica pasa a ser el factor dominante, por lo que en la segunda fase se reduce
drasticamente la aceleracion para evitar sufrir dafios estructurales debido a una presién dindmica
excesiva. Tras superar el punto critico de mdxima presion dindmica, la influencia de la atmdsfera
empieza a decaer, siendo posible aumentar el empuje hasta un valor aproximadamente constante
durante la fase 3. Por dltimo, a medida que se expulsa todo el propulsante, el nivel de empuje baja
hasta el apagado del motor durante las fases 4 y 5.

7000
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4000

3000 |

—— e ] ——

Vacuum thrust [kN]

2000 |

Phase 1
Phase 5

1000

Phase 3

Phase 2

Phase 4

0 160

e e - R B R R et o

0 20

i
o

60 80 100 120 1
Time [s]

Figura 2.2 Evolucion temporal tipica del empuje de un motor cohete de propulsante sélido en vacio.
Fuente: [28].
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Por lo tanto, como se puede observar, el valor maximo de empuje en vacio dista de ser repre-
sentativo del valor medio de empuje que desarrolla el motor a lo largo de su tiempo de quemado.
Para obtener el valor medio de empuje en vacio se calcula un promediado, es decir, se parte de la
definicién del impulso total (4rea bajo la curva empuje-tiempo), asumiendo el impulso especifico
en vacio constante (Hipétesis 5):

Ivac = Isp,vacmng (25)

y se divide entre el tiempo total de quemado:

Ly
E,. =~ (2.6)

vac
tbo

Para dotar de un mayor realismo al modelo, la primera etapa se divide en dos niveles de empuje:
méximo durante los 10 segundos iniciales (z,,,,) que dura el ascenso vertical (Hip6tesis 11) y empuje
medio para el resto del tiempo hasta el quemado total. De esta forma, el empuje medio del segundo
tramo de la etapa 1 se modifica, resultando:

I\LL]L —1 El[l’}jlx vac
Bib = tyer Ennbsyac + (thy —tyer) Evee =>  Epgh = =2 —en 5% 2.7)

tbo —lyert

Los valores de empujes medios en vacio de las distintas etapas se recogen en la Tabla 2.7. Como
es natural, estos resultan ser inferiores a los maximos.

Tabla 2.7 Empujes medios en vacio por
etapa.

El [kN]  EZL[kNT  E[L [KN]

2739 1122.8 256.4

Es bien sabido que el empuje de un motor cohete es dependiente de la altitud [29], de forma que
su valor es inferior a baja altitud. Del articulo de Dumont [28] se deduce que la penalizacién de
empuje a nivel del mar, respecto a su valor en vacio, se encuentra en torno al 12.6 %. Asumiendo
este valor, los empujes medios a nivel del mar por etapa toman los valores de la Tabla 2.8. De igual

forma, el empuje maximo de la primera etapa, E ) también se verd afectado, reduciéndose hasta

max,SL>
los 3778 kN.

Tabla 2.8 Empujes medios a nivel del
mar por etapa.

E N EZ Ny ER) [k

2393.8 981.3 224.1

Para obtener la ley de variacion del empuje con la altitud, se parte de la ecuacién de empuje de
un cohete [30]:
E =mV; +As(ps_p) (2.3)

donde Vi, A, y p, son la velocidad, drea y presion de salida de la tobera, respectivamente. La presion

exterior p variard con la altitud de acuerdo al modelo de atmésfera (3.5), desarrollado mds adelante.

La ecuacion (2.8) se puede reescrbir en funcion del empuje medio en vacio como:

E=E,.—Ap (2.9)
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Asimismo, del empuje a nivel del mar se obtiene:

Evac — ESL

ESL = Ev Dst

—A;pg = A= (2.10)

ac

Combinando las expresiones (2.9) y (2.10) se llega a una ley de evolucién del empuje medio en
funcién de la altitud y los pardmetros del problema:

E(h) =E . — (Evac - ESL)ﬂ (2.1

PsL

Para calcular los empujes medios en el punto de operacién de cada etapa se necesita la altitud
media de operacion. En una primera aproximacién se pueden tomar como referencia las altitudes
descritas en el manual de vuelo. Asi, haciendo uso de la ecuacién (2.11) y el modelo de atmdsfera
exponencial para la presion (3.5), se llegan a los valores mostrados en la Tabla 2.9.

Tabla 2.9 Aproximacién de altitudes y empujes medios operacionales por
etapa.

hll, km]  EW[kNT A, (km]  ERV[KNT Al (km]  EB[KN]

30 2732.8 90.5 1122.8 156.5 256.4

Para mejorar la exactitud de los valores de empuje, se debe iterar resolviendo el problema de
optimizacion de trayectoria completo y aplicar la expresion (2.12), la cual se deduce de la Figura
2.3, de manera andloga al procedimiento de cdlculo del empuje medio en vacio.

" h(r)dt
havg - fto ( ) (2.12)
Iy—1y

avg

min

—
(==
i

Figura 2.3 Esquema de célculo de la altitud media.
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2.4 Perfil de ascenso: tramos

De acuerdo con el manual de usuario [27], no existe propulsion a lo largo de toda la trayectoria
de ascenso, sino que existen una serie de intervalos de tiempo en los que el vehiculo sigue una
trayectoria balistica (coasting) y no hay control del mismo. Asi, se puede dividir la trayectoria en
8 tramos, contando con un tramo inicial O de ascenso vertical, cuyos pardmetros se recogen en la
Tabla 2.10.

Tabla 2.10 Pardmetros del cohete dependientes de cada tramo.

Etapa | Tramoi | 1y, [s] #;;[s] E;[kN] s, [kg/s] mg, kgl S;;[m?] &y, [deg]

0 0 10 3778 1043.7 0 9.08 5.9

1 1 10 1357 2732.8 1043.7 0 9.08 59
2 135.7 142 0 0 13393 9.08 -

’ 3 142 2349 11228 390.1 0 8.64 59
4 234.9 245 0 0 4238 8.64 -
5 245 249 0 0 860 8.64 -

3 6 249 368.6 256.4 88.4 0 3.73 6
7 368.6 417 0 0 1433 3.73 -

Cabe destacar que 1) ; y 77; hacen referencia a los instantes globales de inicio y fin de tramo, m,;
corresponde con la masa estructural que se libera al final del tramo i, y Sy ; se trata del drea frontal
del subvehiculo en el tramo i, es decir, la mdxima superficie de todas las etapas todavia presentes en
el tramo, incluyendo el fairing. Los tramos de coasting, por su parte, se han modelado como tramos
de empuje y gasto mdsico nulos.

Asimismo, el pardmetro m,; hace referencia a la masa estructural eyectada al final del tramo i,
por lo que solo es mayor de cero cuando coincide con el final de una etapa o con el instante de la
separacion del fairing.

Respecto a la eyeccidn del fairing, deberia producirse cuando el flujo térmico debido al roza-
miento del aire es inferior a 1 135 W/m?, con el objetivo evitar posibles dafios a la carga de pago.
Esta situacion suele producirse muy préxima a la ignicion de la etapa 3 (inicio del tramo 6). Por
simplicidad, se ha hecho coincidir con este evento.

Por dltimo, es necesario recalcar que en el problema de optimizacién que aqui se plantea, los
instantes de encendido de los motores, asi como de la separacion de las distintas etapas, estdn fijados
(Hipdtesis 12) y se toman de referencia los valores de un ascenso tipico del manual.






3 Modelado de la dinamica

N esta seccidn se presentan las hipdtesis y simplificaciones que se han llevado a cabo a la hora
de abordar el problema y se desarrollan las ecuaciones dindmicas que describen el movimiento
del vehiculo.

Figura 3.1 Esquema de fuerzas del modelo propuesto.

En la Figura 3.1 se presenta un esquema de las fuerzas que actdan sobre el cohete que servird
de base para la justificacion de algunas de las hipdtesis planteadas y la posterior formulacion del
modelo. Sobre el vehiculo actian 3 fuerzas: el empuje (E), la resistencia aerodinamica (D) y el
peso (W). En la imagen también se representa el vector velocidad (v), el cual permite la definicién
de una serie de angulos:

» Angulo de trayectoria, : 4ngulo formado entre el vector velocidad y la horizontal.

« Angulo de ataque, o dngulo formado entre el eje longitudinal de referencia del vehiculo y el
vector velocidad.

» Angulo de deflexién de la tobera, 8: angulo formado entre el vector empuje y el eje longitudinal
del cohete.

+ Angulo o = & + §: 4ngulo formado entre el vector empuje y el vector velocidad. Se trata de
una variable de control virtual de alto nivel elegida como grado de libertad del problema, la
cual facilita enormemente la formulacién del mismo. Si se implementara adicionalmente un
control de bajo nivel, se deberia incidir sobre el dngulo de deflexién de la tobera J.

13
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3.1 Hipotesis

3.1.1 Generalidades

Hipotesis 1 Tierra plana inercial

El sistema de referencia elegido es un sistema de Tierra plana inercial, donde el eje x se corresponde
con la distancia horizontal recorrida y, el eje A, la altitud sobre el nivel medio del mar, de forma
que todo el movimiento estd contenido en el plano x — 4. Esta hip6tesis no es admisible para una
aplicacidn real, pero permite obtener una primera aproximacién con un modelo sencillo, aportando
informacion cualitativa sobre el comportamiento del vehiculo a lo largo de la trayectoria.

Esta simplificacién implica que no se considera el efecto de la rotacién de la Tierra, ni la influencia
de la ubicacién del centro de lanzamiento, ni las posibles restricciones impuestas por la inclinacién
de la 6rbita objetivo. Tampoco se modelan las fuerzas de inercia de Coriolis y centrifuga, propias
de utilizar un sistema de referencia no inercial, como el ECEF (Earth-Centered Earth-Fixed). Por
ultimo, el modelo se reduce a una Gnica variable de control, un dngulo: la direccién del empuje
contenida en el plano’.

Hipétesis 2 Modelo puntual

El modelo del lanzador es un modelo de punto, es decir, se desprecia la dindmica de la actitud,
considerando que todas las fuerzas se aplican en el centro de masas y no existen pares asociados.

Hipdtesis 3 Modelo gravitatorio constante por etapa

El vector aceleracion de la gravedad se ha definido como constante para cada etapa y de sentido
contrario al eje /. Se puede obtener un modelo sencillo de la variacién de la gravedad con la altitud
mediante la expresion:
- G.1)
(Rg + 1)
donde g = 398600.4 km?/s? es una constante masica de la Tierra y Rg = 6378.14 km es el radio
medio terrestre.
En la Tabla 3.1 se recogen las aproximaciones de los valores de la aceleracion de la gravedad

medios utilizados inicialmente para cada etapa segtn las altitudes de operacion recogidas en el
manual [27].

Tabla 3.1 Aproximacion de altitudes y valores de gravedad medios por
etapa.

hie [km] gl [kN] A2, (km] g [kN] A, [km] gB [kN]

30 9.7067 90.5 9.5260 156.5 9.3346

De forma equivalente a los empujes medios por etapa, estos valores convergen a otros mds
precisos resolviendo iterativamente el problema y recalculando las altitudes promedio de operacién
(2.12). Para el tramo de ascenso vertical, se usa el valor estdndar g, = 9.8066 m/s>.

! En un sistema esférico se tendrfan 2 dngulos para el control direccional de la tobera. Tipicamente, para la formulacién
en dicho caso, se usan 3 variables de control que no son independientes, sino que representan un vector unitario de la
direccion del empuje.
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Asfi, el médulo del peso W quedaria como:
W(r) =m(t)g (32)
siendo m(¢) la masa del vehiculo en todo momento.
3.1.2 Propulsion
Hipotesis 4 Empuje constante por etapa

El empuje de una etapa a lo largo de su trayectoria permanece constante. En realidad, evoluciona
con el tiempo en funcién de la altitud y la superficie de quemado que, en definitiva, depende de la
geometria con la que se compacte el propulsante en la cimara de combustién. El célculo de unos
valores de empuje promedio para cada etapa en el punto de operacion se desarrolla en la Seccién
2.3.

Hipétesis 5 Impulso especifico en vacio constante

Los valores de impulso especifico en vacio proporcionados por el manual [27], se consideran
constantes durante todo el tiempo de quemado. Segtn la formulacién americana [31], expresado en
segundos, la definicién de impulso especifico es:

Por lo tanto, el impulso total se puede escribir como:

Tho tho
I:/ Edt:/ Iy, mgydt ? L,m,8 34
0 0

Isp=cte
lo cual justifica el uso de la expresion (2.5).

Hipétesis 6 Tobera bloqueada

Se considera que en todo momento la tobera de cada etapa se encuentra bloqueada, es decir, existe
un flujo con Mach unidad en la garganta de la tobera convergente-divergente. Esto implica que el
valor de gasto (gasto critico) y tiempo de quemado son fijos e iguales a los calculados en vacio, por
lo que no depende de la presion exterior y, por tanto, del punto de operacién [30].

3.1.3 Aerodinamica
Hipodtesis 7 Atmdsfera exponencial

En aviacién es comiin usar atmésfera ISA [32] para modelar la variacion de la presion (p) y la
densidad (p) con la altitud (). Sin embargo, solo estd definida para los 20 primeros kilometros de
altitud, por lo que no cubre todo el rango requerido para nuestra aplicacidn. Existen otros modelos
de atmoésfera, como el propuesto por la NASA [33], que contemplan mayores altitudes dividiendo
la atmdsfera en 3 tramos. Esto complicaria la formulacién de forma notable sin aportar un nivel de
realismo adicional justificable. Por este motivo se emplea un modelo de atmdsfera exponencial:

ok
p(h) = pee "o (3.5

h

p(h) = poe "0 (3.6)

donde p, = 101325 Pay p, = 1.225 kg/m>.
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Para la eleccion de las altitudes de referencia h), y hj,, se ha minimizado la integral del error
cuadratico respecto al modelo atmosférico de la NASA, a lo largo de los primeros 80 km, donde
la influencia de la atmésfera todavia es apreciable [34]. De esta forma, se obtienen los valores
h,, =7461 my h, = 8725 m. En la Figura 3.2 se muestra la comparativa entre ambos modelos
para la presion (a) y densidad (b).

%x104 (a) Presion - Altitud (b) Densidad - Altitud
10}

NASA
Exp (h o = 8725 m)

NASA i 19
Exp (h ), = 7461 m) '

p [Pa]

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
h [m] %104 h [m] x10%

Figura 3.2 Comparativa del modelo atmosférico propuesto por la NASA y el modelo exponencial.

Hipétesis 8 Atmdsfera en calma

Se asume ausencia de viento en todo momento. Esto conlleva que la velocidad aerodindmica, la
cual contribuye a la resistencia, es equivalente a la velocidad del vehiculo respecto al suelo. Como
consecuencia adicional, el 4ngulo de asiento de la velocidad aerodindmica coincide con el 4ngulo
de trayectoria.

Hipétesis 9 Angulo de ataque despreciable durante el vuelo atmosférico

Despreciar el dngulo de ataque durante la primera etapa (en la que todavia existe influencia de la
atmosfera) permite identificar directamente la variable de control elegida con el dngulo de deflexién
de la tobera:

o/l = ol 4 51 =~ 11 (3.7)
asi como establecer sus limites:
/1] (1]
sl Omax ~ +0;
lim lim { O‘,,,E:,}, ~ _(Sl[iln]1 (3.8)

Esta hipétesis es admisible, ya que en el disefio del lanzador se tiende a buscar que el dngulo
de ataque « sea, durante toda la fase del vuelo atmosférico, pequefio o nulo para evitar fuerzas
laterales indeseables derivadas de la aparicion de una sustentacion, lo cual generaria esfuerzos de
flexion para los que la estructura no es optima. Esta ausencia de sustentacion tiene otra implicacion:
la inexistencia de una resistencia inducida.
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Por otra parte, en las etapas 2 y 3, practicamente en ausencia de atmdsfera, el vector empuje
definido por o’ puede apuntar en cualquier direccion. Para mantener el sentido fisico del problema,
se limita entre £ 90 grados:

ofp = oy =+ rad (3.9)

Hipétesis 10 Resistencia aerodindmica de coeficiente constante

Derivado de la Hipétesis 9, la resistencia aerodindmica solo depende de la resistencia parasita. Por
tanto, el coeficiente de resistencia estd determinado por el factor de forma y su valor, para un cohete,
puede aproximarse por [35]:

Cp=Cp, =05 (3.10)

Ast, la resistencia (D), siempre opuesta al vector velocidad, quedaria como:
L
D= Epv SiCp (3.11)

3.1.4 Perfil de ascenso

Hipotesis 11 Ascenso vertical fijo

Tipicamente se trata de un tramo de tiempo fijo (10 segundos en este caso) para librar obstaculos
cercanos. Se podria considerar un problema aparte, donde la planificacion consistiria en determinar el
tiempo minimo necesario para efectuar la maniobra segtin la orografia o las condiciones particulares
de la base de lanzamiento. Por su parte, el control trataria de mantener el vehiculo en posicién
vertical, centrado sobre la plataforma ante cualquier tipo de perturbacién, como podria ser el viento,
por ejemplo.

El tramo de ascenso vertical (tramo 0) no entra dentro del proceso de planificacién y control
Optimos que se expone en este trabajo. Su presencia en la formulacién se reduce al computo de las
condiciones iniciales desde las que arranca la optimizacion. Su exclusion tiene, ademads, la ventaja
de eliminar una singularidad de las ecuaciones de optimizacién de la trayectoria, como se verd mds
adelante, relacionada con partir de velocidad nula.

Hipotesis 12 Tiempos de coasting, encendido de motores y separacion fijos

Los periodos de tiempo en los que transcurren las trayectorias balisticas, los instantes de encendido
de los motores y de la separacion de los distintos elementos del vehiculo estdn fijados de antemano
y sus valores se recogen en una mision tipica de ascenso a 6rbita del manual [27]. Liberar estos
pardmetros aporta una mayor riqueza al problema, permitiendo alcanzar una solucién mejor, pero
complicando enormemente la formulacién del problema. Por este motivo, queda fuera del alcance
de este trabajo y se plantea como una posible mejora en un trabajo futuro.

3.2 Ecuaciones del movimiento

Partiendo del diagrama de la Figura 3.1 y las hipétesis realizadas en el Apartado 3.1, la dindmica
del vehiculo lanzador se puede modelar como un sistema no lineal de 5 ecuaciones diferenciales
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(3.12) - (3.16) definidas temporalmente a trozos, correspondiendo con cada uno de los 7 tramos
presentados en la Tabla 2.10. Por simplicidad, se omiten las dependencias temporales.

dv E: . 1 _h

5= E’cos o —g;siny— 5, Poe Tov2S s .Cp (3.12)

dh

— = vsi 3.13

5 = vsiny (3.13)

d

d—’? = —m; = cte (G.14)

dy E .

a_ —’sina’—&cosy (3.15)

dt  my %

d

di; — veosy (3.16)
con la variable de control &' € [0t),;, ;, O 1] V1 € [1g1,17;). paralos tramos i = 1,...,7, y condiciones
iniciales y de continuidad:

V(to,i) = V(tﬁifl)? h(tO,i) = h(tf,i71)7 m(to-,l') = m(tfyifl) — My, (3.17)

Vo)) = V(tri1),  x(to;) =x(ty;—q)

donde los valores de los estados en 7 corresponden con los valores que toman en el instante final
del tramo de ascenso vertical (tramo 0), empledndose como valores iniciales del tramo 1.

En la ecuacién (3.15) puede observarse como tendria lugar la singularidad que se comentaba
en el apartado anterior si la velocidad es nula en algtn instante. Excluyendo el tramo de ascenso
vertical del problema de optimizacion, se evita la condicién inicial de reposo.

Noétese que la distancia horizontal recorrida (3.16), correspondiente al estado x, es independiente
del resto de variables y su valor no influye en la dindmica del sistema. Por este motivo, se prescinde
de la misma durante la formulacién, calculdndose a posteriori cuando se estime conveniente.

3.2.1 Adimensionalizacion

La adimensionalizacion de las ecuaciones es especialmente ttil a la hora de abordar la optimizacién
de la trayectoria, ya que permite evitar problemas numéricos al homogeneizar el orden de magnitud
de las distintas cantidades con las que se operan. Para ello, se definen las siguientes variables
adimensionales:

h m t

V=—, i’\lziv m=—, f:—7 ?ZY7 o =ao (3.18)

v, VL, m, t,

donde el valor de referencia v, es la velocidad final que alcanza el lanzador al final de la tercera
etapa de acuerdo con el manual de usuario [27], m, es la masa total del cohete al despegue, y ¢, es el
tiempo total de la operacion hasta la separacién de la etapa 3. Sus valores se recogen en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2 Valores de referencia
para la adimensiona-
lizacion.

v, [m/s] m, [kg] ¢, [s]

7564 212302 417
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Sustituyendo en (3.13) - (3.15) y operando, se llega al sistema de ecuaciones adimensional:

5 IL . b

d—‘i =—tcos@& —§;sinf— %ﬁze "po (3.19)

dt m m

dh

e Psing (3.20)

dm

i _ _, 3.21

di H 62D

dy L .

@ _ —Lsiné — éA’cosf/ (3.22)
\df mp

con la variable de control &' € [0¢),;, ;, g ;] VE € [fo 1,77 ;). paralos tramos i = 1,...,7, y condiciones

iniciales y de continuidad:

D(to,;) = V(tsi1), il(fo,i) = I:‘(tf,i—l)a m(ty;) = m(tr_q) =g, Yto;) = Ptpir) (3.23)

siendo los pardmetros adimensionales:

m,v,
Vi,
Gi: m pOSf,iCD (325)
1t
W= ", (3.26)
mr
~ ms,i
g = (3.27)
t
&= & (3.28)
r
h —@—00028 (3.29)
P T :

cuyos valores se recogen en la Tabla 3.3.

Tabla 3.3 Parametros adimensionales dependientes de cada tramo.

Etapa | Tramoi | fy; 1y, TI; W g, (-1072) o; &
0 0 0.02 098 2.05 0 41.31 0.5406
1 1 0.02 033 0.71 2.05 0 41.31 0.5373
2 0.33 0.34 0 0 6.31 41.31 0.5373
’ 3 034 0.56 0.29 0.77 0 39.32 0.5272
4 0.56 0.59 0 0 2.00 39.32  0.5272
5 0.59 0.60 0 0 0.41 39.32 0.5145
3 6 0.60 0.88 0.07 0.17 0 16.98 0.5145
7 0.88 1 0 0 0.67 16.98 0.5145







4 Planificacion de trayectoria:

y

formulacion

N esta seccion se describe el procedimiento de planificacion de la trayectoria de ascenso
mediante técnicas de control 6ptimo de un cohete de propulsante s6lido multietapa.
Existen varias alternativas a la hora de llevar a cabo la optimizacién de forma numérica [36]:

¢ Métodos directos o indirectos:

— Directos: las condiciones necesarias de optimalidad (Principio del Minimo de Pontrya-
gin) desarrolladas en la Teoria de Control Optimo no se formulan explicitamente, sino
que se transforma el problema en uno de optimizacién paramétrica (NLP, Non-Linear
Programming). El principal problema de estos métodos es el elevado coste computacio-
nal que suelen acarrear, haciéndolos, en muchas ocasiones, inviables para aplicaciones
en tiempo real.

— Indirectos: requieren de la formulacién de las condiciones necesarias de optimalidad. Tie-
ne la ventaja de ser, en general, mas preciso que los métodos directos. Por contrapartida,
el estado debe ampliarse con nuevas variables complementarias denominadas adjuntos
y cualquier modificacién que se introduzca en la dindmica del problema conlleva a su
total reformulacién. Ademds, suelen presentar problemas de robustez y convergencia si
la estimacion inicial no es adecuada.

* Métodos de colocacién o del disparo:

— Colocacién: permiten resolver problemas de contorno! mediante la discretizacién de
las variables de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales y de sus
restricciones, transformando el problema en la resolucién de un sistema de ecuaciones
algebraicas. Han demostrado ser ventajosos en problemas de optimizacién hibridos?,
donde la dindmica del sistema cambia en ciertos instantes de tiempo, tal y como ocurre
en un problema de ascenso a érbita multietapa. No obstante, requieren de una buena
estimacion inicial de la solucién general.

— Disparo: convierten el problema de contorno en un problema de valor inicial clasico,
tomando como variables de decision las condiciones iniciales no especificadas y, como
objetivo, las condiciones finales. Son muy sensibles a la estimacién inicial de las
condiciones iniciales, por lo que suelen necesitar un iterante inicial que respete las
restricciones o que minimice su incumplimiento.

Donde las condiciones no son necesariamente dadas en el instante inicial.
2 L. . .
También conocidos como problemas de contorno multipunto.
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En la literatura, el problema de optimizacién de una trayectoria de ascenso a Orbita de un
vehiculo ha sido abarcado tanto por métodos directos [37] como indirectos [38], teniendo este
ultimo tanto detractores [39] como defensores [40]. Asimismo, otros autores [41, 42] proponen
métodos alternativos para evitar los aspectos negativos asociados a estos dos enfoques cldsicos.

En nuestro caso, se estudian las bondades e inconvenientes de un método de colocacion indirecto
aplicado este problema, lo cual requiere la formulacién del Principio del Minimo, la ampliacién del
estado con los adjuntos y la discretizacion del sistema para la resolucién del problema de contorno.
Para este tltimo punto, se emplea la funcién bvpSc de MATLAB®, la cual discretiza las funciones
interpolando entre nodos con polinomios de orden 5, haciendo uso de la férmula de Lobatto Illa de
cuatro etapas implementada como una férmula implicita de Runge-Kutta para resolver problemas
de contorno hibridos [43, 44]. Para hacer frente al hecho de necesitar una solucién relativamente
buena a priori de un problema tan complejo, se resuelven una serie de problemas partiendo de uno
sencillo con una dindmica muy simplificada al que se van afiadiendo elementos progresivamente, es
decir, se aplica un método de continuacion [45]. De esta forma, la solucion del problema anterior
sirve como iterante inicial del siguiente.

El diagrama de flujo del script desarrollado en MATLAB® para la obtencién de la trayectoria
optima se recoge en el Apéndice A.1.

4.1 Formulacion del problema de optimizacion

El objetivo del problema de optimizacion planteado consiste en la maximizacién de la energia
especifica del vehiculo al final de la tercera etapa. De esta forma, el lanzador queda en buenas
condiciones para la insercion final en 6rbita, realizada de forma precisa por la cuarta etapa. Asi, el
problema de control 6ptimo (OCP) se formula como:

. 1, . P
max & = max [zv(tf)2 + §7h(tf)] 4.1)
sujeto a:
A
4 _ Ecosoc F— & sinf— — i 26 ng (4.2)
di —m 172
% — psing 43)
dm
=i (4.4)
d—zl = {IA sin@/ — écosy 4.5)
dt  mv
OAC Ai [amm i’ Ymax, l] (46)
D(fo) = 0(7yi1) “.7)
h(fo;) = iy 1) (4.8)
(fo,) = (f )= (4.9)
3ins) = i 1) (410
7)) =0 @.11)

definido V7 € [fy;,f;;), para los tramos i = 1,...,7.
Notese que ff, sin subindice, hace referencia al instante final global del problema, tAf77. De igual
forma, por simplicidad, cualquier expresién que contenga 7, hace referencia al instante inicial global
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del problema, 7 .
Las ecuaciones (4.2) - (4.5) corresponden con las restricciones impuestas por la dindmica del

modelo anteriormente desarrollado y la expresion (4.6) define los limites al control dados por
criterios de disefio.

Las expresiones (4.7) - (4.10) representan las condiciones iniciales de los estados (parai= 1)y
las condiciones de continuidad de los estados entre tramos (para i > 1). Por su parte, la expresién
(4.11) es la condicién para que, en el instante final, el &ngulo de trayectoria Y sea nulo, dejando el
vehiculo en posicion horizontal.

Basandonos en la nomenclatura presentada en [46], donde se aplica la Teoria de Control Optimo
para una formulacién indirecta de un problema general de minimizacién, se particulariza para
nuestro caso concreto. Se parte de la definicién del Hamiltoniano (4.12) y del Lagrangiano en el
punto final (4.13) adimensionales.

A& 0,1) =17 %8)+ATH7 %) (4.12)
LA x(1),0) = ¢ &(17) + VT W(R(1)) (4.13)

donde %(¢) = [ () h(t) m(t) 9(1) ] " es el vector n-dimensional de estados, @(¢) = @' (t) es el vector
(en este caso de una sola componente, es decir, un escalar) de variables de control, i(t) es una
funcién vectorial de n dimensiones que amplia el vector de estados (adjuntos), y ¥ es un vector de
multiplicadores de tantas dimensiones como restricciones al estado final existan (para este problema,

una). Respecto a las funciones adimensionales:

« Coste corriente, [\ (7,%,@): término del funcional de coste integrado a lo largo de la trayectoria.
En nuestro caso, este término es nulo, por lo que el planteamiento se reduce a un problema
de Mayer [47].

* Dindmica, f(7,%,@): funcién vectorial de 4 dimensiones definida por las ecuaciones de movi-
miento desarrolladas (4.2) - (4.5).

¢ Coste terminal, d;(ff,f((ff)): término de la funcién de coste que pondera una funcién de los
estados finales. Esta formulacién estd planteada para problemas de minimizacion, en lugar de
maximizacién, por lo que en nuestro caso ¢ = —&.

* Restricciones en el estado final, {(7;,%(t;)): corresponde con (4.11).

Sustituyendo en las definiciones (4.12) y (4.13) y operando se obtiene:

A

5 (i o O i) LA e o A s (TG &
H=A4,| —rcosd —§&sinf— 0% "0 |+ 4, 0siny— A, 1+A, ( —sind’ — Zcosy ) (4.14)
m I mo v
2 1;\ A [N A AN
2= _Ev(tf)z_€7h(tf)+vy’)/(tf) (4.15)

Llegados a este punto, nos encontramos en disposicion de aplicar las condiciones necesarias de
optimalidad o Principio del Minimo de Pontryagin:

1. Condicién de no trivialidad: obliga a buscar una solucion distinta a la trivial.

~ ~ N ~ T
) 20) Ron0) Byl 9 | #0500, VP E [fsfy) (4.16)
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2. Dinamica de los adjuntos: derivando el Hamiltoniano respecto a los estados se obtienen las
ecuaciones que rigen la evolucion de los adjuntos asociados.

vélido V7 € [fy ;. 1), para los tramos i = 1,...,7.

dh, OA .o i s A (I A

dfv =5 :ZAV%‘ve ipo —khsm}/—s—ﬁ—;/ (ﬁ; sma’—éicosy) 4.17)
1 'y b

d;&h LR N (4.18)
t dh D, it

d, ) ) RPIE EN § A

d—ti” e — (H,- cos &' — o 9%e ”Po> —1—%,%2"7 sin &' (4.19)

dA oA s Ao a i

dt] =97 :lvéicos}/—lhvcos}/—ky;’ siny (4.20)

3. Condiciones de transversalidad: permiten obtener las condiciones finales de los adjuntos
cuyos estados asociados no tienen restringido su valor final.

A

R 0.2

M) =——=— 4.22
a(fr) ah(i,) & (4.22)

5 0.7

4. Condiciones de continuidad de los adjuntos: los adjuntos deben ser continuos incluso si la
dindmica estd definida a trozos.

parai=2,....7.

iv(AO,i) = ﬁ'v(ff,ifl) (4.24)
Ah(fo,i) = Ah(ff,ifl) (4.25)
A(fo) = im(Afz—l) (4.26)
Molfos) = AolEpi ) (4.27)

. Condicion de minimizacion del Hamiltoniano: el control 6ptimo surge de la minimizacion
global del Hamiltoniano en cada instante de tiempo, constituyendo en si mismo un problema
de optimizacion paramétrica (4.28) que puede ser resuelto mediante la imposicion de las
condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

&’*(A,ﬁ*,i) = arg min FI(A,ﬁ*,&’,i),
o' eA]

vi € [f, 1) (4.28)

En primer lugar, para cada punto de la trayectoria, se debe calcular un posible 6ptimo mediante
la Condicién de Euler-Lagrange:

A

ol X A
— =0 = & = arctan | =~
AU | g A

Ademis, es necesario comprobar que se cumple la Condicién de Legendre-Clebsh (4.30), que

(4.29)
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asegura la convexidad del Hamiltoniano y, por tanto, la existencia de un minimo en dicho
punto.

J’H 5
95|, >0 = A,<0 (4.30)

En caso de que esta condicién no se cumpla, el entorno del punto no seria convexo, por lo que
es necesario el estudio de los extremos del intervalo, seleccionando aquel que genere un valor
inferior del Hamiltoniano:

d/* — az}zimi si H( mmt) ~ H( maxt) (4.31)
amwu’ e.0.C.

Por tltimo, es requisito indispensable imponer que el valor de &* se encuentre en todo
momento dentro del rango de control admisible A’.

Resumiendo:
ar/nin.,i si v > 07 H( ‘min z)A =N H max l)
6 A, <0, arctan ( A/lg*) Ol i
&'* = ¢ arctan (; ) si iv <0, arctan (’k) €A , = [fo,ff) (4.32)
N A
at/nax,i 1 A’v < 07 arctan <i‘ ‘};*) > amaxt
\ é A/V > 07 H( mmz) > H(amll)(l>
parai=1,....,7

6. Condicion de constancia del Hamiltoniano: la expresion del Hamiltoniano (4.14) no de-
pende explicitamente del tiempo al tratarse de un problema auténomo. Esto implica que el
Hamiltoniano sea constante para cada tramo.

N

JH N
— =0 = H=cte (4.33)
ot
Esta condicidn no es necesaria imponerla de ninguna forma para la resolucién de este problema,
pero es de gran utilidad para verificar la formulacién y depurar la programacion.

Como comentario adicional, se ha de indicar que el estado referente a la masa iz (4.4) evolu-
ciona de forma lineal (a saltos) con el tiempo, independiente del resto de estados y de forma
incontrolable. Por este motivo, seria posible sustituir su expresion integrada en el resto de
ecuaciones que modelan la dindmica y trabajar con 3 estados. No obstante, esto haria que el
problema dejara de ser auténomo y se perdiera esta condicion. Debido a esto, se ha decidido
mantenerlo como estado.

Estas condiciones cierran matemdticamente el problema, reduciéndolo a la resolucién de un
problema de contorno formado por un sistema de 8 ecuaciones diferenciales definidas a trozos.
Para su implementacién mediante un método de colocacién, se deben tener en cuenta una serie de
consideraciones adicionales para asegurar la convergencia a partir de una buena estimacion inicial
de la solucion.

4.2 Método de continuacion

La estrategia de resolucion consiste en abordar una serie de subproblemas, aumentando la compleji-
dad de los mismos progresivamente hasta alcanzar el nivel del modelo desarrollado, de forma que
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la solucién del problema previo sirve de iterante inicial para el siguiente. Esto es lo que se conoce
como método de continuacién [45].

Encontrar una solucién aproximada inicial lo suficientemente buena (esto es, cercana al 6ptimo)
como para asegurar la convergencia de un problema con 7 tramos puede ser altamente complejo.
Por este motivo, se propone resolver un problema simplificado de una sola etapa cuyos pardmetros
dependientes de la etapa activa (i) sean los valores ponderados por el tiempo de quemado de cada
una de las etapas del problema original. Estos pardmetros se van modificando progresivamente
mediante un factor de atenuacion, a, € [0,1], para cada subproblema hasta obtener la solucién del
problema multietapa. De esta forma, para cada valor de a,, quedaria modificada la dindmica:

~ I b
B e oser— £ sing— Zeqte in (4.34)
dt 17 m
dh
7 Psin (4.35)
dm
din _ _ 436
7 M, (4.36)
dy 11
—2/ —Ssind’ — é cos ¥ (4.37)
dt nmw v
7 N S S NS | )
dfl = 2%%% "o — Ay sinf+ 0—;/ <n{ sin@' — & cos y) (4.38)
A s o
d;f’ = 4,22 5% o (4.39)
! hPo
A, s I A -
dij" = ),Vm—; cos &' + % (ﬁ sin@’ — A, p%e 0o > (4.40)
A, R s E
~ =A&cosY—A,vcosY— A, > sing (4.41)
dt v
siendo
Il = } (1-a,)+1aq, (4.42)
o.=6(1—qa,)+0q, (4.43)
& =8(1-a)+&aq, (4.44)
pe = A1 —a,) + wa, (4.45)

Respecto al resto de condiciones, solo se veria alterada la de la masa (4.9), la cual introduce
progresivamente las discontinuidades en el estado:

ity ;) = m(tp_y) —ga, (4.46)
la condicién de transversalidad del adjunto asociado a la altitud (4.22):
M) =E(1—a)+Ea,, (4.47)
y el rango de control:
0 € A = [0, (1 —a,) + 0, 01, O (1 —ay) + 0y, 0] (4.48)

parai=1,...,7.
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Los valores promediados del problema simplificado se definen como
=11, =0.71 (4.49)
YL 0 (fri—fos)
6=——F—"5—">=3085 (4.50)
ir—1
7 A ~
T (e — 1
i = Lizi M ( L i) _ 0.87 (4.51)
)
7 A A~
_ roE A, — 1
g_Lob (ri=toi) _ 555 (4.52)
)
@, = o) = —0.103 rad (4.53)
(4.54)

M —0.103 rad

_ . .
amax = Qmax =

Nétese que el valor IT de empuje adimensional (4.49) se ha hecho coincidente con el valor de la
primera etapa (empuje mdximo) para asegurar que en todo momento el empuje es superior al peso,

condicién indispensable para que el problema tenga sentido fisico.
Respecto a los limites del control (4.53) y (4.54), por simplicidad, se ha optado por utilizar los

valores minimo y miximo, respectivamente, de la primera etapa.






5 Planificacion de trayectoria:
resultados

continuacion, se presentan y discuten los resultados obtenidos para una trayectoria éptima del
modelo multietapa desarrollado en la Seccién 4, incluyendo la obtencién de las condiciones
iniciales derivadas del tramo de ascenso vertical, la aproximacion inicial de la solucién empleada
como primer iterante y los resultados intermedios del subproblema monofésico. Por tltimo, se
comparan con los valores de referencia del manual de usuario [27] y se realizan consideraciones
relativas a la viabilidad de desarrollar un sistema de guiado capaz de rechazar perturbaciones,
proponiendo las modificaciones pertinentes al modelo.

Todos los resultados aqui expuestos se han dimensionalizado de nuevo con el objetivo facilitar la
comprension de los mismos y poder comparar con valores tipicos de velocidad, altitud, etc.

5.1 Ascenso vertical: condiciones iniciales

La resolucién de este tramo pasa por la integracion analitica del sistema dimensional (3.12) - (3.16),
particularizado para los pardmetros recogidos del tramo O en la Tabla 2.10, y forzando al dngulo
de direccién del empuje o’ a ser igual a cero (anulando el control). Se emplean las condiciones
iniciales mostradas en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1 Condiciones iniciales del tramo de ascenso vertical.

v(to0) [m/s]  h(typ) [m]  m(typ) kel ¥(too) [deg]  x(t) [m]
0 0 212302 90 0

Laevolucion de los distintos estados (velocidad, altitud, masa y dngulo de trayectoria) se representa
en la Figura 5.1 durante los 10 segundos que dura esta fase. La Figura 5.2, por su parte, recoge
otras variables derivadas de interés del sistema, como pueden ser la distancia horizontal recorrida,
la evolucién de la presion dindmica, la trayectoria seguida (altitud respecto a distancia horizontal) y
un gréfico que contrapone el valor de la altitud con el de la velocidad, las dos principales variables
que permiten evaluar rdpidamente la evolucion de la trayectoria.

En general, la presion dindmica (5.1) tiene interés desde un punto de vista estructural, ya que va a
determinar en gran medida los esfuerzos que debe soportar el vehiculo a lo largo del tiempo, pudiendo
imponer restricciones adicionales al problema de optimizacion. En la formulacién desarrollada,
estas limitaciones no han sido consideradas. No obstante, este grafico es de gran interés para apreciar

29
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(a) Velocidad (b) Altitud

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

t[s] t[s]
(c) Masa (d) Angulo de trayectoria
2127
2101
=208
€ 206 |

204 ¢

202 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t[s] t[s]

Figura 5.1 Evolucion de los estados del sistema durante el ascenso vertical (tramo 0).

(a) Distancia horizontal (b) Presion dinamica

0 2 4 6 8 10
t[s] t[s]
(c) Trayectoria (d) Velocidad vs altitud

h [m]

-1 -0.5 0 05 1 0 100 200 300 400
x [m] h [m]

Figura 5.2 Evolucion de variables adicionales del sistema durante el ascenso vertical (tramo 0).
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la evolucién de la influencia de la atmésfera (y por tanto de la resistencia aerodindmica) sobre el
lanzador.

a(t) = 3o’ 5.1)

El valor de los distintos estados en el instante final del tramo corresponden con las condiciones
iniciales del problema de optimizacién que se estaban buscando (Tabla 5.2). Su conversién a
variables adimensionales se recoge en la Tabla 5.3.

Tabla 5.2 Condiciones iniciales del problema de optimizacion.

v(to1) [m/s]  h(tgy) [m]  m(ty,) [kgl  ¥(to,) [deg]  x(#) [m]
84.12 413.71 201 865 90 0

Tabla 5.3 Condiciones iniciales adimensionales del
problema de optimizacioén.

(#.1) h(foy)  (fon)  9(fo,) [rad]
111102 1.31-10% 0951 /2

5.2 Aproximacion inicial

Existen varias estrategias [48] para obtener una solucién inicial aproximada de la trayectoria ptima,
como puede ser usar una ley lineal de la tangente del dngulo de trayectoria, la cual resulta ser la
solucién éptima analitica para el problema planteado, en ausencia de atmdsfera, que maximiza la
velocidad horizontal para una altitud final dada. No obstante, este enfoque no es adecuado cuando
se contemplan los efectos aerodindmicos, ya que presupone dngulos de ataque elevados que, por
una parte, introducirian cargas transversales indeseadas sobre la estructura y, por otra, contradice la
Hipétesis 9 de dngulo de ataque despreciable.

Por este motivo se ha preferido el empleo de una maniobra asistida por gravedad, o Gravity Turn,
que mantiene el dngulo de ataque nulo o cercano a cero en todo momento. Esta se compone de dos
tramos:

* Un Pitch-over (PO) de duracién determinada que permite la transicién desde la posicion

vertical del cohete al final del tramo de ascenso vertical hasta una con cierta inclinacién.

Durante este tramo, &' = cte < 0.

* El Gravity Turn (GT) propiamente dicho, donde la direccién del empuje coincide con la
direccion de la velocidad (& = 0), eliminando las pérdidas por desalineamiento y reduciendo
las gravitatorias al utilizar la gravedad para rotar progresivamente el vector velocidad (giro
asistido).

Para calcular la duracién del Pitch-over, usando el maximo dngulo de deflexién de la tobera
&' = 65,2”."), se impone la condicion de obtener un angulo de trayectoria nulo (4.11) al finalizar el
Gravity Turn, es decir, una vez transcurrido el tiempo de quemado del combustible. Sustituyendo
los datos del problema en la dindmica adimensionalizada (4.34) - (4.37), con a, = 0, las condiciones
iniciales de la Tabla 5.3 calculadas en el apartado anterior, y resolviendo para ¢p, la ecuacién (4.11),
el Pitch-over tiene lugar durante 6.8 segundos tras la finalizacion del tramo de ascenso vertical.
En la Figura 5.3 se presenta la evolucion de los distintos estados de la aproximacién inicial,
diferenciando entre la fase de Pitch-over (en azul) y el Gravity Turn (en naranja). Cabe destacar la

elevada velocidad (a) que se alcanza (~ 17 km/s), muy superior a la velocidad de escape (en torno
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a 11 km/s para esa altitud [49]), lo cual dista mucho de las prestaciones reales del cohete. Esto es
debido a la simplificacién de un problema multietapa a uno monoetapa, donde se ha elegido usar un
empuje constante muy elevado durante toda la trayectoria, lo cual no es realista. No obstante, mds
que los valores concretos, nos interesa la evolucion de los distintos estados y adjuntos, la cual se
va a ir adaptando conforme se sucedan las distintas iteraciones del método de continuacién hasta
llegar al problema multietapa final.

De igual forma y por el mismo motivo, se puede comprobar que la altitud (b) alcanzada de 275
km también es muy superior a la esperable (190 km), segiin el manual de usuario [27]. Esto hace
que el valor dimensional de la funcién objetivo, en valor absoluto, tome un valor muy elevado: 149
MlJ/kg.

Respecto al 4ngulo y de trayectoria (d) se observa que evoluciona de acuerdo a las condiciones
impuestas: partiendo de la situacion de verticalidad, se reduce hasta hacerse nulo en el instante final.

(a) Velocidad (b) Altitud
—FPO
15+ —aT 1 250+
200 1
1 §1sof
| <100+
507 —PO|
o L _GT i
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
t[s] t[s]
(c) Masa (d) Angulo de trayectoria
200 1 —PO
80+ —GT|]
150 [ —_ 60 L
—_— (@]
= g
€100t -;-40
20+
50 [|—PO
_GT ‘ ‘ ‘ ‘ 0 L ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

t[s] t[s]
Figura 5.3 Evolucién de los estados de la aproximacién inicial.

De forma andloga al apartado anterior, también se muestra la evolucién de las variables adicionales
en la Figura 5.4, donde la distancia horizontal presente en (a) y (c) se computa, en todos los casos,
a posteriori con la ecuacién (3.16). Cabe mencionar la evolucién tipica de la presién dindmica
(b), que asciende progresivamente conforme se incrementa la velocidad llegando a un méximo, a
partir del cual comienza decrecer debido al enrarecimiento de la atmésfera, es decir, debido a la
disminucion de la densidad hasta que su influencia se hace despreciable.

Por tltimo, se incluye la variacion del angulo de control en la Figura 5.5, donde el esfuerzo de
control se reduce a una deflexién maxima negativa de la tobera durante el Pitch-over.

Para obtener un iterante inicial del problema de optimizacién para el algoritmo de colocacién, es
necesario computar, adicionalmente, una aproximacion de la evolucién de los adjuntos. Es posible
integrar hacia atrds la dindmica de los cuatro adjuntos (4.38) - (4.41), siendo a, = 0, junto a las tres
condiciones finales derivadas de las condiciones de transversalidad (4.21) - (4.23). Para cerrar el
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Figura 5.5 Evolucién del control de la aproximacién inicial.
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problema es necesario estimar el valor final del adjunto asociado al 4ngulo de trayectoria, iy(f )
Para ello, se puede partir de la expresién del control éptimo (4.29), despejando y particularizandola
en el instante final:

Ay (Fp) = A, (17)0" () tan &' (7) = —¥* () tan & () (5.2)

Por un lado, se puede asumir que la velocidad 6ptima en el instante final se parecerd a la velocidad
aproximada que ya ha sido calculada. Por otra parte, el control ha sido impuesto, otorgdndole un
valor nulo en este tramo. No obstante, el control 6ptimo puede distar de este valor. De hecho, suele
ser ligeramente positivo para contrarrestar la gravedad, una vez que el vehiculo estd en posicion
horizontal. Por este motivo se asume que toma un valor igual a la mitad del 4ngulo méximo permitido:

~!

3 /p AlR Qypx
Ay(fr) = —b(7;)* tan - (5.3)

Nuevamente, no es importante que el valor concreto escogido sea exacto, lo crucial es que sea
coherente con la formulacién desarrollada y esté lo suficientemente cerca de la solucién del siguiente
problema en el método de continuacion.

La evolucién de los adjuntos asociados a cada uno de los estados se presentan en las cuatro
gréficas de la Figura 5.6. Como comentario adicional, tal y como se deduce de la expresion (4.38), la
dindmica del adjunto A, asociado a la altitud (b) estd dominado por las caracteristicas aerodindmicas,
por lo que rdpidamente se vuelve constante en cuanto se libran las capas mas densas de la atmdsfera.
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Figura 5.6 Evolucién de los adjuntos de la aproximacion inicial.
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5.3 Problema monoetapa

Ahora nos encontramos en disposicién de abordar el primer problema de optimizacion propiamente
dicho. Para ello, se resuelve el problema de contorno planteado en el Apartado 4.2, para un factor de
atenuacion a, = 0 (problema monoetapa puro), mediante un algoritmo de colocacién y empleando
los resultados del apartado anterior como iterante inicial.

En la Figura 5.7 se muestra la evolucién de los estados 6ptimos. Se puede comprobar que las
curvas poseen una forma similar a las de la solucién aproximada. Sin embargo, la altitud (b) es
considerablemente inferior (112 km al final de la trayectoria) y se produce un intercambio entre
energia potencial y cinética, muy caracteristico de este tipo de trayectorias, incrementando la
velocidad final (a) hasta los 17.5 km/s. Con esto, el valor 6ptimo de la funcién objetivo, es decir, de
la energia especifica toma un valor de 154 MJ/kg, el cual es superior al de la aproximacion inicial,
tal y como era de esperar, ya que se ha optimizado.

(a) Velocidad (b) Altitud

100 |
g
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= 50

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
t[s] t[s]
(c) Masa (d) Angulo de trayectoria

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
t[s] t[s]

Figura 5.7 Evolucion de los estados del problema monoetapa.

Respecto a las variables adicionales presentadas en la Figura 5.8, cabe destacar el ensanchamiento
de la campana de la presién dindmica (b) debido a una operacién a una menor altitud y, por ende,
una presencia de la atmésfera por mayor tiempo. Por otra parte, también es posible observar la
forma tipica de una trayectoria (c) donde se produce el intercambio energético (d).

La evolucién del control 6ptimo se refleja en la Figura 5.9 junto a los margenes de saturacion.

También se representa el valor del Hamiltoniano en funcién del tiempo (Figura 5.10), donde se
puede comprobar que se cumple con la condicién de constancia del Hamiltoniano para problemas
auténomos, siendo indicativo de que el problema ha sido resuelto correctamente.

Por tltimo, se incluye la evolucién de adjuntos asociados en la Figura 5.11. Estos siguen, en
general, una distribucion similar a la prevista en el apartado anterior.
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Figura 5.9 Evolucién del control del problema monoetapa.
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5.4 Problema multietapa

A partir de este momento se contintia resolviendo el problema de optimizacién del Apartado 4.2,
incrementando progresivamente el valor de @, hasta llegar a 1a unidad (problema multietapa original),
usando los resultados anteriores como nuevos iterantes iniciales.

En este apartado se presentan los resultados finales del proceso de optimizacién completo
(a, = 1). En las gréficas aqui presentes se realiza una distincién entre fases propulsadas (en azul)
y de coasting (en rojo) con el objetivo de clarificar la dindmica del problema. No obstante, es
importante remarcar que todo el conjunto de fases estd siendo optimizado de forma global. Ademas,
se trazan lineas verticales divisorias para delimitar la evolucion de las distintas etapas (E1, E2 y E3).

La Figura 5.12 muestra el comportamiento de los estados a lo largo del tiempo. La velocidad (a)
crece en los tramos propulsados y se mantiene aproximadamente constante en los tramos balisticos,
invirtiendo la energfa cinética en ganar altitud (b), que evoluciona de forma mondtona creciente
en este caso. La velocidad final se sitda alrededor de los 7.39 km/s, valor mucho mas coherente
y cercano a los 7.56 km/s (error del 2.2 %) que se deberfan alcanzar segtn la trayectoria nominal
descrita en el manual de usuario [27] del cohete. Respecto a la altitud, el algoritmo arroja un valor
de 198 km en el punto final de la trayectoria respecto a los 190 km especificados en el manual (error
relativo del 4.2 %).
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Figura 5.12 Evolucion de los estados del problema multietapa.

Con el objetivo de realizar una comparacién més fidedigna se computa la energia mecdnica
especifica en el instante final que es, en definitiva, la cantidad optimizada. Para el problema planteado
se obtiene un valor de 29.15 MJ/kg, mientras que los datos del manual proporcionan 30.5 MJ/kg,
lo que supone un error aproximado del 4.4 %. Esto no es en absoluto un mal resultado, mas atn
considerando que se ha desarrollado un modelo de punto en un sistema de tierra plana con una
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dindmica muy simplificada. Ademds, se desconoce la funcién objetivo, los criterios de optimizacién
o las restricciones adicionales que han dado lugar a trayectoria presentada en el manual. Por todo
esto, el método aqui descrito puede plantearse como una primera aproximacién a un problema
mucho mds complejo, con el que obtener valiosa informacién cualitativa de la evolucién de los
distintos estados a un coste computacional relativamente bajo.

Continuando con el andlisis de los estados, se puede apreciar como la evolucion temporal de
la masa (c) es ahora discontinua debido a la separacién progresiva de las distintas etapas, asi
como del fairing. También se observa como existe pérdida continua de masa solo en los tramos
propulsados, donde su pendiente corresponde con el gasto mdsico de cada etapa. En cuanto al
angulo de trayectoria (d) se refiere, nuevamente evoluciona entre los 90 grados iniciales hasta la
condicion final de horizontalidad impuesta.

Respecto al resto de variables complementarias de interés, presentadas en la Figura 5.13, cabe
destacar la distancia horizontal recorrida (a). El total de la trayectoria tiene lugar en un espacio sobre
la superficie terrestre (plana) que abarca 1427 km, lo cual supondria un 3.5 % de la circunferencia
terrestre en el ecuador (o un arco de 12.8° aproximadamente). Con tales dimensiones, la Hipétesis 1
de Tierra plana puede seguir considerdndose aceptable. No obstante, el efecto de esta simplificacion
en la solucién obtenida y el cédlculo del error introducido se deja como una posible ampliacion de
este trabajo.
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Figura 5.13 Evolucion de variables adicionales del problema multietapa.

La Figura 5.14 recoge la evolucién de la variable de control con el tiempo. La forma obtenida
es, como era de esperar, muy similar a la solucién monofésica en la primera etapa. Como se
observa, existe una primera deflexién completa negativa que permite sacar de la verticalidad al
vector velocidad. Posteriormente, progresa hasta la saturacion positiva, donde se mantiene hasta
el final de la etapa. Esta saturacién prolongada del control tiene importantes implicaciones en el
guiado, tal y como se discutird en el Subapartado 5.4.1. Por otra parte, el control en las etapas 2
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y 3 evoluciona libremente, ya en ausencia de atmdsfera, alcanzando valores en la direccion del
empuje de hasta 11 grados sobre la direccién del vector velocidad. Por ltimo, se ha de comentar
que aunque se han representado los tramos de coasting en rojo, con valor nulo, no existe control
propiamente dicho durante su transcurso.
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Figura 5.14 Evolucion del control del problema multietapa.

El Hamiltoniano (Figura 5.15), en este caso, es constante a trozos, sefial de que es posible depositar
una cierta confianza en los resultados obtenidos.

Por otra parte, se recuerda que los valores de empuje medio utilizados para hacer los calculos
(Tabla 2.9), asi como los valores de la aceleracion de la gravedad por etapa (Tabla 3.1), eran valores
aproximados derivados de los datos del manual. Por este motivo, se ha iterado en el problema
global hasta obtener las altitudes medias de operacion reales con la expresion (2.12) y, por ende,
unos empujes medios (2.11) y valores gravitatorios (3.1) de cada etapa mds exactos. Los resultados
numéricos concretos se recogen en la Tabla 5.4.

Tabla 5.4 Altitudes, empujes medios opera-
cionales y valores de gravedad por

etapa.
Etapa /h,, [km] E [kN] g [m/s?]
1 168 27029 9.7467
2 778 11228 9.5636
3 1572 2564 93326

Por ultimo, se representan los adjuntos dimensionales en la Figura 5.16. Estos son continuos y
presentan tendencias similares a los mostrados en los problemas simplificados.
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Figura 5.16 Evolucion de los adjuntos del problema multietapa.
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5.4.1 Comentarios adicionales sobre la saturacion del controlador

El hecho de que el controlador de la primera etapa se encuentre saturado la mayor parte del tiempo
para alcanzar la trayectoria Optima (Figura 5.14), conlleva que el sistema de guiado se vea sin
margen adicional de control durante esa fase critica y, por tanto, en una situacién de incapacidad
para rechazar perturbaciones en la mayoria de los casos, lo cual es inadmisible. Para solventar este
inconveniente se propone limitar artificialmente el rango de control disponible para la optimizacién
de la trayectoria en la etapa 1, de forma que se obtiene un margen adicional para el guiado. No
obstante, esto acarrea necesariamente una penalizacion del valor de la funcién objetivo. Asi pues,
se debe buscar un compromiso entre tolerancia a perturbaciones y la optimalidad de la trayectoria a
ejecutar.

En la Figura 5.17 se plantea un andlisis de sensibilidad donde se estudia la caida porcentual del
valor de la funcién objetivo respecto al rango de control utilizado, limitando el rango de la primera
etapa. Se puede observar que aun reduciendo el margen de control hasta el 50 % de su valor maximo,
la penalizacion de la energia mecénica especifica seguiria siendo inferior al 0.5 %.

100
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99.8

Optimalidad [%)]

99.75

99.7

1 1 1 1 1 1 1 1 1

100 95 90 85 80 75 70 65 60 55 50
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Figura 5.17 Anadlisis de sensibilidad de la funcion objetivo ante la limitacién del rango de control.

En la Seccién 7 de sintonizacién del controlador se analiza el margen de control adicional
necesario para obtener una respuesta adecuada ante las distintas situaciones planteadas.



6 Formulacion del problema de guiado

N esta seccion se resuelve el problema de guiado mediante el disefio de un algoritmo de control
E apropiado para asegurar que el vehiculo siga adecuadamente la trayectoria 6ptima obtenida
en el capitulo anterior, a pesar de la presencia de perturbaciones. Estas perturbaciones pueden ser
debidas a errores en la estimacion de las condiciones iniciales (8Xy), ruido en las medidas (n(z)),
variaciones impulsivas de los estados (5Xg) o a la dindmica no modelada (e(¢)). Se trata de un
problema de guiado (y no de control) al tratarse de un proceso de mds alto nivel, no considerando la
dindmica de la actitud ni el actuador real, sino una variable virtual &’ que representa, directamente,
la direccion del empuje en relacion al vector velocidad. No obstante, como no hay confusién posible,
en ocasiones se abusard del lenguaje refiriéndonos al problema de guiado como "control".

Existen distintos enfoques y técnicas de control para abordar este problema, tal y como el control
predictivo [50] o el control LQR (Linear Quadratic Regulator) de horizonte finito [51]. El control
predictivo se trata de un método control avanzado que puede basarse en cualquier esquema de
optimizacion. Este algoritmo se ejecuta en tiempo real en un computador abordo del vehiculo durante
el vuelo, recalculando las acciones de control a cortos intervalos. Por este motivo, la eleccion del
horizonte temporal considerado y la velocidad de célculo son elementos criticos, ya que determinan
el tiempo de computacién y, en parte, la capacidad de reaccién. No obstante, para esta aplicacion,
se ha optado por el disefio de un controlador LQR de horizonte finito: un algoritmo de control
optimo més sencillo que permite la obtencién analitica, a priori, de una ley de control. Uno de
los desarrollos futuros de este trabajo seria la comparativa entre las prestaciones y respuestas que
ofrecen ambas técnicas de control.

El esquema del sistema realimentado se presenta en la Figura 6.1, junto a las distintas pertur-
baciones consideradas. Cabe destacar que el controlador LQR es lineal, por lo que la salida y la
entrada del mismo deben estar referenciadas al punto de operacién. Por su parte, el error debido
a la dindmica no modelada no se incluye en el esquema, ya que surge directamente de utilizar un
modelo més complejo en el bloque correspondiente, en lugar de utilizar la considerada para el
disefio del sistema de guiado. Por dltimo, es importante seialar que se ha considerado la hipdtesis
de que el estado es directamente medible sin la necesidad de incluir (y disefiar) un observador que
lo reconstruya.

Aunque se recuerda y se describe la dindmica del sistema a controlar, esta seccidn se centra
principalmente en la formulacién general del controlador, es decir, en la obtencién analitica de
una expresion para la ganancia de control K(z). El diagrama de flujo del programa desarrollado en
MATLAB® utilizado para el disefio del sistema de guiado puede consultarse en el Apéndice A.2.
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oy(t) T X .

+

n(t) X*(t)
Figura 6.1 Esquema de control del sistema realimentado.

6.1 Descripcion del sistema

El sistema a controlar estd constituido por siete tramos temporales, contando tanto las fases pro-
pulsadas como las balisticas. De estos, solo los tres tramos propulsados son controlables, por lo
que se plantean tres controladores independientes (uno para cada tramo). La dindmica es idéntica
para cada tramo a excepcion del valor de sus pardmetros, por lo que, por simplicidad se plantea una
formulacién general del algoritmo de control.

Asfi, recuperando las ecuaciones desarrolladas en la Seccién 3 de modelado, nos enfrentamos
al sistema no lineal (6.1) - (6.4), caracterizado por cuatro estados: x(¢) = [v(¢) h(t) m(¢) ¥(1)] ",y

una variable de control: u(z) = o/(z).

(% = %cosa'—gsiny— ﬁpoefﬁszfCD (6.1)

% =vysiny (6.2)

CZ—’:L = —m=cte (6.3)

lfl—i/: mﬁvsina’—gcos}/ (6.4)

con &'(t) € [0, Oay] Yt € [tg,1;), donde 7y y ¢, hacen referencia al instante inicial y final del

tramo. Para una mayor concisién y con el objetivo de aumentar la legibilidad de las expresiones, se
han omitido las dependencias temporales.

Respecto a los limites de saturacion del controlador, recuperando la Hipétesis 9, se asume que
o = o+ 8 ~ & para la primera etapa, considerando el rango completo de movimiento de la tobera
(04, = Oy;n), segun se especifica en el manual de usuario [27], independientemente de si el rango
de control se limita en mayor medida durante la planificacién y optimizacién de la trayectoria. Para
el caso de la segunda y tercera etapa, se mantiene la posibilidad de que el dngulo varie libremente
entre el primer y el cuarto cuadrante (90 grados).

Por otro lado, es relevante recalcar que el estado correspondiente a la masa (6.3) es independiente
del resto de variables, siguiendo una evolucién lineal con el tiempo predeterminada. Se trata de un
estado incontrolable, el cual puede ser tratado como un pardmetro mas dependiente del tiempo. Las
principales ventajas de este enfoque son la reduccion del tiempo de computacién y la minimizacion
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de posibles problemas numéricos a la hora de operar con matrices de grandes dimensiones de forma
reiterada. Todo ello es de vital importancia para una posible aplicacién futura en tiempo real, donde
la precision y la carga computacional son factores criticos. Por este motivo, se ha reducido el sistema
a tres estados y una variable de control.

6.2 Linealizacion del sistema

El controlador LQR de horizonte finito es de aplicacién para sistemas lineales variantes con el
tiempo (LTV), por lo que es necesario linealizar el sistema en torno a la trayectoria éptima de
referencia: x*(¢), u*(¢), para obtener un sistema de la forma:

Ox(1) = A(t)ox(t) +B(t)ou(r) (6.5)

donde 6x(r) = x(¢) —x*(¢) y ou(¢) = u(¢) —u*(r). Las matrices A(¢) y B(¢) corresponden con las
derivadas parciales de la dindmica respecto a x y u, evaluadas en x* y u*. Operando se obtiene el
sistema matricial:

ov(t) ov(t)
Sh(t)| =~ A(t) |8h(t) | +B(t)8a/ () (6.6)
o7(t) 6y(t)
siendo A(¢) y B(7):
_PoSfCp m0 PoSiCp B0 o
() vi(t) We V(1) gcosy (1)
A(t) = siny*(¢) 0 V¥ (t)cosy*(t)
& - E sin o™ (1) 0 8 siny*(r)
vi(r)2cosy (t)  m*(t)v*(1)? ve(t)
(6.7)
mf(t) sina*(t)
B(1) = 0 (6.8)
E cosa*(t)
m*(1)v*(t)
con (X/(l) € [ar/nim ar/nax] Vi € [t07tf)-
6.3 Diseno basico del controlador LQR
Este controlador se basa en la minimizacién del funcional de coste cuadratico:
= 7 [8xT(1)QU)SX(1) + SuT (1)R()Su(r)] dr + 8% (1,)Qundx(r) 6.9)

donde Q(¢) es una matriz definida positiva y dependiente del tiempo que pondera el valor de los
estados en cada instante a lo largo de la trayectoria, Qg, s una matriz definida positiva que pondera
el valor de los estados finales y R(#) es una matriz semidefinida positiva dependiente del tiempo
que pondera el valor de las acciones de control a cada instante. De esta forma, la sintonizacién de
un controlador LQR se reduce a la eleccién de los valores de estas matrices. Asi pues, se puede
penalizar la agresividad del controlador aumentando el valor de R(#) o priorizar reducir el error de
los estados incrementado Q(#) (o su valor en el instante final con Qgy,).
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Se puede demostrar que la ley de control que minimiza el funcional de coste J (6.9) es:
ou(t) = K(r)ox(r) (6.10)
de forma que la ley de control completa, incluyendo el punto de operacion, sera:

u(r) =u(r) +K(r) [x(r) —x*(1)] (6.11)

La ganancia K(¢) del controlador, se obtiene de la expresion:
K(t)=-R ()BT (1)P(¢) (6.12)

donde P(¢) es una matriz que que obtiene por integracién hacia atrds de la ecuacion diferencial de
Riccati:

—P=AT()P(1) +P()A(r) = P()B()R™'(t)BT (1)P(1) + Q(t), P(t;) = Qg (6.13)

En nuestro caso particular, las matrices Q(¢) y Qg son matrices 3x3 (al considerar tres estados)
y, las matrices R(r) se reducen a un solo nimero, al contemplar exclusivamente una variable de
control. Como criterio de disefio de las matrices Q(7) se ha buscado homogeneizar la importancia
de los distintos estados respecto a su valor de referencia en todo instante de tiempo. Para las matrices
Qs se ha hecho lo propio empleando las condiciones finales en 7, para cada fase controlada. De
esta forma, se tienen las matrices diagonales:

Q(t)zdiag([\/vl*w \/hli(t) 1]) (6.14)

1 1
— di 1
Qs = diag ( [\/v* (t) \/h* (tf) ] ) (6.15)

Notese que el valor de y(r) ya se encuentra adimensionalizado por definicion.

Respecto R(7), idealmente se deben buscar unos valores que proporcionen un control suave,
reduciendo las inestabilidades asociadas a un controlador agresivo y previniendo dafios estructurales
en los actuadores mecanicos de la tobera. El valor concreto se obtiene mediante un anélisis de
sensibilidad en la Seccién 7 de sintonizacién.

6.4 Mejoras al controlador LQR: término integral

En los problemas de tracking es habitual que la referencia a seguir sea imperfecta, es decir, que para
las entradas de control u*(#) no se correspondan los estados x*(¢) esperados para todo instante de
tiempo. A parte del propio error que introduce una linealizacidn, esto es debido, principalmente, a
imperfecciones del modelo que, en definitiva, no deja de ser una simplificacion de una realidad mas
compleja en la que otros factores no contemplados pueden entrar en juego. Entonces, la dindmica
real del sistema incorpora un término extra de orden cero e() que representa el error respecto al
modelo linealizado. Este término tendrd un mayor peso cuanto peor se haya modelado la realidad.

S5x(t) = A(t)5x(t) + B(t)Su(r) +e(t) (6.16)

En definitiva, la integracién es este término hace que se acabe operando fuera del punto de disefo
y la linealizacién puede dejar de ser valida. Esto puede implicar, por lo tanto, que la ley de control
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desarrollada en apartado anterior tenga un comportamiento degradado y la respuesta del sistema
sea insatisfactoria. Este efecto se pone de manifiesto en el Apartado 8.5 de resultados.

Este error adicional de seguimiento se puede mitigar mediante la inclusién de un término integral
a la ley de control. Un ejemplo de ello lo encontramos en [52].

Sea el vector z, de tres componentes:
t
2(t) = / 8x()dt 6.17)
To

por lo que
z(t) = ox(t) (6.18)

de forma que se puede ampliar el sistema (6.5) con unos nuevos estados z que acumulan el error del
sistema:

X)L arny 19X s
[i(f) } ~A(t) [ 2(1) } +B'(r)6a/ (1) (6.19)
siendo A’(¢) y B/(¢) las matrices ampliadas:
A(r) = [ AI(;) 0.3 ] (6.20)
B(1) = [(],33 (:ﬂ (6.21)

con o/ (t) € [0, O] V1 € [10,17).

Finalmente, la ley de control quedaria como:

Su(t) = K'(1) [5;2;)} — K, (1)8x(1) + Ky (1) /t ' Sx(t)dr 6.22)

donde la ganancia K'(¢) se calcula de igual forma al procedimiento descrito con las expresiones
(6.12) y (6.13).

Por dltimo, es necesario ampliar las matrices Q(¢) y Qg, (7). Siguiendo la misma filosofia del
Apartado 6.3 se ha llegado a las matrices diagonales ampliadas:

= dia 1 '
w-se(|7m mw | Ve vew ) P

1 1 1 1 1
i 1
%“WQWW>Ww> Wm»¢ww'ﬂb (©29

donde B es un parametro que modifica la importancia del término integral. De igual forma que las
matrices R(z), su efecto y valor se estudia en la Seccién 7.

6.5 Anti-windup

Un problema clésico que puede aparecer cuando se incluye un término integral en un controlador es
el fenémeno conocido como windup. En general, este término integral mitigara el error acuamulado
debido a una referencia imperfecta. No obstante, puede darse que el controlador sature en algtin
momento y no pueda seguir contrarrestando el error, de forma que el valor integral sigue incre-
mentdndose. Esto provoca un retraso en la respuesta del controlador cuando el error respecto a la
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referencia se reduce, ya que debe compensar el error integral acumulado primero. Para evitar esto
existen diversas soluciones conocidas como técnicas de anti-windup [53].

El enfoque que se ha adoptado para este proyecto consiste simplemente en interrumpir la inte-
gracion durante los periodos de saturacion del controlador, de forma que la ganancia del término
integral resulta:

K, (7) siel controlador no satura

K} (r) = (625)

0;,; e.oc.
siendo K () la ganancia correspondiente al término integral calculada en el apartado anterior. De
esta manera, este término solo actia en condiciones normales de operacion, evitando la aparicién
del windup.



7 Sintonizacion del controlador

N esta seccion se lleva a cabo el ajuste de los pardmetros R(#) y B de los tres controladores
E a sintonizar. Por simplicidad, se considera que los valores Ry, R, y R3, correspondientes a
cada una de las etapas, se reducen a tres constantes a determinar y f3, el pardmetro que ajusta la
importancia relativa del término integral, es constante y comun para todos los controladores.

Adicionalmente, se estudia la influencia de limitar el rango de control durante la planificacién
de la trayectoria para el controlador de la primera etapa con el objetivo de disponer de un mayor
margen durante el proceso de guiado, tal como se introdujo en el Subapartado 5.4.1. De esta forma,
se genera un pardmetro adicional (L) que es necesario establecer. Este representa el porcentaje del
rango de control disponible para la optimizacion.

Para llevar a cabo el ajuste, se realiza un barrido de todos estos pardmetros sobre cuatro casos
arquetipicos de referencia con distintas fuentes de error, donde se busca minimizar el error de la
funcién de coste (6.9) empleada para la optimizacion de la trayectoria (energfa mecdanica especifica
en el instante final) respecto al valor alcanzado en la simulacién:

¢ e—¢*
ee[ %] = —100 — = —100
8*

o (7.1)
siendo €* el valor 6ptimo de energia especifica, la cual dependerd a su vez de la limitacién impuesta
por el valor L;.

Nétese que se ha incluido un signo negativo en la definicion, de forma que cualquier valor positivo
de e, implica una penalizacién en la energia especifica. Aunque a priori el objetivo del guiado
podria ser ajustarse a la referencia predefinida en todo momento, es posible obtener una mejoria
respecto a la trayectoria 6ptima (e, < 0) calculada debido a que las condiciones son diferentes:

 Existen perturbaciones que alteran la evolucién nominal de los estados.

* El rango de control de la etapa 1 es variable durante la planificacién, y dependiente del
pardmetro L. Durante el guiado se considera el rango completo.

* A diferencia del proceso de planificacion, en el guiado se permite un cierto grado de incum-
plimiento de las restricciones.

Esto permite alcanzar una mejor solucion global al problema de optimizacién y guiado de forma
conjunta, aunque la trayectoria resultante pueda diferir ligeramente de la referencia original.

Respecto al cumplimiento de las restricciones, durante el proceso de optimizacion, el dnico
requisito establecia que el 4ngulo de trayectoria y debia ser nulo en el instante final. Como criterio
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del cumplimiento de esta restriccion, se ha considerado admisible una desviacién de 0.9 grados,
lo que se puede expresar como (7.2).

|7(tf)]

[%] = 100 i <1% (7.2)

€y

con ¥(t;) en radianes. Esto es equivalente a admitir un error maximo del 1% respecto al valor
maximo dentro del rango valores de y(r) € [—n/2,7/2].

7.1 Casos de estudio

7.1.1 Error en la estimacion inicial de los estados

En un caso real es complicado conocer con exactitud todas las condiciones iniciales desde las que
el vehiculo comienza su operacién. En concreto, partiendo de una situacién de reposo es comtn
que sea en la estimacion de la masa de cada una de las etapas y, por ende, de la masa inicial del
cohete donde puedan presentarse mds imprecisiones, sobretodo teniendo en cuenta la complejidad
del sistema global. Esta perturbacion inicial genera un sesgo permanente en la evolucion de la masa
que afecta rapidamente al resto de estados, sacando la trayectoria de su referencia y generando un
error que se ha de corregir.

Aunque en la seccién de resultados (Seccién 8) se evalda el comportamiento del controlador para
una amplia variedad de errores de estimacion de la masa de cada una de las etapas, para el proceso de
sintonizacion se ha considerado un incremento del 5 % respecto a la masa estructural de la primera
etapa, lo cual equivale aproximadamente a 670 kg adicionales. Esto sitiia al vehiculo en una clara
desventaja desde el punto de vista del guiado, ya que debe compensar este peso incrementando el
dngulo o', que se encuentra de por si saturado (o cerca de la saturacién) durante esta etapa.

7.1.2 Perturbaciones impulsivas (rafagas)

Los fuertes gradientes de presion, densidad y temperatura que pueden darse en la atmésfera son el
origen de numerosas inestabilidades que afectan de forma determinante a la mecdanica del vuelo
de los vehiculos que se mueven por su seno. Entre los fenémenos que pueden aparecer destacan
las réfagas o las cizalladuras de viento, las cuales se pueden modelar como agentes externos que
introducen perturbaciones impulsivas en la dindmica del lanzador, variando alguno de sus estados
de forma instantdnea.

En nuestro caso bidimensional, estas perturbaciones se introducen como una variacién en escalén
del angulo de trayectoria 7y, durante el quemado de la primera etapa, a una altitud aproximada de
15 km sobre el nivel del mar, donde la atmésfera sigue teniendo relevancia. Para la sintonizacidn,
esta perturbacion se fija en —1 grado. Una variacién instantdnea negativa del 4ngulo de trayectoria
se trata, de nuevo, del caso mas desfavorable, ya que el controlador debe actuar hacia la zona de
saturacion para contrarrestar el efecto.

7.1.3 Ruido de los sensores

Los estados utilizados para la realimentacion del controlador no son medibles con precision absoluta.
Estas sefiales son ruidosas, por lo que tienen aparejado un error aleatorio de ciertas caracteristicas.
Para nuestro problema en concreto, se utiliza como modelo de este error un ruido blanco gaus-
siano aditivo (AWGN) para cada estado observado, con una funcién de densidad de probabilidad
N (mn =0, 0',12) de media cero y desviacion tipica queda determinada por la técnica de sensado
utilizada en cada caso.
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Es importante recalcar que esto es una simplificacién, ya que en la prictica existen términos
acoplados, como la velocidad y la altitud, dando lugar a una matriz de covarianza del error con
términos no nulos fuera de la diagonal.

Aunque la trayectoria libre de control realimentado no se ve afectada por el ruido, una mala
sintonizacién puede hacer que el controlador intente seguir estas perturbaciones de alta frecuencia,
pudiendo obtener el efecto contrario al deseado: que el sistema de control saque al vehiculo de
su trayectoria nominal. Es por ello por lo que se debe contemplar esta situacién y asegurar que el
sistema es tolerante al ruido.

Para la aplicacién se ha considerado que todas las medidas proceden de un sistema de posicio-
namiento por satélite (GNSS), con varias antenas receptoras ubicadas en el fuselaje. En concreto,
se toman como referencia los valores de precision del sistema norteamericano GPS [54, 55] para
determinar la velocidad, la altitud y la actitud (4ngulo de trayectoria) del vehiculo. En la Tabla 7.1
se recogen los valores de precision para cada caso respectivamente.

Tabla 7.1 Desviaciones tipicas del ruido presen-
te en las medidas de los estados.

Gnv [m/S] O-nh [m] O-ny [0]

0.1 6.5 0.7

En la Figura 7.1 se muestra un ejemplo del ruido inyectado a las medidas de cada uno de los
estados del sistema.

w 02}
e 0Fr - = - -Media
=02 —— AWGN (0 = 0.1)
-0.4
0 50 100 150 200 250 300 350 400
t[s]
20 C T T T T T T T T
= = = Media
AWGN (o = 6.5)
0 50 100 150 200 250 300 350 400
t[s]
2 [ T
& - - - -Media
=0 AWGN (0 = 0.7)
2t

0 50 100 150 200 250 300 350 400
t[s]

Figura 7.1 Ejemplo de ruido inyectado a la medida de cada estado.

7.1.4 Errores de modelado

Todo modelo se reduce a una simplificacion de la realidad. Para evaluar los efectos que introducen
estas simplificaciones, se enfrenta el sistema de guiado desarrollado ante a una dindmica algo mas
elaborada. En particular se introducen tres cambios respecto al modelo considerado. En primer
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lugar, se prescinde de la Hipétesis 3 por la cual la gravedad adquiere un valor constante para cada
etapa y se emplea un modelo continuo dependiente de la altitud (3.1). Por otra parte, se sustituye la
Hipdtesis 4 de empuje constante por el modelo variable en altitud descrito con la expresion (2.11).
Por ultimo, se implementa el modelo atmosférico desarrollado por la NASA en [33], el cual se
introdujo y comparé con el modelo exponencial utilizado en la Hipdtesis 7.

7.2 Sintonizacion preliminar

En primer lugar se busca la mejor combinacién de pardmetros, con un paso de iteracion relativamente
grande, que cumpla los requisitos para todos los casos planteados. Para ello, se han evaluado 16 875
combinaciones de pardmetros para cada tipologia de error, lo que da un total de 67 500 simulaciones
para la sintonizacién mediante barrido.

Para representar graficamente la estrategia seguida, se seleccionan las 5 mejores combinaciones
de pardmetros que minimizan el error de la funcién objetivo para cada situacién y cumplen con las
restricciones impuestas. Estas combinaciones, asi como los valores de error de la energia mecanica
especifica respecto al valor 6ptimo y el grado de cumplimiento de las restricciones se pueden
consultar en el Apéndice B. A continuacion, se evalian dichas combinaciones en el resto de casos
para comprobar si, efectivamente, también cumplen con los requerimientos exigidos. De esta forma
surge la Figura 7.2, donde se representa el error relativo obtenido de las combinaciones de pardmetros
Optimas (cada una representada con un simbolo distinto) para cada situacién estudiada, aplicadas al
resto de casos. Aquellas situaciones en las que se cumplen las restricciones se muestran en verde;
mientras que las que no cumplen, se presentan en rojo.
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Figura 7.2 Desempefio del controlador éptimo sintonizado para rechazar las perturbaciones de las
situaciones (a), (b), (¢) y (d) y su respuesta aplicada al resto de casos.
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Asi pues, se puede comprobar, por ejemplo, que no todas las combinaciones éptimas de pardmetros
que mejor rechazan las perturbaciones en las condiciones iniciales (a), respetan las restricciones en
el resto de situaciones (ante una rafaga, ruido o errores de modelado). También se puede observar
que existen combinaciones de pardmetros que mejoran el valor de la funcién objetivo (e, < 0), tal y
como se avanzaba anteriormente que podia ocurrir.

Es evidente que la situacion mads critica se da ante errores de modelado, ya que practicamente
ninguna combinacién respeta las restricciones (incluso con errores del orden del 100% en la
funcidén objetivo), excepto cuando estos pardmetros se optimizan para esta situacion en particular
(d). Ademas, cualquiera de esas combinaciones es valida para el resto de casos, manteniendo el error
inferior siempre al 1%, incluso mejorando el valor de energia especifica para el caso de la rafaga y
del ruido. Por este motivo, se elige la mejor entre estas combinaciones, recogiendo sus valores en la
Tabla 7.2, los cuales constituyen la primera estimacion para la sintonizacién del controlador.

Tabla 7.2 Parametros 6ptimos tras la sintonizacién preliminar.

Li[%] B Ry(10°)[-] Ry (-10°) [-1 R (-10%) []
50 257.5 25.75 25.75 75.25

Con esta eleccién de pardmetros, se limita el margen de saturacion de la primera etapa al 50 % de
su valor mdximo durante la planificacion de la trayectoria. Esto implica que la energia mecdnica
especifica 6ptima en el instante final cae hasta los 29.05 MJ/kg, lo que supone una penalizacién del
0.34 % respecto al caso sin limitacion desarrollado en la Seccién 5.

7.3 Analisis de sensibilidad

El objetivo de este apartado es explorar el entorno del conjunto de parametros elegidos inicialmente,
fijando el margen de saturacién L, obtenido en el apartado anterior. Se busca realizar un ajuste
fino, reduciendo el paso de buisqueda, para determinar si es posible mejorar las prestaciones del
sistema. Un algoritmo de optimizacién paramétrica seria de aplicacién para esta funcién. No
obstante, el cémputo de la funcién objetivo es compleja y extremadamente costosa! y se aplica
simultdneamente a cuatro escenarios independientes, constituyendo una funcién multiobjetivo que
debe ser minimizada globalmente. Ademds, presenta discontinuidades, lo que complica el cdlculo
del gradiente, generando problemas numeéricos, y dificultando el cémputo de la direccién de avance.
Por dltimo, también se deberia incluir las restricciéon de dngulo de trayectoria nulo en el instante
final, por lo que numerosas consideraciones adicionales deberian plantearse, lo que queda fuera del
alcance y del objetivo de este proyecto. Por este motivo, una sintonizacién manual es suficiente y
adecuada para nuestro propésito.

Para asegurarnos de que el movimiento realizado en el espacio tetradimensional compuesto por
las variables Ry, R,, R3 y B nos conduce efectivamente a un valor més 6ptimo, se realiza el andlisis
modificando, a cada paso, un solo parametro. Ademads, como criterio para establecer los limites del
andlisis de cada variable, se ha utilizado el paso de barrido de la sintonizacién inicial, realizando la
busqueda hacia ambos lados del valor obtenido a priori.

A continuacion, se representan exclusivamente los casos de éxito, de forma que si alguna de
las simulaciones realizadas tras la variacidn de los pardmetros no cumpliera con las restricciones,
se mostraria una curva con partes discontinuas a tramos. Cada figura estd asociada a uno de los

! En un ordenador con un procesador Intel Core i7-9750H a 2.60 GHz, una memoria RAM instalada de 24 GB y una
arquitectura de 64 bits, una evaluacién de un escenario se sitiia en el orden del segundo, lo que supone un total de 4
segundos para la ejecucion de la funcién multiobjetivo. Un algoritmo de optimizacién puede hacer uso de miles de
iteraciones, lo que dispara el tiempo total de ejecucién al orden de horas e incluso dias.
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pardmetros a estudiar, de forma que se representa la variacion del error relativo de la funcién objetivo
cometido para cada una de las 4 situaciones, respecto a un incremento o decremento del valor del
pardmetro a sintonizar en cuestion.

En la Figura 7.3 se puede observar cémo aumentar el valor de Ry mejora la respuesta frente a
errores de modelado y la tolerancia al ruido. Sin embargo, respecto a variaciones de las condiciones
iniciales y perturbaciones impulsivas tiene una ligera tendencia creciente. Incrementar el valor
también conlleva acercarse a la zona de incumplimiento de restricciones en el caso de la respuesta a
errores de modelado. Por todo ello, se ha mantenido el valor Ry = 25.75-10°.
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Figura 7.3 Andlisis de sensibilidad respecto a R;.

La Figura 7.4 pone de manifiesto como un incremento sustancial de R, supone una mejoria
ante errores de modelado y respuesta a rafagas, manteniendo el resto de situaciones practicamente
inalteradas, por lo que se ha aumentado su valor a 32.50 - 10°.

Nuevamente, se presenta en la Figura 7.5 una situacién muy equilibrada, donde cualquier variacién
no implica una mejora global de la funcién objetivo. Por ello, se conserva el valor de Ry = 75.25-10°.

Por dltimo, la Figura 7.5 muestra el anélisis respecto al pardmetro 3, el cual controla el peso del
término integral. Tal y como se puede apreciar, mantener su valor en 257.5 resulta conveniente para
no penalizar ninguna situacion. Podria ser prudente reducir ligeramente su valor para asegurar un
mayor margen respecto al limite donde comienza el incumplimiento de la restriccion del dngulo de
trayectoria, aunque perjudique su respuesta. No obstante, no se ha estimado necesario, ya que no es
un caso donde se plantee variabilidad en la evaluacién de sus prestaciones.

En la Tabla 7.3, se recogen los resultados finales de los pardmetros escogidos para el controlador
tras el andlisis de sensibilidad realizado en una iteracion consistente en 16 000 simulaciones adicio-
nales. Como se puede comprobar, la estimacion inicial era bastante buena, ya que solo el pardmetro
R, se ha visto afectado.
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Figura 7.5 Andlisis de sensibilidad respecto a Rj.

Tabla 7.3 Parametros 6ptimos tras el andlisis de sensibilidad.
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Li[%] B Ry(10°)[-] Ry (-10°) [-] Ry (-10%) []

50 257.5 25.75 32.50 75.25
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Figura 7.6 Andlisis de sensibilidad respecto a f3.
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8 Evaluacion del desempeno del
sistema

continuacion se recogen una serie de casos tipicos a los que se podria enfrentar el vehiculo
lanzador y, por ende, el controlador implementado, con el objetivo de evaluar el desempefio
global del sistema. Es comun tener que lidiar distintas fuentes de error que tenderdn a sacar al cohete
de su trayectoria nominal. En concreto, se analizan situaciones planteadas durante la sintonizacion,
ampliando la variabilidad de pardmetros y explorando nuevas combinaciones de casos.

Debido a que el controlador se ha disefiado partiendo de una simplificacién de la dindmica
real a controlar (se ha linealizado el sistema), no se puede asegurar matematicamente su correcto
funcionamiento para toda la casuistica y para la totalidad de combinaciones de pardmetros y
perturbaciones posibles, incluso limitdndonos al conjunto de casos que aqui se tratan. Por ello, se
plantea un andlisis estadistico usando un método de Monte Carlo [56], determinando los casos en los
cudles se cumple con una serie de criterios y asumiendo una distribucién uniforme de probabilidad
del error de las variables consideradas.

Se ha definido como caso de éxito aquel que cumpla con dos requisitos. El primero es que el
error relativo de la funcién objetivo (7.1) sea inferior al 5 %, asumiendo como aceptable un error del
orden del cometido durante la optimizacién de la trayectoria (~ 4.4 %) respecto al valor obtenido
del manual de usuario [27]. El segundo impone que el error en el cumplimiento de las restricciones
no supere el 1%, equivalente al criterio empleado durante la sintonizacién (7.2).

Para evaluar la significancia del tamafio muestral de valores utilizados en los estudios y, por lo
tanto, de la calidad de andlisis, se propone el uso de la expresion desarrollada en [57] como criterio
de parada para métodos de Monte Carlo. Operando y adaptando esta expresion a nuestro caso, se
puede obtener una estimacién del error relativo médximo de la media muestral respecto a la media
real (desconocida) del valor de la funcién objetivo, dependiente del nimero de simulaciones N
(tamafio de la muestra), asegurado con una probabilidad P del 99 %:

—1(1=P
eolt] < 10025 ) %
EVN
donde ®~! es la funcién de distribucién acumulada inversa normal, y € y o, son la media y la
desviacion tipica muestral de la energia especifica en el instante final, respectivamente.
Adicionalmente, se ha incluido un ejemplo concreto de cada categoria con una cierta combinacién
de parametros fijos para visualizar el desempefio del controlador para los distintos casos.
Ademds, para el andlisis de errores a lo largo de la trayectoria se han definido los errores relativos
de los estados como:

(8.1)

e (1) %] = IOOW (8.2)
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A excepcion del dngulo de trayectoria, ya que no estd bien definido para todos sus posibles valores,
ya que puede anularse. Por ello, se adopta una definicion alternativa:

[7(@) =7 ()]

/2 (8.3)

e,(1)[%] = 100

normalizando por el valor maximo 7/2 rad.

8.1 Respuesta al error en la estimacion inicial de los estados

Durante la sintonizacion se consider6 exclusivamente un error en la masa estructural de la primera
etapa. En este caso se incluyen posibles variaciones de hasta el 10 % en cualquiera de las tres
etapas de forma simultdnea.

En la Tabla 8.1 se recogen los resultados estadisticos del andlisis de Monte Carlo. En particular,
se presentan la media y desviacion tipica de la funcién objetivo y de las restricciones, asi como
el porcentaje de casos de éxito que cumplen tanto con la funcién objetivo (f.0.) como con las
restricciones (r.). Ademds, se incluye el pardmetro ez que refleja una estimacion del error del estudio,
y el tamafio muestral o nimero de simulaciones N. Como se puede observar, en esta bateria de
situaciones el nimero de casos de éxito es practicamente absoluto.

Tabla 8.1 Resultados del andlisis de Monte Carlo para errores en la estimacién inicial de la masa
estructural de cada etapa.

€ [MJ/kg] o, [MJ/kg] 7[deg] oy [deg] 9oéxitof.o. Yoéxitor. ez [%] N
29.053 0.473 -0.014 0.475 100 99.141 0.072 27000

En la Figura 8.1 se muestran los resultados de los barridos mas representativos de la variacién
de estas masas estructurales. En verde se recogen los casos de éxito que cumplen con los criterios
establecidos y, en rojo, aquellas simulaciones que incumplen alguno de estos requisitos. Como
se puede observar, la inmensa mayoria de las situaciones son favorables, aunque puede surgir
algln problema con decrementos elevados de la masa estructural de la segunda etapa (Amy,),
principalmente.

A modo de ejemplo se analiza en detalle el caso particular en el error en la estimacion inicial
de la masa estructural de la primera etapa de 670 kg (+5%). A continuacién, se incluyen una
serie de gréificas que complementan los comentarios realizados. En ellas se muestra la referencia o
trayectoria nominal (linea negra discontinua), la evolucién de los estados para los distintos tramos
sin la realimentacién du del controlador (linea negra punteada sefialada como No FB) y la evolucién
de los estados ante la accién del control realimentado para cada fase (en azul cuando el LQR esté
actuando y en rojo cuando se trata de un tramo libre balistico). Ademds se remarca la divisién
temporal entre etapas mediante lineas verticales. Estos criterios se mantienen para toda la seccién
de resultados salvo que se indique lo contrario.

En la Figura 8.2 se muestra la evolucién de los estados a lo largo del tiempo de quemado. Nétese
que se ha incluido la masa como estado con el fin de adquirir una mejor compresién del problema.
Como se puede observar, esa pequefia variacion en la estimacion inicial de la masa provocaria que
la trayectoria se desviara sustancialmente de la nominal. Esto es més notable con la altitud (b). El
controlador corrige esta desviacion consiguiendo un error respecto al 6ptimo de la funcién objetivo
del 0.71% y un incumplimiento del &ngulo de trayectoria en el instante final de 0.65 %, ambos
valores holgadamente dentro de los limites permitidos.

Las Figuras 8.3 y 8.4 presentan, respectivamente, los errores absolutos y relativos de los estados.
Mientras que los graficos que presentaban la evolucidn de los estados dan una visién global del
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Figura 8.1 Anadlisis de Monte Carlo para errores en la estimacion inicial de la masa estructural de
cada etapa.

desarrollo del sistema, estos aportan informacion detallada local en cada instante, eliminando el
problema de la escala. Asi pues, se puede comprobar como el seguimiento no es perfecto, pero
todas las variables controladas quedan acotadas dentro de unos valores razonables. Cabe destacar
como la perturbacion en la masa (c) desaparece tras la eyeccion de la etapa 1, por lo que se trata de
un error en escalén con un flanco de subida y otro de bajada.

Respecto al esfuerzo de control, en la Figura 8.5 se muestra la evolucién de o/(z). Se puede
observar un comportamiento suave en todo momento, sin llegar a alcanzar la saturacion en la etapa
1 gracias al efecto de haber limitado su rango de control durante la planificaciéon y optimizacién de
la trayectoria (linea discontinua).
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(a) Velocidad (b) Altitud
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Figura 8.2 Evolucion de los estados del sistema con error de +5 % en la estimacion inicial de la
masa estructural de la etapa 1.
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Figura 8.3 Evolucion del error absoluto de los estados del sistema con error de +5 % en la estimacién

inicial de la masa estructural de la etapa 1.
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(a) Velocidad (b) Altitud
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Figura 8.4 Evolucion del error relativo de los estados del sistema con error de +5 % en la estimacion
inicial de la masa estructural de la etapa 1.
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Figura 8.5 Evolucion de la variable de control del sistema con error de +5 % en la estimacion inicial
de la masa estructural de la etapa 1.
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8.2 Respuesta a perturbaciones impulsivas (rafagas)

De forma andloga al proceso de sintonizacién, se modelan posibles rdfagas de viento en el plano
vertical como variaciones instantdneas del dngulo de trayectoria y(r) del cohete, las cuales tienen
lugar en el instante intermedio del tiempo de quemado de la primera etapa. En este caso, se estudia
un rango ampliado de £2 grados.

En la Tabla 8.2 se presentan los resultados del andlisis de Monte Carlo. Se puede apreciar que en
esta situacion, aunque todas las combinaciones cumplen con los criterios fijados para la funcién
objetivo, un 3.9 % de los casos fallan en respectar la condicion de dngulo de trayectoria nulo (error
inferior al 1 %) en el instante final.

Tabla 8.2 Resultados del andlisis de Monte Carlo para errores debidos a perturbaciones impulsi-
vas.

€ [MJ/kg] o, [MJ/kg] 7I[deg] oy [deg] %o éxitof.o. Yoéxitor. ez [ %] N
29.048 0.050 -0.044 0.485 100 96.1 0.014 1000

Representando el andlisis en la Figura 8.6, se adquiere informacién adicional. Se puede comprobar
cémo el error de la funcién objetivo se encuentra muy acotado e inferior al 0.3 %. También se observa
cémo cualquier perturbacién negativa acaba mejorando el valor de la funcién objetivo (e, < 0), lo
cual tiene sentido, ya que la sintonizacién fue optimizada para esta zona (la més problemadtica). No
obstante, se aprecia que conforme nos acercamos a un impulso de -2 grados, el controlador empieza
a fallar, lo cual es coherente con el hecho de que lo estemos empujando atin mds hacia la zona de
saturacién y acabe por no poder contrarrestar la perturbacion.

0.3

0.2+
e

0.1 4

\

I Exito
I Fallo

-0ele* [%]

0.1 F 1

-0.2 7

A~ [deg]
Figura 8.6 Andlisis de Monte Carlo para errores debidos a perturbaciones impulsivas.

Como caso particular, se ejemplifica la situacion en la que existe un Ay = —1 grado, de forma
que nos permita analizar un caso en el que la funcién objetivo es mejorada. Los estados evolucionan
de acuerdo a las graficas mostradas en la Figura 8.7. Como se aprecia, en ausencia de guiado (linea
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punteada) este incremento de dngulo de trayectoria conlleva alcanzar una mayor altitud (b), en
detrimento de la velocidad (a) final.

(a) Velocidad (b) Altitud
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Figura 8.7 Evolucion de los estados del sistema ante una perturbacién impulsiva de -1 grado en el
dngulo de trayectoria.

Nuevamente, se representan los errores absolutos y relativos de los estados en las Figura 8.8 y
8.9, respectivamente. En estos graficos se puede apreciar claramente cémo en torno al segundo 73
se produce la perturbacién en el dngulo de trayectoria (d) y comienza la deriva del resto de estados.
Asimismo, se comprueba cémo el controlador Iucha acto seguido en contra de ese impulso, pero
no corrige totalmente la desviacion, ya que aprovecha el intercambio energético entre altitud y
velocidad para obtener un mejor valor de energia mecénica especifica. En particular, la trayectoria
resultante mejora a la trayectoria de referencia en un 0.14 %, manteniendo el cumplimiento de las
restricciones con un 0.51 % de error. El hecho de que se pueda asumir una desviacion tan notable
de los estados (en particular de la altitud) con el objetivo de mejorar la trayectoria inicialmente
propuesta es un hecho que se puede discutir en funcién de los requerimientos y restricciones de
la mision. En el Subapartado 8.5.1 se propone una posible alternativa en caso de que se quiera
priorizar la predictibilidad de la trayectoria.

La Figura 8.10 muestra la evolucién de la direccion del empuje. Es notoria la reaccién del
controlador ante la perturbacidn, actuando instantdneamente en sentido opuesto a la misma. Esto se
manifiesta en el pico producido hacia la mitad de la duracién de la primera etapa. Nétese también
que en una situacion real, esta reaccion espontdnea no seria viable debido al retraso introducido por
la dindmica del actuador. No obstante, como se comentd anteriormente, el guiado es un proceso de
alto nivel que generaria una nueva referencia para un controlador de mds bajo nivel.
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Figura 8.8 Evolucion del error absoluto de los estados del sistema ante una perturbacién impulsiva
de -1 grado en el dngulo de trayectoria.
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(a) Velocidad (b) Altitud
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Figura 8.9 Evolucion del error relativo de los estados del sistema ante una perturbacién impulsiva
de -1 grado en el dngulo de trayectoria.
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Figura 8.10 Evolucidn de la variable de control del sistema ante una perturbacién impulsiva de -1
grado en el dngulo de trayectoria.
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8.3 Respuesta al ruido de los sensores

Los resultados del anélisis de Monte Carlo tras 1 000 simulaciones con el ruido blanco gaussiano
aleatorio definido para cada estado en el Subapartado 7.1.3, se recogen en la Tabla 8.3.

Tabla 8.3 Resultados del andlisis de Monte Carlo para tolerancia al ruido.

£[Mlkg]l o, [Ml/kg] 7ldeg] o, [deg] o éxitofo. % éxitor e [%] N
29.040 0.027 0.032 0234 100 100 0.008 1000

Para poder apreciar claramente el efecto que una mala sintonizacién puede acarrear a la tolerancia
al ruido de un sistema, se compara la sintonizacién optimizada presentada anteriormente en la
Tabla 7.3, con una eleccién alternativa mds deficiente de pardmetros, en términos de rechazo al
ruido, mostrados en la Tabla 8.4. Este dltimo caso se dibuja en las graficas en linea punteada bajo el
nombre Alt.

Tabla 8.4 Parimetros alternativos no tolerantes al ruido.

Li[%] B Ry (10°)[[] R, (-10°)[-] Ry (-10%) [-]
50 10 1 1 1

Resulta evidente, en la Figura 8.11, que la presencia de ruido puede jugar un papel crucial en
guiado del vehiculo. Obviamente, este caso se ha exagerado a consciencia, pero la idea que se
pretende transmitir es que se debe ser cuidadoso para que la eleccion de pardmetros de sintonizacion
no incite a que el controlador acabe acopldndose al ruido, obteniendo una respuesta completamente
indeseada, a pesar de la ausencia de cualquier otro tipo de perturbacién.

Tal y como puede apreciarse, para el caso en el que el que la sintonizacién no es adecuada, tanto la
velocidad (a) como la altitud (b) se desvian de forma notoria, siendo el error maximo en el instante
final, obteniendo un error del 46 % de la funcién objetivo y un incumplimiento de las restricciones
superior al 14 % (ambos claramente superiores a los limites fijados).

Con una buena eleccién de parametros, por el contrario, el efecto se mitiga de forma adecuada y
su influencia es casi nula en la trayectoria, manteniendo el error de la energia mecdnica especifica en
el instante final del orden del 0.01 % y el incumplimiento del dngulo de trayectoria (d) en el 0.21 %.

Esto se puede apreciar con mds detalle en las Figuras 8.12 y 8.13, donde se presenta el error
absoluto y relativo, respectivamente. El principal problema radica en el intento del controlador
mal sintonizado en capturar la variaciones de alta frecuencia introducidas por el ruido. El efecto
es evidente en el dngulo de trayectoria (d). Existe un instante en el que ya no es capaz, y crece
desmesuradamente incrementando la amplitud de sus oscilaciones y desviando al resto de estados
hasta valores inaceptables.

Desde el punto de vista del control, plasmado en la Figura 8.14, obtenemos las mismas conclu-
siones: una ley rdpida y agresiva generard fuertes picos a uno y otro sentido y tendera a sacar al
sistema del equilibrio, mientras que reduciendo su esfuerzo, actia como un filtro, ignorando parte
de esas oscilaciones perniciosas.

Nuevamente se ha de recalcar que existen técnicas de preprocesado aqui no contempladas que
atendan la presencia del ruido en los sensores, de modo que sus efectos se verian mitigados.
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Figura 8.11 Evolucion de los estados del sistema ante la presencia de ruido en los sensores.
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Figura 8.12 Evolucion del error absoluto de los estados del sistema ante la presencia de ruido en
los sensores.
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(a) Velocidad
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Figura 8.13 Evolucién del error relativo de los estados del sistema ante la presencia de ruido en los
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Figura 8.14 Evolucién de la variable de control del sistema ante la presencia de ruido en los sensores.
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Hasta ahora se han analizado distintas fuentes de error que pueden afectar negativamente al sistema
de forma individual. No obstante, en la vida real, estas distintas tipologias coexisten y perturban al
vehiculo de forma continuada, por lo que el sistema de control debe ser capaz de rechazarlas de
forma simultdnea para garantizar el éxito de la misidn. Este apartado pretende someter al controlador
a errores en la estimacién de la masa inicial, perturbaciones impulsivas y ruido en los sensores para
evaluar el desempefio del mismo en una situacién mas completa y realista.

Realizando de forma conjunta los barridos de pardmetros de los apartados anteriores se llega a los
resultados estadisticos presentados en la Tabla 8.5. Casi la totalidad de la simulaciones conduce a un
error de la funcién objetivo inferior al 5 %, mientras que cerca del 25 % incumplen las restricciones
fijadas. A priori puede parecer un porcentaje elevado, pero observando la media y desviacién tipica
de este pardmetro se comprueba que la dispersion no es muy elevada y se encuentra cercana a 0.
De hecho, se puede asegurar que el 99.7 % de los casos (3 — ¢’) no superan un error superior a -2.3
grados.

Tabla 8.5 Resultados del andlisis de Monte Carlo para combinaciones de fuentes de error.

€ [MJ/kg] o, [MJkg] 7I[deg] Oy [deg] Y éxitof.o. Yoéxitor. ez [%] N
29.041 0.473 -0.069 0.733 99.998 75.567 0.017 50625

Para dar una idea més precisa de los casos en los que falla el sistema, se representan las situa-
ciones mds desfavorables del andlisis, es decir, los casos extremos con rdfagas maximas negativas
(Figura 8.15) y positivas (Figura 8.16), barriendo para todas las variaciones de masas estructurales
consideradas.

A modo de ejemplo se incluye el caso en el que existe un error en la estimacién inicial de la masa
de la primera etapa de un -10 % de su masa estructural. Ademads, una rafaga induce un incremento
de 1 grado en el dngulo de trayectoria a la mitad del tiempo de quemado de la primera etapa y los
sensores se ven perturbados por la presencia de un ruido blanco gaussiano.

La evolucion de los estados se presenta en la Figura 8.17. Como puede observarse, la combinacién
de pardmetros y fuentes de error, en ausencia de control, implicaria un dngulo de trayectoria (d)
elevado durante toda la trayectoria, lo que a su vez conlleva un ascenso muy vertical. Esto daria
como resultado un decremento notable de la velocidad (a) final (la cual es el término de mayor peso
en la energia especifica) y un aumento significativo de la altitud (b). No obstante, el controlador
disefiado se desenvuelve con éxito, permitiendo al vehiculo lanzador ajustarse a la trayectoria 6ptima,
consiguiendo mejorar el valor de la energia especifica en un 1.2 %. El error del 4ngulo de trayectoria
en el instante final es inferior al 0.4 %.

Para analizar més en detalle la desviacion, se incluyen las Figuras 8.18 y 8.19, que representan
el error absoluto y relativo, respectivamente. Se puede apreciar claramente la discrepancia inicial
de masa (c), el impacto de la perturbacién impulsiva en y(t = 73 s) o el efecto del ruido en las
pequeias oscilaciones de alta frecuencia, principalmente en el 4ngulo de trayectoria (d). En todo
momento, el error de todos los estados se mantienen inferior al 5% y, la mayor parte del tiempo,
inferior o del orden del 1 %, respetando la restriccién de dngulo de trayectoria nulo en el instante
final.

En cuanto a la evolucién del control (Figura 8.20), se observa una pequefia zona de saturacion,
asi como la influencia del ruido en el pequefio rizado (bastante mitigado) y la abrupta correccién
tras la perturbacién impulsiva.
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Figura 8.17 Evolucién de los estados del sistema ante un error en la estimacién de la masa estructural
de la etapa 1 del -10%, una perturbacién impulsiva de +1 grado en el dngulo de

trayectoria y la presencia de ruido.
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Figura 8.18 Evolucion del error absoluto de los estados del sistema ante un error en la estimacién
de la masa estructural de la etapa 1 del -10 %, una perturbacién impulsiva de +1 grado
en el dngulo de trayectoria y la presencia de ruido.
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(a) Velocidad (b) Altitud
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Figura 8.19 Evolucién del error relativo de los estados del sistema ante un error en la estimacion de
la masa estructural de la etapa 1 del -10 %, una perturbacién impulsiva de +1 grado en
el angulo de trayectoria y la presencia de ruido.
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Figura 8.20 Evolucion de la variable de control del sistema ante un error en la estimacién de la
masa estructural de la etapa 1 del -10 %, una perturbacién impulsiva de +1 grado en el
dngulo de trayectoria y la presencia de ruido.
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8.5 Respuesta a errores de modelado

A continuacion, se estudia detalladamente la situacion planteada durante la sintonizacién (Subapar-
tado 7.1.4), en el que se pone a prueba el sistema de guiado frente a un modelo mas realista en el
que se emplean unas ecuaciones atmosféricas mas complejas y se considera un empuje y un valor de
la gravedad variable con la altitud. Por lo tanto, no se incluye ningtin anélisis estadistico de Monte
Carlo, sino que se presenta el caso directamente con la evolucién de las variables del sistema.

La Figura 8.21 muestra la variacion de los estados con el tiempo. Es evidente que el vehiculo, sin
un sistema de guiado, estd condenado al fracaso de su misién, impactando contra el suelo (b), en
este caso, en torno al segundo 374 desde la ignicidn (coincidiendo con el final de la etapa 2). Esto
conduce a dos importantes reflexiones: la primera es la importancia de desarrollar un buen modelo
con el fin de minimizar el error asociado a la dindmica no modelada y, la segunda, es la necesidad
de disefiar un sistema de control adecuado para poder rechazar la influencia de aquellos términos
no contemplados, que siempre existirdn en mayor o menor grado.
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Figura 8.21 Evolucion de los estados del sistema ante errores de modelado.

Por su parte, se puede comprobar cémo el guiado realizado permite estabilizar la trayectoria
real cerca de la nominal. Se puede apreciar que, a pesar de que la mayoria de estados se ajustan
con gran fidelidad a la referencia, en el caso de la altitud (b) existe un error creciente considerable
en comparacion con las situaciones planteadas en los apartados anteriores. No obstante, esta
discrepancia solo ocasiona un error de la funcién objetivo del 0.78 %, al compensarse con un
pequefio incremento de la velocidad (a) final, sin afectar al cuamplimiento de la restriccion en el
dngulo de trayectoria (d), con un error del 0.98 %. Es mds, como se ha comentado anteriormente,
no es de extrema importancia el valor concreto de altitud y velocidad a la que queda el lanzador en
el instante final, sino la maximizacién de la energia mecénica especifica, ya que existe una cuarta
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etapa cuyo objetivo es realizar la correccion final de estos pardmetros para asegurar la adecuada
insercion en Orbita.

Para distinguir y analizar en mayor detalle la evolucion de los errores absolutos y relativos, se
incluyen las Figuras 8.22 y 8.23, respectivamente. Nuevamente se comprueba que el mayor desvio
tiene lugar con la altitud (b), aunque bien es cierto que su error relativo se mantiene en torno al
orden del 20 %.
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Figura 8.22 Evolucion del error absoluto de los estados del sistema ante errores de modelado.

En lo referente a la evolucién de la variable de control o/ (7), en la Figura 8.24 se puede observar
cOmo la saturacién limita la accion del controlador la mayor parte del tiempo durante la primera
etapa, lo cual suele estar asociado a una peor respuesta, al dejar de existir margen para efectuar las
correcciones necesarias.

Por dltimo, se muestra la variacion del empuje (Figura 8.25) y de la gravedad (Figura 8.26) con
el tiempo, al ser dependiente de la altitud en el modelo mejorado. La linea discontinua refleja los

valores de empuje y gravedad constantes para los cuales el sistema de guiado ha sido disefiado.

En el caso del empuje, como puede apreciarse, la mayor discrepancia ocurre durante la primera
etapa, donde la presencia de la atmdsfera es apreciable y tiene un mayor impacto sobre la trayectoria
global.
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Figura 8.24 Evolucion de la variable de control del sistema ante errores de modelado.
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Figura 8.26 Evolucion de la gravedad durante la trayectoria del vehiculo en el modelo complejo.
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8.5.1 Posible mejora

Llegados a este punto se recuerda que, durante la formulacién del problema de guiado, los estados
han sido normalizados para asegurar que todos tengan una importancia relativa equivalente dentro
de la funcién de control. Una posible mejora a considerar consistiria en ponderar més el estado
correspondiente a la altitud, a fin de que se priorizara la minimizacién de su error. Para comprobar
el efecto, se alteran las expresiones (6.23) y (6.24) como:

1 1 1 1

' 1
w-s(| 75 e | Ve o )
1 1

I i i
=dia 1 .
Qpn = diag ( [\/v () Josic) B (Josprt,) VB ] ) (8.5)

Es decir, se duplica el peso de los términos asociados al estado de la altitud. Esta variacion puede
resultar excesiva, pero permite ver con facilidad la influencia del ajuste. De hecho, con este cambio
los resultados varian notablemente.

En la Figura 8.27 se incluye la evolucion de los estados. Se puede observar como el seguimiento
de la altitud (b) es casi perfecta.
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Figura 8.27 Evolucidn de los estados del sistema ante errores de modelado (posible mejora).

Representando los errores absolutos y relativos de los estados, se obtienen las graficas de las
Figuras 8.28 y 8.29, respectivamente. En este caso, se puede apreciar la destacable reduccion del
error en altitud (b) en detrimento del comportamiento en velocidad (a), la cual se ve ligeramente
penalizada.
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Figura 8.28 Evolucién del error absoluto de los estados del sistema ante errores de modelado (posible
mejora).

La saturacion del controlador, mostrada en la Figura 8.30, sigue siendo elevada, aunque en las
etapas 2 y 3, se ha reducido de forma considerable el esfuerzo de control.

No obstante, a pesar de las mejorias apreciables en este caso, este cambio penaliza el valor de la
funcion objetivo (1.26 % de error, frente al 0.78 % del caso anterior), por lo que es necesario evaluar
correctamente qué es lo que interesa en cada momento: si intentar ceflirnos a la trayectoria 6ptima
calculada inicialmente, lo cual otorga una mayor predictibilidad, o apostar por aquella que, tras la
perturbacién, nos conduce a un nuevo valor 6ptimo de energia mecdnica especifica. Para lograr esto
ultimo, plantear un control predictivo seria mas adecuado para abandonar la planificacién original
y buscar el 6ptimo a cada paso de iteracion, el cual ird variando influenciado por el entorno. Esta
discusion se plantea para posibles ampliaciones de este trabajo.
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Figura 8.29 Evolucién del error relativo de los estados del sistema ante errores de modelado (posible
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9 Conclusiones

lo largo de este trabajo se ha pretendido dar una visién global sobre lo que consistiria una
A planificacion y guiados 6ptimos sujetos a restricciones de una trayectoria de un vehiculo
lanzador multietapa a 6rbita, planteando una serie de hipdtesis simplificatorias que permiten abarcar
el problema planteado dentro del alcance de este proyecto.

Mediante un método indirecto de colocacidn se resuelve un problema de control 6ptimo, generando
una trayectoria de referencia para las tres primeras etapas del cohete Vega C, maximizando la energia
mecdnica especifica del vehiculo en el instante final y obligando al dngulo de trayectoria a ser nulo en
dicho instante. Para asegurar la convergencia, se ha empleado un método de continuacién, mediante
el cual se resuelven problemas cada vez mds complejos utilizando la solucidn anterior como iterante
inicial del siguiente problema. Con esto, se obtiene un resultado de la funcién objetivo en valor
absoluto de 29.15 MJ/kg, lo que difiere en un 4.4 % de lo estimado por el manual de usuario del
cohete. Esta pequeiia discrepancia se achaca principalmente a las simplificaciones del modelo
y al estado de saturacién del prolongado del controlador de la primera etapa que resulta de esta
optimizacion.

Por este motivo, a fin de mejorar las prestaciones de control y el rechazo a perturbaciones,
se decide limitar artificialmente el rango de control de la primera etapa en un 50 % durante la
planificacion, a fin de disponer de un margen adicional durante el proceso de guiado. Esto supone
una penalizacién adicional del 0.34 % de la energia mecdanica especifica, reduciendo su valor hasta
los 29.05 MJ/kg.

Al mismo tiempo, se desarrolla un sistema de guiado para el vehiculo constituido por tres
controladores LQR independientes de horizonte finito, uno para cada etapa propulsada, donde el
peso de cada estado a controlar se encuentra normalizado en cada instante. Para combatir el posible
error generado por una referencia imperfecta, se ven provistos de un término integral y un sistema
anti-windup para minimizar los problemas derivados de la saturacion.

Para ajustar los distintos pesos de cada controlador se lleva acabo un proceso de sintonizacién y un
andlisis de sensibilidad, donde se busca minimizar el error de la funcién objetivo y el incumplimiento
de las restricciones para una serie de casos arquetipicos prefijados a los que se enfrentarfia el sistema
real: errores en la estimacion inicial de los estados, perturbaciones impulsivas, ruido en los sensores
y errores de modelado.

Por dltimo, se evalda el desempeiio del sistema completo analizando mediante métodos de Monte
Carlo la respuesta del mismo ante un abanico ampliado de casos y pardmetros, incluyendo los
utilizados durante la sintonizacién y combinaciones de estos. La inmensa mayoria de los casos
contemplados cumplen con los requisitos impuestos, si bien es cierto que existen situaciones en las
que se incumplen las restricciones de dngulo de trayectoria nulo. No obstante, para estos casos, se
ha comprobado que el grado de incumplimiento no es muy alarmante (desviaciones inferiores a 2.3
grados).
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Capitulo 9. Conclusiones

Es relevante hacer mencién al caso donde se evaltian los errores de modelado. Aunque se cumple
ampliamente con los criterios de optimalidad impuestos, es posible corregir el error en altitud
drasticamente, simplemente ponderando més ese estado en el controlador. No obstante, esto debe
realizarse con precaucion, ya que se puede incurrir en penalizaciones de la energia especifica, al ser
la velocidad el término que m4s contribuye a la misma.

9.1 Limitaciones y trabajo futuro

Es importante, sin embargo, tomar estos resultados con cautela a la hora de trasladarlos a una
situacion real debido a las numerosas hipétesis impuestas, por lo que deberian ser consideradas
como una valiosa fuente de informacién cualitativa (mds que cuantitativa) para evaluar relaciones y
dependencias entre pardmetros y las influencias de los distintos términos para orientar los esfuerzos
de disefio en uno u otro sentido.

A partir de este momento, estas simplificaciones se pueden ir relajando conforme el modelo se
desarrolla, se hace méds complejo y proporciona resultados coherentes desde un punto de vista fisico
e ingenieril, introduciendo nuevos factores, elementos no considerados, técnicas de control mas
avanzadas o una sintonizacién mds fina de los pardmetros de control. El simple hecho de iterar
en el problema con los nuevos resultados nos conduce inevitablemente a soluciones mds precisas
y realistas, debiéndose evaluar en todo momento la relacién entre el tiempo de computacion y la
exactitud requerida para nuestra aplicacién.

En particular, resulta evidente que el sistema de referencia de Tierra plana escogido es muy
rudimentario y limitante y, por lo tanto, mejorable. Un modelo de Tierra esférica introduce una
amplia bateria de efectos a considerar como la rotacién de la Tierra, los fendmenos de inercia
(fuerzas centrifugas y de Coriolis) o nuevas restricciones derivadas de trabajar con un problema
tridimensional en lugar de en un plano. También tendria especial relevancia la eleccién del centro
de lanzamiento y sus implicaciones para alcanzar la érbita objetivo. Otro aspecto interesante
seria modelar la dltima etapa de propulsante liquido con posibilidad de reencendido y optimizar
adicionalmente los tiempos de quemado, eyeccion y coasting del resto de etapas. En definitiva,
incrementar el nivel de detalle de los distintos fenémenos que participan del proceso como el modelo
propulsivo, el aerodindmico o la inclusién de la dindmica de la actitud del cohete para no solo
depender de un modelo puntual son importantes mejoras a considerar en un futuro desarrollo de
este trabajo.

No obstante, el modelo constituye una primera aproximacién para poder aplicar un método
indirecto para resolver un problema de control 6ptimo para la planificacidn de la trayectoria sin que
la formulacién del Principio del Minimo resulte excesivamente engorrosa. Esto plantea, ademads,
una nueva vertiente de estudio, consistente la comparacién de las virtudes e inconvenientes de
aplicar una formulacién directa o indirecta a este problema de optimizacién de trayectorias concreto,
asi como la comparacién de sus resultados y tiempos de computacién. En general, el método
indirecto nos conducird a una solucién mds precisa, pues el resultado final siempre vendrd dado por
la integracion de las ecuaciones exactas derivadas de las condiciones necesarias de optimalidad,
con la contrapartida de que su formulacién se complica enormemente al mejorar el modelo. Por
otro lado, el enfoque con un método directo no se ve afectado tanto por este inconveniente, al
transformar el problema en uno de optimizacién paramétrica mediante una discretizacién. Es
necesario, precisamente, jugar con el paso de discretizacion para encontrar un equilibrio entre
precision, estabilidad computacional y tiempo de célculo.

Desde el punto de vista del control y guiado de la trayectoria, explorar y comparar técnicas de
control predictivo o control adaptativo, afiadir una nueva capa de control de bajo nivel modelando la
dindmica del actuador o considerar una mayor tipologia de fuentes de error suponen los préximos
pasos logicos en la evolucion del proyecto. Entre los posibles errores clasicos a contemplar se
encontraria el conocimiento inexacto de los tiempo de quemado o de la tasa de quemado de las
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distintas etapas, asi como el efecto del viento tridimensional, ya sea con modelos uniformes, variables
en altitud o estocdsticos, o una mayor variedad de perturbaciones impulsivas en distintos tramos de
la trayectoria. Por dltimo, para un nivel detallado de anélisis de las prestaciones del controlador
disefiado, se deberia estudiar la respuesta del sistema a nivel local, como el tiempo de reaccion, la
sobreoscilacién o el error en régimen permanente.
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90  Capitulo A. Diagramas de flujo de programas desarrollados en MATLAB®

A.1 Optimizacion de la trayectoria

Datos:
- Etapas: estructura, aerodinamica, propulsion
- Rango de control

Ascenso vertical: Modelo dinamico:
- Condiciones iniciales Ascenso vertical

e COfrecciondeEyg

Adimensionalizacion

Ponderacién de
parametros

Aproximacion inicial:
- Duracion PO / GT
- Integracién adjuntos

Modelo dinamico
completo

Optimizacion:
- BVP (colocacion)

ar + Aay

ai =

Si

Dimensionalizacion

No
¢Ahayg < hio?

Resultados

Figura A.1 Diagrama de flujo para la optimizacion de la trayectoria.
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A.2 Guiado de la trayectoria

Datos:
- Trayectoria / control nominal
- Parametros de configuracién

Linealizacion:
- Matrices A(t), B(t)

Diseiio de controlador:
- Matrices R(t), Q(t), Qsin

- Riccati = P(t)
- Ganancia K(t)

Verificacion: Modelo dinamico
- Barrido de parametros realimentado

Resultados

Figura A.2 Diagrama de flujo para el sistema de guiado.
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94  Capitulo B. Resultados de las simulaciones para la sintonizacion del controlador

Tabla B.1 Combinaciones de pardmetros 6ptimos para rechazar variaciones en las condi-
ciones iniciales.

Li[%] B Ry (10°) [1 Ry (-10°) [[1 Ry (-10°) [[] ec [F] ey, [%]

50 10 75.25 25.75 25.75 0.218  0.902
50 10 100 25.75 25.75 0.223 0.87
60 10 25.75 25.75 25.75 0.235  0.886
60 10 50.5 50.5 25.75 0.236  0.986
50 257.5 75.25 1 100 0.239 0.7

Tabla B.2 Combinaciones de pardmetros optimos para rechazar rafagas.

Li[%] B Ry (10°) [[1 Ry (-10°) [1 Ry (-10°) [[] ec [F] ey, [%]

90 1000 75.25 100 75.25 -0.374  0.995
90 1000 100 100 100 -0.372  0.963
90 752.5 100 100 100 -0371  0.973
90 1000 75.25 75.25 75.25 -0.37 0.987
90 1000 100 75.25 100 -0.368  0.955

Tabla B.3 Combinaciones de pardmetros 6ptimos para mejor tolerancia a ruido.

Li[%] B Ry (-10°) [[1 Ry (-10°) [[] Ry (-10°) [[] ec [F] ey, [%]

90 1000 25.75 25.75 75.25 -0.365 0915
70 505 1 1 75.25 -0.362  0.998
90 752.5 25.75 75.25 100 -0.355  0.925
90 1000 25.75 75.25 100 -0.333  0.844
90 505 25.75 50.5 100 -0.323  0.852

Tabla B.4 Combinaciones de pardmetros 6ptimos para hacer frente a la dindmica no
modelada.

Li[%] B Ry (10°)[] Ry (-10°) [[1 Ry (-10%) [-] e [%] ey, [%]

50 257.5 25.75 25.75 75.25 0.81 0.903
50 257.5 25.75 100 50.5 0916  0.845
50 257.5 25.75 75.25 50.5 0924  0.818
50 257.5 25.75 50.5 50.5 0.941  0.765

50 257.5 25.75 25.75 50.5 0.993  0.616
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