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Resumen

n este estudio se ha desarrollado el modelado matematico que dicta la cinemética y dindmica

del movimiento tridimensional de una persona montando en un monociclo eléctrico, con el

fin de mejorar la estabilidad de este. Para ello, se ha considerado el sistema multicuerpo formado
por cuatro subsistemas, siendo estos: el vehiculo, el pie, la pierna y el tronco del usuario.

Para obtener las ecuaciones no lineales que rigen el movimiento a estudiar se seguird el proce-
dimiento de Euler-Lagrange, obteniéndose un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas de
primer orden. Como la naturaleza del sistema es inherentemente inestable, es necesario disefiar un
controlador para aumentar la estabilidad.

Este modelo serd linealizado respecto a un punto de equilibrio que identifica una trayectoria
de referencia a velocidad de crucero, a partir de una expansion en serie de Taylor dindmica, para
posteriormente disefiar un controlador LQR que serd implementado fuera del entorno lineal para
poner a prueba sus prestaciones.






Abstract

n this study, we have developed the mathematical model that determines the kinematics and

dynamics of the three-dimensional movement of a person riding an electric unicycle, in order

to improve its stability. For this purpose, the multi-body system consisting of four subsystems has
been considered: the vehicle, the foot, the leg and the torso of the user.

The Euler-Lagrange method is used to obtain the non-linear equations governing the motion to
be studied, resulting in a system of first-order algebraic differential equations. Since the nature of
the system is inherently unstable, it is necessary to design a controller to increase stability.

This model is linearised with respect to an equilibrium point, which identifies a reference trajectory
at cruising speed, from a dynamic Taylor series expansion, in order to subsequently design an LQR
controller, which is implemented outside the linear environment to test its performance.
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1 Introduccion

a viabilidad de disponer de un medio de transporte alternativo y complementario a los tradi-
L cionales resulta una propuesta innovadora y funcional, especialmente en entornos urbanos
densos, ya que posibilita desplazamientos rapidos sin dependencia de estacionamiento ni afectacion
por el trafico congestionado. Debido a estas ventajas, dispositivos como hoverboards, segways
y patinetes eléctricos, conocidos comtinmente como VMP, han ganado creciente popularidad en
el mercado, lo que ha impulsado en los dltimos afios la evolucién hacia el monociclo eléctrico
como una tendencia emergente en la movilidad personal, plantedndose un balance eficaz entre la
contribucién motora y el esfuerzo humano, optimizando el rendimiento y la experiencia de uso.

El origen de estos vehiculos encuentra una de sus pri-
meras referencias en el disefio de la bicicleta de rue-
da alta, desarrollado por James Starley en 1866, un
prototipo caracterizado por una gran rueda delantera
acompafiada de una rueda posterior de menor didme-
tro.

{NMOTION

Esta configuracion inspiré el disefio del primer monoci-
clo, pues al alcanzar velocidades elevadas, la rueda pos-
terior de menor tamafio tendia a elevarse, lo cual reque-
ria que el usuario mantuviera el equilibrio Gnicamente so-
Figura 1.1 Tlustracién del monoci- bre la rueda frontal. A partir de este principio, el mono-

clo eléctrico comercial ciclo evoluciond, integrando progresivamente sistemas mo-

Inmotion V8 (extraido torizados hasta los modelos eléctricos contemporaneos, de-

de [1]). nominados monociclos eléctricos o monociclos autoequili-
brados, que constituyen el objeto central de este proyec-
to.

Por ello, se ha disefiado un monociclo eléctrico basado en la integracién de un monociclo con-
vencional con un sistema de asistencia inteligente. Este sistema busca maximizar la comodidad del
usuario y reducir el esfuerzo mediante la combinacién de un impulso eléctrico y la eliminacién
de la necesidad de pedaleo constante. Esta asistencia adicional no solo aligera la carga fisica del
usuario, sino que también refuerza su estabilidad y seguridad durante la conduccién.

En cuanto a la seguridad, un aspecto clave en el disefio de cualquier medio de transporte actual,
se realiza un andlisis exhaustivo de la estabilidad dindmica operativa del vehiculo. Este estudio se
enfoca en reducir la probabilidad de accidentes, minimizando la dependencia de la pericia del rider.



Capitulo 1. Introduccién

Ademds, la estabilidad y el control del monociclo se fundamentan en un modelo de control que
regula el movimiento de forma auténoma. Este sistema de control emula la funcién de un autopiloto
y es regulado directamente por las respuestas biomecdnicas del usuario, en las que el cerebro actia
como controlador principal mientras que los musculos funcionan como actuadores. La finalidad es
asegurar que el monociclo responda adecuadamente a las necesidades del usuario, optimizando tanto
la estabilidad como la maniobrabilidad, proporcionando una experiencia de conduccién precisa y
segura.

La tecnologia de autoequilibrio no solo caracteriza a nuestro prototipo de monociclo eléctrico,
sino que también se ha implementado en numerosos vehiculos de movilidad personal (VMP) dispo-
nibles actualmente.

En el presente proyecto, el monociclo se configura con una tnica rueda, lo cual determina que su
maniobrabilidad dependa en gran medida de la inclinacién corporal del usuario, eliminando de este
modo la necesidad de dispositivos de control manual, como podria ser un manillar, ilustrdndose en
la Figura 1. Este disefio contribuye a la compactacién del vehiculo, optimizando tanto su almacena-
miento como su operatividad en espacios urbanos reducidos.

1.1 Estado del arte

Como se menciond anteriormente, el autoequilibrio constituye
una tecnologia comun en estos VMP, si bien su aplicacion es
limitada fuera de este campo especifico.

Iﬂl
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Diversas investigaciones en la literatura técnica abordan el
estudio de modelos de sistemas multicuerpo andlogos, basados
en un movimiento pendular bidimensional que caracteriza el
monociclo como un péndulo invertido doblemente articulado so-
bre una base movil de desplazamiento unidireccional, conocido
como SPDI.

-J

o
&l

+

e

A

Un ejemplo destacado se encuentra en el articulo [20], donde
se modela la cinemadtica de un robot articulado rigido de dos
eslabones y dos grados de libertad. En este modelo, los dngulos
que forman los eslabones respecto a la vertical se tratan como
variables generalizadas, designadas ¢;, y son controladas a tra-
vés de ecuaciones no lineales de Euler-Lagrange. Este estudio
incorpora las fuerzas originadas por flexiones y deflexiones en
las uniones cinemédticas del robot, especificamente en las articu-
laciones del codo y hombro. En este andlisis, se sigue un enfoque
andlogo, pero considerando més grados de libertad.

Figura 1.2 Uso de un VMP. Ex-
traido de [2].

El articulo en cuestion se enfoca en la respuesta del sistema bajo determinadas leyes de control,
mientras que en nuestro caso, la ley de control dependerd de la retroalmientacion de los errores en
el seguimiento del Set-Point de las variables de estado, es decir, de la perturbacién generada por los
ajustes posturales del usuario para mantener el equilibrio de forma dindmica.
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Por otro lado, existen estudios en los cuales los eslabones y articulaciones del robot se modelan
como elementos flexibles en lugar de rigidos, y se asume que dichas deformaciones generan vibra-
ciones, siendo las uniones modeladas mediante resortes torsionales. Este enfoque se aborda en [13],
mientras que el andlisis comparativo entre modelos de articulaciones y eslabones rigidos y flexibles
se desarrolla en [23, 13].

Adicionalmente, varios estudios sobre péndulos invertidos con desplazamiento traslacional explo-
ran diversas técnicas de control, como el regulador cuadrético lineal (LQR) [29, 22, 15], o comparan
multiples estrategias de control, incluyendo redes neuronales [10, 15]. Otros andlisis se centran en
controladores difusos implementados mediante la técnica de Mamdani [24].

Los estudios sobre control de autobalanceo se profundizan en [15] y en el proyecto de grado [17],
en el cual se presenta un diagrama de bloques en el que el lazo de control externo se conecta en
cascada con el interno.

Cabe sefialar que la mayoria de las refe-
rencias citadas emplean el enfoque meto-
dolégico de Lagrange. No obstante, tam-
bién existen estudios de control no li-
neal, como se muestra en [21], donde se
aborda el caso de un brazo robédtico con
articulaciones flexibles y eslabones rigi-
dos.

Por dltimo, se encuentran ejemplos tri-
dimensionales, como el modelo SPDI en
[14], que sigue en la linea de lo mencio-
nado anteriormente, sin embargo hay re-
i ferencias en la literatura que se asemejan
mucho més al estudio que se realiza en este
proyecto, como es el caso del articulo [9],
donde se realiza un modelado cinematico
de un monociclo auténomo a partir de la
aproximacion de Appell, el cual se mueve
en una trayectoria bidimensional sin desli-
zamiento. Al igual que se considerard en
este estudio, se pretende controlar la direc-
cién a partir de un controlador, pero en el
articulo se hace uso de un controlador no
lineal complejo, partiendo de la funcién de
Lyapunov, consiguiendo resultados muy
buenos.

Figura 1.3 Representacion gréfica del modelado de un
monociclo auténomo extraido del articulo
[11].

Ademds de este articulo, en la literatura hay estudios mds completos que también analizan la
dindmica del sistema, como es el caso del articulo [11], reflejado en la Figura 1.3, donde se realiza
una simulacién mads realista al modelar las actuaciones pese a no modelar tampoco al conductor.
Aqui también se hace uso de técnicas sofisticadas de control como Lyapunov y modelos adaptativos,
para poder controlar también la orientacion.






2 Consideraciones e hipotesis

continuacidn, se conformard el modelado matematico que serd el objeto del presente estudio,
A el cual se focalizard en un monociclo eléctrico conducido por un usuario, estando constituido
por cuatro subsistemas. Pero antes de realizar el detalle del modelado, se narrardn las consideracio-
nes e hipétesis que se han asumido.

Cada uno de estos subsistemas se considerard
como un solido rigido, explicado conceptualmen-
te como el sistema de particulas en el cual dos
puntos cualesquiera que formen parte del mismo,
como podrian ser el punto O y el punto P de
la Figura 2.1, permanecerdn equidistantes en to-
do momento [18], es decir, la variable vectorial
d tendrd un moédulo constante e invariante en el
tiempo, imponiendo pues que sean constantes tan-
to la morfologia como el volumen del cuerpo. En
otras palabras, esta seria la consecuencia de asu-
mir que la deformacién que sufre el sélido es
tan pequefia que se podria considerar desprecia- vector d constante e invarian-
ble en el andlisis del movimiento de este, es por te en el tiempo. Imagen toma-
Ezlst; motivo por lo que se realiza esta hipotesis da de Fisica General [12].

(@) (Xov Yo Z5)

Figura 2.1 Sélido rigido indeformable,
obteniendo un moédulo del

El vehiculo de movilidad personal se modelard como un sistema multicuerpo, definido como una
recopilacién de cuerpos o componentes, cuya cinemadtica queda restringida segtn las conexiones
que unen estos subsistemas[25], las cuales se describirdn mds adelante. Afiadiendo el hecho de
que se deben contemplar multiples salidas y entradas, provocando la denominacién del sistema
matemdtico como multivariable.

Antes de comenzar con el formalismo matemaético, se han de tener en cuenta las siguientes
consideraciones:

» La caracterizacion geométrica del sistema se ha realizado a partir de la integracién del
monociclo, extraido de [3], y del usuario, extraido de [4].

* La numeracion de los sistemas de coordenadas de referencia utilizados se corresponde a la
siguiente estructura, quedando ilustrada en la representacion del sistema a analizar 3.1:
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Capitulo 2.

Consideraciones e hipdtesis

El sistema de referencia global inercial, situado en el suelo (X; Y, Z;).

El sistema de referencia intermedio (X’ Y’ Z’), el cual define el movimiento angular de
guiflada del monociclo.

El sistema de referencia intermedio, el cual define el movimiento de guifiada y el
movimiento de alabeo del vehiculo, cuyo origen de coordenadas se fija en el punto de
contacto entre la rueda del monociclo y el suelo (X7 Y”Z”).

El sistema de referencia local del cuerpo 2, es decir, el monociclo (X, Y, Z,), serd
representado con el color rojo.

El sistema de referencia local del cuerpo 3, identificando asi los pies del rider (X3 Y3 Z3)
(hasta el tobillo), serd ilustrado con el color blanco.

El sistema de referencia local del cuerpo 4, lo que equivale al tren inferior del cuerpo
del usuario (X, Y4 Z,4) (desde el tobillo hasta la cadera), modelado con el color naranja.

El sistema de referencia local del cuerpo 5, aludiendo de esta forma al tren superior del
usuario (X5 Y5 Zs) (desde la cadera hasta la cabeza), serd caracterizado con el color
rosa.

Destacandose que los sistemas de referencia locales, ubicados en cada uno de los 4 com-
ponentes que conforman el modelado del sistema, tendrdn su origen ubicado en el centro
de gravedad de los mismos, tomando la hipétesis inicial de que coincidira con el centro
geométrico de estos.

* Los grados de libertad que definirdn el movimiento de cada cuerpo del sistema a modelar son:

Cuerpo 2: El monociclo, modelado matematicamente como un disco delgado macizo
que gira sin deslizamiento ni rozamiento, tendra 5 grados de libertad, quedando bloquea-
do tnicamente el correspondiente al desplazamiento en la direccion 0?, caracterizando
la perpendicular al plano de referencia, siendo en este caso el suelo. Por tanto, las
variables que se utilizardn serdn:

* x,: desplazamiento traslacional del punto de contacto entre el suelo y el monociclo
en la direccién 0X”.

% y.: desplazamiento traslacional del punto de contacto entre el suelo y el vehiculo
en la direccién 0Y”.

% Y,: desplazamiento angular del centro de gravedad del monociclo respecto a la
direccién 0Z;. Esta variable representa la guifiada del disco.

* ¢,: desplazamiento angular del centro de gravedad del vehiculo respecto a la
direccion 0X’. Esta variable representa la inclinacion del disco.

% 0,: desplazamiento angular del centro de gravedad del monociclo respecto a la
direccién 0Y,. Esta variable refleja el giro propio del vehiculo.

Cuerpo 3: el primer eslabdn, considerado con forma cilindrica en los cdlculos, tendrd
un Unico grado de libertad, ya que se une al anterior subsistema por medio de un
par cinemdtico de rotacién situado en el centro de gravedad del monociclo, el cual
corresponde a la rotacion del pie respecto a la direccion 0Y, del sistema de referencia
local del monociclo, (se denotard mediante la variable relativa 65).



— Cuerpo 4: el segundo eslabén, representado como una barra cilindrica, como el cuerpo
anterior, tendrd un tnico grado de libertad, a causa de que también se une al anterior
cuerpo a través de un par cinemadtico de rotacion, quien alude a la rotacién de las piernas
respecto a la direccion 0Y 5 del sistema de referencia local del pie, pero desplazando
el origen de coordenadas al tobillo, ya que en esta articulacion serd el lugar donde se
coloca el par mencionado con anterioridad (se denotard mediante la variable 6,).

— Cuerpo 5: el tercer y dltimo eslabon también es caracterizado matemadticamente con
forma cilindrica. En esta ocasion se contemplan dos grados de libertad, debido a que
se une al anterior s6lido por medio de un par esférico que tiene restringida la rotacién
respecto a su eje longitudinal local, reflejando las rotaciones del torso respecto a la
direccion 0Y 4 y 0X, del sistema de referencia local de las piernas, pero trasladando
el origen de coordenadas a la cadera, ya que es donde se sitda esta articulacion (se
denotardn mediante las variables relativas 05 y ¢5, respectivamente).

Cabe destacar que se impondrd la condicion de no deslizamiento de la rueda del vehiculo, lo
cual se modelard como una restricciéon holénoma y se explicard mas adelante en detalle.

Tras conocer los grados de libertad que se tienen en cuenta, destacandose que consideraran
positivos tanto los momentos como los desplazamientos angulares antihorarios, se define el
vector de variables generalizadas con referencia inercial tal y como se expone:

T
q = (xc,Yc: ¥, 92, 05, 65, 64, 95, 65) (2.1)

* Se considerardn los siguientes momentos ejercidos para controlar el movimiento:

- 1,,: el par motor ejercido por el pie sobre el centro de gravedad del monociclo, en la

m:*

H
direccién 0Y, del sistema de referencia local del cuerpo 2.

— 1T,: el par ejercido por las piernas del usuario sobre el tobillo, en torno a la direccién
0Y 5 del sistema de referencia local del cuerpo 3.

— T, el par ejercido por el torso del usuario sobre la cadera. Teniendo que descomponerse
para el desarrollo matemético en dos momentosg}endo cada uno de estos cgacterizado
por una direccion de referencia, en la direccion 0Y 4 se ilustrard 7. y en la 0X, serd T
basado en el sistema de coordenadas local del cuerpo 4.

Cy?

Para el desarrollo matematico se definird el vector de variables de control de la siguiente
manera:

u= (Tma T Te, Tcy)T (2.2)

En la Figura 2.2 puede apreciarse una representacion grafica en la que se identifican numerosas
variables a las que se hard alusion a lo largo del proyecto. Se destaca en rojo la numeracién que
seguiran los sdlidos que conforman el sistema multicuerpo, asi como en amarillo los puntos de
contacto de interés entre los cuerpos, siendo estas las articulaciones que son definidas mediante los
puntos C;.

Ademads, en la Figura 2.2 se definen algunas de las variables generalizadas que se desglosan
en la Ecuacién 2.1. Para mejorar la comprension del sistema, se profundizara en el modelado del
monociclo, el segundo cuerpo, asi como de las variables que rigen su comportamiento cinemaético
en la representacion de la Figura 3.2.
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Por dltimo, se debe analizar el nimero de grados de libertad que tendrd el mecanismo, G,
atendiendo a la ecuacién de Griibler [28], la cual se expresa de la siguiente forma:

Figura 2.2 Representacion grafica a mano alzada
del modelado del sistema multicuerpo.

Siendo N el nimero de cuerpos considera-
dos, C; el nimero de pares de clase I (en este
caso serian Unicamente los cinematicos de ro-
tacion, ya que son los que permiten un grado
de libertad del movimiento relativo) y Cj; el ni-
mero de pares de clase II (en esta ocasion seria
la unién de la cadera, porque permite dos gra-
dos de libertad del movimiento relativo). Con-
cluyendo en que el mecanismo tendrd cuatro
grados de libertad, siendo este el motivo por el
que se han declarado cuatro variables de con-
trol.

Por otro lado, siguiendo las especificacio-
nes técnicas del monociclo Inmotion V8 (ex-
traido de [1]), la particularizacién de las va-
riables que son necesarias para caracterizar el
comportamiento mecédnico del sistema a ana-
lizar en este estudio se exponen en la Tabla
2.1.

Tabla 2.1 Pardmetros que caracterizan el comportamiento biomecanico del sistema.

Magnitud Simbolo Valor Unidades
Masa del cuerpo 2 ny 15 kg
Masa del cuerpo 3 ms 2 kg
Masa del cuerpo 4 ny 35 kg
Masa del cuerpo 5 ms 40 kg
Radio del cuerpo 2 R, 25 cm
Radio del cuerpo 3 Ry 3 cm
Radio del cuerpo 4 Ry 15 cm
Radio del cuerpo 5 Rs 20 cm
Longitud del cuerpo 3 L 20 cm
Longitud del cuerpo 4 L, 85 cm

Longitud del cuerpo 5

75



3 Modelado cinematico

n primer lugar, se modelard matematicamente cada uno de los cuerpos que compone el sistema,
con el objetivo de calcular todas las variables que dictan la cinemética y dindmica de cada
uno de los sélidos.

El procedimiento para realizar este cdlculo se podria dividir en varios pasos que parten de lo
mostrado en la Figura 2.1. Habiéndose extraido de la referencia [25].

Siguiendo la nomenclatura, rp representaria el vector posicién del punto P del cuerpo ilustrado,
k, respecto al sistema de referencia global. Andlogamente, se denota la posicion del punto O como
rp, sin embargo, el vector que ilustra la posicion del punto P respecto al punto O, d, estd definido
en un sistema de referencia local de dicho cuerpo. Estas variables se relacionan tal y como se refleja
en la ecuacioén 3.1.

rP:r0+Rk1d (31)

Considerando que la matriz Ry ilustra la orientacién del sélido tomando como referencia al
sistema de referencia inercial (nétese que se toma la inercial por ser la referencia de los vectores:
Ip yI'p), por tanto, Ry define la matriz de giro que relaciona el sistema de referencia local y el global.

Derivando la expresién 3.1 respecto al tiempo, se obtiene:
ip=1,+Ryd (3.2)

Es sabido que la matriz de giro es ortogonal, pudiendo entonces aplicarse la siguiente propiedad
matematica:
R R, =R, R/, =1 (3.3)

Derivando respecto al tiempo la ecuacién 3.3, se consigue la siguiente expresion:
. T T 1
Ry Ry + Ry Ry =0 (3.4)

Transformando la ecuacién 3.4, se alcanza la siguiente relacion:

. T . -
R, R, =-R{ R, =W, ——— |R;; =R W, (3.5)

Sustituyendo ahora esta dltima relacion en la ecuacién 3.2, se reformula de la siguiente forma:

l.‘P == l"O +Rkl Wkd (36)
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Donde W denota la matriz antisimétrica de la velocidad angular del cuerpo, @, de forma que:

0 T Oky Oy Wi
= — _ > =
Wk (Dk(S) 0 wk(l) (O3 Wk(lﬁ) (3.7)
O, By 0 Wi

Una vez hecho esto, se procederd a mostrar el modelado de las ecuaciones que rigen el sistema
completo, para posteriormente analizar su estabilidad.

Figura 3.1 Representacion grifica del modelado del sistema completo.



3.1 Cuerpo 2

1

3.1 Cuerpo 2

Al considerar una caracterizacion del sélido tal y como se ilustra en la Figura 3.2, pueden enumerarse
cuatro sistemas de referencia que se han de contemplar: el sistema inercial o cuerpo 1, denotado
como (X,,Y;,Z,), los sistemas de referencia intermedios, (X’,Y",Z’) y (X”,Y”,Z”), ademds del que
representa al vehiculo, (X,,Y,,2,).

(a) Imagen extraida de [5]. (b) Imagen extraida de [3].

Figura 3.2 Representacion geométrica del monociclo eléctrico.

Teniendo en cuenta que los desplazamientos angulares son positivos si se producen en sentido
antihorario, la orientacion de estos sistemas de referencia respecto al inercial se reflejard mediante
las matrices que rigen las rotaciones elementales.

Por otro lado, se define el vector que refleja el punto de contacto inicial entre el monociclo y el
suelo como r,, expresado de la siguiente forma:

re, = | Ye (3.8)

A partir de este vector, puede ilustrarse la expresion que dicta la relacion del mismo con el vector
que rige la posicion del centro de gravedad del monociclo, r,, siendo la siguiente:

rG2 == rCZ —I— rGC2 (39)
Donde rg, es calculado de la siguiente forma:

0
re,=R | 0 (3.10)
R

Siendo R definida como la matriz de rotacién intermedia, entre el sistema de referencia global,
(X1,Y1,Z,), y el plano que contiene el movimiento del vehiculo, (X”,Y”,Z”). Considerando la
secuencia de rotacion 3-1-2, se consigue la siguiente ecuacion:

cos(y,) —sin(y,) O 1 0 0
R=|sin(y,) cos(yy) O] [0 cos(¢y) —sin(¢,) (3.11)
0 0 1 0 sin(¢,) cos(¢)



12 Capitulo 3. Modelado cinematico

Una vez se ha obtenido la posicién del centro de gravedad del cuerpo, puede calcularse el vector
velocidad de dicho cuerpo, v, , expresdndolo en ese mismo punto de la siguiente manera:

arg, ,
Vo, =5 = MVG2 q (3.12)
Para seguir caracterizando la cinemadtica del sélido, se ha de calcular la velocidad angular de este,
lo cual se hard calculando la matriz de rotacion entre los sistemas de referencia 1 y 2, dando lugar a

la siguiente expresion:

cos(6,) 0 sin(6,)
R,, =R 0 1 0 (3.13)
—sin(6,) 0 cos(6,)

A partir de esta matriz resultante, se puede aplicar la siguiente ecuacion:

a 21 8 21
v, 29,

De forma que el vector velocidad angular vendra caracterizado por la siguiente expresion:

Ry,

0, + ‘RZI 70, 6, (3.14)

‘RZI

0)2 :R21 W2 :R21 szq (315)

Donde W2 denota el valor correspondiente a la posicion de la matriz W, cuya filaesiy la
columna es j. Pudlendo expresarse también de la siguiente manera:

0 0 0 !
0 0 0
( T 8R31> (RT aR';1> ( T (9R31)
31 9y, (3,2) 31 9y, (1,3) 31 dy, (2,1)
(RT aRgl) T JRz; ( T aRzl)
W96 o NP0 gy PR S|
0, =Ry, (RT aRﬂ> (R 8Rx]) (RT &) q (3.16)
96 )32 198 )5 TR Jo)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Por otro lado, la velocidad en el punto de contacto entre el monociclo y el suelo, Ve,» € calcularia
de la siguiente forma:

Ve, = Vg, — 0y XTge, =My, q (3.17)

Considerando que el monociclo tendrd una forma de disco delgado, se podria definir la matriz de
inercia, I, expresada en el sistema de referencia local de este cuerpo como se muestra a continuacion,
lo cual se extrae de [8]:

1 00
1
IzzimzR% 020 (3.18)
00 1
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Una vez se han obtenido el valor de las variables que rigen el movimiento del cuerpo, se ha de
calcular su contribucién al cdlculo energético del sistema multicuerpo, de forma que la energia
cinética y la potencial, respectivamente, equivalen a:

.y .
H=54" <m2M562 My, +Mp, Izsz> q (3.19)

92 :nger (320)

3.2 Cuerpo 3

Si se tiene en cuenta que el punto de contacto entre el cuerpo 2 y el cuerpo 3 es igual al centro de
gravedad del cuerpo 2, es decir, re, = rg,, se puede calcular la posicion del centro de gravedad
como:

er == I'C3 +rGC3 (321)

Siendo rg, calculado a partir de la matriz de rotacion entre los sistemas de referencia 1y 3
(definiéndose L; como la semilongitud del eslabén i):

1 0
rGC3 = §R31 0 (322)
Ly

Una vez se ha obtenido la posicién del centro de gravedad del pie, puede calcularse el vector
velocidad de dicho cuerpo, vg,, expresdndolo en ese mismo punto de la siguiente manera:

v = 26z (3.23)
Gy — at - Ve q N

3

Para seguir caracterizando la cinemética del cuerpo, se ha de calcular la velocidad angular de
este, dando lugar a la siguiente expresion:

cos(03,) 0 sin(6;)
Ry = Ry, 0 10 (3.24)
—sin(63,) 0 cos(6s,)

Donde:
05, =6;—6, (3.25)

A partir de esta matriz resultante, se puede aplicar la siguiente ecuacion:

T 8R31
31 91//2

¢,

IRy,
26,

IRy,
26,

0, +

W; = ‘R ¥+ (RY; ¢, + |R]; R}, 6; (3.26)

De forma que el vector velocidad angular vendra caracterizado por la siguiente expresion:

W3<3,2>
Wi
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Pudiendo expresarse también de la siguiente manera:

0 0 0 d
0
( T 9Rg1> (RT 8R31> ( T 8R31)
31 dy, 31 dy, (13) 31 dy,
( RT 8R31) (RT 8R31) ( RT 8R31)
31 9¢, 31 9¢, (13) 31 9¢,
= d d d 0
[ e
T JR;3; RT JR3; T JdR3;
R3; 263 317965 (13) R3 265
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Considerando que el pie tendrd una forma cilindrica, se podria definir la matriz de inercia, I,
expresada en el sistema de referencia local de este cuerpo como se muestra a continuacién, lo cual
se extrae de [8]:

| 1 00 1 00
—my [L310 1 O|+3R3[0 1 0 (3.29)

I3:
12 0 0O 0 0 2

Tras calcular el valor de las variables que rigen el movimiento del cuerpo, se ha de calcular su
contribucién al célculo energético del sistema multicuerpo, de forma que:

A= gt <m3 MY, My, +ML, 1, M@) q (3.30)

1
2

;@3 :m3ng3 (331)

Figura 3.3 Representacion grafica del modelado del sistema: Cuerpos 2 y 3.
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3.3 Cuerpo 4

Tras considerar que el punto de contacto entre el cuerpo 3 y el cuerpo 4 es el extremo del cuerpo 3,
es decir:

l'C4 = rC3 + erC3 (332)

Se puede calcular la posicion del centro de gravedad como:

I'G4 = rC4 +rGC4 (333)

Siendo rg, calculado a partir de la matriz de rotacion entre los sistemas de referencia 1y 4:

1 0
rce, = §R41 0 (3.34)
Ly

Una vez se ha obtenido la posicién del centro de gravedad de las piernas, puede calcularse el
vector velocidad de dicho cuerpo, v, , expresdndolo en ese mismo punto de la siguiente manera:

v = 06 (3.35)
Gy — at - VGq N

4

Para seguir caracterizando la cinematica del cuerpo, se ha de calcular la velocidad angular de
este, dando lugar a la siguiente expresion:

cos(0y3) 0 sin(6y3)
R41 - R31 0 1 O (336)
—sin(63) 0 cos(643)

Donde:
943 - 94 - 63 (337)

A partir de esta matriz resultante, se puede aplicar la siguiente ecuacién:

JR JR JR .
W, ’Rzu 81/;“ ‘R41 8¢41 ¢2+‘R41 8911 0,+ (3.38)
JR JR
’R41 8641 93+’R41 8641 0, (3.39)

De forma que el vector velocidad angular vendra caracterizado por la siguiente expresion:

W4<3,2>
Wi
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Pudiendo expresarse también de la siguiente manera:

0 0 r
0
(R41 ) <RL %1:’21>(1,3) ( Ry %I}Ijzl)
(RZ;I ) <R£1 891}{;1>(173) ( i aal;il)
04 =Ry, (RZ ) <R£1 aal}ail>(l’3) ( o al};‘; ) q (3.41)
( 4 ) <R‘{1 83%?)(1,3) ( 4 RG )
( 4136, ) <RL aalzj]>(1,3) ( 4 aRM)
0 0 0
0 0 0

Considerando que el objeto tendrd una forma cilindrica, se podria definir la matriz de inercia, 1,
expresada en el sistema de referencia local de este cuerpo como se muestra a continuacién, lo cual
se extrae de [8]:

| 100 100
L= 5m L2{0 1 O)+3R;|0 1 0O (3.42)
000 00 2

Tras hallar el valor de las variables que rigen el movimiento del s6lido, se ha de calcular su
contribucién al célculo energético del sistema multicuerpo, de forma que:

1 .
H=5a" (M, My, +ME LM, ) 4 (3.43)

;@4 :I’f’l4gI'G4 (344)

Figura 3.4 Representacién grafica del modelado del sistema: Cuerpos 2, 3 y 4.
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3.4 Cuerpo5

Al imponer que el punto de contacto entre el cuerpo 4 y el cuerpo 5 es el extremo del cuerpo 4, es
decir:

rCS — rC4 —{—2ch4 (345)

Se puede calcular la posicién del centro de gravedad como:

I'G5 = I’CS + I‘GCS (346)

Siendo rgc, calculado a partir de la matriz de rotacion entre los sistemas de referencia 1 y 5:

1 0
rge, = §R51 0 (3.47)
Ls

Una vez se ha obtenido la posicién del centro de gravedad del tronco, puede calcularse el vector
velocidad de dicho cuerpo, v, expresdndolo en ese mismo punto de la siguiente manera:

v —arGS—M ' (3.48)
Gs — 81‘ - Ve q .

5

Para seguir caracterizando la cinemética del cuerpo, se ha de calcular la velocidad angular de
este, dando lugar a la siguiente expresion:

1 0 0 cos(0s4) 0 sin(Bsy)
R51 = R41 0 COS(¢52) _Sin(¢52) 0 1 0 (349)
0 sin(¢sy) cos(9sy) —sin(Bsy) 0 cos(6s4)
Donde:
954 = 95 - 64 (350)
052 =5 — 9, (3.51)

A partir de esta matriz resultante, se puede aplicar la siguiente ecuacion:

dRs; | . oRs | . IRs | . oRs | .
Wsleglaws; W2+‘R5T18(;21 ¢2+‘R5T186521 92+‘R5T189531 65+ (3.52)
dRs, | . dRs; | . JdRs; | .
+‘R§189? 94+‘R§13¢551 ¢5+‘R§139551 65 (3.53)

De forma que el vector velocidad angular vendra caracterizado por la siguiente expresion:

W5<3,2>
os=Rs; | W5, | =R5;My q (3.54)
W5<2‘1>
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Ademds, se puede expresar matricialmente siguiendo la siguiente relacion:

0 0 0 !
0 0 0
( T 8R51> < T aRSI) ( T 8R51)
ov )3 Sov /13 MV S
T JRs; T JRs; T JRs;
(R51 90> >(372) <R51 90, >(173) <R51 d )(271)
RT aRSl) <RT 8R51> (RT 8R51)
o5 =Ry, ( 2198 )3y \ON 98 g \UPLIR o g (3.55)
( T aR51) (RT aR5.> ( T BRSI)
51790, ) (3.9 51706 ) () 5 31965 )5 1)
T oR T oR T oJR
(RSI aeff)(m (RSI aeil>(173) <R51 a911)(2,1)
T JdRs; T JRs; T JRs;
(RSI 905 >(372) <R51 s )(173 (Rsl 995 )(2,1)

Considerando que el sdlido tendrd una forma cilindrica, se podria definir la matriz de inercia, I,
expresada en el sistema de referencia local de este cuerpo como se muestra a continuacion, lo cual
se extrae de [8]:

| 100 100
Is = 5 ms LZ{o 1 0)+3R2(0 1 0 (3.56)
000 00 2

Tras hallar el valor de las variables que rigen el movimiento del cuerpo, se ha de calcular su
contribucién al célculo energético del sistema multicuerpo, de forma que:

1 .
H=54" <m5 MY, My, +MZ, 1 Ma,s) q (3.57)

(3.58)

Figura 3.5 Representacién grafica del modelado del sistema: Cuerpos 2, 3,4y 5.



4 Modelado energético

I modelado energético se realizard a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange las cuales
I : pueden demostrarse aplicando la Segunda Ley de Newton, de forma que al compararlo se
consigue simplificar el andlisis [26]. Este modelo se rige a través de este sistema de ecuaciones:

j<w§%®>_&$@®
t q

=QN¢ .1

En la cual se ha de enfatizar que el término . alude a la funcidén Lagrangiana, determinada como
la variacién entre la energia cinética del mecanismo y la energia potencial del mismo [26], tal y
como se aprecia en la ecuacion (4.2).

L=H P (4.2)

De forma que el cdlculo de estas variables energéticas se regiran a través de la siguientes igualdades
ilustradas en la ecuacién (4.3), tomando como referencia el centro de gravedad de cada sélido que
forme el mecanismo a estudiar.

_ 1 o T vN°Cuerpos T T .
# = Lqt xS (ijVGjMVGj—i—Ma,jIjij) q
4.3)

o N°Cuerpos
L@ - Zj:] (m] g rGj)

También se ha de enfatizar la determinacién del vector de fuerzas generalizadas, QVC, el cual tiene
una componente por cada variable generalizada, contemplando cualquier fuerza y/o momento no
conservativo que actda en el movimiento, quedando determinado mediante la ecuacion (4.4). Nétese

7308

también que las variables virtuales se denotardn con el superindice “x” a lo largo del documento.

N°Fuerzas or* N°Momentos 00 orF

NC __ NC J NC k k
Q™ = Z Faplij ’ aq* + Z Maplik ) arz ’ aq* 4.4)

j=1 i = i

Tipicamente, para simplificar el cdlculo, se aplica el concepto de trabajo virtual ejercido por estas
fuerzas y/o momentos externos [16], recalcando que las fuerzas internas de reaccién internas no
ejercen trabajo virtual [28]. Al multiplicar los dos miembros de la Ecuacion 4.4 por el término
0g; se obtiene la expresion (4.5), entendiendo conceptualmente esta magnitud como el trabajo que
realizaria una determinada fuerza o momento externo, en el caso hipotético en el que se produjese

19
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un desplazamiento infinitesimal en la direccién que contiene al vector [12].

N°Variables N°Fuerzas Ne N°Momentos Ne
Y 0of%q= Y SwrEyL)+ Y SWr(MIG) (4.5)
i=1 j=1 k=1

También se suele aplicar el concepto de potencia virtual, calculada de forma andloga a lo expresado
con anterioridad, pero se ha de multiplicar ambos miembros de la ecuacién por velocidades virtuales
angulares y lineales, respectivamente [28], tal y como se muestra en la ecuacién (4.6).

N°Variables N°Fuerzas NC N°Momentos Ne
NC % __
Y, 0= ) Por(Fay)+ ), Por(My) (4.6)
i=1 j=1 k=1

Para modelas este sistema de ecuaciones es necesario proceder al andlisis cinemético del sistema
multicuerpo, determinando asi la funcién Lagrangiana, .Z, y, posteriormente, las fuerzas generali-
zadas que intervienen, Q™C.

Tras definir la cinemadtica que dicta el movimiento del sistema multicuerpo, en la Seccién 3, es
necesario describir le modelado matemadtico del que se hard uso particularmente en este proyecto.

i 8$(q7q) . ag(quq) QNC
dt oq Jq

J My, q) (4.7)
My, d = ——5 = a-2pMy.q

+My, 4

Tal y como se refleja en el sistema de ecuaciones 4.7, se han contemplado restricciones no
holénomas, imponiéndose de esta manera la condicién de no deslizamiento, es decir, que la velocidad
del vehiculo en el punto de contacto con el suelo sea nula. Lo que se traduce en la siguiente expresion:

Cui(9,4) =My, 4 (4.8)

Ademas de esto, en la misma ecuacion en la que se ha impuesto esta restriccion, se hard uso
de las ecuaciones de Baumgarte [7], mediante las cuales se busca asegurar el cumplimiento de la
restriccién anteriormente mencionada, ya que mejora la precision numérica de la resolucion de las
ecuaciones diferenciales, consiguiendo asi aumentar la estabilidad de la solucién numérica.

Por otro lado, el vector que contiene las fuerzas generalizadas a considerar resultaria de lo
expuesto en la Ecuacién 4.4. De forma que, evaluando pues las fuerzas y momentos considerados
en el andlisis, se puede mostrar el resultado de la potencia virtual, hallada a partir de la Ecuacién
4.6, quedando la siguiente expresion:

Pot*(t,,) + Por*(t,) + Pot*(%,.) + Pot*(T,,) =7,, (6 6, — 8 65) + 7, (505 — 8 6;)+

. ) . . 4.9)
+Tcy (6 94* -0 95*) + Tcx (6 ¢2* -6 (pS*)

En segundo lugar, se procede a verificar el cdlculo aplicando la Ecuacion 4.5, donde se obtiene el
trabajo virtual, debiendo concluir con el mismo valor de la fuerza generalizada en ambos casos.

W*(T,)) +W*(T,) + W (T,) + W (T,,) =T, (565 —565) +7, (565 —86;)+

(4.10)
+7,, (86, —665)+ 7., (69, —5¢5)



21

De forma que al particularizar en este andlisis se obtendria el siguiente vector:

oS O O

Q= | =, @.11)

Cx

—T

Cy
Antes de proceder a linealizar las ecuaciones, se detalla el cambio de nomenclatura que se va
a realizar, para que sea mas comoda su interpretacion, ya que se expresard un procedimiento con
matrices con dependencias genéricas. Esto se ilustra en la siguientes ecuaciones. En primer lugar,
se detalla la matriz que introducird el efecto de las restricciones holénomas.

S(q) =My, (4.12)

Por otro lado, si se analiza en detalle la primera ecuacién perteneciente al sistema de ecuaciones
4.7, puede apreciarse que el Unico término que depende de la segunda derivada del vector de
variables generalizadas es el primero, pudiendo desglosarse de la siguiente manera:

d (0Z(q,9)
— | —"— | =M(qQ)4+E(q,q 4.13
dt( 24 (9)4+E(q,9) (4.13)

Reagrupando entonces los términos de la primera ecuacion perteneciente al sistema de ecuaciones
4.7, se obtiene que:

M(q)§+S(q)A =n(q,9) +E(q.q) +Z(q)u (4.14)
Siendo el vector u definido como se refleja en la Ecuacién 2.2, se considera ademas:
0£(q,4)
q)=——"" 4.15
1(q,4) 24 (4.15)
QY =2Z(q)u (4.16)

Simplificando el término derecho de 1a Ecuacion 4.14, aplicando que H(q,q) =1 (q,q) + E(q,q),
se obtiene la siguiente expresion:

M(q)§+S(q)"A =H(q,q) +Z(q)u (4.17)

De forma anéloga, englobando en una tnica funcién el término derecho de la segunda ecuacién
que se ha presentado en el sistema de ecuaciones 4.7, se obtiene que.

S(q)4=—d(q,q)—2BMy_ g (4.18)






5 Linealizacion de las ecuaciones del
movimiento

n esta seccion se mostrard la metodologia que se sigue en el presente estudio para linealizar el
E sistema de ecuaciones. Esto se realizard partiendo de lo expuesto en el modelado energético
que rige el comportamiento del sistema multicuerpo, lo cual se expresa en la Seccién 4. Donde
el término de Baumgarte se excluird, ya que en la intencion de introducirlo es la de mejorar la
estabilidad del método numérico de integracion de las ecuaciones no lineales.

Siendo conocido un comportamiento de referencia conocido de las variables generalizadas, su
derivada y las variables de control, se hace uso de la expansion en serie de Taylor, tal y como se
expone en el articulo [5], resultando el siguiente sistema de ecuaciones:

M(q")§°+8(q°)"A° = H(q".q°)+Z(q°)u’
0N 20 0 -0 5.1
S(@”)4” = -d(q’.q")

Lo que podria reflejarse en forma matricial tal y como se ilustra en la expresién 5.2. La cual
reagrupa el sistema de ecuaciones definido por la Ecuacién 4.17 y la Ecuacién 4.18, para facilitar
las operaciones algebraicas, desembocando en el siguiente sistema de ecuaciones:

{ <M(q) S(q)T> <i1> _ <H(q,<'1)+Z(q)u> 52)
S@ 0 A —d(q,q)
Como los vectores de variables que se acaban de mencionar son referencias conocidas (A9, ¢° y
q"), las variables restantes pueden obtenerse aplicando la siguiente ecuacién:

{ (22) _ (A;(((?OO)) S(qOO)T>1 (H(q07q0)_gz(qo)uo> .

Teniendo en cuanta que la linealizacién implica conceptualmente que las variables serdn incre-
mentales de aqui en adelante, pueden definirse tal y como se refleja a continuacién:

u=u’+a
A=A+2
a=9q°+q (54)
a=q"+q
i=4"+q

23
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Tras definir los valores nominales, se continuard realizando la expansién en serie de Taylor de las
ecuaciones dindmicas ilustradas en el sistema de ecuaciones 4.7, concluyendo en:

0 (5.5)

" JZ(q .
= Z(qo)—i—z 8< ) qj—i—...) (uo—i—u)—l—

=1 %4 |,

. JH(q,q)| . JH(q,9)| -

+H(0%0°)+ ) — | G+ Y| 4

j=1 g5 |, j=1 9 |,

Donde ‘%)‘O y 5+ ‘ denotan aa()’q b 40 y %'; 00 respectivamente.

Truncando la expansién expuesta de forma que se retengan los términos que corresponden al
primer orden se obtiene:

d(M(q)q")

M(q°) g+ 34 q+S"(q°) A +

0
OH (q.
- (q,q)
0 aq

0 (5.6)
_ 9H(q,9)
aq

Anédlogamente, se procederd a realizar la expansion en serie de Taylor del resto de expresiones
definidas en el sistema de la ecuaciones 4.7, dando lugar a:

0 (5.7)
n ad n
j=1 aQJ =

0 0
Reteniendo de nuevo los términos de primer orden se llega a la siguiente relacién
. 9(S(@)i’) 0d(q.9)| . 9d(a.9)| .
S(q°)q+ q+ —| q+ ——=.—| q=0 (5.8)
(a") aq o aq | aq |

Agrupando ahora lo expuesto en las ecuaciones 5.6 y 5.8, puede expresarse en forma matricial de
la siguiente forma:
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() *%") (3) = Ao

0
H(a4)| | ozu’| _ o(M@a’)) _ I(sT(@A’) 9H(q, q>‘ (5.9)
aq |, adq |, aq 0 dq 0 a4 |, ~
+ (&)
_ ad(q,cn‘ ~ I(S(@i") ad(qaq)‘
aq | dq 0 a4 |p

Tomando en consideracién que las ecuaciones que rigen las variaciones de los multiplicado-
res de Lagrange no contribuyen al andlisis de estabilidad del sistema, se despreciardn por simplicidad.

De esta forma, la matriz A y la matriz B, mostradas en la Seccidn A, vendran definidas tal que:

0, I 0,
A= " " B= (5.10)
<A21 Azz) B,

Donde 0, es una matriz cuadrada nula de dimensién n, I, es la matriz identidad de la misma
dimension y n es la dimension del vector de variables generalizadas. Las submatrices A,; y A,, se
definen como:

Py iy (9H(q,4)| | 9Z(@u’| 9 (M(q)d")
Ay =M ((In S TSM, )( rral R el 34 O+
J (S T( )lo) dd(q,q)|  9(S(a)4°)
B >_sg%< Jq 0+ a | )) .11

JH(q,q)
- dq
B, =M, ((I, — S5 %S:M,") Z(a"))

Ay =M, (I,— S5 TpSMy ") ——=—- ) aq

")

Donde My =M (q°),8,=5(q°) y 7o = (SM;'83) "

Orientando la representacion matricial a la teorfa de estados expuesta en el apéndice A, se hard
uso del vector de estado que se muestra a continuacion:

_ (4
X = <q> (5.12)

Para terminar de definir el sistema de control con el procedimiento narrado, se asumira que la
matriz D es nula y de la misma dimensién que la matriz B, ademds de que la matriz C se define
como la identidad, de la misma dimensién que la matriz A.

Procediendo a la particularizacion del estudio realizado para obtener el valor de las matrices A y
B, es necesario mostrar el punto de expansion de referencia seleccionado.
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Partiendo de la hipétesis de que el usuario estd con el tronco superior erguido y pilotando el
vehiculo siguiendo una trayectoria de referencia rectilinea y uniforme, se consigue obtener un vector
de estado de referencia como se indica a continuacion:

xg =QR,t
ye =0
¥ =0°
9; =0°
q° = 6) =Qt (5.13)

6y =-80°
6) =21.64°
00 =00

| 65 =0°

Teniendo en cuenta que lo deseable en este tipo de vehiculos es seguir un movimiento equilibrado,
se debe considerar lo siguiente:

( .
¢ =QR,
o =
W =
6 =
q° = 6 = (5.14)
6y =
6y =
6 =

6 —

Donde se resalta que el valor de la posicion angular del tronco inferior se obtiene al imponer
que estos vectores de referencia cumplan las ecuaciones que dictan la cinemética y dindmica que
describe el sistema multicuerpo, habiéndose expresado en el sistema de ecuaciones 5.2. Por ende, la
segunda derivada del vector de estados debe ser nula.

Ademds de esto, se considerard una velocidad angular del cuerpo 2 constante e igual al equivalente
a una velocidad de crucero del movimiento tipico de 18 km/h, o lo que es 1o mismo, 5 m/s.

Por otro lado, al introducir los valores de referencia que se acaban de mostrar en el modelo
matemadtico de ecuaciones, el cual rige la cinemética y dindmica del sistema, se obtiene que los
multiplicadores de Lagrange son nulos, algo que era esperable dado que su interpretacion fisica
reside en las fuerzas de reaccidn laterales al vehiculo que aseguran el cumplimiento de la restriccién
no holénoma, es decir, la condicién de no deslizamiento. Ademads de esto resulta los pares que ejerce
el ser humano para mantener a trayectoria de referencia se resumen en el vector de actuaciones que
se muestra a continuacion:

1'-gmt =0
. 0, =13429 Nm
= 5.15
u 't(c)adx =0 ( )

0 —
Tcady =0



6 Formulacion del controlador

ntes de hallar un controlador formalmente, se ha de analizar la controlabilidad del sistema,
A siendo necesario para ello hallar la matriz de controlabilidad, lo cual resulta de aplicar la
Ecuacién D.-2. Tras esto, se podria conocer el nimero total de variables de estado incontrolables,
mediante la Ecuacién D.-3.

Conceptualmente, se estd comprobando que se puede aplicar cualquier sefial de control, enten-
diéndola sin restricciones, que consigue llevar a las variables de estado desde un valor inicial a otro
final en un tiempo finito.

Haciendo uso del vector de estado definido en la Ecuacién 2.1, se llega a la conclusién de que
se tienen 6 variables que no son controlables, por lo que se puede afirmar que el movimiento del
sistema estudiado es naturalmente incontrolable.

Tras este resultado, al analizar los valores de la matriz de estados, lo cual se ilustra en la si-
guiente ecuacion, se observa que las variables que rigen el movimiento del sistema contenido en el
plano sagital del monociclo estd desacoplado del movimiento frontal (incluyendo aqui también al
transversal).

0.59

=NeloBoBoNololo ol =l el

8.71
18.65

2

esNeNeoloNeoBoNoNeoBhololoBoleNe]
esNeoNeoloNeoBoNoNeoBhololololeNe]

6
11.01 36.84
2.58 4141
0 0 23.89
0 0 0 24

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 5
0 0
i 0
0 0
0 9
0 0
0 0
0

ecleBeoloNeoBoReoloholoBoholeolol*NeoBole
ecleoNeoBoNoleoloNeoleohoNeoBoloNeoBoNoNelh o)
ecleoNeoBoNeololoNeoNeoloNeoBoReoNeoBoReoNe o)
oleoBoloNeoBoleoloholsRoholaohol*NeBoNe}
ecloNeBoNoleoBoNeoleolhoReoBolo ol oo el
ecleoNeoBoNolNoloNeoNeolhoNeoBolReoNeoBoNel ™)
ecloNeBoNolNoloNeololoReoR el i = N>Nelo]
sleoNoNoBeohoBoNoNeoh-h=heh NololhcRaNel
SO OO OO OO OO O OO O OO0
ecleoNeBoNoleoBoloReoholl S =l =Nl o)
S OO OO OO DO O R OO OOOo o o0

=N eNeleNel
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Por esta razén, se seguird un procedimiento para cada movimiento, el cual consta de los siguientes
pasos:

En primer lugar, se definirdn dos submatrices, las cuales corresponderdn a la dindmica sagital
y frontal, siendo respectivamente denominadas como: A y Ay.

En segundo lugar, se analiza la controlabilidad de ambos subsistemas, de forma que, en
caso de que se observe que alguna variable no es controlable, se definird una submatriz,
denominadas: A”,,,, donde el subindice “mov” denotar4 la dindmica a la que corresponde.
Imponiendo que dicha matriz de menor dimensidén sea cuadrada y dependa tinicamente de
variables que sean controlables.

En tercer lugar, se procederd a calcular el controlador, uno para cada movimiento si es que
procede, de forma que sea capaz de conseguir que dichas variables sean estables ante una
perturbacion que las saque levemente del punto de equilibrio.

En cuarto lugar, se recalculan las nuevas submatrices de estado, las cuales incorporan ya la
accion de su respectivo controlador, si aplica.

En quinto lugar, se extienden las submatrices resultantes, de forma que se incluyen las variables
que previamente se habian considerado incontrolables, es decir, se amplia la dimensién de las
matrices que se acaban de calcular para que se incluyan las ecuaciones excluidas inicialmente,
sobre las cuales afectard indirectamente la accién del controlador.

Tras esto, se procede a integrar numéricamente la solucién obtenida de cada dindmica de
forma independiente.

Siguiendo con lo enunciado, se reagruparan los términos de la matriz A para obtener ambos
comportamientos por separado, es decir, se creardn dos submatrices: A, y A¢. Las cuales se muestran
a continuacion, junto a las matrices de entrada, B, y By:

00 0 0 0 1 0000 0 0 0
00 0 0 0 01000 0 0 0
00 0 0 0 00100 0 0 0
00 0 0 0 00010 0 0 0
00 0 0 0 00001 B — 0 0 0
00 O 0 05 0000O0O0O]/|" ™ 0.15 0 —0.04
00 0 0 296 0 0 0 0 0 0.75 —0.02 —0.20
0 0 11.01 3684 0 0 0 0 0 O —0.66 036 0.19
0 0 258 4141 0 0 0 0 0 O —0.28 —0.01 0.20
00 0 0 24 0 0 0 0 O 0.10 0 -0.27

00 0 0 1 0 0 0 0

00 0 0 0 1 0 0 0

00 0 0 0 0 1 0 0

00 0 0 0 0 0 1 0
A=100 o 0 0 0 o o > BT 0

00 0 871 0 0 0 0 —-0.10

0 0 1865 0 0 054 030 0 0.09

00 0 238 0 0 0 0 —0.28
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De igual manera, se creardn los siguientes subvectores de estado: ¢, y q; y de entrada: u, y uy:

Xc
92 Yc
6; Y,
94 ¢2
| 6 . _ i . | 9
qs = xC ’ Ug = T, ’ qr = yC Uy = Tcx’
. T co A
% " v
65 ¢
6, s
05

Aplicando ahora el anélisis de controlabilidad de ambas matrices, a partir de la Ecuaciéon D.-2 y
la Ecuacién D.-3, se obtiene que ambas dindmicas son incontrolables. En concreto, se aprecia que
la dindmica contenida en el plano sagital tiene dos estados incontrolables, sin embargo, la dindmica
frontal-lateral tiene cuatro. Al observar detalladamente las matrices de estado, se puede intuir
cual es esas variables son: yc, X¢, Ws, Yo, Xc ¥ W, El razonamiento reside en que las coordenadas
que definen el punto de contacto estidn desacopladas y se obtienen como consecuencia del valor
de las otras variables, pero en el caso de la evolucion de la guifiada del monociclo, cabe esperar
que no sea controlable al no tener un par que permita controlar el giro alrededor del eje 0Z, por
lo que ante perturbaciones frontal-laterales lo 16gico es que el controlador no sea capaz de estabilizar.

Al no obtener una matriz controlable, es necesario subdividir las matrices mostradas anteriormen-
te, con el objetivo de buscar matrices controlables de menor dimensién. Por lo que siguiendo con
la hipétesis que se acaba de mencionar, se eliminaran columnas y filas de las matrices originales.
En concreto, respecto a la dindmica sagital se eliminard la primera y la sexta fila, ademds de la
primera y la sexta columna, es decir, se elimina la influencia paramétrica de las variables: x. y Xc.
Sin embargo, respecto a la dindmica frontal se debe mencionar que se eliminan la primera y la
quinta fila, ademads de la primera y la quinta columna, es decir, se extrae la influencia paramétrica
de las variables: y- y ¥, lo que da lugar a las siguientes matrices:

0 0 0 0 1000 0 0 0
0 0 0 0 0100 0 0 0
0 0 0 0 0010 0 0 0
A |0 0 0 0 0001 B — 0 0 0
s 0 0 0 29 0 0 0 0 |’ s 0.75 —0.02 —0.20
0 1101 368 0 0 0 0 0 —0.66 036 0.19
0 258 4141 0 0 0 0 O —0.28 —0.01 0.20
0 0 0 24 00 0 0 0.10 0 —0.27
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
. 0 0 0 0 0 1 . 0
A=l o 0o 871 0 o o BT —o10
0 1865 0 054 030 0 0.09
0 0 238 0 0 0 —0.28

Como se comentaba en el andlisis de la controlabilidad, se han eliminado algunas de la variables
incontrolables del sistema, por lo que los vectores de estado reducidos de estos movimientos sera:
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0,
03 ['%)
0, 0,
v e | | e
q QZ s q ¢ li.IZ
6; )
6, 95

05

Una vez se han identificado la matriz controlable sagital y la matriz incontrolable frontal-lateral
reducida, se procede al diseno de dos controladores lineales cuadraticos, los cuales se calculan tal y
como se detalla en la Seccién B.

6.1 Controlador Movimiento Sagital

En primer lugar se abordard la dindmica sagital, de forma que se seleccionaran las siguientes
matrices:

—
oo
—_
(e)
S O O

—
=)

[eNeNolBeNeNel
=l
w
Il
SO =
oS = O
—_ o O

—
T
leloBoloNel=)

—_
)

=)

w

Il
SO O OO OO
ol eoNelBoNeoNel=Ne

—
OOO%OOOO
(=l oe el oo Ne)

eNeleoBoleNe]
(=N e o)

=)
—_
o

Resolviendo la ecuacion de Riccati, Ecuacion D.-5, se obtiene la siguiente matriz de ganancias:

—-0.77 —-53.28 —-710.35 —-305.33 —8.10 —15.54 —109.83 —61.44
K= —-0.14 2024 -3924 —-16531 -1.38 30.01 —-71.63 —33.58
0.62 15.29 159.39 —126.76 6.47 2.94 2481 —26.63

Aplicando ahora la Ecuacién D.-7 para introducir el efecto del controlador en el sistema, se
obtiene la matriz siguiente:

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

AF = 0 0 0 0 0 0 0 1
s 0.70  43.54 55790 20430 734 1290 86.07 40.29
—-0.58 —34.19 -321.64 —-11891 —-6.05 —-21.49 -51.56 -23.61
—-0.34 —-15.28 —-196.69 —62.95 -3.61 —4.58 =37 —12.45

0.25 9.50 115.72 20.80 2.58 2.32 1796  —0.95

A continuacién, tras obtener la modificacién de la dindmica que rige la planta del sistema
reducido, debemos extender la matriz de estudio para contemplar las variables excluidas consideradas
inicialmente incontrolables y el lazo de control interno que se acaba de calcular. Esto se traduce en
que la planta se construya de la siguiente forma:
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(=N eleleNel
S O O OO

Ay = AS(s.]) ‘is(s.z)
0 ’L}*Sc,l)

0 ‘L}*%.l)

S(8,1)

(=l el e i)

0

5(6,3)
*

S

5(5‘2)

*

S(6.2)

%

S(7>2)
&

o R S e

5(8,2)

Aplicando este desarrollo se obtiene la siguiente matriz:

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0 0
As= 0 0 0 0
0 070 4354  557.90
0 —0.58 -—34.19 -321.64
0 —-034 -—-15.28 —196.69
0 025 9.50 115.72

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
f‘;(é,ﬁ AS<66> f‘f(m) f‘*3<6,8> f‘;(w i‘jam)
6*5(5,4) 0 4*5(5‘5) 4*5(5,6) 6*5(5,7) é*s(s‘s)
‘L}*%A) 0 é*s(é-ﬁ é*s(ﬁ 6) 4*5(67) f};%«s)
f}*‘%m 0 ‘L}*S(zS) f}*s(zﬁ) fo(m) f}*%-s)
A 5(8.4) 0 A 58,5) A 5(8.6) A 5(8.7) A 5(8.8)
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0.59 0 0 0 0 0
20430 0 7.34 12.90 86.07 40.29
—11891 0 —-6.05 —-21.49 -51.56 -—-23.61
—6295 0 -—-3.61 —4.58 —37 —12.45

2080 0 2.8 2.32 1796  —0.95

Tras calcular esta matriz, ya se podria integrar numéricamente las ecuaciones lineales controladas,
para proceder a evaluar las prestaciones del controlador del sistema ante perturbaciones pequefias.
No sin antes mostrar los polos del subsistema resultante, para comprobar que ahora se tiene un

sistema estable:

0
0
—26.35
—0.10
—0.72
—4.83+1.91i1
—4.83 -1.91i
—5.69
—4.58
-5
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6.2 Controlador Movimiento Frontal-Lateral

Teniendo en cuenta que este movimiento es naturalmente inestable e incontrolable, se procedera
a realizar el disefio de un estabilizador que se mantenga estable en una trayectoria de referencia,
aunque frente a pequefias perturbaciones de las variables que rigen este movimiento, el sistema se
desestabilice.

En primer lugar se abordara la dindmica sagital, de forma que se seleccionaran las siguientes
matrices:

0w o0 0 0 0 0
0 100 0 0 O 0
0 0 1000 0 0
Q= 0O 0 0 0 103 0 > Re=10
0O 0 0 o0 10" o
O 0 o0 o o 10!

Resolviendo la ecuacién de Riccati, Ecuacion D.-5, se obtiene la siguiente matriz de ganancias:

Kf:(O 31.62 —5635.80 —2358.50 0 159.16 —1350.60 —566.67)

Aplicando ahora la Ecuacién D.-7 para introducir el efecto del controlador en el sistema, se
obtiene la matriz siguiente:

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

A 0 0 0 0 0 1
P 322 —57427 23161 1622 —137.62 —57.74

—-291 536.77 216.82 —14.09 12446 52.10
8.89 —1584.60 —639.21 44.75 —379.73 —159.33

A continuacion, tras obtener la modificacion de la dindmica que rige la planta del sistema
reducido, debemos extender la matriz de estudio para contemplar las variables excluidas consideradas
inicialmente incontrolables y el lazo de control interno que se acaba de calcular. Esto se traduce en
que la planta se construya de la siguiente forma:

0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
R 0 0 0 0 0 0 0 0
Af - Af(S.I) ‘if(s.z) ‘i (5.3) AA*f(SA) Af(s,s) AA*f(s 6) ‘if(s,n ‘if(s.s)
0 é;f(m) é*f(za 2) f}*f(zt,s) 0 Ié*f(u) é*f(u) Ié*f(%)
0 é;f(s.w ’tf(s.z) ’L}*.f(s,s) 0 ’é*.f(sA) ’L}*.f(ss) ’é;f(s.e)
0 ‘L};f«,,]) ‘tf((, 2) AA;f«,a) 0 AA*f(e,4> AA*f(G.S) ‘L}*f(a,@
0 Alf(7.1) A f1.2) A Ja3) 0 a4 A fas) A fa.6)

Aplicando este desarrollo se obtiene la siguiente matriz:
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0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
A_|0o o 0 0 0 0 0 1
7o o 0 0 0 0 0 0
0 322 —57427 -231.61 0 1622 —137.62 —57.74
0 —291 53677 21682 0 —14.09 12446  52.10

0 889 —1584.60 —-639.21 0 4475 —379.73 —159.33

Tras calcular esta matriz, ya se podria integrar numéricamente las ecuaciones lineales controladas,
para proceder a evaluar las prestaciones del controlador del sistema ante perturbaciones pequefias.

Como ya se comento con anterioridad, el objetivo en este movimiento no es el de que perdure la
estabilidad en el tiempo, ya que es algo que no seria alcanzable y realista, pero el objetivo de este
controlador no es mds que mantener la estabilidad inicial de estas variables. Para ello, se calculan
los polos de este subsistema, para poder reflejar que el punto de equilibrio es estable para ambos
movimientos.

—4.90+0.441
—4.90 — 0.441
—4.46
—4.20
—0.09+0.111
—0.09-0.111
0
0







7 Resultados

n este capitulo se mostrardn los resultados obtenidos del proyecto, en los cuales se mostrardn
E varios andlisis que reflejan la evolucién temporal de las variables generalizadas, asi como de
los multiplicadores de Lagrange y de los pares motores que se han modelado, con la idea de com-
probar si el controlador cumple las expectativas del disefio. Para ello, se perturbard al sistema con
sefiales del tipo escaldn que reflejardn posibles casos reales, como son la irregularidad del terreno,
réfagas discretas de viento o simplemente distracciones del usuario que conllevan movimientos
bruscos.

Antes de mostrar los resultados, cabe destacar que todas las perturbaciones que se han introducido
tienen una magnitud que equivale a 5, en la unidad de medida que corresponde a la variable pertur-
bada, es decir, en el caso de 65 serd de 5°, sin embargo, si se tratase de 05 serd de 5°/s. Siendo algo
a considerar que las perturbaciones se introducirdn en las siguientes variables: 65, 6,, 05, 85, 0, y 6s.

Para validarlos se hard uso del articulo [6], ya que realiza un estudio detallado sobre el par
articular que es capaz de realizar un ser humano estdndar, tanto en la cadera como en la rodilla y el
tobillo, contemplando la influencia del dngulo y velocidad angular de dicha articulacién, asi como
numerosos pardmetros que en este proyecto no se van a modelar. Aunque en el presente estudio no
se ha modelado la rodilla como articulacién, se dejara ilustrado para poder comprender mejor el
problema estudiado.

En concreto, en las graficas extraidas de [6], las cuales se ilustran en la Figura 7.1, se han tomado
como positivos los dangulos medidos desde la vertical y en sentido antihorario es decir, si se interpreta
fisicamente se considera que el dngulo articular aumenta conforme la articulacion se flexiona, lo
que es justo al contrario de como se ha considerado a lo largo del desarrollo matemadtico expresado
anteriormente.

En esta seccién se abordard primero el control ejercido sobre el plano sagital, de forma que se
irdn introduciendo perturbaciones en las variables generalizadas pertenecientes a este movimiento.
Particularmente, esta seccion se dividird segtin lo que se analice, comenzando por la evolucién de
las fuerzas laterales que se han de ejercer para que se cumpla que no hay deslizamiento entre el
suelo y la rueda del vehiculo de movilidad personal, siguiendo con la evolucién de las variables
generalizadas que definen el comportamiento del sistema contenido en el plano sagital y finalizando
con el esfuerzo de control que se ha tenido que ejercer para conseguirlo.

35



36

Capitulo 7. Resultados
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Figura 7.1 Influencia del dngulo articular y la velocidad angular articular en el par articular maximo,
tomando como positivos los movimientos que flexionan los musculos. Imagen extraida
de [6].

7.1 Dinamica Sagital

7.1.1 Influencia sobre los multiplicadores de Lagrange

Primeramente, se van a detallar la evolucién temporal de los multiplicadores de Lagrange, lo cual
tiene una interpretacion fisica como las fuerzas de reaccidn laterales a la rueda del vehiculo, siendo
esto mostrado en las siguientes figuras.

Para mejorar la estabilidad de la integraciéon mediante métodos numéricos, se recuerda que se
ha hecho uso de un pardmetro definido como f3. Para no extender el desarrollo del proyecto, no se
mostrard la influencia de este valor en las simulaciones, ya que la tendencia es la que se analiza en la
referencia que se mencion6 con anterioridad. Conceptualmente, a mayor valor de este parametro, la
estabilizacion de los multiplicadores de Lagrange es mds rdpida, es decir, el tiempo de estabilizacion
es menor. Esto conlleva una mayor brusquedad en la tendencia temporal, conllevando generalmente
un aumento en el tiempo de la simulacién.

Dada esta influencia conceptual del pardmetro anteriormente mencionado, se establece una
solucién de compromiso entre la solucidn obtenida y el tiempo de simulacién, siendo la siguiente:
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Tras comparar la evolucion si se introduce una perturbacién en la posicién angular del pie,
recogido en la Figura 7.2, con la introduccién de una perturbacién en la velocidad angular de dicho
cuerpo, ilustrado en la Figura 7.3, puede apreciarse como inicialmente el valor de los multiplicadores
de Lagrange es bastante diferente, lo que tiene una interpretacion fisica clara. La perturbacién en
la velocidad angular tendrd una consecuencia en la posicién angular de dicho cuerpo, esto es un
hecho, pero la magnitud de la perturbacién que vera la posicién angular serd menor si se introduce
de esta forma a si directamente se introduce en esta variable, como se mostrara mas adelante. Esto
conlleva que hay un menor desplazamiento respecto al punto de equilibrio y, por tanto, el esfuerzo
de control es menor en este caso, por lo que tendrd como consecuencia que la fuerza normal que hay
que ejercer para que se cumpla la condicién de no deslizamiento es menor, por lo que los valores de
los multiplicadores también serdn menores.

de las icci no

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 7.2 Evolucion temporal de los multiplicadores de Lagrange frente a una perturbacion en 6;.

de las icci no
05 T\ |

05 [+ -

25 -

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 4 8 9 10
Tiempo (s)

-35

Figura 7.3 Evolucién temporal de los multiplicadores de Lagrange frente a una perturbacién en ;.
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La influencia paramétrica que se ha mencionado antes, entre la perturbacion introducida por las
variables angulares comparadas a cuando son introducidas por la derivada de las mismas, puede
apreciarse en el resto de cuerpos, siendo la diferencia entre la Figura 7.4 y la Figura 7.5 la mayor
de las obtenidas, debido a la influencia que tiene la posicion de este cuerpo en el movimiento del
sistema respecto al punto de equilibrio seleccionado.

i de las icci no
i T T T

e

-20 1

-40

60 -

-80 -

-100

-120 |-

-160 |~

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
Tiempo (s)

-180

Figura 7.4 Evolucién temporal de los multiplicadores de Lagrange frente a una perturbacion en 6;.

de las icci no

20

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 -2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

-30

Figura7.5 Evolucién temporal de los multiplicadores de Lagrange frente a una perturbacién en 6.

De igual forma, se puede apreciar este fenémeno en la Figura 7.6 y la Figura 7.7. Ademads de
la interpretacion fisica de lo obtenido en el punto inicial de la simulacién, se debe sefialar que la
tendencia de estos valores es siempre la misma en todos los casos, que no es mds que volver al
punto de equilibrio, el valor nulo, lo que implica que no es necesario que se aplique ninguna fuerza
lateral para que se cumpla la restriccién no holénoma de no deslizamiento.
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i Evolucién temporal de las restricciones no holénomas
T T T |

I I I I I L I I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 7.6 Evolucién temporal de los multiplicadores de Lagrange frente a una perturbacién en 6s.

3 Evolucién temporal de las restricciones no holénomas
T T T T T

1 I I I 1 I I I 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 7.7 Evolucién temporal de los multiplicadores de Lagrange frente a una perturbacién en 6s.

7.1.2 Influencia sobre las variables generalizadas

Para comenzar a estudiar el impacto que tienen las perturbaciones que se han mencionado inicial-
mente en la introduccidn del capitulo, se realizard de forma andloga al apartado anterior, recorriendo
el sistema multicuerpo de abajo a arriba.

Observando la Figura 7.8 y la Figura 7.9, se deduce de nuevo que tiene sentido fisico que la pertur-
bacidn en la velocidad implique una menor desestabilizacién del modelo. También se aprecia que se
amortigua la perturbacién provocando cambios despreciables en el resto de magnitudes del sistema
respecto a su valor nominal, conllevando que el tiempo de estabilizacion sea en torno a 3-4 segundos.

Entendiendo fisicamente lo que ocurre, es algo que era de esperar, dado que si hubiese irre-
gularidades en el terreno, provocaria cambios de este orden de magnitud en la posicioén del pie,
considerando que el pedal del monociclo gira de forma solidaria a dicho cuerpo. Realmente la
posicion del resto del cuerpo pricticamente no se inmuta de que existe esta perturbacién tan leve.
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Dinamica Sagital No Lineal Con Control 3=100

Figura 7.8 Evolucion temporal de las variables generalizadas sagitales frente a una perturbacién en
0;.
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Figura 7.9 Evolucién temporal de las variables generalizadas sagitales frente a una perturbacion en
0.

Modelando ahora perturbaciones en el corazén del sistema, es donde cobra importancia los pard-
metros de disefio del controlador. Viendo la Figura 7.10 y la Figura 7.11, se aprecia que el tiempo
de estabilizacion del sistema completo es mucho mayor que en el caso mostrado previamente, pero
en realidad, en cuestion de décimas de segundo se consigue minimizar enormemente la desviacién
entre el valor de la posicion angular de las piernas y su valor nominal en el equilibrio. Esto conlleva
que las velocidades angulares superiores a lo que recogen la Figura 7.8 y la Figura 7.9.
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Dinamica Sagital No Lineal Con Control 5=100
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Figura 7.10 Evolucién temporal de las variables generalizadas sagitales frente a una perturbacién
en 0.

Comentando més aspectos de la Figura 7.10, es remarcable que la perturbacion provoque casi
la misma desviacion en la posicién angular del pie, siendo esta variable mucho mads lenta en su

estabilizacién por la menor importancia que se le ha dado a esta variable dentro de la matriz de
ganancias.
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Figura 7.11 Evolucion temporal de las variables generalizadas sagitales frente a una perturbacién
en 64.
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En este caso, en la Figura 7.12 y la Figura 7.13, se intenta modelar una desestabilizacién mds
comtin en usuarios que son aprendices, ya que al no controlar muy bien la posicién corporal, puede
que para intentar aumentar la velocidad, por ejemplo, tiendan a inclinar hacia adelante el torso, en
lugar del centro de masas completo del sistema, posicionado aproximadamente en la cadera.
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Figura 7.12 Evolucién temporal de las variables generalizadas sagitales frente a una perturbacién

en Os.
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Figura 7.13 Evolucién temporal de las variables generalizadas sagitales frente a una perturbacién
en 95 .
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Esto conlleva que se tenga que tener una reaccion rdpida para atenuar la perturbacién corporal en
los casos en los que se perturba la magnitud de las posiciones angulares de las piernas y el torso, a no
ser que la desviacion sea leve en estas variables, ya que en esos casos es mds importante conseguir
que el movimiento del propio vehiculo esté inalterado, para seguir la trayectoria de referencia.

7.1.3 Esfuerzo de control

Para analizar el esfuerzo de control, se mostrard la evolucién temporal de los pares motores que se
han considerado en el vector de fuerzas generalizadas, asi como de la potencia instantdnea asociada
al control.

El célculo de esta variable instantanea parte de la Ecuacién 4.17, de forma que si se multiplica
ambos miembros de la ecuacién por la derivada del vector traspuesto de variables generalizadas se
obtiene que:

a"M(q)i+q" S(q)"A =q"H(q.q) + 4" Z(q)u (7.-1)

De forma que el término de la potencia instantdnea serd definido como:

Poty(t) = 4" Z(Q)u=q"M(q)d+q" S(q)"A —q" H(q,q) (7.-1)

En las grificas que se muestran a continuacion, se muestra el comportamiento del control lateral
ejercido en la cadera como un patrén comun, su orden de magnitud es despreciable y puede consi-
derarse nulo. No obstante, si ese control fuera realmente nulo, el sistema se desestabilizaria frente a
cualquier perturbacién, como se verd en la siguiente seccién.

Como era previsible, en la Figura 7.14 y en la Figura 7.15 se muestra como para corregir la
perturbacién en la posicidn angular del pie se requiere un incremento de esfuerzo de control pequefio,
tomando como referencia el valor nominal de este.

Esfuerzos de control modelo no lineal

T
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Figura 7.14 Evolucion temporal de los actuaciones frente a una perturbacién en 6;.



44

Capitulo 7. Resultados
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Figura 7.15 Evolucion temporal de la potencia instantdnea frente a una perturbacion en 65.

Analizando la Figura 7.16 y la Figura 7.17 se demuestra que para corregir la perturbacién en la
velocidad angular del pie se requiere un incremento de esfuerzo de control aun menor que el que se

acaba de mostrar.
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Figura 7.16 Evolucién temporal de los actuaciones frente a una perturbacién en 6.
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Figura 7.17 Evolucién temporal de la potencia instantdnea frente a una perturbacién en 6;.

Sin embargo, a la vista de la Figura 7.18 y la Figura 7.19 se puede apreciar que el par articular
necesario para corregir la postura corporal estd dentro de lo analizado en la Figura 7.1, por lo que
parece razonable. Respecto al par motor del vehiculo, puede apreciarse como parece alcanzable.
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Figura 7.18 Evolucion temporal de los actuaciones frente a una perturbacioén en ;.
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Figura 7.19 Evolucion temporal de la potencia instantdnea frente a una perturbacion en 6,.

Al variar la velocidad angular de las piernas, se requiere un esfuerzo de control menor que si se
variase la posicion, algo razonable, siendo un una tendencia muy similar, como se aprecia en la
Figura 7.20 y la Figura 7.21.
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Figura7.20 Evolucién temporal de los actuaciones frente a una perturbacién en 6.
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Figura 7.21
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Evolucién temporal de la potencia instantdnea frente a una perturbacién en 6.

Centrandonos en el torso del usuario, al perturbar la posicién angular se requiere un esfuerzo
menor que si fuesen las piernas pero también es considerable, como se refleja en la Figura 7.22 y la

Figura 7.23.
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Figura 7.22 Evolucion temporal de los actuaciones frente a una perturbacion en 0s.
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Figura 7.23 Evolucion temporal de la potencia instantdnea frente a una perturbacion en 6s.

Al igual que ocurre con el resto de variables en las que se ha introducido una perturbacion, al
introducirse en la derivada de la variable, en este caso el torso, el esfuerzo de control necesario para
estabilizar el movimiento es menor, como se ilustra en la Figura 7.24 y la Figura 7.25.
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Figura 7.24 Evolucién temporal de los actuaciones frente a una perturbacién en 6s.
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Figura 7.25 Evolucién temporal de la potencia instantdnea frente a una perturbacién en 6;.

7.2 Dinamica Frontal-Lateral

Antes de alterar las condiciones de equilibrio del movimiento frontal-lateral, se van a comentar
varias graficas que mejorardn la comprension del sistema estudiado. En la primera de ellas, la Figura
7.26, se visualiza un ejemplo de la salida obtenida del modelo matemadtico no lineal ante cualquier
perturbacién en la dindmica sagital, en el que todas las variables son practicamente nulas a lo largo
de la evolucién temporal.
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Figura 7.26 Evolucion temporal de las variables generalizadas frontal-laterales frente a una pertur-
bacion en 65 si 7., no fuese nulo.

Al ver este resultado puede parecer que no hace falta la accién del controlador, es decir, que se
obtendria el mismo resultado si la matriz de ganancias definida en la Ecuacién 6.2, pero realmente
no es asi, ya que el sistema es inherentemente inestable. Una prueba de ello es lo que se muestra en
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la Figura 7.27.
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Figura 7.27 Evolucién temporal de las variables generalizadas frontal-laterales frente a una pertur-
bacion en 6; si 7,4 fuese nulo.

Es verdad que las variables que describen la dindmica frontal-lateral permanecen estables un
tiempo considerable, como ocurre en otros sistemas dindmicos como al empujar hacia adelante
una bicicleta sin conductor, pero llega un momento en el que la solucion diverge y se desestabiliza.
De hecho, en la Figura 7.28 se muestra que en la evolucién de las variables contenidas en el plano
sagital del vehiculo ocurre lo mismo, a pesar de seguir introduciéndose en estas variables el efecto
del controlador sagital que se ha calculado anteriormente.
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Figura 7.28 Evolucion temporal de las variables generalizadas sagitales frente a una perturbacién
en 6; si 7,4, fuese nulo.
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Esto a priori puede parecer que es una incongruencia, ya que se menciond que el sistema estaba
desacoplado, pero lo que realmente estaba desacoplado era el modelo matematico del sistema
linealizado. Esto es fruto de la inestabilidad natural del sistema, que tiene como consecuencia la
siguiente evolucion de las fuerzas laterales de reaccién que deben existir para mantener la restriccién
de no deslizamiento en la rueda del vehiculo.
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Figura 7.29 Evolucién temporal de los multiplicadores de Lagrange frente a una perturbacion en 6
Si T,4q, fuese nulo.

Ademads de esto, a pesar de que se sospecha que la robustez del controlador frontal-lateral es muy
baja, se introducird una leve perturbacién en el dngulo de inclinacién del monociclo, para ver el
comportamiento del sistema.

Se comenzard mostrando la evolucién de los multiplicadores de Lagrange, recogido en la Figura
7.30, lo que muestra que hay una gran inestabilidad en el movimiento.
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Figura 7.30 Evolucién temporal de los multiplicadores de Lagrange frente a una perturbacion en ¢,.
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En la Figura 7.31 se puede apreciar como va divergiendo la solucién de la guifiada, que era la
variable que se intufa que era incontrolable, ya que va creciendo la desviacién respecto al punto
de equilibrio conforme se avanza en el tiempo. La consecuencia de esto seria que habia equilibrio

lateral, pero no se puede controlar la guifiada del vehiculo, por lo que no se podria controlar la
trayectoria descrita por el monociclo.
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Figura 7.31 Evolucion temporal de las variables generalizadas frontal-laterales frente a una pertur-
bacién en ¢,.

Viendo el sistema conjuntamente, se aprecia como existe un equilibrio del movimiento contenido
en el plano sagital, pero es diferente al punto de equilibrio inicial, por ello, al retrasar el centro de

masas del sistema completo el vehiculo tiende a desplazarse en el sentido contrario al que empezo,
como se refleja en la Figura 7.32.
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Figura 7.32 Evolucion temporal de las variables generalizadas sagitales frente a una perturbacién
en ¢,.
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Ademads, analizando las actuaciones del sistema, recogidas en la Figura 7.33, puede apreciarse
también que la gran fluctuacién en sus valores, los cuales estdn cercanos al limite de los pares

articulares mostrados en la Figura 7.1.
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Figura 7.33 Evolucién temporal de los actuaciones frente a una perturbacién en ¢,.






8 Conclusiones

modo de conclusién se enumerardn algunas de las ideas que se han analizado a lo largo de
este proyecto.

El método de linealizacién es capaz de reproducir fielmente el comportamiento naturalmente
no lineal del sistema, siempre que las variables incrementales no se desvien mucho de los valores
nominales, lo que reduce enormemente el tiempo computacional de las simulaciones iterativas que
requiere el disefo del controlador que se ha mostrado.

Se ha conseguido estabilizar el movimiento del sistema inherentemente inestable, resultando en
actuaciones asumibles en la vida real. Pese a presentar un modelo simplificado geométricamente,
se emula de una forma razonable el comportamiento del usuario, teniendo en cuenta que estamos
asumiendo muchas consideraciones que reducen la complejidad del desarrollo matemaético.

Analizando el movimiento sagital, se ha demostrado que el objetivo del disefio del controlador
sagital es acertado al priorizar la posicién angular de las piernas, favoreciendo la posicién adelantada
del centro de masas del sistema.

Analizando el comportamiento frontal-lateral, aunque se haya conseguido estabilizar el movi-
miento, no se consigue controlarlo realmente. Para ello, se deberia modelar un par articular que
permitiera controlar la guifiada del monociclo y, por tanto, la trayectoria del monociclo.

Como lineas futuras, serfa interesante no restringir el movimiento de guifiada del torso, asi como
introducir un par articular que permitiera la regulacion angular del sistema en dicha direccién. Esto
no solo permitiria la controlabilidad del sistema, si no que podrian probarse diferentes trayectorias
de referencia, equilibrios dindmicos u otros aspectos mds llamativos y complejos como son la
aceleracion o desaceleracién del movimiento.

También se considera interesante modelar un cuerpo mds en el sistema, el cual permitiera modelar
las rodillas, para poder analizar la mejora de a estabilidad al bajar la altura del centro de masas del
sistema y que sea un movimiento mds realista.

Por ultimo, se destaca que existen numerosas técnicas de control no lineal, que son mds apropiados
para sistemas naturalmente inestables como este, lo que aumentaria la complejidad matematica
pero podria conseguir mejores prestaciones y, por tanto, mejoras sustanciales a la hora de disenar
un sistema de aumento de estabilidad. Por ejemplo, se podria utilizar la técnica de Lyapunov, tal y
como se muestra en el articulo [9], ya que se obtuvieron buenos resultados en el caso de estudio
simplificado.
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n la representacion del modelos multivariables es crucial la agrupacién de variables en vec-
E tores, seglin sea su naturaleza. Esta clasificacion conlleva la diferenciacion de tres categorias
principales: variables de entrada (U), variables de salida (Y) y variables de estado (X). Estas dltimas
son el resultado de las salidas de los integradores, ya que estos tienen el papel de registrar el cambio
sufrido a lo largo de la evolucién temporal del sistema, es decir, son vitales para caracterizar al
completo el funcionamiento dindmico del sistema [19]. A partir de esta organizacion, se pueden
obtener las ecuaciones matriciales que rigen el comportamiento del sistema, las cuales son:

x(t) =A()x(r) +B(t)u(r)

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(r) (C.-1)

La primera de ellas, alude a la caracterizacion del estado, sin embargo, la segunda va orientada en
analizar la salida del sistema. Para facilitar el entendimiento de este modelo matemadtico se muestra
la Figura A.1, la cual se extrae de [19]:

™ D)

u(n) x(1) x(1) ¥(2)
B(1) Jar C(

v

N2

A K——

Figura A.1 Diagrama de bloques simbdlico de un sistema lineal dependiente del tiempo. Imagen
extraida del libro: Ingenieria de control moderna [19].

En caso de que fuera necesario linealizar este sistema de ecuaciones, se deberia aplicar concep-
tualmente el método de expansion en series de Taylor, aplicandolo a las ecuaciones obtenidas en la
seccién 4, en torno a una cierta condicién de equilibrio (definida por X, U, Y) [19]. Es importante
destacar que esta linealizacion limitaria la validez del modelo a zonas muy préximas del punto
de operacion definido como equilibrio. Esto conllevaria la definicién de variables de desviacién o
incrementales (denotadas con la letra en mintdscula), lo que se refleja en la Ecuacién C.-2:

x=X-X, u=U-U, y=Y-Y, (C.-2)
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Un paso previo a esta linealizacion, se tiene que definir la condicioén de operacién, hallandose
tras imponer el equilibrio traslacional y rotacional. Esto se traduce en que tanto la fuerza como el
momento resultantes en el modelo equivalente sean nulos, expresdndose como indica la Ecuacién
C.-3, teniendo la consecuencia de que se anulen las derivadas de las variables de control. Esta
consideracion tiene una interpretacion fisica logica, ya a que el piloto no seria capaz de mantener el
control si el sistema se aleja rdpidamente de su condicién de operacién ante una perturbacion [27].

N°Fuerzas N°Momentos )
Foi, =0 Y M, =0 ———=X=0 (C.-3)
j=1 k=1

El célculo de las matrices Jacobianas que relacionan los vectores de estas variables incrementales
se muestran en la Ecuacién C.-4, satisfaciéndose las ecuaciones que rigen el comportamiento del
sistema expresadas en la Seccién 4.

oF .. 9R oF . 9k
8X1 8Xn aUl aUp
A= = , B=| (C.-4)
o, ... 95 9 .. 9
X, X, X:X’U:I_j U, 8U,, X:X,U:(J
9G1 .. 9G 9G, .. 9G,
IX, X, U, U,
C= : oo , D= : .o
9G, . 99 9G, . 9G,
8X| aXn X:X’U:U 8U1 19Up X:X7U:[_J

Finalmente, es posible hallar la funcién de transferencia que permite calcular la respuesta del
sistema ante una determinada entrada, definiéndose en una relacién entre una entrada concreta y
una salida concreta, con el fin de analizar la influencia paramétrica. Normalmente, esta funcién se
lleva al dominio de Laplace, de forma que los polos serdn los autovalores de la matriz A, o lo que es
lo mismo, las raices del polinomio caracteristico [27].

G(s)=22 =C(sI—A)"'B+D (C.-5)
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n esta seccién se abordard la metodologia de control de la que se hard uso para estabilizar
I : el movimiento que es objeto de este estudio, es decir, el disefio de un controlador lineal
cuadrético lineal, también conocido como LQR.

Dada una representacion en el espacio de los estados como la que se presenta en la Seccion A, en
concreto la que se ilustra en la Ecuacion C.-1, serd necesario encontrar una ley de control éptimo,
u(?), que minimice la siguiente funcién de coste:

J= /O " (57 (1) Qx(r) + u” (1) Ru(r)) d (D-1)

En primer lugar, se realizard la suposicidn esencial de que el sistema que se desea analizar es
controlable, por lo que el rango de la matriz de controlabilidad debe ser igual a la dimension del
vector de estado, ya que no se podria resolver de esta forma si no fuese asi. Dicha matriz, M., se
calcula como se muestra en la Ecuacién D.-2, donde n es la dimensién del vector de estado.

M. = (B,AB,A’B,..., A" 'B) (D.-2)

Se entiende que el sistema serfa controlable tinicamente si el rango de la matriz de controlabilidad
es igual a n, es decir, para calcular el nimero de variables incontrolables del sistema se debe aplicar:

Y=n—rang(M,) (D.-3)

Por otro lado, es necesario asumir que la matriz Q y R son matrices simétricas y serdn semidefi-
nidas como positivas, consiguiendo de esta manera que todos los valores propios del sistema sean
no negativos. El valor de estas matrices de ponderacion es crucial para ponderar la importancia de
que las variables de estado realicen un buen seguimiento de los valores nominales, en el caso de la
matriz Q, y del esfuerzo de control que se puede conseguir, por parte de la matriz R.

La ley de control seguird una estructura como la que se muestra en la Ecuacién D.-4, donde la
matriz de ganancias K se obtiene a partir de la solucién a la ecuacién algebraica de Riccati.

u=—-Kx (D.-4)

El procedimiento mediante el cual se realiza la obtencién de dicha matriz parte de resolver
la ecuacion de Riccati, lo cual se hard una vez se conozca la matriz P que satisfaga la siguiente
expresion:

Q+ATP+PA—-PBR !B’P=0 (D.-5)
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Tras hallar la matriz P, se procede a calcular la matriz K siguiendo la siguiente relacién:
K=-R 'B’P (D.-6)

Sustituyendo ahora la ley de control que rige el comportamiento de este tipo de controladores,
mostrado en la Ecuacion D.-4, en el sistema de ecuaciones que dicta la teorfa de estados, mostrado
en el sistema de ecuaciones C.-1, se obtiene la siguiente relacion:

(1) = (A(t) —KB(t)) x(t) = A() x(1)

(D.-7)
y(0) = (C() —KD()) x(1)

C(1)x(r)
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