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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de este capitulo se describe el contexto en el que se encuadra este trabajo, asi
como las motivaciones que originan el mismo. Por iltimo se describen los objetivos principales
que se quieren alcanzar.

1.1. Contexto

Este trabajo se enmarca dentro del diseno y optimizacion de trayectorias, rama de la Mé-
canica del Vuelo que se ocupa de disenar trayectorias que maximizan o minimizan ciertos
objetivos. Esta disciplina es de vital importancia en la industria aeroespacial por numero-
sos aspectos. Entre ellos destacan la reduccién de costes al operar aeronaves, el aumento de
alcances de las anteriores, la reduccion de tiempos de vuelo... El disenio de trayectorias 6p-
timas contribuye fundamentalmente a disminuir los costes de las companias aéreas, pero sus
beneficios van méas alla: también se consigue reducir el impacto ambiental de las aeronaves
al reducirse las emisiones de diéxido de carbono a la atmosfera, asi como la contaminacion
acustica en zonas pobladas.

Todo lo anterior se consigue imponiendo unas ligaduras de vuelo o leyes de pilotaje ade-
cuadas (grados de libertad que son impuestos por el piloto o el piloto automatico) las cuales
permitan seguir una trayectoria 6ptima atendiendo a algin criterio. En general, se tienen mu-
chos grados de libertad entre los que figuran la posicion de la palanca de gases, la altitud de
vuelo, el angulo de ataque, el angulo de alabeo etc. Véase Stevens y Lewis [22].

En cuanto a las variables a optimizar, las mas usuales suelen ser el coste operativo di-
recto (DOC), la masa de combustible consumida, el coste de cada asiento por milla nattica
(CASM), el tiempo final de la trayectoria o la distancia horizontal recorrida. En este trabajo
nos centraremos en reducir la masa de combustible consumida con el objetivo de reducir el
impacto medioambiental que la aeronave produce a lo largo de su operacion.

Las trayectorias de los aviones estan formadas por diversos segmentos: despegue, subida,
crucero, espera, descenso y aterrizaje. En este trabajo consideraremos trayectorias en el plano
horizontal, las cuales pueden ser consideradas como cruceros, esperas o virajes indistintamente.
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1.2. Revision de los métodos de optimizaciéon

Una vez se ha determinado qué es lo que se quiere optimizar, hay que revisar la literatura
y encontrar un método matematico que dé pautas acerca de como llevar la optimizaciéon a
buen término.

En este trabajo, se esta interesado en la optimizacién dinamica sujeta a ciertas restriccio-
nes, es decir, en tomar las decisiones 6ptimas a lo largo del tiempo que minimizan un funcional
cumpliendo ciertas condiciones prescritas. Existen diversos métodos para llevar esto a cabo:

s Célculo variacional: es una disciplina del anélisis matemaético que se desarroll6 a raiz del
problema de la curva braquistocrona (Hoffman [12]). La braquistocrona es la curva entre
dos puntos recorrida en menor tiempo bajo la accién de una fuerza de gravedad constante,
en ausencia de friccion y partiendo del punto inicial con velocidad nula. El objetivo de
esta disciplina es resolver el problema de buscar maximos y minimos de funcionales
(funciones que tienen a su vez como argumento otras funciones). Para ello se hace uso
de las ecuaciones de Euler-Lagrange que son las condiciones bajo las cuales cierto tipo
de funcional alcanza un extremo (ver Clarke [7]). En el contexto de la optimizacion de
trayectorias, el funcional seria la magnitud a optimizar (masa de combustible, tiempo
final, DOC'..), y las funciones que optimizan el funcional serfan las leyes de vuelo.

= Control 6ptimo: es una extension del cilculo variacional. Surge en la década de los anos
cincuenta como consecuencia de los esfuerzos por parte de los ingenieros y cientificos
soviéticos y americanos por explorar el Sistema Solar. El problema de la exploracion del
Sistema Solar consistia en llevar un vehiculo espacial desde la Tierra a un punto del
espacio siguiendo algin criterio de optimizacién como minimo tiempo, minima cantidad
de combustible o una combinacion de los anteriores. Esta teoria trata de encontrar las
leyes de control de un sistema dindmico sujeto a restricciones de forma que se minimize
una funcion de coste que a su vez es funcion tanto de los estados como de las variables de
control. El problema de control 6ptimo puede ser resuelto mediante el uso de del Principio
del Minimo (condiciones necesarias pero no suficientes) o resolviendo la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman (condicion suficiente). Véase Pinch [17].

En este trabajo se hace uso de la Teorfa del Control Optimo por su mayor facilidad a la
hora de tratar con restricciones en los valores que pueden tomar las variables de control. En
el caso del Céalculo Variacional tratar con este tipo de restricciones es mas incomodo (ver Mil-
yutin y Osmolovskii [16]). También la Teoria del Control Optimo distingue convenientemente
entre variables de estado y de control.

1.3. Motivaciones

Debido a requisitos de control de trafico aéreo (ATC), las aeronaves comerciales estan obli-
gadas a realizar el crucero a altitud constante durante gran parte del vuelo (pueden llevar a
cabo subidas previa autorizaciéon de ATC). Por ello la optimizacion de trayectorias en el plano
horizontal cobra una especial relevancia, aunque al fijarse la restriccion de altitud constante
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se llega a una solucién peor que si ésta fuera un grado de libertad.

La optimizacién del vuelo de crucero rectilineo a altitud constante estd ampliamente estu-
diada en la literatura con diversos criterios de optimizacion (ver Franco, Rivas y Valenzuela
en [10], [11] ¥ [19]). Sin embargo, existe un menor namero de estudios acerca de trayectorias
en las que la aeronave sale de un punto inicial con una cierta direccion y llega al punto final
con otra direccion fijada, de modo que ésta realiza virajes para ajustarse a las condiciones de
contorno.

Usualmente, y asi se hace en este trabajo, se usa como criterio de optimizaciéon la ma-
sa de combustible consumida a lo largo de la trayectoria. Aunque, como se ha comentado
anteriormente, las companias aéreas suelen estar interesadas en optimizar tanto el consumo
de combustible como el tiempo de vuelo, por lo que suelen elegir el DOC como criterio de
optimizacion. Las soluciones obtenidas de minimizar el coste operativo directo suelen implicar
velocidades mas altas comparadas con las obtenidas de minimizar el consumo de combusti-
ble. Por ejemplo para la aeronave Boeing 767-300 ER, al optimizar la masa de combustible
en crucero a altitud constante, se obtiene M* = (0.76 aproximadamente, sin embargo en las

caracteristicas técnicas de la misma, se da un Mach de crucero tipico de 0.8 a 11500 m de
altitud (Boeing [4]).

Las pautas que se darén a lo largo del trabajo podrian ser usadas para optimizar la nave-
gacion aérea con radioayudas VOR. Este tipo de navegacion requiere que la aeronave cambie
su rumbo para dirigirse hacia la estacion VOR que desee y sobrevuele ésta por un cierto ra-
dial fijado. Otra aplicacion practica seria el caso de un vehiculo aéreo no tripulado (UAV) de
observacion que requiere tener una cierta actitud en los puntos de inicio y final de destino
para tomar fotografias, espiar... Por tltimo, estarian ciertas aplicaciones militares como por
ejemplo la determinacion de la trayectoria de minimo tiempo que un misil debe de seguir para
impactar en un blanco.

1.4. Objetivos

El objetivo de este trabajo consiste en minimizar la masa de combustible en trayectorias en
el plano horizontal dados una masa inicial mg, un alcance xy, un angulo de guinada inicial xg
y un angulo de guinada final x ;. Como se verd méas adelante, lo logico es controlar el empuje
que proporciona el motor y el &ngulo de alabeo, lo primero se lleva a cabo mediante el control
de la posicion de la palanca de gases 7, y lo segundo se consigue mediante la deflexion de
los alerones. Para simplificar el problema se considera que se tiene un control directo sobre el
angulo de alabeo p. Dada la complejidad en cuanto a la formulacién matematica que repre-
senta el problema en primera instancia (lo cual se detalla en el Capitulo 2), se llevaran a cabo
ciertas hipotesis simplificativas sobre el mismo.

El modelo de aeronave usado es lo més general posible, se tienen en cuenta los efectos de
compresibilidad a la hora de considerar los coeficientes de la polar parabolica compensada,
asi como los efectos del numero de Mach y la altitud en el empuje maximo disponible y el
consumo especifico. En cuanto al modelo de atmosfera, se hace uso de la Atmosfera Estandar
Internacional (ISA). Notese que se podrian elegir cualesquiera modelos de aeronave y atmos-
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fera dada la generalidad de los planteamientos llevados a cabo.

Como principal limitacion al problema planteado esta el no considerar los efectos que el
viento pueda tener a lo largo de la trayectoria. No obstante, este problema podria usarse como
punto de partida en la resoluciéon del problema con viento.



Capitulo 2

Formulacion del problema

En este capitulo se formula el problema de encontrar trayectorias de aeronave en el plano
horizontal de minimo consumo de combustible. Se describen el sistema de ecuaciones dina-
micas y cineméticas a optimizar y los modelos suplementarios necesarios para su resolucion,
asi como las restricciones de las variables de control. Por altimo se aplican ciertas hipotesis
simplificativas al problema original y se describen las restricciones de las variables de control.

2.1. Ecuaciones del movimiento y funcién objetivo

Se considera un vuelo simétrico en un plano horizontal. El vuelo horizontal esta caracte-
rizado porque h = const. De las ecuaciones cinematicas de la mecéanica del vuelo se deduce
v = 0. Se hace la hipotesis de que la linea de empuje estd en todo momento alineada con
la corriente incidente. También se considera que la atmosfera esta en calma, es decir, no hay
viento. Las ecuaciones del movimiento que describen el vuelo horizontal son las siguientes
(véase Rivas [18]):

mV =T —D (2.1)
mVx = —Lsinu (2.2)
mg = Lcosp (2.3)
m = —cl (2.4)

& = Vecosx (2.5)

y = Vsiny (2.6)

La ecuacion (2.1) refleja que la variacion de cantidad de movimiento a lo largo del eje z
viento es igual al exceso de fuerza propulsiva. La ecuacion (2.2) representa el equilibrio que
debe cumplirse en todo instante entre la fuerza centrifuga y la componente de la sustentacion
que esta dirigida hacia el centro del radio de curvatura, necesaria para conseguir que la ae-
ronave vire. Para ello habra que producir un cierto d4ngulo de alabeo, pu, distinto de cero. La
ecuacion (2.3) representa el equilibrio de fuerzas verticales entre el peso y la proyeccion de
la sustentacion en el eje vertical, se toma el signo negativo a la derecha de la ecuaciéon para
que al bajar el ala derecha del avion se tenga p > 0. La ecuacion (2.4) propone un modelo
de gasto de combustible proporcional al empuje generado por la aeronave, donde la constante
de proporcionalidad ¢ se denomina consumo especifico. Por iltimo, las ecuaciones cinematicas
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(2.5) v (2.6) describen como varian x e y a lo largo del tiempo, x es el angulo de guiniada de
la velocidad, es decir, el &ngulo que tiene el vector velocidad respecto del eje x.

En general, se tienen las siguientes dependencias funcionales:

D = D(h,V,L)
T =T(h,V,n) (2.7)
c=c(h,V,m)

En el caso de vuelo simétrico en un plano horizontal, la altitud no es una variable de control
al ser constante.

Se tiene un sistema de cinco ecuaciones diferenciales y una ecuacion algebraica (2.3), asi
como cinco variables de estado (V, x, m, x, y) y tres variables de control (i, 7, L), por lo que
el problema tiene dos grados de libertad matématicos. A priori, interesa fijar p(t) y m(t).

Seré necesario proporcionar unas condiciones iniciales a las ecuaciones diferenciales (2.1)-
(2.2) y (2.4)-(2.6). Dado que las ecuaciones (2.1)-(2.6) no tienen ninguna dependencia con la
posicion de la aeronave, sin pérdida de generalidad, se pueden elegir los ejes de coordenadas
de tal forma que el eje x esté dirigido segiin la linea que apunta del punto de inicio al punto
final al que se desea llegar, el eje y se elige perpendicular a esta linea. Por tanto, se fija el
origen de coordenadas en el punto de inicio, z(tg) = 0 e y(ty) = 0, definiéndose también el
punto final de la trayectoria, z(tf) =z e y(t5) = 0.

Ademés se consideran conocidas las direcciones con respecto al eje x con las que la aero-
nave sale del punto inicial y llega al punto final, es decir, los &ngulos de guinada inicial y final,
X(to) = xo ¥ x(tf) = xs- A su vez, la masa inicial de la aeronave es conocida, m(ty) = mo, en
cambio, se desconoce el valor de la masa final. No se asumen condiciones para la velocidad,
ya que mas adelante se vera que no jugard el papel de variable de estado sino de variable de
control. Por otra parte, el tiempo final ¢; serd un parametro desconocido.

Como ya se comentd en el Capitulo 1, el objetivo del presente trabajo es determinar la
evolucion temporal de las variables de control que hace que se minimice la masa de combustible
consumida durante la trayectoria de la aeronave, en definitiva, interesa minimizar la siguiente
integral:

ty
mF:/ cTdt (2.8)

to

2.2. Modelos suplementarios

En esta seccion, se describen los modelos necesarios de tierra, atmosfera y aeronave, que
son necesarios para resolver el sistema de ecuaciones (2.1)-(2.6). Se describe lo méas relevante
de cara al problema, detalles mas concretos se exponen en los Apéndices A y B.



2.2. MODELOS SUPLEMENTARIOS

2.2.1. Modelo de tierra

Se hace uso de un modelo de tierra plana con gravedad constante, es decir, no se tienen en
cuenta las variaciones de la gravedad con la altitud. Se toma el valor de la aceleracion de la
gravedad a nivel del mar, g = 9.80665 m /s>

2.2.2. Modelo de atmosfera

Se considera que la atmosfera esta en calma, es decir, que la velocidad del viento relativa a
tierra es nula, por tanto la velocidad de la aeronave respecto de tierra coincide con la velocidad
aerodinamica. Se hace uso del modelo de Atmosfera Estandar Internacional (ISA) que define
temperatura, presion, densidad y velocidad del sonido en funcién de la altitud.

La ISA tiene en cuenta que la aceleracion de la gravedad disminuye al aumentar la altitud,
esto es debido a que la altitud que aparece en sus ecuaciones es la geopotencial h. La relacion
de esta altitud geopotencial con la altitud geométrica z es la siguiente: z = gfj}‘b, siendo Ry el
radio de la Tierra. Sin embargo, a las altitudes tipicas a las que vuela una aeronave comercial,
z ~10 km, la altitud geopotencial y la geométrica practicamente coinciden. A 10 km de altitud
geométrica, se tienen 9.9844 km de altitud geopotencial siendo el error de un 0.156 % . Por
tanto, es admisible considerar que h ~ z, (ver Anderson [1]). Las ecuaciones del modelo ISA

se tratan con detalle en el Apéndice B.

2.2.3. Modelo de aeronave

En este trabajo, se hace uso de un modelo de aeronave civil de pasajeros de fuselaje ancho
y dos motores, que opera en régimen subsénico pero a nimeros de Mach elevados donde los
efectos de compresibilidad no son despreciables. En particular, se ha escogido el Boeing 767-
300ER cuyos modelos aerodinamico y propulsivo se explican con mas detalle en el Apéndice A.

El coeficiente de sustentacion y el coeficiente de resistencia aerodinamica se definen de la
siguiente manera:

L
C&::g;vzg (2.9)

D
Cp=+—r 2.10
D %pVQS ( )

El coeficiente de resistencia aerodindmica Cp es una funcién conocida del coeficiente de
sustentacion y del Mach de vuelo (ver Apéndice A).

Cp =Cp(M,CL) (2.11)
Utilizando la ecuacion (2.3), se obtiene que el coeficiente de sustentacion es igual a:

c, g (2.12)

- TpV2Scosp



CAPITULO 2. FORMULACION DEL PROBLEMA

En cuanto al modelo propulsivo se tiene que el maximo empuje disponible queda definido
por:

Ty = WrodCrp (2.13)

donde Wro es el peso de referencia al despegue, 6 = p/pgy es la ratio de presiones (psr

es la presion ISA a nivel del mar), y el coefiente de empuje, Cr = Cr(M, h) viene dado en el
Apéndice A. Por tanto, el empuje de la aeronave esta determinado por la posicion de palanca.
En el caso de que ésta tome de valor la unidad, se estaria usando todo el empuje disponible.

T = 7TT]\J(M, h) (214)

El consumo especifico esta definido por:

a(h)

Ly
donde Ly es el calor latente del combustible y C¢ es el coeficiente de consumo especifico de
combustible, que puede considerarse funcion exclusiva del Mach de vuelo (en realidad también
depende del coeficiente de empuje, aunque esta dependencia es muy débil segin Miele [15]).
En el Apéndice A se detalla la funcion Ce(M) empleada.

Co(M) (2.15)

CcC =

2.3. Formulacién final del problema

El problema original que se deseaba resolver era el siguiente:

ty
Minimizar mF:/ crThydt (2.16)

to
sujeto al siguiente sistema dindmico con sus correspondientes condiciones de contorno:

7TT]\/[ - D

V=" V(0)=0 Vity) =Vy (2.17)
X = —%tanu x(0) = xo x(tr) =Xy (2.18)
m = —cD m(0) = myg m(ty) = libre (2.19)
& = Vcosx z(0) =0 x(ty) = xy (2.20)
y = Vsiny y(0) =0 y(ty) =0 (2.21)
El tiempo final en el problema no esta fijado, por lo que ty = libre. La ecuacion (2.18)

se obtiene sin mas que dividir la ecuacion (2.2) entre la (2.3). Dado que se considera que la
altitud es constante y que el empuje maximo disponible y el consumo especifico de combustible
no dependen de la posicion de la palanca de gases, se tienen las siguientes dependencias
funcionales:

D =D(m,V, ) (2.22)
c=c(V) (2.23)
T]W = T]L[(V) (224)
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Por tanto, se tienen cinco variables de estado (V, x, m, z, y), y dos variables de control (,
(). Se tienen cinco ecuaciones diferenciales, por lo que el problema tiene dos grados de libertad
matematicos, el par de variables de control. El objetivo es encontrar (7(t), u(t)), que hacen
que el consumo de combustible sea el minimo posible de acuerdo a las condiciones de contorno.

Dado que la aeronave analizada es de tipo comercial, por motivos de confort de los pasajeros
en cabina, se establecen unas restricciones a los valores maximo y minimo que puede tener el
angulo de alabeo (véase Eurocontrol [8]):

T T
M < 2.2
36 == 36 (225)

Mientras que la posicion de palanca esta acotada a los siguientes valores:

0<w<1 (2.26)

Para determinar las leyes de control 6ptimas se hace uso de la teoria de Control Optimo.
Una vez resuelto el problema se obtiene la evolucion temporal de las variables de control que
llevan al sistema de un estado inicial a otro final de forma optima, asegurandose el cumpli-
miento de las ecuaciones de estado y las restricciones a las variables de control. Las condiciones
necesarias para que las variables de control sean 6ptimas se describen en el Apéndice C. En
este trabajo no se analiza si se cumplen las condiciones suficientes de optimalidad para la
solucion obtenida.

Examinando el Apéndice C, se deduce que el problema planteado con (7(t), x(t)) como
variables de control no se puede resolver con el enfoque descrito en el mismo. La posicion de
la palanca de gases 7(t) aparece de forma lineal en el Hamiltoniano del sistema, y en con-
secuencia, al aplicar la ecuacion (C.16) se obtiene una expresion que no permite obtener la
variable de control. En tal caso, la condicion de Legendre-Clebsch (C.15) no se cumple con
estricta desigualdad, por tanto, el Hessiano del Hamiltoniano, H,,(t,y,u, ), es singular. Se
dice entonces que el problema es de Control Optimo Singular, cuya resolucién entrafia mayo-
res dificultades tanto desde el punto de vista del desarrollo analitico como desde el punto de
vista del procedimiento numeérico de resolucion (véase Betts [3]). Por ello, este problema, en
su formulacion original no es objeto del presente Trabajo Fin de Grado.

En consecuencia de lo anterior, se resolvera el problema dos veces con dos hip6tesis sim-
plificativas en cada caso de menor a mayor dificultad. En primer lugar, se considera que la
velocidad durante la trayectoria es constante. En segundo lugar, se considera que el movimien-
to es cuasiestacionario, es decir, que las variaciones de la velocidad con respecto al tiempo son
practicamente despreciables. A cambio, la velocidad pasa a ser variable de control en sustitu-
cion de la posicion de la palanca de gases. En la siguiente pagina se muestra una tabla resumen
de los problemas planteados:

Velocidad constante | Cuasiestacionario Problema original
Controles 0 w, V [y T
Tipo de problema Control Optimo Control Optimo | Control Optimo Singular

Tabla 2.1: Problemas de dificultad creciente



CAPITULO 2. FORMULACION DEL PROBLEMA

En el primer caso, la restriccion adicional de velocidad constante elimina un grado de li-
bertad del problema, la posicion de la palanca de gases w(t). En el segundo caso la velocidad
pasa de ser un estado a ser una variable de control, elimindndose también una ecuacion dife-
rencial. En ambos casos se deduce que la posicion de palanca de gases verifica: m = D /T)y,.
Para que la solucion sea vélida habra que comprobar a posteriori que 7 (t) € [0,1], V't € [to, t7].

Adicionalmente, la velocidad también esta restringida, inferiormente por la velocidad de
entrada en pérdida y superiormente por el maximo Mach de vuelo operativo de la aeronave. La
velocidad de entrada en pérdida de la aeronave depende del &ngulo de alabeo y de la masa de
ésta, Vi = Vian(p, m). La dependencia con la masa no sera considerada ya que implicaria
una restriccion de ésta que complicaria analiticamente el problema, en consecuencia, sera
aproximada por la masa inicial de la aeronave al ser la condicién mas restrictiva posible. La
dependencia con el angulo de alabeo provoca que se tenga una restriccion en ambas variables
de control:

2mog
M?cosp > C3  ———7—
donde el término a la derecha de la desigualdad es constante. C'y,,.;,, es el coeficiente de veloci-
dad minima, siendo 1.3 en crucero (ver Eurocontrol [8]). El coeficiente de sustentacion méximo
de la aeronave en configuracion limpia es: Cp, . =1.18. En todo el trabajo se hace uso de los
valores my—150-10% kg y h—10 km, por lo que el término constante tiene un valor de 0.4020.

(2.27)

En cuanto al maximo Mach de vuelo operativo de la aeronave, Boeing [4] fija el valor de
éste en 0.86:

M < 0.86 (2.28)

En conclusion, se tienen las restricciones (2.25) y (2-27)-(2.28) a las variables de control, asi
como la comprobacion a posteriori de la restriccion (2.26). En la siguiente figura se representa
el perimetro de la region de control admisible:

h=10km, m =15010°kg
40

30

20

10

Ml
o

~10F

—20}

-30}

-40 i i i i i
0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9

M[-]

Figura 2.1: Perimetro de la region de control admisible
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Capitulo 3

Obtencion de trayectorias 6ptimas en el
plano horizontal a velocidad constante

En este capitulo se trata el caso de trayectorias de minimo consumo de combustible en el
plano horizontal a velocidad constante. Se hace uso de la Teorfa de Control Optimo descrita en
el Apéndice C para la formulacién del problema. A continuacion se describen diversas formas
posibles de resolver numéricamente el problema de control 6ptimo. Por iltimo se muestran
los resultados numéricos obtenidos y se lleva a cabo una comparativa con otra trayectoria
considerada como subo6ptima.

3.1. Formulacién del problema

En este caso, al ser la velocidad y la altitud constantes, se tiene que el nimero de Mach
es constante, M = cte, y por tanto segin las ecuaciones (2.14) y (2.15) el empuje méximo
disponible y el consumo especifico también son constantes. Ya que la velocidad es constante
a lo largo de la trayectoria, el equilibrio de fuerzas en el eje x viento dada por la ecuacion
diferencial (2.1) se convierte en la siguiente ecuacion algebraica: T = D.

La integral a minimizar (2.8) se puede expresar de la siguiente manera:

Ly
mF:/ cDdt (3.1)
0

donde, sin pérdida de generalidad, se ha elegido ty=0, ya que examinando las ecuaciones
(2.17)-(2.21) se deduce que el problema es auténomo y por tanto es posible elegir el tiempo
inicial arbitrariamente. La resistencia aerodinamica viene dada por la expresion (2.10), y su
tinico término no constante es el coeficiente de resistencia C'p(M, Cp). Dado que se ha senalado
anteriormente que el consumo especifico es constante, se concluye que habra que minimizar
el efecto que el coeficiente de resistencia tiene a lo largo de la trayectoria. En este caso, el
coeficiente de resistencia solo depende del coeficiente de sustentacion Cp = Cp(Cp), v éste
estd definido por la expresion (2.12), Cp, = Cp(m, p).

El conjunto de ecuaciones de estado y condiciones de contorno esta definido por (2.18)-
(2.21).
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CAPITULO 3. OBTENCION DE TRAYECTORIAS OPTIMAS EN EL PLANO
HORIZONTAL A VELOCIDAD CONSTANTE

X = —%tanu x(0) = xo X(tr) = Xy (3.2)
m = —cD m(0) = myq m(ts) = libre (3.3)
& = Vcosy z(0) =0 z(ty) = xy (3.4)
y = Vsiny y(0) =0 y(ty) =0 (3.5)

Tal y como se ha dicho anteriormente, al ser la velocidad constante, ésta deja de ser un
estado y se elimina la ecuacion (2.17) del sistema dindmico. El Hamiltoniano del sistema tiene
la siguiente expresion:

H=(1-\,)eD — )\X%tcm,u + A Veosy + A\, Vsiny (3.6)

Las ecuaciones dindmicas de los adjuntos y las condiciones de transversalidad se obtienen
aplicando (C.7) y (C.9) respectivamente:

Ay = V(\psiny — \ycosy) Ay (tg) = libre (3.7)
: oD
An = A — 1)e=— Am(ty) = .
o= (= Ve (1) =0 35)
X =0 Ao(t;) = libre (3.9)
Ay =0 Ay (t7) = libre (3.10)

Se deduce que A\, = cte y A\, = cte, al ser sus derivadas con respecto al tiempo nulas. De
las condiciones de transversalidad sélo la que concierne a A, proporciona informacion tutil.
Las que afectan a \,, A\, y A, no proporcionan ninguna informaciéon adicional al valor de estos
adjuntos en el instante final, ya que segtn la ecuacion (C.6) aparecerian tres incognitas adi-
cionales en el problema al estar x(tf), z(ty) e y(ts) fijados. Estas incognitas se determinarfan
a raiz de las tres ecuaciones que proporcionarian las ecuaciones de transversalidad (C.9) para
estos adjuntos.

La condicion de minimizacion del Hamiltoniano (C.16) proporciona:

oH oD g
1 — i
8/L = Am)e

o XV ecos2u
Y por ultimo, dado que el tiempo final no estd fijado, el valor del Hamiltoniano debe ser
nulo en el instante final de acuerdo a la ecuacion (C.10).

—0 (3.11)

H(ty) = [(1 = A\p)eD — /\X%tcmu + A\ Veosy + A\, Vsiny =0 (3.12)

t=ts

El sistema dindmico es auténomo por lo que adicionalmente el Hamiltoniano es constante
segin la expresion (C.13). Ademas, al ser su valor nulo en el instante final, es nulo en todo
instante de tiempo. Las derivadas parciales de la resistencia respecto a la masa y al angulo de
alabeo se describen en el Apéndice D.

En total se tienen seis ecuaciones diferenciales ordinarias (3.2)-(3.5) v (3.7)-(3.8), con nueve
condiciones de contorno, seis estados (x(t), m(t), (1), y(t), Ay (t), An(t)) y tres incognitas (A,

12



3.1. FORMULACION DEL PROBLEMA

Ay tf). El problema inicial de optimizacion se ha formulado como un problema de condiciones
de contorno.

El problema se resuelve mediante la herramienta de software mateméatico MATLAB. La
resolucion numeérica del mismo conlleva controlar y reducir al maximo los errores numeéricos
que se puedan cometer. Por tanto, se adimensionalizan algunas variables para que todas las
que intervengan en el problema sean de orden unidad consiguiéndose controlar los errores de
redondeo. Al estar escaladas todas las variables al mismo orden de magnitud, se obtiene un
mayor grado de exactitud a la hora de exigir el cumplimiento de tolerancias relativas entre ellas.

Se adimensionalizan la masa, el tiempo, la posicion en el eje x y la posicion en el eje y de
la aeronave.

-t
= = =t g=—J (3.13)

"o K Vo v Vo v
Se seguirad haciendo uso del superindice (*) para denotar las derivadas de las variables con

respecto al tiempo adimensional. El problema de contorno en las nuevas variables adimensio-
nalizadas queda de la siguiente forma:

tan
= -2 v =7 x(0) = xo x(1) = xy (3.14)
. tf _
= —cD— 0)=1 3.15
= oD L (o) (3.13
. t
7= Vcosxx—f 7(0) =0 (1) =1 (3.16)
!
. t
j= vsmxx—f 7(0) =0 7(1) =0 (3.17)
!
Ay = V(Aasiny — Aycosy)t; (3.18)
: oD
(1—=M\,)eD — /\X%tan,u + N\ Veosxy + A\ Vsiny| =0 (3.20)
=1

a las que hay que anadir la condiciéon de minimizaciéon del Hamiltoniano teniendo en cuenta
que los valores que puede tomar el control estan restringidos. Se hace uso de la misma notaciéon
que en el Apéndice C siendo y(t) el vector de estados:

( * : aH * *
() = fmax si a—u[y (), 1 (), A[H)] <0
oD g
(1= Am)e = Mo =0 st fin < 47 < fnae 3.21
Ol yry Vot (1) 520
* : aH * *
p(t) = fmin si %[y (), (), A()] > 0

donde se han aplicado las condiciones de Karush-Kuhn Tucker (C.17). No se considera la
restriccion (2.27), ya que los valores de M elegidos garantizan siempre su cumplimiento para
todos los angulos de alabeo permitidos por la restriccion (2.25).
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CAPITULO 3. OBTENCION DE TRAYECTORIAS OPTIMAS EN EL PLANO
HORIZONTAL A VELOCIDAD CONSTANTE

3.2. Procedimiento numeérico de resolucion

La obtencién de la trayectoria 6ptima estd supeditada a la resolucion numérica de un
problema de condiciones de contorno. Los procedimientos numéricos méas genéricos para la
resolucion de este tipo de problemas son los métodos del disparo y los métodos de colocacion.
Ambos tipos de métodos numéricos son tratados en esta seccién.

3.2.1. EIl método del disparo

El método del disparo intenta resolver el problema de condiciones de contorno reduciéndolo
a un problema de valor inicial. Se suponen los valores iniciales de las variables de las cuales no
se tiene informacion en el instante inicial y, mediante un método iterativo, se busca el valor de
esas condiciones iniciales desconocidas que hacen que se cumplan las condiciones de contorno
en el instante final.

La implementacion numérica de este método mediante MATLAB requiere de un resolvedor
de problemas de valor inicial (IVP) y de un método iterativo que encuentre el valor de las condi-
ciones iniciales que hacen que se cumplan las condiciones de contorno finales. Las ecuaciones y
condiciones de contorno (3.14)-(3.21) forman un sistema de ecuaciones algebraico-diferenciales
(DAEs). Por tanto, se requiere un resolvedor de IVP que resuelva DAEs.

MATLAB tiene funciones implementadas para resolver problemas de valor inicial cuyas
ecuaciones diferenciales son ordinarias (ODE) de la forma:

Ny' = f(t.y) (3.22)
donde N es la matriz de masas que premultiplica al vector de derivadas. El sistema (3.14)-
(3.19) y (3.21) se puede escribir con esa estructura:

- - - . - r tan b
100000 0][x 5l
0010000 0| —cDeg
0010000|]|z Veosx %
0001000 y| = Vsiny<L (3.23)
f Ty
0000100 /\x V(Agsiny — Aycosx)ty
00000 10[][x, (On — 1)c2D¢,
. m om
0000000 Lal | d(y, p, A) 1
donde la funcion d(y, p, A) se refiere a las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (3.21):
( OH
- Mmazx I a ) maam/\ SO
[ p L (v, 1 )
oD g
= 1 _)\m r — AN i min < < Mmaz .
d(y, p, \) ( )e T P e st < i (3.24)
0H
— Mmin i a b mina)\ 20
Gl L (v, 1 )

La matriz de masas es singular al ser un sistema de ecuaciones algebraico-diferenciales,
por lo que se requiere una funcion que resuelva problemas de la forma (3.22) y que admita
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3.2. PROCEDIMIENTO NUMERICO DE RESOLUCION

una matriz de masas singular. MATLAB incorpora dos funciones que permiten resolver lo
anterior, odelds y ode253t. Se eligi6 la funcion odelds para la resolucion del problema, ya que
la ayuda de MATLAB considera que su uso es adecuado para problemas en los que la precision
requerida es media o baja, mientras que ode23t se considera adecuada para problemas en los
que la precision requerida es baja (ver MATLAB [13]). Al usarse esta funcion dentro de un
método iterativo, es importante que su precision sea mayor que la del propio método iterativo
para poder obtener una solucion.

La funcion odelds usa un método implicito de diferenciacion, esto quiere decir que no apro-
xima las derivadas del paso siguiente con la informaciéon ya conocida del paso anterior como
hacen los métodos explicitos, sino que estima la derivada en un punto intermedio del paso
temporal o al final del mismo, lo que requiere resolver un sistema no lineal de ecuaciones en
cada paso temporal. En general, los métodos explicitos son més eficientes que los implicitos,
sin embargo, estos tltimos tienen la ventaja de ser mas estables y pueden encontrar la solucién
con pasos temporales méas grandes lo que es provechoso de cara a los problemas de tipo stiff
(en este tipo de problemas las variables cambian muy rapidamente en intervalos de tiempo
muy pequenos).

Es necesario dar un valor inicial al angulo de alabeo pg, aunque no evolucione conforme
a una ecuacion diferencial. Para asegurar la convergencia de la soluciéon es conveniente pro-
porcionar unas condiciones iniciales consistentes, es decir, que el vector de estados iniciales
cumpla (3.21) en el instante inicial.

Dado que se debe resolver un sistema de ecuaciones no lineal en cada paso, es necesario
conocer el Jacobiano del sistema f(¢,y). Aunque odel5s pueda calcularlo numéricamente, es
adecuado determinarlo analiticamente y suministrarselo a odel5s para disminuir el tiempo de
computaciéon y aumentar la eficiencia del método.

Asi, el Jacobiano de f(t¢,y) en el caso de que el control no esté restringido viene dado por:

[ 0 0 — 1t i

0 0 0 0 e
coS? 1L
0 200 0 0 —c9D
. om mo op mo
—Vsinx# 0 00 0 0 0
J = VcosX% 0 00 0 0 0
V(Azcosx + Aysiny)ty 0 00 0 0 0
0 ()\m - 1)0231?;]( 0 0 0 C%—%tf ()\m —aQL)Caamgut]; '
L 0 (1 B )‘m)camau 0 0 _VCgSQM _CW (1 - Am)a_;ﬂ B )\X% czgﬁ_
(3.25)

donde las derivadas parciales se detallan en el Apéndice D. En caso de que el &ngulo de alabeo
esté restringido, la tltima fila del Jacobiano se sustituye por [0 0000 0 1].

Una vez determinada la resolucion del sistema DAES, es necesario un método iterativo
que asegure el cumplimiento de las condiciones de contorno finales con ciertas tolerancias. Las
variables en el estado inicial desconocidas son el adjunto en angulo de guinada \,, y el adjunto
en masa \,,, también se desconocen los adjuntos en la posiciéon en el eje = y el eje y, A\, y
Ay respectivamente, asi como el tiempo de integracion ty. Por otra parte, en el instante final
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CAPITULO 3. OBTENCION DE TRAYECTORIAS OPTIMAS EN EL PLANO
HORIZONTAL A VELOCIDAD CONSTANTE

se debe cumplir que: x(1) = xy, (1) = 1, (1) = 0, A\, (1) = 0y H(1) = 0. Se tienen cinco
incognitas y cinco ecuaciones de cierre no lineales, es decir, un sistema de ecuaciones no lineal

5x5. Para la resolucion del sistema de ecuaciones no lineales se emplea la funcion fsolve de
MATLAB.

Como se ha comentado anteriormente a la hora de resolver el DAEs, es importante que la
solucion inicial sea consistente, para ello es mas facil dar una estimacion inicial en el angulo
de alabeo po en vez de en el adjunto en angulo de guinada A, y forzar el valor de éste con
(3.21). La logica del método iterativo es la siguiente:

1. Tomar k — 0 (k es un contador de iteraciones). Elegir unos valores para 1!, AE]O, )\;[,9],
Ay 49

2. Resolver la DAE mediante odel5s, obteniéndose: y¥(Z), m¥ (%), z¥(7), y(7), A (),
A(E) y ().

3. La funcién fsolve evalua si se han cumplido las condiciones en el instante final, con una
cierta tolerancia absoluta y relativa. Hay que hacer hincapié en que las tolerancias que se
usen en odelds deben ser mas pequenas que las usadas en fsolve ya que, al hacer fsolve
llamadas a la funciéon odelds, si se tiene un mayor error en las variables al resolver la
DAE que el permitido por fsolve nunca se convergeria a una solucién con la tolerancia
deseada.

4. En caso de no satisfacerse las tolerancias fijadas, fsolve realizaria una nueva iteracion
volviendo al paso 1, hasta que la solucién converge o se alcanza el niimero maximo de
iteraciones permitidas. También podria interrumpirse la iteraciéon porque el radio de la
region de confianza es muy pequenio o porque se converge a un punto que no es una raiz,
sino un minimo de la funcion.

En el problema, los parametros mas importantes para comparar diferentes trayectorias
entre si son V, ¢, xo ¥ Xs- En general nos interesa fijar tres de ellas y variar una de las
otras, no obstante, es necesario un método de continuacién para conseguir la convergencia de
la solucién conforme nos acercamos a valores altos de ¢, xo ¥ X¢-

Para empezar el método de continuacion se determina la solucién en crucero (xo = 0,
xf = 0), la cual puede ser facilmente conocida. Ya que, al ser un movimiento rectilineo y
uniforme, tg?] = x;/V y xI%#) = 0. En consecuencia, el control queda fijado a ul(t) = 0 por

el cumplimiento de la ecuaciéon diferencial (3.2).

Fijado pl, C’[LO} = C'[Lm (m) y de acuerdo a la expresion (2.10), D% = DI(m), por lo que
la ecuacién del consumo (3.3) queda desacoplada del resto. Es posible obtener m!%(t) usando
la funcion ode45 de MATLAB para integrar la ecuacion (3.3).

Una vez conocido como evoluciona la masa con el tiempo, es posible integrar de la misma
manera la ecuacion (3.8) y obtener A (t). Faltaria por conocer los valores de Ay /\LO]. El
adjunto en y no juega ningtin papel en el problema de crucero porque no hay variaciones en
la variable y que influyan en el consumo de combustible, y en consecuencia puede tomarse

)\LO] = 0. El valor de A puede obtenerse de la condicion del valor nulo del Hamiltoniano en el
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3.2. PROCEDIMIENTO NUMERICO DE RESOLUCION

instante final (3.12).

El método de continuacion estd compuesto por dos métodos iterativos, uno en los angulos
de guinada inicial y final, y otro para el alcance. En primer lugar se describe el método iterativo
para los angulos:

1. Fijar un alcance razonable (z; ~ 50 km), i=0 (i es un contador de iteraciones).

2. Calcular 1%, )\,[SL]O, /\[IO], )\LO] y tg?] a partir de la soluciéon de crucero para ese alcance

3. U[sar] la estimacion de[l p?so i para encontrar la solucion del siguiente paso a iterar, i+1,
i+1 i+1
Xo =

= xi + Axo. X =1+ Ay

4. Repetir el paso 3 hasta llegar a los angulos de guinada deseados, eligiendo los incrementos
de angulos de forma que la soluciéon converja poco a poco hasta llegar a los angulos
deseados.

Una vez obtenidos los angulos de guinada deseados, se incrementa el alcance gradualmente
hasta alcanzar el z; deseado.

1. Usar la tdltima solucion del método anterior, j=0 (j es un contador de iteraciones).

2. Incrementar gradualmente el alcance, xBfH] = :135?] + Azy.
3. Usar la estimacion del paso j, para resolver el siguiente paso j+ 1, volver al paso 2 hasta
llegar al alcance deseado.

Sin embargo, el método de continuacién al aumentar el alcance no proporcion6 los resulta-
dos deseados, pues al llegar a distancias del orden de 60 km, era necesario dar pasos del orden
de la centésima de kilémetro para que la solucion convergiera. Se intenté probar a resolver el
odel5s usando formulas de diferenciacion regresiva (BDFs) en vez de la diferenciacion numeé-
rica que viene por defecto, ya que se sospechaba que el problema podia ser de tipo stiff, sin
embargo, no mejor6 el método de continuaciéon. También, aprovechando que el Hamiltoniano
es nulo en todo instante de tiempo, se forzo el cumplimiento de esa condicién en el instante
inicial determinandose una variable inicial, por ejemplo )\LCO ], quedando un sistema 4x4, mas
facil de resolver a priori, no obstante, no se obtuvieron mejoras.

De todo lo anterior, se concluye que el problema es fuertemente inestable a variaciones en
las condiciones iniciales, y no puede ser resuelto para un amplio rango de alcances haciendo
uso del método del disparo.

3.2.2. El método de colocaciéon

Los métodos de colocacion son otra alternativa para resolver problemas de contorno nu-
meéricamente. Este tipo de métodos consiste en aproximar la soluciéon mediante funciones
(generalmente polinomios) que en una malla finita de puntos, llamados puntos de colocacion,
satisfagan las ecuaciones diferenciales, asi como las condiciones de contorno.
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CAPITULO 3. OBTENCION DE TRAYECTORIAS OPTIMAS EN EL PLANO
HORIZONTAL A VELOCIDAD CONSTANTE

MATLAB incorpora dos funciones que resuelven problemas de condiciones de contorno
con ecuaciones diferenciales ordinarias mediante métodos de colocacion, bupjc y bupsec. Ambas
funciones son parecidas, sin embargo, el significado de las tolerancias del error son diferentes.
Si S(t) aproxima la funcion y(t), entonces bup4c controla lo que se conoce como el residuo
1S(t) — f(t, S(t))||, mientras que bup5e directamente controla el verdadero error ||y(t) — S(t)|
(véase Shampine [20]). Ambas usan en sus algoritmos la formula de Lobato Illa de tres y
cuatro etapas respectivamente. También proporcionan una solucién continua de clase C!. Sin
embargo, en bup4c es uniformemente exacta de cuarto orden y en bupdc es de quinto orden
(ver Shampine, Kierzenka y Reichelt en [21]).

En general bupjc necesita un menor tiempo de computacion al ser menos precisa que bvpdec,
sin embargo, bupsc es més eficiente cuando se trata con pequenas tolerancias de error. El pro-
blema de condiciones de contorno se decidié resolverlo con bupjc por su menor tiempo de

computacién en comparacion con buvpdc; la justificacion a lo anterior se muestra en el Capitulo
4.

A diferencia de los resolvedores de ODE de MATLAB que solo necesitan un valor inicial
de las variables de estado para integrar las ecuaciones diferenciales, bup/c necesita una esti-
macion inicial de las variables de estado en ciertos instantes de tiempo. Lo usual es mallar
uniformemente en la variable independiente y suponer la solucién en esos puntos de la malla.
Al igual que con odel5s, es recomendable dar una estimacion inicial consistente, es decir, que
se cumplan las condiciones de contorno.

Uno de los inconvenientes que tiene la funciéon buvp4c a la hora de resolver el problema de
condiciones de contorno es que no resuelve sistemas DAESs, es decir, no admite una matriz
singular que premultiplique al vector columna de derivadas. Por tanto, es necesario incluir a
las funciones a las que bup4c llama (la funcion donde estan las condiciones de contorno, y la
funcion que proporciona el sistema de ecuaciones diferenciales) una funciéon que proporcione
u(t), es decir, que resuelva la expresion (3.21) dentro de las dos funciones mencionadas. Esto
se lleva a cabo mediante la funcion fzero de MATLAB que encuentra una raiz de una ecuacion
no lineal.

Esta forma de resolucion no es recomendable, porque introducir un método iterativo (fze-
ro) dentro de otro método iterativo (bupjfc) puede hacer que la solucién no converja de la
forma deseada y que aumenten los tiempos de computacion. Sin embargo, no se encontrd una
mejor alternativa. Para imponer la restriccion (2.25) en los valores del control, se examina si
la solucion es mayor de 35°, en caso afirmativo, se impone que el control valga 35°, es decir se
necesitaria la potencia maxima de control posible. En caso de obtenerse valores menores que
-35°, se impone que el control valga -35°.

Se tienen tres parametros desconocidos, A;, A, y t;. Aparte de las variables que tienen
dependencia temporal, bup4c admite la resolucion de parametros siempre y cuando se tenga
el mismo nimero de condiciones de contorno que de estados més parametros desconocidos. Se
tienen nueve condiciones de contorno (3.14)-(3.20), y seis estados (x(t), m(t), Z(t), y(t), A\ (%),
Am (1)), a los que hay que sumar los tres parametros antes mencionados, por tanto el problema
estd cerrado matematicamente.
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3.2. PROCEDIMIENTO NUMERICO DE RESOLUCION

Como se ha comentado anteriormente buvp/c necesita una estimacioén inicial de los estados,
asi como de los parametros. En primer lugar, se distribuyen N puntos uniformemente espa-
ciados entre [0,1]. Estos son los puntos de colocacion de la variable independiente ¢ en los que
se da la estimacion inicial de los estados. Usualmente se elige N ~ 200. La variable de estado
X (f) se intuye que va a ser constante en un gran tramo de la trayectoria. Ya que para reducir
el coeficiente de resistencia, interesa p(t) = 0. Esto segin (3.2) harfa que x(f) = cte en un
gran tramo de la trayectoria. Al resolverse el problema de media y larga distancia se intuye
que x(t) ~ 0 al ser las distancias recorridas en el eje x mucho mayores que las recorridas en el
eje y, por lo que se elige el iterante inicial x°! (t) =0, Vt € [0,1]. En consecuencia, se aproxima
el tiempo final por el de crucero, t?] =xs/V.

En el caso de la masa, el método del disparo ha proporcionado una evolucién aproxima-
damente lineal decreciente para bajos alcances, por lo que se intuye que esta tendencia se
mantiene a medias y largas distancias. Se aproximan el consumo especifico y la resistencia en
el instante inicial, es decir con la masa inicial my e imponiendo que el dngulo de alabeo sea
nulo, en definitiva se tiene: ml%(f) = 1 — C(;fT“‘fft_, vt € [0,1].

Para las posiciones adimensionales, dado que la velocidad es constante, se recorren aproxi-
madamente distancias iguales en tiempos iguales. Como ya se ha comentado anteriormente, se
elige un angulo de guinada nulo en todo instante de tiempo, por lo que: z!°) () =t, g0 (t) =0,
vz € [0,1]. El adjunto en angulo de guifiada también se aproxima al de crucero, al ser ul% () = 0
para cumplir la ecuacién de optimalidad (3.11), A(%) = 0,vE € [0, 1].

El adjunto en masa tiene que cumplir la condiciéon de contorno de que su valor sea nulo en
el instante final. Si examinamos la ecuacion (3.8), siempre se cumplira que ¢ > 0,0D/0m > 0
en todo instante de tiempo, por tanto la tendencia del adjunto en masa dependera de su valor.
Si se tuvieran valores de )\,, mayores que uno o iguales a uno, la derivada temporal seria
positiva o cero y nunca se alcanzaria un valor nulo en el instante final. En el caso de que
el valor de )\, fuera negativo, la tendencia seria decreciente y tampoco se cumpliria con la
condicién de contorno. Se concluye pues que los valores que \,, puede tomar estan acotados
en el rango entre cero y uno, no estando permitido el valor unidad. Del método del disparo
anterior se obtuvieron diveros valores de \,,,, haciendo un promedio \,,, ~ 0.02. Por tanto, se
supone una ley lineal decreciente del mismo que haga cumplir la condiciéon de contorno (3.19):

A(@) = 0.02(1 — 9),VE € [0,1].

En cuanto a los adjuntos en la posicion A, y Ay, al ser x(#)=0 no hay variaciones en
la variable y y por tanto, ésta no juega ningin papel en el problema por lo que se toma de
iterante inicial )\?[JO = o. Respecto a Ay’ se fuerza su valor al cumplimiento de la condicion de
contorno (3.20), al conocerse las evoluciones de todas las variables, es posible despejar /\gﬂ de
(3.20). Las unicas condiciones de contorno que no se han impuesto para que el iterante inicial
sea consistente con las condiciones de contorno son las referentes a los angulos de guinada
inicial y final. Sin embargo, se obtienen soluciones validas que cumplen las condiciones de
contorno sin un excesivo gasto computacional.
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CAPITULO 3. OBTENCION DE TRAYECTORIAS OPTIMAS EN EL PLANO
HORIZONTAL A VELOCIDAD CONSTANTE

3.3. Analisis de resultados

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos del problema. Se muestran dos con-
juntos de soluciones, uno para cortos alcances, del orden de 100 km, y otro para largos alcances
del orden de 5000 km. Por un lado, los largos alcances son interesantes porque la variacion
en masa de la aeronave es apreciable. Sin embargo, el hecho de que la aeronave deba de virar
para cumplir las condiciones de 4ngulo de guinada impuestas en los puntos inicial y final queda
enmascarada por la gran longitud recorrida en el eje x. Por ello, se muestran resultados de
corto alcance en los que si son apreciables los efectos de los virajes inicial y final.

3.3.1. Resultados de largo alcance

En primer lugar, se representan la trayectoria, x(z), m(z), u(z) y Cr(z) para varios valores
del Mach de vuelo, un alcance de 6000 km y unos angulos de guinada inicial y final de 45° y
60° respectivamente. Para una mayor claridad en la representacion, se divide la trayectoria en
tres regiones: viraje inicial, crucero y viraje final.

Viraje inicial Crucero Viraje final
T T T T T T T

ylkm]

I I I I _8 I I I I I 8 I I I
0 10 20 30 40 50 30 1000 2000 3000 4000 5000 5970 5960 5970 5980 5990 6000
x[km]

Figura 3.1: Trayectoria para varios M
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3.3. ANALISIS DE RESULTADOS
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CAPITULO 3. OBTENCION DE TRAYECTORIAS OPTIMAS EN EL PLANO

HORIZONTAL A VELOCIDAD CONSTANTE
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Coeficiente de sustentacion para varios M

De las figuras anteriores se extrae que la trayectoria recorrida por la aeronave estd com-
puesta de los siguientes tramos: viraje-crucero-viraje. Los efectos de los virajes, donde las
variaciones en el dngulo de guinada y en el control son apreciables, estan confinados en re-
giones muy pequenas comparadas con la distancia total. Se observa que interesa empezar con
la maxima potencia de control posible para irla reduciendo hasta que se llega al tramo de
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3.3. ANALISIS DE RESULTADOS

crucero donde es nula. Ello tiene sentido. Ya que, tal y como se coment6 tras la ecuacion (3.1),
el objetivo del problema es minimizar el efecto que tiene el coeficiente de resistencia a lo largo
de la trayectoria. El tener el avion con un cierto angulo de alabeo es negativo, ya que aumenta
el coeficiente de sustentacion y por tanto el coeficiente de resistencia. El angulo de guinada
durante el crucero no es nulo, pero si de orden mucho menor que la unidad debido a que las
variaciones en la posiciéon en el eje y son de varios érdenes de magnitud menores que las del
eje 1 Ax ~ 10° km, Ay ~ 10% km, Ay ~ ﬁ—i << 1.

Es posible apreciar incrementos importantes en el coeficiente de sustentacion en los virajes
inicial y final. En general la tendencia del C, es lineal decreciente durante el tramo de crucero
ya que la masa a altitud y velocidad constantes evoluciona de forma practicamente lineal. Los
virajes son los tramos que méas coeficiente de resistencia tienen, pero a largos alcances apenas
tienen efecto ya que como se ha comentado anteriormente, estan confinados en una regiéon muy
pequenia de la trayectoria (en el Capitulo 4 se lleva a cabo una comparacion entre este modelo
y uno de viraje instantaneo).

En cuanto a las variaciones con el Mach de vuelo, se tiene que a mayor valor de éste, la
aeronave tiene que recorrer més distancia en su trayectoria, ya que el angulo de alabeo esta
limitado y el radio de curvatura es aproximadamente: r ~ V?2/(gtanu). Deduciéndose de la
expresion anterior que mayor velocidad corresponde con més radio de curvatura lo que pro-
voca que se recorra mas distancia en el eje y. También se observa que mayores nimeros de
Mach hacen que el tiempo final en recorrer la trayectoria sea menor. En cuanto al consumo
de combustible se observa que en torno a Mach 0.76 hay un minimo, de lo que se deduce
la existencia de un niimero de Mach 6ptimo que minimiza el consumo de combustible a esa
altitud.

En las figuras 3.6 (a) y 3.6 (b) se representan la masa de combustible consumida a lo largo
de la trayectoria frente al niimero de Mach y al tiempo final respectivamente. Se observa que
el nimero de Mach 6ptimo que minimiza el consumo de combustible est& en torno a 0.76:

- _ _ 3 _ _ _ _ - 3 - —
X 104 h=10km , xf—GOOOkm s m0—150EIO kg, x0—45° s xf—60° X 104 h=10km , xf—GOOOkm , m0—150EIO kg, x0—45° , xf—60°
3.3 T T 3.3 T T

3.2r 1

3.15r q

3.1F 4

3.05r B

m[kg]

2.95r 1

291 1

2.85r 1

v8 ; ; ; ; ;
0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82 0.84 6.6 6.8 7 7.2 7.4 7.6 7.8 8
M[-] in]

(a) (b)

Figura 3.6: Masa de combustible en funciéon de: (a) M y (b) t;
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CAPITULO 3. OBTENCION DE TRAYECTORIAS OPTIMAS EN EL PLANO
HORIZONTAL A VELOCIDAD CONSTANTE

La grafica 3.6 (b) es una figura de trade-off, implica la pérdida de una cualidad por otra,
en este caso el tiempo final por la masa de combustible. La utilidad de esta figura radica en
que las companfas aeréas suelen trabajar con el DOC=(mp+Clty)crye, siendo la variable
C1 el indice de coste cuyo valor da una idea de la importancia relativa del tiempo de vuelo
frente a la masa de combustible y cf,¢ es el coste en dolares del kilogramo de combustible. La
grafica asocia a cada valor de la masa de combustible un valor del tiempo de vuelo. Si se le
asignara un valor no nulo al CI se podria buscar la pareja de M y t; que minimizase el DOC
en primera aproximacion, ya que los puntos de las gréaficas no se corresponden exactamente
con soluciones de problema de minimo DOC porque pu(t) se ha obtenido para minimizar mg.

A continuacion, se muestran las mismas variables que antes para analizar el efecto de variar
el angulo de guinada inicial. Se fijan el &ngulo de guinada final a 30° y el Mach de vuelo a 0.8.
Los angulos de guiniada iniciales elegidos son: [45°,135° -135°,-45°].

Viraje inicial Crucero Viraje final
20 T T T T T 20 20

:
X=45°

151 151

10 10

1

51

10 -10r-

-15 -15

20 | | | | | 20 | | | | | 20 | | | | | |
-10 o 10 20 30 40 50 30 1000 2000 3000 4000 5000 5970 5965 5970 5975 5980 5985 5990 5995 6000
x[km]

Figura 3.7: Trayectoria para varios X

24
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Figura 3.8: Angulo de guifiada para varios xo
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Figura 3.9: Masa para varios Y
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Figura 3.10: Angulo de alabeo para varios o

Crucero

Xo=45°
——x7135°
——Xp=135°
_— x0:—45"

Viraje inicial
35[ ! ! ! 35[
301 30
251 251
20 20
15+ 15+
10K 10K
5 5
£ o 0
5l 51
-10- -10-
-15- -15-
-20- -20-
-25- -251-
=30 =30
=351 =351
-10 30
Viraje inicial
0.54 T T T T 0.54
052 T 052
051~ T 051
0.48 - T 0.48-
0.46 - T 0.46 -
=, 0.441 ]
(&
0.42 - 4
0.4 b
0.38- 4
0.36 - 4
0.34 L L L L 0.34
-10 10 20 30 40 50 30

26

I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000 5970

x[km]

Viraje final

05 1

0.34 I I I I I I
5965 5970 5975 5980 5985 5990 5995 6000

Figura 3.11: Coeficiente de sustentacion para varios xo



3.3. ANALISIS DE RESULTADOS

Xol°] | mp [kg] | s [h]
45 28885 | 6.9591
135 28959 | 6.9743

-135 | 28959 | 6.9743
-45 28885 | 6.9591

Tabla 3.1: Resultados globales para varios x

De las figuras anteriores se extrae que en trayectorias de largo alcance los efectos de variar
el angulo de guinada inicial son despreciables. Practicamente se obtienen las mismas evolu-
ciones de x(x), m(z), u(x) y Cr(x), y por tanto da igual el dngulo de guinada inicial. Las
cuatro opciones gastan aproximadamente el mismo combustible (el error maximo es de un
0.26 %). Como ya se ha comentado anteriormente, los efectos de los virajes inicial y final estan
confinados en regiones muy pequenas de la trayectoria. Al variarse un pardmetro que afecta
exclusivamente al tramo de viraje inicial y estar todos los demés fijados, siendo la distancia
tan larga, sélo se observan efectos apreciables en ese tramo de viraje inicial. Un resultado in-
teresante es que el &ngulo de alabeo sigue la misma evolucién para el par de angulos que estan
en el mismo semiplano, por tanto se podria tener una ley universal de control p(z) indepen-
dientemente del angulo de guinada inicial (como se vera en los siguientes resultados, esto es
debido a la simetria particular de los d&ngulos elegidos en este caso). Con el objetivo de anali-
zar el control y el coeficiente de sustentacion con mas claridad, se representan frente al tiempo:

Viraje inicial Crucero Viraje final
T T T T

35[ ! ' — 35[
)(O—AS

X=135° H a0k
—— X135

30

251 25

——— X,=45° il

20 B 20

10+ b 10+

o5}

30}

-35¢ i i i k| i i i k|
4 3.4 100 200 300 416 416 416.5 417 417.5 418
t[min]

Figura 3.12: Angulo de alabeo para varios Y

27



CAPITULO 3. OBTENCION DE TRAYECTORIAS OPTIMAS EN EL PLANO
HORIZONTAL A VELOCIDAD CONSTANTE

Viraje inicial Crucero Viraje final
T T T T T T

I I I I I I I I I
1 2 3 4 34 100 200 300 416 416 416.5 417 417.5 418
t[min]

Figura 3.13: Coeficiente de sustentacion para varios xg

Los 4dngulos que méas potencia de control necesitan son los correspondientes a los cuadran-
tes segundo y tercero. De hecho, durante gran parte del viraje saturan el &ngulo de alabeo. En
la trayectoria se oberva que necesitan un mayor radio de curvatura hasta conseguir el dngulo
de guinada casi nulo con el que empiezan el tramo de crucero. El consumo de las trayectorias
correspondientes a los angulos de 135° y -135° son practicamente idénticos; lo mismo ocurre
con los angulos de 45° y -45°. No obstante, estas dos tltimas trayectorias consumen y tardan
menos que las primeras debido a que se necesitan unos menores angulos de alabeo. Por tanto,
un menor valor del coeficiente de sustentacién hace que se tenga un menor valor del coeficiente
de resistencia, y en consecuencia una menor resistencia aerodindmica y un menor consumo de
combustible. Se observa que cuando se tiene el angulo de alabeo saturado, el coeficiente de
sustentacion apenas sufre variaciones apreciables debido a que solo depende de la masa, y ésta
ultima apenas sufre variaciones apreciables en ese tramo del viraje.

Por tltimo, para terminar este conjunto de resultados de largos alcances, se varian los
angulos de guinada finales. Se fija el Mach de vuelo a 0.8 y el dngulo de guinada inicial
a 0°. Al ser el angulo de guinada inicial nulo, el viraje inicial se da a lo largo del crucero
gradualmente.

Xs1°1 | me [kg] | ¢y [b]
30 | 28876 | 6.9580
60 | 28886 | 6.9594
90 | 28904 |6.9633
120 | 28932 | 6.9697

Tabla 3.2: Resultados globales para varios ¢
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Figura 3.15: Angulo de guifiada para varios Xt
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Figura 3.18: Coeficiente de sustentacion para varios

Se extraen las mismas conclusiones que cuando se variaba el angulo de guinada inicial (el
mayor porcentaje de diferencia en masa de combustible es de un 0.19 %). Esta vez al estar los
angulos de guinada final contenidos en [0,180°| se concluye que trayectorias correspondientes
a angulos mas grandes necesitan una potencia de control mayor durante mayor tiempo para
cumplir la condicién de contorno final. En el instante inicial las trayectorias asociadas a angulos
mayores tienden a virar mas que los pequenos, siendo el dngulo de guinada de las primeras en
crucero més negativo. En cuanto al consumo se obtiene que las trayectorias correspondientes a
angulos mas pequenos necesitan menos combustible en comparacion con las otras, de hecho la
que menos consume es la asociada a 30°. Esto es debido al efecto, ya explicado anteriormente,
que la potencia de control tiene sobre el coeficiente de resistencia. Se observa también que
cuanto menor es el angulo de guinada final, menos se tarda en recorrer la trayectoria, lo cual
es logico al tener la misma velocidad y tener que recorrer una menor distancia para llegar al
punto final.

En definitiva, el efecto de los virajes en trayectorias de largo alcance es préacticamente
despreciable. Puede hacerse una analogia con la capa limite que aparece cuando una corriente
fluida incide sobre un soélido: sus efectos son inapreciables en préacticamente todo el dominio
fluido, pero el fluido esté obligado a cumplir las condiciones de contorno en esa region. En este
problema el fluido seria la aeronave y la capa limite ambos virajes. El tramo de crucero es el
maés relevante a efectos practicos. Cabe mencionar que seria mas adecuado variar la velocidad
a lo largo de la trayectoria en vez de fijarla a un valor constante arbitrario. Seria un caso mas
general que darfa una mejor solucion; esto se trata en el Capitulo 4.
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CAPITULO 3. OBTENCION DE TRAYECTORIAS OPTIMAS EN EL PLANO

HORIZONTAL A VELOCIDAD CONSTANTE

3.3.2.

Resultados de corto alcance

A continuacién, se muestran los resultados globales (mp y t7) y se representan la trayec-
toria, x(x), m(z), u(x) y Cr(x) para varios valores del nimero de Mach entre 0.76 y 0.84,

=80 km, xo=75° y xr—40°.
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Figura 3.19: (a) Trayectoria y (b) dngulo de guinada para varios M
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Figura 3.20: (a) Masa y (b) angulo de alabeo para varios M
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M [ Tig] [ ¢ [l
0.84 | 554.38 5.6265
0.82 | 496.40 5.7425
0.80 | 470.66 5.8664
0.78 | 459.52 5.9988
0.76 | 456.05 6.1398

Tabla 3.3: Resultados globales de corto alcance para varios M
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Figura 3.21: Coeficiente de sustentacion para varios M

Se obtiene que, conforme se aumenta el Mach de vuelo, mas camino debe recorrer la
aeronave durante la trayectoria (aunque, al ir a mayor velocidad, acaba tardando menos glo-
balmente). Al ser més grandes los radios de giro conforme aumenta la velocidad se tiene que
las trayectorias que mas valor absoluto de 4ngulo de guinada en crucero necesitan son las de
mayor velocidad al tenerse que enlazar dos tramos de mayor curvatura. Las variaciones en
masa de la aeronave son infimas, del orden de un 0.33 %. Se observa que debe haber un Mach
optimo de vuelo al igual que en el caso del largo alcance.

En cuanto al &ngulo de alabeo se observa que se satura al inicio y al final de la trayectoria.
Esto se manifiesta en que el C'p sufre variaciones bruscas en las transiciones de los tramos de
viraje a crucero. Y, por tanto, se tienen aumentos del Cp. Nimeros de Mach més altos hacen
que se requieran coeficientes de sustentacion mas bajos como es de esperar.

Por ultimo se varfa xo dejando x s = cte, y viceversa, para comparar las diferentes trayec-
torias que se obtienen. Las gréaficas obtenidas se muestran en las paginas siguientes, asi como
las tablas de resultados globales.
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3.3. ANALISIS DE RESULTADOS
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Figura 3.24: Coeficiente de sustentacion para varios g

Xol°] | mr [kg] | s [min]
0 | 437.98 | 5.6343
90 | 480.91 | 6.0071

180 | 621.68 | 7.5751
90 | 489.60 | 6.0392

Tabla 3.4: Resultados globales de corto alcance para varios yg

Al variar los angulos de guinada iniciales se observa que los tiempos finales son diferentes
entre si. La trayectoria que mas tarda en llegar es la de 180°, al ser la que méas debe reajustar
su direccion para llegar al punto final con el 4ngulo de guinada deseado. La que menos tiempo
tarda es la opuesta a 180°, es decir, la de 0°, al ser la que mas directa puede ir al punto final y
no necesitar de un viraje inicial acusado (el angulo de alabeo inicial es de apenas 4°). Entre las
trayectorias de 90° y la de -90° como era de esperar, la de 90° tarda menos, ya que el angulo
de guinada final le es mas favorable al no tener la trayectoria que cortar el eje horizontal en
ningiin momento, sin embargo las diferencias de tiempo son pequenas. Como era de esperar,
la trayectoria con peor consumo es la de 180°, lo cual es deducible de la grafica 3.23 (b), ya
que tiene el control saturado mas tiempo que la de 90° y -90°. La que menos consume es la
trayectoria de 0°: s6lo necesita mas angulo de alabeo al llegar al final. Entre la de 90° y -90°, la
primera consume un poco menos que la segunda por lo ya comentado anteriormente. También
se pueden extraer las conclusiones anteriores viendo los coeficientes de sustentacién necesarios
a lo largo de la trayectoria en la figura 3.24.
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3.4. COMPARACION CON TRAYECTORIAS SUBOPTIMAS
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Figura 3.27: Coeficiente de sustentacion para varios x

xol'] [ iz Tee] [ £ [min]
60 470.52 5.8476
120 542.69 6.5681
-120 | 526.34 6.4693
-60 463.28 5.8235

Tabla 3.5: Resultados globales de corto alcance para varios x

Las conclusiones a extraer al variar el angulo de guinada final son similares. En términos
de consumo de combustible y tiempo, se observa que hay dos pares analogos de similitud entre
las soluciones. Las soluciones de 120° y -120° son muy parecidas en algunos aspectos, asi como
la de 60° y -60°. Sin embargo en cada par de soluciones, las que no deben pasar por el eje
horizontal para ajustar su trayectoria obtienen ligeramente mejores resultados que sus parejas.

3.4. Comparacion con trayectorias suboptimas

En este apartado, se compara la trayectoria obtenida mediante la formulaciéon en control
o6ptimo con una trayectoria suboptima. Esta altima consiste en realizar cada tramo de viraje
mediante dos circunferencias tangentes entre si, siendo una de ellas tangente al eje x y la otra
al vector direccion del angulo de guinada inicial o final en el punto inicial o final respectiva-
mente. Al considerarse que la velocidad es constante, la tnica forma de que el radio de las
circunferencias sea constante a lo largo del viraje es que en cada circunferencia el dngulo de
alabeo sea constante a su vez. Se elige la potencia de control maxima en cada caso.
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Figura 3.28: Trayectoria sub6ptima para un caso tipico

En primer lugar, se hallara el viraje inicial a realizar en caso de tener un angulo de guinada

inicial distinto de cero. El radio de cada circunferencia es R = % , siendo u:
= 35° = —35° si € [0,180°
. o e boxel 0] . (3.26)
= —35 o = 35 si Xo € (—180°,0°)

En definitiva, cada viraje estd compuesto por dos tramos con potencia de control maxima
para tener el menor radio de giro posible. El siguiente paso serd determinar dénde estan
situados los centros de cada circunferencia para seguidamente hallar el punto de tangencia
entre ambas. La primera circunferencia debe pasar por el origen con un angulo x, por lo que
la posicion de su centro (x1,y;) es:

V2 V2
SN X0 Y1 = oS X0 Vxo € (—180°, 180°] (3.27)

T —
gtanjiy

~ gtan

a efectos geométricos también seria valida la solucion (—z1,—y;), sin embargo, si se eligiese
este centro de circunferencia la trayectoria se acabaria alejando del punto final.

Para hallar el centro de la segunda circunferencia hay que tener en cuenta que la distancia
entre los centros de dos circunferencias tangentes es igual a la suma de sus radios. Dado que se
quiere que ambas circunferencias tengan el mismo radio, se deduce que el centro de la segunda
circunferencia debera estar contenido en una circunferencia auxiliar de radio 2R centrada en
(21, y1). Ademas, se requiere que ésta segunda circunferencia sea tangente al eje horizontal,

por lo que el centro de la misma debera estar contenido en la recta horizontal y = gt;/:m.
concluye que la interseccién de la circunferencia auxiliar con la recta horizontal y = gt:ﬁm
determina el centro de la segunda circunferencia.
2 2 2
r—x1)"+(y — = (2R
y= gtanpuy
Sustituyendo la segunda ecuacién en la primera:
2 & ’ 2
T —x1)" + — = (2R 3.29
w4 (o) = (2R) (3.20)
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Y despejando x:

212
T = \/3R2 + Y1 — Y+ 1 (3.30)

gtanju

Donde se toma signo positivo en la raiz, ya que se debe cumplir que zo > x; para que la

trayectoria no se aleje del punto final. En definitiva el centro de la segunda circunferencia estéa
situado en:

, 2V ) v? 0 1200
vy = |3R2 4+ i — 2 + 11 ys = Vo € (—180°,180°]  (3.31)
gtanji gtanji

A continuacién, se muestra esquematicamente la construcciéon geométrica realizada:

Figura 3.29: Boceto de la construccion geométrica

El incremento Ay de cada una de las circunferencias se deducird a partir del angulo 7
que forma la recta que une los centros de ambas circunferencias con el eje horizontal. Esto es

debido a que el punto de tangencia esta contenido en la recta que une los centros de ambas
circunferencias:

01—02> = Bz - ;1] T| = arccos ﬁ (3.32)

Una vez conocido 71, se concluye que las variaciones en el angulo de guinada de la primera
circunferencia y la segunda son iguales a:
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™

Axi = 5 + [xol = [71] (3.33)
™

Axs = 5 |7 (3.34)

Y por tanto los tiempos finales de cada tramo medidos desde el tiempo inicial que es cero
son:

v

VA (3.35)
g [tanyu|

tf1

ty, = ——A t 3.36
= Tangg e Tl (3.36)
Integrando la ecuacion diferencial (3.2), las evoluciones del angulo de guinada en cada uno

de los tramos que componen el viraje es lineal con el tiempo, ya que u = ctey V = cte:

tan
() = -2 VMIHXO (3.37)
gtanfis tangi
t) = — — ——A 3.38
X2( ) V ( fl) |ta/nlLL1| Xl +X0 ( )

La posicion horizontal y vertical evolucionan de acuerdo a las ecuaciones cinematicas (2.5)
y (2.6). En este caso son facilmente integrables al ser x(¢) una funcion lineal respecto de la
variable temporal:

(1) = —gt;;l (sima () — sinxo) (3.39)
y(t) = gtann (cosxi(t) — cosxo) (3.40)
1o(t) = —gt;:m (sinxa(t) — sinxa(tn)) + za(ts) (3.41)
B(0) = L (comralt) — conaltn) + ity (3.42)

Si se tuviera un cierto angulo de guinada final, el procedimiento para hallar el viraje seria
muy parecido al caso anterior, s6lo que con algunas ligeras modificaciones, el radio de cada

circunferencia seguiria siendo R = % , siendo el angulo de alabeo:
= 35° = —35° s € [0,180°
M3 Ha " 1 Xr € | 0} ) (3.43)
pz = —35° g = 35 si xr € (—180°,0°)

La tltima circunferencia pasa por el punto final con un angulo xs, de modo que las coor-
denadas de su centro vienen dadas por:

ry = x5 — Rsinyy ys = Rcosxs Vxs € (—180°,180°] (3.44)
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Tal y como se vio anteriormente, intersectando una circunferencia auxiliar de radio dos

veces la final y centrada en la circunferencia final con la recta horizontal y = _gt(‘z/:/Lg
obtienen las coordenadas del centro de la tercera circunferencia:
r—x4)%+ (y —ys)? = (2R)?
{ ( - 4)V2 (y —ya)” = (2R) (3.45)
Y= T gtanus
Sustituyendo la ecuacion de la recta en la de la circunferencia:
2 & : 2
— — — = (2R 3.46
oo (o) = (2m) (3.46)
Y despejando x:
212
x = —\/SR2 — Yy — Y3+ 14 (3.47)
gtanyu

Se escoge la raiz con signo negativo ya que debe cumplirse que x3 < x4 para que la
trayectoria no se aleje del punto final. En resumen, el centro de la circunferencia que precede
a la final esté situado en:

, 202 ) Ve 0 1800
vy = 1 |3R2 — ve— 1 +za Yz =— Vxs € (—180°,180°]  (3.48)
gtanfis gtanjiz

Al igual que en el caso anterior, para hallar el incremento de dngulo de guinada de cada
una de las dos circunferencias, se hallara el angulo 7 que forma el vector que une los centros
de ambas circunferencias con el eje horizontal:

% — J—
0304 = lm‘ x?’] Ty = arccos T 3 (3.49)
Ya — Y3 H0304

Una vez conocido este angulo, se puede deducir que las variacion del angulo de guiniada de
cada una de las circunferencias es:

e

Axz = 57 |72 (3.50)
e

AX4 = § + |Xf| — |7'2| (351)

Al ser el instante inicial cero, el tiempo en el que finaliza el viraje dependera de la trayectoria
que haya seguido la aeronave (seguramente del tiempo final de crucero):

tp, = ———Ays+tr . 3.52
f3 g |tCLTL,u3| X3 fc'ruzse ( )

tr, = Axy+t (3.53)
fa g |tcm,u4| X4 fs '

Conocidos los resultados anteriores, es posible determinar la evolucion del angulo de gui-
fiada en cada subviraje integrando la ecuacion diferencial (3.2):
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gtany
gtangiy anfis
= t—t —A 3.55
xalt) = S5 ) + o A (3.55)

Las posiciones en el eje z y en el eje y se pueden obtener facilmente sin mas que integrar
las ecuaciones (2.5) y (2.6):

Voo
x3(t) = _gtanug sinxs(t) + T, (3.56)
V2
t) = t)—1 .
w(0) = o (cosnalt) ~ 1) (3.57
V2
x4(t) = Ry— (sinxa(t) — sinxa(ts,)) + xs(ts,) (3.58)
V2
(O) = o (eosalt) = cosvaltz)) + alty) (3.59)

Como se haga el tramo de crucero intermedio estaré condicionado por el valor que tengan
los angulos de guinada inicial y final deseados. Se establece por tanto la siguiente logica
condicional:

e = = T =T s A0 A0 (360)
e = 27— Tp=ar st x0A0y =0 (36D)
Eferuise = % : Tfopioe =23 S Xo=0,x7#0 (3.62)
fevuine = % ) Tfopuine = Lf 81 Xo=0,x7=0 (3.63)

En el dltimo caso, se hace un crucero a velocidad constante y altitud constante hasta el
punto final, en este caso la trayectoria suboptima coincide con la 6ptima. En tltima instancia,
lo que interesa es el consumo de combustible de estas trayectorias para compararlas con las
obtenidas mediante la formulacion en control 6ptimo. La variacion de la masa a lo largo de
la trayectoria viene dada por la ecuacion diferencial (3.3). En este caso, al estar compuesta
la trayectoria por tramos de altitud, velocidad y angulo de alabeo constantes, se obtiene que
la resistencia aerodindmica s6lo depende de la masa de la aeronave en cada instante, y por
tanto se puede integrar (3.3) para obtener m(t). Para ello, se hace uso del comando ode45 en
MATLAB que resuelve ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE). Es importante hacer notar
que desde el punto de vista de control del error numérico es preferible integrar cada subtramo
por separado y alimentar el siguiente mediante los datos en el instante final del tramo que
le precede, en vez de integrar toda la trayectoria en un tnico ode4d. Esto es debido a que
p(t) es un funcion discontinua en el tiempo, lo que provoca que el error de integracion pue-
da dispararse en los puntos donde confluyen dos subtramos al tenerse bruscas variaciones de pu.

A continuacion se muestra la comparativa de y frente a x, x(z), m(x), u(x) y Cr(x) para
las trayectoria 6ptima y subdptima para: x;—100 km, xo—=60° y x—120°.
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Figura 3.31: Comparacion: (a) masa y (b) angulo de alabeo
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Figura 3.32: Comparacion del coeficiente de sustentacion

La trayectoria 6ptima tiene un gasto de combustible de 618.92kg, en cambio la trayectoria
sub6ptima consume 691.55kg. El porcentaje de mejora de la trayectoria 6ptima frente a la
suboptima es de un 11.74 %, un valor nada despreciable. Esto se debe al aumento de la po-
tencia de control necesaria provocado por tener que hacer un viraje final acusado.

Variando los alcances de la trayectoria anterior se obtiene la siguiente tabla comparativa:

zslkm] | mp (Optima)|kg| | mp (Subdptima)|kg| | Mejora| %)
100 618.92 691.55 11.74
200 1133.1 1211.4 6.91
500 2678.6 2758.8 2.99
1000 5219.7 5298.7 1.51
3000 14935 15007 0.48
5000 24012 24077 0.27

Como era de esperar, optimizar la trayectoria se traduce en mejores resultados en tér-
minos de consumo de combustible que no hacerlo. No obstante, a largos alcances se observa
que ambas trayectorias difieren muy poco entre si (<1%). En consecuencia, las trayectorias
subo6ptimas constituyen una buena aproximacién a largos alcances.

Se podrian haber empleado otras trayectorias suboptimas para comparar las soluciones
como por ejemplo una que esté formada por dos circunferencias de igual radio al inicio y
final de la trayectoria enlazadas por la recta tangente que las une. La aeronave recorreria una
circunferencia inicial que pasa por el origen con el angulo de guinada deseado, llegaria al punto
de tangencia con la recta, y recorreria un tramo de crucero hasta llegar al punto de tangencia
de la circunferencia final. Por dltimo recorre la circunferencia final y termina en el punto final
con el d4ngulo de guinada final deseado. Aunque seguramente presentaria mejores resultados
al parecerse mas a la trayectoria Optima, es mas dificil analiticamente hallar la trayectoria
anterior que en el caso considerado.
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Capitulo 4

Obtenciéon de trayectorias 6ptimas
cuasiestacionarias en el plano horizontal

En este capitulo se analizan las trayectorias de minimo consumo de combustible en el plano
horizontal haciéndose la hipdtesis de que el movimiento de la aeronave es cuasiestacionario. Se
vuelve a hacer uso de la Teoria de Control Optimo, descrita en el Apéndice C, para garantizar
la optimalidad de la solucion. Acto seguido, se describe el método numérico empleado y se
muestran los resultados numéricos obtenidos. Por tltimo, se lleva a cabo una comparativa con
una trayectoria suboptima y se revisa la hipoétesis inicial de movimiento cuasiestacionario.

4.1. Formulacién del problema

Tal y como se describié al final del Capitulo 2, se hace uso de la hipo6tesis simplificativa
de considerar el movimiento cuasiestacionario, es decir, la variacion de la velocidad con el
tiempo se considera despreciable, V ~ 0. Esto transforma la ecuacién diferencial (2.17) en una
ecuacion algebraica donde 7(t) queda determinada en todo instante de tiempo, 7(t) = D /Ty,
y en consecuencia no puede ser una variable de control en este caso.

Sin embargo, el que la variacion de la velocidad con el tiempo sea despreciable, no quiere
decir que no se produzcan variaciones de velocidad a lo largo de la trayectoria. De hecho, esta
variable no esta fijada, por lo que se considera como variable de control en sustitucion de la
posicién de la palanca de gases.

De nuevo, la integral a minimizar es (2.8):

mF:/ cDdt (4.1)
0

donde, sin pérdida de generalidad, se vuelve a tomar t, = 0, ya que el problema también
es autonomo tal y como se deduce de las ecuaciones (2.17)-(2.21). En este caso, estando la
resistencia aerodinamica dada por la expresion (2.10), se deduce que el término no constante
de la integral es cV2Cp(M,Cp). Se quiere minimizar el efecto de ese término a lo largo de la
trayectoria eligiendo las variables de control, u(t) y V(t) adecuadas.
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Las ecuaciones de estado y las condiciones de contorno corresponden de nuevo a (2.18)-
(2.21):

X =~y tanu x(0) = xo x(tr) = xs (4.2)
m = —cD m(0) = my m(ts) = libre (4.3)
& = Vcosy z(0) =0 x(ty) =y (4.4)
y = Vsiny y(0) =0 y(ty) =0 (4.5)

El Hamiltoniano del sistema vuelve a tener la misma expresion:

H=(1-\,)eD — )\X%tan,u + A Veosy + A\, Vsiny (4.6)

Las ecuaciones dinamicas de los adjuntos y las condiciones de transversalidad son las
mismas que en (3.7)-(3.10):

Ay = V(Apsiny — \ycosx) Ay (tf) = libre (4.7)
: oD

/\7_” (Am )cam Am(ty) =0 (4.8)
Az =0 Az (ty) = libre (4.9)
Ay =0 Ay (t7) = libre (4.10)

Véase el Capitulo 3 para una explicacion més detallada de lo anterior. La condicion de
minimizacion del Hamiltoniano (C.16) proporciona esta vez (en el Apéndice D se describen
las derivadas parciales que aparecen):

0OH oD g
oH

D t
Oc 0 ) TR 2COSX + Aysiny =0 (4.12)

(1= el -
gy~ (1= (avD+cav Xy

Se considera que el tiempo final no esté fijado, en consecuencia, el valor del Hamiltoniano
debe ser nulo en el instante final segin la ecuacion (C.10).

H(ty) = [(1 — Am)cD — )\X%tcmu + X\ Veosy + A\, Vsiny =0 (4.13)
t=ty
Como ya se ha comentado anteriormente el sistema dindmico es auténomo por lo que otra
vez el Hamiltoniano es constante segiun la expresion (C.13), de modo que es nulo en todo
instante de tiempo.

En total se tienen seis ecuaciones diferenciales ordinarias (4.2)-(4.5) y (4.7)-(4.8), con nue-
ve condiciones de contorno, seis estados (x(t), m(t), z(t), y(t), A (t), An(t)) v tres incognitas
(Az, Ay, tr). El problema inicial de optimizacion se formula como un problema de condiciones
de contorno.
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Por las mismas razones que se comentaron en la secciéon 3.1, para un mejor control del
error numeérico se adimensionalizan la masa, el tiempo, la posicién en el eje x, la posicion en
el eje y y la velocidad. En el caso de la velocidad se hace uso del nimero de Mach para su
adimensionalizacion, al ser de orden unidad y al simplificar el calculo de ciertas derivadas (el
namero de Mach juega el papel de variable de control):

_ t x

o Z e+ i+

Se sigue haciendo uso del superindice (") para denotar las derivadas de las variables con
respecto al tiempo adimensional. El problema de contorno en las nuevas variables adimensio-
nalizadas queda de la siguiente forma:

==

(4.14)

¢ = — 0) = 1) = 4.15
X Y x(0) = xo X(1) = x; (4.15)
. t

i = —cD-L m(0) = 1 (4.16)
myo
T = aMcoth—f z(0)=0 z(l) =1 (4.17)
Xy

. t

j = aMsiny—L 7(0) =0 7(1) =0 (4.18)

Ly

Ay = aM (Agsiny — Aycosx)ty (4.19)
: oD

A = (A — 1)e=—t An(1) =0 4.20

= 12D, ) (1.20

[(1 — Am)cD — )\Xthanu + aM (Agcosy + Aysiny)| =0 (4.21)

a =1

A la hora de obtener las variables de control p(t) y M(t), hay que considerar las restricciones
que éstas tienen, se trata de hallar:

1, M) (" (1), A(8)) = arg minH(y*(6), w A1), 'Vt € [fo, ] (422)
estando p* y M* restringidos por las desigualdades (2.25), (2.27) y (2.28).

4.2. Procedimiento numérico de resolucion

En el capitulo anterior, se describian dos tipos de métodos con los que resolver el problema
de contorno, los métodos del disparo y los métodos de colocacion. El método del disparo no
funcion6 de la manera esperada, por lo que se resolvid el problema mediante el método de
colocacién. En el caso cuasiestacionario, al tenerse practicamente las mismas ecuaciones, salvo
por la ecuaciéon adicional de optimizacién del Hamiltoniano respecto a la velocidad, se decide
hacer uso directamente del método de colocacion al no esperarse que el método del disparo
funcione en un problema més complejo que el del Capitulo 3.

Como ya se describio en 3.2.2, MATLAB incorpora funciones que resuelven problemas de
contorno mediante el método de colocacion, bupjc y bupdc. Estas funciones requieren a su vez
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de dos funciones auxiliares, una en la que se les proporcionen las condiciones de contorno y otra
en la que se les suministren las ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE). Uno de los grandes
inconvenientes de estas funciones es que no admiten una matriz de masas singular (de hecho,
no admiten matrices de masas), y por tanto no es posible resolver directamente el problema
DAE con condiciones de contorno (4.15)-(4.22). Esto conlleva que las variables de control u(t)
y M (t) deben de ser determinadas en cada paso de integracion y en cada evaluacion de las
condiciones de contorno.

Sin embargo, el Principio del Minimo establece que el Hamiltoniano tiene que ser minimo
respecto de las variables de control, por lo que, en vez de resolver las ecuaciones (4.11)-(4.12),
asi como la programacion de una logica de seleccion de la solucidon que garantice que se cum-
plan las restricciones (2.25), (2.27)-(2.28), es posible minimizar directamente el Hamiltoniano
mediante la funcién fmincon de MATLAB. Esta funcién sustituira a fsolve para obtener las
variables de control.

La funcién fmincon halla el minimo de una funcién que depende de varias variables y
éstas estan restringidas de alguna forma. Examinando las restricciones (2.25), (2.27)-(2.28),
se tienen restricciones del tipo:

Ib<x<ub (4.23)

b(x) <0 (4.24)

donde el vector de variables x se corresponde con [u, M|, Iby ub son los limites constantes
que pueden tener las variables, se tienen para (2.25) y (2.28). Y la funcion no lineal b(x) se co-
rresponde con la restriccion (2.27). La funcion fmincon admite los anteriores tipos restricciones.

A fmincon se le proporciona la funciéon donde se evaltia el Hamiltoniano, asi como la funcion
que contiene la restriccion no lineal (2.27). Los limites constantes se proporcionan directamen-
te en los argumentos de entrada de fmincon, no obstante, es necesario dar limites inferiores
y superiores. Se da un valor limite inferior del nimero de Mach de 0.5, valor al que nunca se
llega, ya que para todos los valores de u permitidos, la restriccion (2.27) da cotas inferiores
del Mach mayores que ese valor.

La funcion fmincon implementa varios algoritmos para la resolucion del sistema. Se elige
el algoritmo active-set ya que toma pasos grandes al evaluar la funcion, lo cual proporciona
rapidez frente a otros métodos ya que buvp4c llama a la funcion de ODE y de condiciones de
contorno muchas veces, y cada vez que se las llama, se evalta fmincon.

Adicionalmente, fmincon es un método basado en el gradiente, en concreto, el algoritmo
active-set usa el método del gradiente conjugado. Al necesitar el algoritmo el gradiente, si no
se le proporciona analiticamente, lo evalia numéricamente, lo cual es peor desde el punto de
vista del tiempo de computacion. Por tanto, se le proporciona a la funcién tanto el gradiente
del Hamiltoniano que viene dado por las expresiones (4.11)-(4.12), asi como el gradiente de la
funcion de restriccion no lineal dada por (2.27):

G = [M?*sinu, —2M cosyi) (4.25)
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El proceso anterior con fmincon embebida en la funcion del sistema de ecuaciones dife-
rencial y en la funciéon de condiciones de contorno conlleva un alto coste computacional. Lo
anterior tiene como consecuencia un gran aumento de los tiempos de computacion con respecto
al problema del Capitulo 3.

Una opcion para evitar el proceso anterior, seria derivar las ecuaciones (4.11)-(4.12) con
respecto al tiempo apareciendo términos de [y M, y las dos ecuaciones algebraicas se con-
vertirian en ecuaciones diferenciales que podrian ser incorporadas a la funcion de ODE. Sin
embargo, al tenerse restricciones sobre los controles, las ecuaciones (4.11)-(4.12) no aplican
cuando p y M se salen de los limites establecidos; en tal caso, habria que imponer el control
a uno de sus valores extremos y no se sabria cuando se debe salir de la regiéon de saturacion a
la de no saturacion y viceversa.

Otra alternativa es hacer uso de la funcion fsolve, pero como ya se ha comentado ante-
riormente, la logica de seleccion de soluciéon es bastante compleja, sobre todo si se tiene la
restriccion en ambas variables (2.27). Se prob6 a transformar (2.27) en una restricciéon inferior
al nimero de Mach tomando p=/pi,q:, lo cual es una hipotesis conservadora.

Adicionalmente se suministré el Jacobiano que requiere fsolve para resolver el sistema
(4.11)-(4.12) mediante unas diferencias finitas centradas. También podria hacerse analitica-
mente pero el derivar la ecuacion (4.12) de nuevo respecto al namero de Mach es bastante
tedioso. Las diferencias centradas se postulan de la siguiente forma:

fiy o FE O = =0)
2¢
Siendo € una cantidad suficientemente pequena, se probd con varios valores de € usando la
funcién bup/c, asi como las funciones bup4c y bupSc con el Jacobiano calculado numéricamente
por MATLARB:

(4.26)

Funcion Jacobiano fsolve € tepulS]
bupdc MATLAB - 258.1349
bupbc MATLAB 291.1603

bupde | Diferencias centradas | 107° | 277.6194
bupdc | Diferencias centradas | 107° | 280.0998
bupdc | Diferencias centradas | 1077 | 269.3825

Tabla 4.1: 2;=100 km , xo—60° , x;~30° , h—10 km , m—150 - 10° kg

Para el caso analizado, se observa que bvp4c es el método més rapido calculando el Ja-
cobiano que requiere fsolve, es mejor que buvpdc y que sus homologos que lo calculan por
diferencias centradas. Es de esperar que se mantengan las diferencias en tiempos de compu-
tacion para cualquier otro caso. En consecuencia, el problema se resolvera con buvpjc y el
Jacobiano calculado por MATLAB.

Sin embargo, no se obtuvo una mejora en tiempos de computacion lo suficientemente apre-

ciable como para que el uso de fsolve mereciera la pena frente a fmincon, ademés se obtiene
una soluciéon peor en términos de optimalidad al restringirse més el nimero de Mach por la
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hipo6tesis realizada.

Como iterante inicial del bupjc, se usa la solucién obtenida en el Capitulo 3, es decir, se
calculan (x(t), m(t), z(t), y(t), ty, Ay y A,) para los mismos xs, xo ¥ Xy, ¥y ¢ impone una
velocidad constante cercana a la 6ptima en crucero (M=0.76).

4.3. Analisis de resultados

En esta seccidon se muestran los resultados obtenidos del problema. Primero se muestran
las soluciones obtenidas para cortos alcances, acto seguido se muestra un caso paradigmatico
de largo alcance. Después se lleva a cabo una comparacién con una trayectoria subéptima, y
por tltimo se lleva a cabo una critica a la hipotesis de movimiento cuasiestacionario.

4.3.1. Resultados de corto alcance

Se muestran la trayectoria y la evolucion con la distancia recorrida en el eje x del dngulo
de guinada, la masa, el nimero de Mach, el angulo de alabeo, el coeficiente de sustentacion
y la posicion de la palanca de gases. Como resultados globales se dan los valores de la masa
de combustible consumida y el tiempo final. En este problema resulta de interés variar los
angulos de guinada inicial y final. El alcance se fija en 100 km.

Se representan las graficas anteriormente descritas para x;=0° y diferentes valores del
angulo de guinada inicial, xo=[0°,60°,120°,180°]. Se eligen solo &ngulos de guifada inicial
entre [0°,180°| al ser la solucién simétrica para los contenidos entre [-180°,0°].

h=10km , m0:150E|103kg , X=100km , X=0° h=10km , m0:150E|103kg , X=100km , X=0°
14 ; ; ; ; : 180 ‘
—X,70°
12} 160 e ]
140 — X(=120° 4
101 ——— xg=180°
120 H
8r 100 F
E =
E e g 8ot
; =<
al 60f
a0t
oL
20t
or 0
——— |
- ; ; ; ; ; 20 ; ; ; ; ;
20 0 20 40 60 80 100 -20 0 20 40 60 80 100

x[km] x[km]
(a) (b)

Figura 4.1: (a) Trayectoria y (b) angulo de guinada para varios xo
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5 h=10km , m =15010%kg , x =100km , X,=-0° h=10km , m_=150110%kg , x=100km , X,=0°
X 10 o f f o f f
15 ‘ ‘ 0.77
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1.499 0761 ]
0.75} i
1.498}
0.74} g
1.497}
g L o7t g
B =
1.496
0.72} g
—go
1.495} %g=0
0.71} Xg=60°
L — x =120°
1.494 07l Xo ]
——— X,=180°
1.493 ; ; ; ; ; 0.69 ; ; ; ; ‘
=20 0 20 40 60 80 100 -20 0 20 40 60 80 100
X[km] X[km]
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Figura 4.2: (a) Masa y (b) ntimero de Mach para varios xo
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_15f : i -
s 5 06f i
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-5 : : g A
_10 ; ; ; ; ; ; 0.45 ; ; ; ; ;
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Figura 4.3: (a) Angulo de alabeo y (b) coeficiente de sustentacion para varios xo
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h=10km , m =15010°kg , x,=100km , X=0°
0.75

T
— XO:0°
 —— )(0=60°
— X=120°
0.7 I X0=180° B

T o65F
& 0.65

0.6

0.55 i i i L I
-20 0 20 40 60 80 100
x[km]

Figura 4.4: Posicion de palanca para varios x

Al inicio de la trayectoria de los angulos de 120° y 180° se saturan ambas variables de
control. Dado que las variaciones en masa son pequenas, el coeficiente de sustentacion se
mantiene practicamente constante, y en consecuencia la resistencia aerodinamica y la posicion
de palanca también. La trayectoria correspondiente al angulo de guinada inicial de 180° tiene
dos soluciones por simetria, dependiendo de si se toma 180° o0 -180° como angulo de guinada se
activard una u otra. A continuacioén se muestra una tabla con los resultados globales, mp y ty.

Como era de esperar, trayectorias asociadas a mayores angulos de guinada iniciales consumen
més y tardan mas.

vol'l [ mzfke] | £7[min]
0 522.48 | 7.2652
60 538.74 | 7.4030
120 | 589.32 | 7.9709
180 | 667.58 | 8.9313

Tabla 4.2: ;=100 km , x;=0° , h=10 km , my=150-10° kg

Acto seguido, se representa la solucién para un angulo de guinada final de 60°, por lo que
se pierde la simetria respecto al eje x de la solucion. Se elige el siguiente abanico de angulos
de guifiada iniciales, y,=[0°,60°,120°,-180°,-120°,-60°].
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Figura 4.5: (a) Trayectoria y (b) angulo de guiniada para varios xo
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Figura 4.6: (a) Masa y (b) nimero de Mach para varios xo
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Figura 4.7: (a) Angulo de alabeo y (b) coeficiente de sustentacion para varios xo
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Figura 4.8: Posicion de palanca para varios xg

Se deduce que los trayectorias més desfavorables en términos de consumo de combustible
son las que mas longitud de arco recorren. A mismo valor absoluto del dngulo de guinada
inicial, las trayectorias asociadas a los angulos que estan contenidos en el semiplano negativo
presentan un menor consumo de combustible y tiempo de vuelo al no tener que cruzar el eje
x para cumplir con la condicién de contorno final.

En cuanto al angulo de guinada, se vuelve a observar lo mismo que en el Capitulo 3. La
trayectoria se compone de viraje-crucero-viraje. Las distancias recorridas a lo largo del eje y
son de un orden de magnitud menor que las recorridas en el eje z, por lo que en el tramo de
crucero los dngulos de guinada son constantes y cercanos a cero.

Las soluciones de 120°, -120° y -60° saturan inicialmente el Mach de vuelo, al necesitar un

viraje inicial de poco radio de curvatura para minimizar la duracién e intensidad del viraje.
Durante el tramo de crucero, todas las trayectorias tienen un valor aproximado de M*=0.765.
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Lo cual esta en consonancia con las conclusiones extraidas al respecto en el Capitulo 3.

El control en dngulo de alabeo satura en todos los virajes, salvo en el de 0°, que tiene un
tramo de crucero al principio donde se va virando lentamente. El coeficiente de sustentacion
y la palanca de gases mantienen valores constantes al inicio de la trayectoria correspondientes
a los angulos de guinada de 120°, 180° y -120°, ya que ambos controles estan saturados.

A continuacién se muestra la tabla con resultados globales de las seis trayectorias.

Xol° | mplkg| | tf[min]

0 538.70 | 7.4028

60 | 556.72 | 7.5508
120 | 609.35 | 8.1397
-180 | 679.18 | 9.0339
-120 | 601.72 | 8.0808
-60 | 553.20 | 7.5317

Tabla 4.3: ;=100 km , x;=60° , h=10 km , my=150-10% kg

Se representan los resultados para los mismos dngulos de guinada iniciales que en el anterior
conjunto de soluciones, el &ngulo de guinada final se cambia a 120°.

10

h=10km , m0:150E103kg s xf:100km , )(':120D h=10km , m0:150E103kg , xf:100km , x':120°
T T T T
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Figura 4.9: (a) Trayectoria y (b) angulo de guinada para varios xo
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Figura 4.10: (a) Masa y (b) nimero de Mach para varios xo
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Figura 4.11: (a) Angulo de alabeo y (b) coeficiente de sustentacién para varios
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Figura 4.12: Posicién de palanca para varios xg

Se extraen las mismas conclusiones que en el caso de x;=60°, aunque en esta ocasion al

ser el angulo de guinada final méas extremo, las trayectorias saturan el control en velocidad al
final del viraje.

Notese el cambio de pendiente en el coeficiente de sustentacion y la posicion de palanca de
gases en el momento en el que se pasa de los tramos de viraje al tramo de crucero y viceversa.
Esto es debido al cambio de pendiente del nimero de Mach que de ser practicamente lineal se
adapta hasta ser nula en el crucero. Se muestra la siguiente tabla con los resultados globales
de las trayectorias anteriores:

Xol°] | mrlkg] | t[min]

0 | 589.23 | 7.9706
60 | 609.30 | 8.1397
120 | 664.24 | 8.7615
“180 | 724.15 | 9.5350
“120 | 647.77 | 8.5964
~60 | 601.66 | 8.0807

Tabla 4.4: ;=100 km , x;=120° , h=10 km , me=150-10° kg

Comparando esta tabla con la tabla 4.3, se obtienen peores resultados en términos de con-

sumo y tiempo. Esto era de esperar, ya que hay que hacer un viraje final mas acusado para
cumplir la condicién de contorno final.

Dada la simetria de las trayectorias respecto al eje x no se muestran trayectorias corres-
pondientes a angulos de guinada finales entre -180° y 0°. Por ejemplo, la solucién para -120°

es la misma que ahora s6lo que el &ngulo de guinada inicial de 60° se corresponde en este caso
con su opuesto -60°.

Por ultimo, se muestran las variables del problema correspondientes a los mismos angulos
de guinada iniciales que en el primer conjunto de soluciones representado, solo que ahora el
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angulo de guinada final tiene un valor de -180°.
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Figura 4.14: (a) Masa y (b) nimero de Mach para varios xg
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Figura 4.15: (a) Angulo de alabeo y (b) coeficiente de sustentacién para varios o
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Figura 4.16: Posicion de palanca para varios xg

Se observan las mismas tendencias que en el primer conjunto de soluciones representado.
Existen dos soluciones para las trayectorias con dngulos de guinada iniciales de 0° y 180° dada

la simetria de la trayectoria respecto al eje x. En la tabla siguiente se muestran los resultados
globales:

xol°] | mrlkg| | ts[min]
0 667.44 | 8.9310
60 679.07 | 9.0337
120 | 724.09 | 9.5348
180 | 799.86 | 10.466

Tabla 4.5: 2;,=100 km , x;—-180° , h=10 km , mo—150-10% kg
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En el Capitulo 3 se observo que para largos alcances, los efectos de los virajes inicial y final
de la aeronave en los resultados globales eran practicamente inexistentes. Por ello se compara
el peor escenario posible en términos de consumo (a raiz de los veinte resultados anteriores
corresponde a x,=180° y xy—=-180°) con un modelo de viraje instantaneo en el que se supone
que el avion realiza los virajes de forma instantdnea y por tanto la trayectoria se convierte en
un crucero (xo=0° x;=0°). La tabla comparativa para alcances comprendidos entre 0 y 1000
km se muestra en la siguiente pagina:

Modelo actual | Viraje instantaneo | Variacion porcentual
zslkm] | mplkg] | tf[min] | mp[kg] | t[min] | Yo, Yot
100 799.86 | 10.466 | 522.48 | T7.2652 | 34.68 30.58
200 1319.1 | 17.732 | 1042.9 14.531 20.94 18.05
300 1836.3 | 25.000 | 1516.4 | 21.799 | 17.42 12.80
400 2351.6 | 32.269 | 2077.8 | 29.067 | 11.64 9.92
500 2864.9 | 39.538 | 2592.3 | 36.336 9.52 8.10
600 3376.2 | 46.811 | 3104.8 | 43.607 | 8.04 6.85
700 3885.6 | 54.079 | 3615.3 | 50.878 6.96 5.92
800 4393.1 | 61.340 | 4124.0 58.151 6.13 5.20
900 4898.7 | 68.634 | 4630.7 | 65.425 5.47 4.68
1000 | 5402.4 | 75.898 | 5135.5 | 72.701 4.94 4.21

Tabla 4.6: Comparativa de modelos para distintos alcances

Se considera que el valor de la distancia final en el eje x que marca el limite de los cortos
alcances es 1000 km. Para este alcance se tiene que la diferencia entre ambos modelos es de
un 4.94% en el valor de la masa de combustible y un 4.21% en el valor del tiempo final.
Estos porcentajes no son para nada despreciables, para que lo fueran deberian ser menores
que un 1%. Se concluye que para todo el rango de cortos alcances desde cien a mil kilome-
tros el modelo de viraje instantdneo no es adecuado al introducirse errores apreciables en los
resultados globales de consumo y tiempo final. Sin embargo, los resultados anteriores se ob-
tienen en la condicion méas desfavorable posible por lo que se tienen unas cotas porcentuales
del error maximo que se comete al aproximar la trayectoria con el modelo de viraje instantaneo.

4.3.2. Resultados de largo alcance

Tal y como se observo en la seccion 3.3.1 al variarse los angulos de guiniada inicial y final,
se obtienen practicamente los mismos resultados a largos alcances. Dado que en este proble-
ma los inicos pardmetros que son interesantes de analizar son los angulos, y no se aprecian
variaciones significativas en los resultados al variarlos. Se representa un caso paradigmético
para mostrar las evoluciones de las variables a largo alcance.

Se fija el alcance a 3000 km, el angulo de guinada inicial a 120° y el dngulo de guinada
final a 120°. Se representan por tramos la trayectoria, x(z), m(x), M(z), pu(x), Cr(z) y m(x):
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Figura 4.20: Numero de Mach
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Figura 4.23: Posicion de la palanca de gases

Como era de esperar, en términos de variables globales los tramos de viraje son practica-
mente despreciables frente al tramo de crucero. El tramo de crucero se desarrolla a altitud
constante y a angulo de alabeo nulo, la tnica ley de pilotaje no constante del mismo es el
Mach de vuelo, o lo que es lo mismo, la velocidad. La velocidad disminuye levemente a medida
diminuye la masa de la aeronave, lo que provoca que el coeficiente de sustentacion se vaya
reduciendo a lo largo del crucero. Al ser menor el requerimiento en coeficiente de sustentacion,
se tiene una menor resistencia aerodindmica que hace que la posicion de palanca disminuya.

Los resultados anteriores también muestran la optimizaciéon de un crucero a altitud constan-
te con la velocidad como variable de control. La solucion a largo alcance, se podria aproximar
por una ley de vuelo a velocidad constante, al ser las variaciones de ésta muy pequenas a lo
largo del mismo, de 0.766 a 0.761 en 3000 km.

Por tltimo, se compara el modelo actual con el modelo de viraje instantaneo ya comentado
anteriormente para los alcances de 2000, 3000, 4000 y 5000 km. Se consideran unos angulos
de guinada inicial y final de 120°.

Actual Viraje instantdneo | Variacién porcentual
zelkm] | mplkg] | tg[b] | melkg] | tgb] | Yomp Vot
2000 | 10199 | 2.4478 | 10083 2.4257 1.14 0.903
3000 | 14969 | 3.6659 | 14858 3.6430 | 0.742 0.625
4000 | 19579 | 4.8868 | 19473 4.8646 | 0.541 0.454
5000 | 24042 | 6.1144 | 23940 6.0919 | 0.424 0.368

Tabla 4.7: Comparativa de modelos para largos alcances

Se tiene que el modelo de viraje instantdneo es una excelente aproximacion para largos
alcances, al ser las variaciones porcentuales en masa de combustible y tiempo menores del 1%
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(salvo en el caso de 2000km). A efectos practicos, el modelo de viraje instanténeo es adecuado
para aproximar las trayectorias de largo alcance por su menor tiempo de computaciéon y la
similitud de resultados obtenidos en comparaciéon con el modelo actual que si considera los
virajes.

4.4. Comparativa con trayectorias suboptimas

En esta seccién, se comparan las trayectorias propuestas por la formulacion en control
optimo con una trayectoria suboptima. Se considera que la trayectoria suboptima tiene la
misma estructura geométrica que la propuesta en la seccién 3.4. No obstante, cada tramo de
la trayectoria (viraje inicial, crucero y viraje final) se recorre a diferente velocidad. En cada
tramo se considera que la velocidad es constante.

Las velocidades elegidas son las que minimizan el consumo de combustible del avion a
lo largo de la trayectoria. Estas tres velocidades se calculan mediante la funcion fmincon de
MATLAB ya usada para obtener las variables de control en la trayectoria 6ptima. La restric-
cion superior al Mach de vuelo sigue estando dada por (2.28). En cada viraje el angulo de
alabeo es el maximo o minimo posible permitido por (2.25) para reducir el radio de curvatura
al maximo, esto provoca que se tenga una restriccion inferior al Mach de vuelo constante fijada
por (2.27) al estar u definido.

En caso de que el 4ngulo de guinada inicial o final sean nulos, la estructura de la solucion
suboptima cambiaria. En tal caso sélo se optimizaria el viraje final o inicial respectivamente,
asi como el crucero. Si ambos angulos fueran nulos, entonces sélo se tendria una velocidad que
optimizar.

A continuacion, se comparan la trayectoria, el &ngulo de guinada, la masa, el nimero de
Mach, el dngulo de alabeo, el coeficiente de sustentacion y la posicion de palanca para una
trayectoria con un alcance de 80km y unos dngulos de guinada inicial y final de 180° y -180°
respectivamente.

h=10km , m0:150E103kg  X=80km , X;=180° , X=-180° h=10km , m0:15OE103kg  X=80km , X,=180° , X=-180°
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Figura 4.24: Comparativa: (a) trayectoria y (b) angulo de guinada
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Figura 4.26: Comparativa: (a) angulo de alabeo y (b) coeficiente de sustentacion
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Figura 4.27: Comparativa de la posicion de palanca

Los nimeros de Mach 6ptimos en los virajes para la trayectoria suboptima son iguales al
Mach minimo permitido segun (2.27) cuando p1=fi;q., para este caso, 0.6995. Se concluye que
interesa minimizar el radio de giro de la aeronave para recorrer una menor distancia. En el
tramo de crucero se tiene que el nimero de Mach de ambas trayectorias coinciden al valor de
0.7660. Los valores de Mach y angulo de alabeo constantes en cada tramo de la trayectoria
suboptima provocan que el coeficiente de sustentacion y la posicion de palanca también sean
constantes al ser las variaciones en masa poco apreciables.

Como era de esperar, la trayectoria 6ptima obtiene mejores resultados en términos de masa
de combustible. En la trayectoria 6ptima se consumen 695.77 kg, mientras que en la subéptima
se gastan 852.23 kg, la diferencia es del 22.49 %. En cuanto al tiempo de vuelo se observa que
la trayectoria 6ptima ofrece una solucion mas réapida con 9.0123 minutos frente a los 10.345
que tarda la suboptima.

En este caso, las diferencias anteriores estdn en gran parte condicionadas por la distancia
recorrida en una y otra trayectoria, lo cual en dltima instancia, es debido a la duracién e inten-
sidad de los virajes. En la figura 4.24 (a) se observa que la distancia que recorre la trayectoria
suboptima es mayor que la recorrida por la 6ptima. La trayectoria 6ptima minimiza la distancia
recorrida enlazando los virajes con un tramo de crucero a un cierto angulo de guinada no nulo.

A continuacién, se muestra una tabla comparativa para distintos z; de corto alcance com-
prendidos entre 100 y 1000 km. Los angulos de guinada inicial y final son 180° y -180° respec-
tivamente.
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Optima Suboptima Variacion porcentual
zslkm] | mplkg] | t¢[min] | mplkg] | tf[min] | Y%, Yot
100 799.86 | 10.466 | 956.17 | 11.798 | 19.54 12.73
200 1319.1 | 17.732 | 1474.6 | 19.065 | 11.79 7.52
300 1836.3 | 25.000 | 1991.1 | 26.327 | 8.43 5.31
400 2351.6 | 32.269 | 2505.6 | 33.602 | 6.55 4.13
500 2864.9 | 39.538 | 3018.2 | 40.871 | 5.35 3.37
600 3376.2 | 46.811 | 3528.7 | 48.141 | 4.52 2.84
700 3885.6 | 54.079 | 4037.4 | 55.413 | 3.91 2.47
800 4393.1 | 61.340 | 4544.1 | 62.678 | 3.44 2.18
900 4898.7 | 68.634 | 5049.0 | 69.961 | 3.07 1.93
1000 | 5402.4 | 75.898 | 5552.0 | 77.240 | 2.77 1.77

Tabla 4.8: Comparativa de ambas trayectorias para cortos alcances

Todas las variaciones porcentuales en la masa de combustible superan el 1 % que se estima
como el valor limite a partir del cual la formulaciéon en control 6éptimo no es adecuada a efectos
practicos por su mayor coste computacional, por tanto, para alcances comprendidos entre los
mostrados en la tabla anterior es adecuada.

Con la trayectoria suboptima se obtienen resultados mas parecidos al 6ptimo que con el
modelo de viraje instantaneo (Tabla 4.6). Por ejemplo, en el viraje instantéaneo se tiene una di-
ferencia porcentual en masa de un 4.94 %, mientras que en el caso de la trayectoria suboptima
es de un 2.77 %. A tenor de los resultados anteriores, se concluye que la trayectoria suboptima
aproxima mejor la trayectoria 6ptima para todos los alcances analizados en la tabla anterior.

Acto seguido, se muestra una tabla comparativa para largos alcances, en concreto, se toman
los valores de 2000, 3000, 4000 y 5000 km. Se mantienen todos los pardmetros anteriores menos
los 4ngulos de guinada inicial y final, que ahora son de 120°:

Optima Subdptima Variacion porcentual
xylkm] | mplkg] | ts[h] | mplke] | ;] | Yom, Yot
2000 10199 | 2.4478 | 10303 | 2.4621 | 1.02 0.584
3000 | 14969 | 3.6659 | 15068 | 3.6794 | 0.661 0.368
4000 | 19579 | 4.8868 | 19675 | 4.9001 | 0.490 0.272
5000 24042 | 6.1144 | 24136 | 6.1249 | 0.391 0.172

Tabla 4.9: Comparativa de ambas trayectorias para cortos alcances

Como es logico, ambas trayectorias se parecen mas en términos de consumo de combus-
tible y tiempo que en el caso del viraje instantdneo. Se obtienen diferencias menores del 1%
en todos los casos analizados (salvo en la masa de combustible de 2000 km), lo que implica
que a largos alcances mayores de 2000km, la trayectoria suboptima propuesta proporciona
resultados bastante proximos con la 6ptima, lo cual justifica su uso en la préctica.
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4.5. Criticas a la hip6tesis de movimiento cuasiestaciona-
rio

A lo largo de este capitulo se hace uso de la hipotesis de que el movimiento de la aeronave

es cuasiestacionario a lo largo de la trayectoria, es decir, que las variaciones de velocidad de la

aeronave son despreciables, lo que se traduce en V=0. Sin embargo, si se revisan las graficas

que muestran la evolucion temporal del Mach de vuelo como en las figuras 4.2 (b), 4.6 (b),

4.10 (b), 4.14 (b), 4.20 y 4.25(b), se observa que hay variaciones apreciables en la velocidad

en los tramos de viraje inicial y final que pueden provocar que las fuerzas de inercia mV sean
del orden del empuje o la resistencia.

A continuacién, se muestran mV y D frente al tiempo de una trayectoria tipica, asi como
la evoluciéon temporal del Mach de vuelo:

h=10km , m0:150E103kg s xf:100km , )<0=300 s xf=30° h=10km , m0=150E103kg s xf:IOOkm , )<0=300 s xf=30°
T T T T

140

Valor absoluto de la fuerza de inercia
Resistencia aerodinamica 4 0.765 -

120

FIkN]

0.735

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
t[min] x[km]
(a) Comparativa entre la fuerza de inercia y la resisten- (b) Evolucién temporal del ntimero de Mach

cia
Figura 4.28: Revision de la hipotesis de movimiento cuasiestacionario

Tal y como se observa en la figura 4.28 (a), la fuerza de inercia no es para nada despreciable
en los tramos de viraje inicial y final, de hecho, dobla el valor de la resistencia aerodindmica.
En el tramo de crucero esta hipotesis si es adecuada, ya que la fuerza de inercia es préactica-
mente nula al ser las variaciones de velocidad muy pequenas.

Se concluye que la hipotesis realizada no es realista para optimizar los tramos de viraje
inicial y final de la aeronave, y por tanto, para cortos alcances que es donde los virajes tienen
un mayor porcentaje de peso en la trayectoria global, los resultados estaran afectados por un
error no despreciable, lo que recomienda la consideracién de un modelo mejor, como tomar 7
como variable de control. Sin embargo, para largos alcances, se ha visto que la influencia de
los virajes inicial y final es practicamente despreciable, por lo que tales resultados no tienen
un gran porcentaje de error y son aceptables.
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CAPITULO 4. OBTENCION DE TRAYECTORIAS OPTIMAS CUASIESTACIONARIAS
EN EL PLANO HORIZONTAL
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Capitulo 5

Conclusiones y avances futuros

5.1. Analisis de resultados

Salvo en el caso de dngulos de guiniada inicial y final nulos, la trayectoria sigue la estructu-
ra viraje-crucero-viraje. Los virajes son necesarios para el cumplimiento de las condiciones de
contorno, mientras que el tramo de crucero optimiza la soluciéon globalmente, al ser perjudicial
mantener un angulo de alabeo distinto de cero por el efecto que éste tiene al aumentar la
resistencia. También se concluye que a partir de ciertos angulos de guinada, los tramos de
viraje inicial y final conviene realizarlos a méaximo angulo de alabeo (en valor absoluto) al
inicio y final de cada uno respectivamente. Se llega a una soluciéon de compromiso entre la
disminuciéon del radio de curvatura y el aumento de la resistencia, debido a que esta transicion
hasta la potencia de control méxima se lleva a cabo de forma continua.

En cuanto al nimero de Mach, durante el viraje, interesan valores bajos de éste al inicio
y final de la trayectoria; tanto es asi que se restringe por (2.27). El radio de curvatura crece
proporcional a la velocidad al cuadrado, por lo que interesa de nuevo llegar a un compromiso
entre éste y el aumento del coeficiente de sustentacion que provoca volar a niimeros de Mach
bajos. En el tramo de crucero, el nimero de Mach disminuye, pero practicamente es constante.
A una altitud de 10000 m se tiene que el nimero de Mach 6ptimo tiene un valor de 0.765 para
la masa inicial y la altitud consideradas en este trabajo.

Como era de esperar, los tramos de viraje aumentan el consumo de la aeronave. De hecho,
en las graficas se observa que la pendiente de la masa en estos tramos es més acentuada que
en el tramo de crucero. No obstante, estos tramos son necesarios para el cumplimiento de las
condiciones de contorno en angulo de guinada y posicion.

La comparacion con trayectorias suboptimas més intuitivas o con el modelo de viraje ins-
tantaneo ponen de manifiesto que a largos alcances o con angulos de guinada inicial y final
bajos no es practica la formulacion en control éptimo al obtenerse practicamente los mismos
resultados en términos de consumo de combustible y tiempo final.

A tenor de lo anterior, se concluye que para ciertos casos es mas practico hacer uso di-

rectamente de una trayectoria suboptima o de un modelo de viraje instantaneo por su menor
tiempo de computacion frente a la formulacion en control 6ptimo.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y AVANCES FUTUROS

5.2. Avances futuros

En un futuro, el principal trabajo a realizar seria llevar a cabo una formulacion en Control
Optimo Singular para resolver el problema con la palanca de gases, 7, como control en vez de
con la velocidad, ya que como se comenta en el Capitulo 4, la hipotesis de movimiento cuasies-
tacionario es poco adecuada en los virajes donde se producen variaciones bastante apreciables
de la velocidad en pequenos intervalos de tiempo que hacen que las fuerzas de inercia no sean
despreciables.

Una vez realizado lo anterior, seria bastante interesante la resolucion del problema con
viento. Se podria comprobar como la aeronave intenta aprovechar las corrientes de viento a
su favor para aumentar su velocidad con respecto a tierra, tardar menos tiempo en llegar y
por tanto, consumir una menor cantidad de combustible. El viento se modelaria como una
funcion vectorial dependiente de la posicion w(z,y, h). Por tanto, el Hamiltoniano del sistema
dependera de la posicion de la aeronave, y los adjuntos en x e y variaran con el tiempo provo-
cando que la solucién 6ptima dependa de la posicion del avion. Las trayectorias obtenidas en
el presente trabajo, al estar obtenidas sin considerar viento, pueden ser usadas como iterantes
iniciales a los problemas en los que se tenga en cuenta el viento.

El efecto del viento tiene particular interés en vuelos transoceanicos por la existencia de lo
que se conoce como jet stream. El jet stream consiste en vientos que se dan en ciertas regiones
de la Tierra que viajan de oeste a este a gran velocidad cerca de la tropopausa. De hecho, en
ciertas ocasiones es mas adecuado volar siguiendo una de estas corrientes que siguiendo la linea
de menor distancia, ya que si el viento es de cola, los tiempos de vuelo pueden disminuirse
notablemente.

Otro futuro avance seria la eleccion de otra funcién objetivo en la optimizaciéon como por
ejemplo el DOC'. Con ello, se conseguirian soluciones méas rapidas y realistas al asignarse un
coste al tiempo de vuelo ponderado mediante el C'I. Al igual que en el caso del viento, el
actual trabajo podria usarse como iterante inicial para aumentar el C'I mediante un método
de continuacion (tal y como lleva a cabo Bernad en [2|), ya que las trayectorias obtenidas en
este trabajo son la solucion al problema en C'=0.

Por ultimo, se podria hacer un andlisis de trayectorias tridimensionales (virajes en subida),
es decir, se incluiria la altitud como variable de control en vez de fijarse constante. Este
planteamiento darfa lugar a trayectorias mas optimizadas que las consideradas en este trabajo
pues se anade la altitud A como un grado de libertad adicional al problema.
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Apéndice A
Modelo de Aeronave

En este apéndice se presenta el modelo de aeronave usado a lo largo del trabajo para las
aplicaciones numéricas. Se hace uso de un modelo tipico de aeronave civil de fuselaje ancho y
dos motores, que opera en régimen subsonico a nimeros de Mach elevados donde los efectos
de compresibilidad son relevantes.

En particular se ha escogido el Boeing 767-300ER, en la siguiente tabla se presentan algunas
caracteristicas de la aeronave:

Superficie alar de referencia, S|m?| 283.3
Peso méaximo al despegue, Wro|N] | 1832666
Peso maximo de combustible [N] 722112

Tabla A.1: Caracteristicas del Boeing 767-300ER

A.1. Modelo aerodindmico

El modelo aerodinamico define el coeficiente de resistencia como una polar parabdlica de
coeficientes dependientes del nimero de Mach, Cp = Cp(M,C}), siendo por tanto funcion
del nimero de Mach y del coeficiente de sustentacion. Se tienen en cuenta los efectos de
compresibilidad, no obstante se desprecian los efectos asociados al niimero de Reynolds y a la
variacion del centro de gravedad de la aeronave. Se considera la polar parabdlica propuesta
por Cavcar [6].

5 5
Cp(M,Cy) = (cDO,i + > koj - H (M)) + (CDM +) k- FP(M)) Cy

J=1 J=1

i (A.1)
+ (ODM + ) k- H (M)) C?
j=1
donde
N 2
H(M)Z(M 0.4) (A.2)
1— M2



APENDICE A. MODELO DE AERONAVE

Los coeficientes de la polar parabodlica incompresible valen: Cpo; = 0.01322, Cpy,; =
—0.00610 y Cpa; = 0.06000. Los coeficientes de la polar parabdlica compresible estdn da-
dos en la tabla A.2. La correcion por compresibilidad se aplica si M > 0.4, si M < 0.4 se
aplica la polar parabdlica incompresible que se obtiene haciendo H = 0 en la ecuacion (A.1).

j 1 2 3 1 5

ko; 0.0067 -0.1861 2.2420 -6.4350 6.3428
ky o 0.0962 -0.7602 -1.2870 3.7925 -2.7672
ky; -0.1317  1.3427 -1.2839 5.0164  0.0000

Tabla A.2: Coeficientes de polar parabolica compresible

A.2. Modelo propulsivo

El modelo propulsivo define el empuje disponible y el consumo especifico de combustible.
Torenbeek [23]| define el empuje méximo disponible de la siguiente forma:

Ty = WTo(SCT (A3)

donde Wro es el peso de referencia al despegue, 6 = p/psr es la ratio de presiones y el
coeficiente de empuje esta dado por(ver Mattingly [14]).

T. —1_ L\*1 1
Or ==L (14522027 (1 - 0.49v00) - (A.4)
Wro 2 0

donde k=1.4, el maximo empuje a nivel del mar para M = 0 es Ts;=5.0-10° N, y 6=T/Ts1,
es la ratio de temperaturas (Tsy, es la temperatura ISA a nivel del mar).

Se considera el coeficiente de consumo especifico definido por Mattingly [14]:

L
Co(M) = cs,=2(1.0 + 1.2M) (A.5)
asr,

Donde cgy, es el coeficiente de consumo especifico de combustible al nivel del mar y para

M=0, cuyo valor para esta aeronave es cs,=9.0-107% kg/(sN). Para el calor latente de com-
bustible se toma Ly=43-10° J/kg.

No se ha considerado la dependencia del coeficiente de consumo especifico de combustible
con el coeficiente de empuje, pues es muy débil y puede ser despreciado (véase Torenbeek [23]).
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Apéndice B
Atmosfera Estandar Internacional

La ISA considera que la composicién del aire no varia y como consecuencia su constante
R=287 J/(kgK). También hace uso de la hipotesis de que la temperatura en la troposfera
(h<11 km) decrece linealmente con una pendiente de -6.5 K/km, mientras que en la estratos-
fera (11 km < h <20 km) la temperatura se mantiene constante.

Una vez conocida la temperatura, ©, como funcién de la altitud, el modelo ISA hace uso
del equilibrio fluidostatico de los gases atmosféricos para hallar p(h). La ecuacion de los gases
ideales determina la densidad del aire, p(h).

Las altitudes tipicas a las que vuela un aviéon comercial suelen estar comprendidas en-
tre la troposfera y la baja estratosfera, por tanto, solo se describe el modelo ISA para estas
dos capas de la atmosfera. Se hace uso del subindice SL para denotar que las variables estan
referidas al nivel del mar, cuando estén referidas a la tropopausa se haréa uso del subindice T'P.

Troposfera (h<11 km)

Gradiente térmico: a=-6.5 K/km
Temperatura a 0 m: ©45,=288.15 K
Presion a 0 m: pg,=101325 Pa
Densidad a 0 m: pg=1.225 kg/m3

© =05, + ah
ah \ " Fa

P =DPsL (1+@—SL> (B.1)
ah\ B

P = pPsL (1 + @—SL)
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APENDICE B. ATMOSFERA ESTANDAR INTERNACIONAL

Baja estratosfera (11 km< h <20 km)

Gradiente térmico: =0 K/km
Temperatura a 11 km: ©7p=216.55 K
Presion a 11 km: pyrp—22552 Pa
Densidad a 11 km: prp=0.3629 kg/m?

© =Orp

—g(h—hrp)

p=prp-€ HT (B.2)

—g(h—h7p)
p=prp-e RT

Independientemente de si la aeronave se encuentra en la troposfera o la baja estratosfera,

la velocidad del sonido se puede obtener a partir de la temperatura, a=v kRO, siendo k=1.4
el coeficiente de dilatacion adiabatica del aire.
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Apéndice C

Formulacion del problema de control
Optimo

La resolucién del problema planteado en el Capitulo 2 se resuelve mediante el enfoque de la
teoria de control 6ptimo. Para ello se presentan las condiciones necesarias para la optimalidad
del problema (véase Franco [9]).

C.1. Problema de control 6ptimo

Considérese un intervalo de tiempo |[to,t], la funcion dindmica f:[tg,tf] x R™ x R™ —
R", vy el conjunto de controles U C R™. Se considera un control a una funciéon vectorial de
dimensién m en [tg,ts] que toma valores contenidos en U, mientras que los estados, que se
corresponden al control u se refieren a una soluciéon y del problema de valor inicial definido
por

y = flt,y(t), u(t)], vt € [to, 1]

y(to) = o (€1

donde yo € R" es la condicion inicial dada e y:[to,tf] — R™ es una funcion vectorial de
dimension n cuyas componentes son continuas. A las ecuaciones diferenciales ordinarias (C.1)
que ligan las variables de control u y los estados y se las denominan ecuaciones de estado. La
pareja (f,U) es el sistema de control. Un proceso del sistema de control (f,U) es la pareja (y,u)
consistente en una funcién vectorial de n componentes continuas y, y una funciéon vectorial
de m componentes u que satisface la ecuacion de estado (C.1). Se define la funcion de coste

J(y,u):

Iyow) = oleg, vitp)) + [ ey, u(t)i c2)

to

donde el coste marginal | y el coste terminal ¢ son funciones dadas. En algunos casos, se
estaria interesado en prescribir los valores de los estados en el instante final, lo cual puede ser
expresado de la siguiente forma:

Y(ty,y(tr) =0 (C.3)
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APENDICE C. FORMULACION DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

donde la funcion vectorial de dimension k, ¢ : R x R” — R* es la funcion de restriccion del
estado final. En este caso, el problema de control 6ptimo se establece de la siguiente manera:

Minimizar J(y,u) = oltr,y(ts)] + /t ' [[t,y(t),u(t)]dt

sujeto a y =1t y(t),u(t)], Vit € [to, ty]
u(t) € U Vit € [to, £/] (C-4)
y(to) = o
Dty y(tp)l =0

Por tanto, un proceso 6ptimo serfa una pareja (y*,u*) definida en el intervalo [to,ts] que
satisface las restricciones de la ecuacion (C.4) y verifica que: J(y*,u*) < J(y,u).

Aunque la forma més general de plantear el problema de control 6ptimo es la dada en la
ecuacion (C.4), se pueden hacer ciertas consideraciones adicionales al mismo:

En primer lugar, el tiempo final ¢; puede estar dado o no, es decir, puede ser un parametro
desconocido cuyo valor se obtendria de resolver el problema de control 6ptimo. Aunque no im-
plica ningtin cambio en la formulacion del problema, tiene un impacto directo al establecer las
condiciones necesarias de optimalidad. En este caso un proceso 6ptimo es un proceso (y*,u*)
definido en el intervalo [to, %], que satisface las restricciones de la ecuacion (C.4) y verifica
que J(y*,u*) < J(y,u), para cualquier otro proceso (y,u) definido en el intervalo [to,7¢] que
satisface las restricciones ya comentadas.

En segundo lugar, se pueden considerar restricciones aplicadas en puntos intermedios del
intervalo de tiempo t € [to,ts], 0 que aplican sobre todo el intervalo. En concreto, podrian
tenerse restricciones integrales, de igualdad o de desigualdad de las funciones del control o de
las variables de estado.

C.2. Condiciones necesarias de optimalidad

En esta seccion, se formulan las condiciones necesarias para que un proceso (y,u) sea la
solucion del problema de control 6ptimo (C.4). Estas condiciones son conocidas como el Prin-
cipio del Minimo de Pontryagin o simplemente como el Principio del Minimo. En este trabajo
las condiciones suficientes de optimalidad no seran consideradas, se supondréa que la solucion
serd Optima si cumple solamente las condiciones necesarias.

El Principio del Minimo es un conjunto de condiciones necesarias para la optimalidad
equivalentes a las condiciones de Fuler-Lagrange, Weierstrass y Legendre-Clebsch en la teoria
clasica del calculo de variaciones. Ademas el Principio del Minimo extiende esas condiciones
tanto para problemas de control 6ptimo, asi como problemas en los cuales el control esté res-
tringido a un conjunto de valores.

Se define el Hamiltoniano y el Lagrangiano en el instante final del problema (C.4) como
las funciones H : [to,tf] x R" x R™ x R" = R,y E : [to,t;] x R" x R* — R, dadas por:
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C.2. CONDICIONES NECESARIAS DE OPTIMALIDAD

H(t,y,u,\) =l(t,y,u) + \'f(t,y,u) (C.5)

Blty,y(ts),v] = oltr, y(ts)] + v vl y(ts)] (C.6)
Asumiendo la regularidad de las funciones involucradas (ver Clarke [7]), el Principio del

Minimo se establece de la siguiente manera:

Siendo (y*,u*) un proceso 6ptimo del problema (C.4), donde U esta acotado. Entonces
existe una funciéon vectorial de n componentes continuos A : [to,tf] — R™, y un vector de
multiplicadores de Lagrange v € R¥ que satisfacen las siguientes condiciones:

1) La condicion de la no trivialidad de la solucion, (A(t),v) # 0, Vt € [to,ty].

2) Las ecuaciones dinamicas de los adjuntos:

M) =~ by OO Ve ] (€1

3)La condicion de minimizacion del Hamiltoniano:

u'[t,y", A(t)] = arg minH|[t,y", u, A(t)], uelU  Vte [to,ty] (C.8)
4)Las condiciones de transversalidad:

Aty) = %[w,y*m), ] (C9)

en el caso de que el tiempo final no esté fijado, habria que anadir una condiciéon de trans-
versalidad méas denominada la condicion del valor del Hamiltoniano dada por

Hltp,y" (1), w (), A(t)] = —g—i[tf,y*@f), ] (C.10)

Ademaés, el Hamiltoniano minimizado H : [to,t] x R" x R™ — R definido como:

H(t,y,\) = minH (t,y,u, \), ueclU (C.11)
evoluciona de acuerdo a la ecuacion de evolucion del Hamiltoniano:

Ht,y* (1), \(t)] = %—}t][t,y*(t),u*(t), ()], Yt € [to, t/] (C.12)

Si el problema es autonomo, la ecuacion (C.12) se reduce a la condicion de que el Hamil-
toniano sea constante, que establece que para una constante 7:

H[t,y*(t),u*(t;),A\t)] = H, Vt € [to,ty] (C.13)

En el caso de que el tiempo final no esté fijado, la condicion anterior proporciona que H=0.

La condiciéon de minimizaciéon del Hamiltoniano puede ser considerado como el siguiente
problema(ver Bryson y Ho [5]):

79



APENDICE C. FORMULACION DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Mi.nimizar H(t,y,u,\) (C.14)
sujeto a uclU
para todo t € [to,ty].
La condicion de convexidad del problema (C.14) se puede expresar como
O’H .
W[t,y (t),u*(t), A(t)] >0, Vit € [to, tf] (C.15)

también conocida como la condicion de Legrendre-Clebsch.

Ademaés, si el control 6ptimo es interior al conjunto U (u*(t) € intU, V t € [to,ty]), la
condicion de optimalidad para el problema (C.14) es

g—lj[t,y*(t), u*(t),\(t)] =0, Vt € [to, ty] (C.16)

también conocida como la condicion de FEuler-Lagrange. Esta ecuacion permite la deter-
minacion del control 6ptimo, u*, en el caso de que el Hessiano del Hamiltoniano H,,(t,y,u,\)
no sea singular. En un caso mas general en el que las restricciones al control estén activas en
algunos intervalos del proceso 6ptimo, (C.14) seria un problema de programacion no lineal.
En particular, cuando u es un escalar (llamese ), y el conjunto U esté dado por U={u € R
S Umin < U < Uz }, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker aplicadas al problema (C.14)
proporcionan:

7j[’* <t> = Umax si %_ZI[ta y*<t>7 U*(t)a )‘(t)] <0
da_lj[t’y*(t)v u*(t)7 /\(t)] =0 si Umin < ut < Umazx (017)
u*(t) = Upin si %—[Z[t, y*(t),u*(t), A(t)] > 0

para cada t € [to,ts].

Segin el Principio del Minimo, una vez que se obtiene el control 6ptimo, éste puede ser
sustituido en las ecuaciones de estado y de los adjuntos llegdndose a un sistema de 2n ecua-
ciones diferenciales ordinarias con las condiciones de contorno dadas por el estado inicial, las
restricciones en el estado final y las condiciones de transversalidad. Las condiciones de con-
torno elevarian a 2n + k el nimero de ecuaciones necesarias, pero los k£ multiplicadores de
Lagrange en el estado final no proporcionan ninguna informacién relevante para la resolucion
del problema, por lo que pueden ser eliminados a la hora de resolver el problema, quedando 2n
condiciones de contorno para un sistema de 2n ecuaciones diferenciales, con lo cual el problema
puede ser resoluble. En el caso de que el tiempo final no esté dado, se tendria una incoégnita
adicional ¢ y la condicion del valor del Hamiltoniano, lo que llevaria a un sistema de 2n + 1
condiciones de contorno para un sistema 2n con 1 incégnita adicional.
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Apéndice D
Desarrollo de derivadas parciales

En este apéndice se desarrollaran las derivadas parciales necesarias para la resoluciéon del
problema, de acuerdo al modelo de aeronave descrito en el apéndice A.

D.1. Derivadas parciales de la resistencia aerodinamica

Con respecto a la masa:

(oD 1 _,,0Cp 1 _,_.0CpdCL
om 2" " am = 2"V %8¢, om
oC
D — Cp, (M) + 2Cp,(M)C,
0CL D.1
oC, _ 2g (D.1)
om  pV2Scosp
oD g ( 4dmg
T = o (o) + o 01) )
L dm cosp pV?2Scosu
Con respecto al angulo de alabeo:
oD 1 oCp 1 oCp oCy,
= Vi — Z =
on 2"V 8 3V %%, o
oCy  2mg sinp
o pV2Scosu (D-2)
oD SUN L dmg
= ma— M M) —— 7
L O mgcos% (CDl( )+ COnul )pVQScos,u)
Con respecto a la masa dos veces:
0°D  Cp,(M) [ 29 \° (D3)
om2  pS Vecosp '



APENDICE D. DESARROLLO DE DERIVADAS PARCIALES

Con respecto al dngulo de alabeo dos veces:

D mg o 4mg(1 + 2sin’p)
— = M D.4
= o ((Cou(a(a + sinty) + Ciy () M L)) (D.4)
Con respecto a la masa y al dngulo de alabeo:
0?D sinfi 8myg
_ A D.
opom gcos2,u (ODl(M) * CD2<M)pVQScos,u) (D-5)
Con respecto al nimero de Mach:
(0D 1 ,0Cp
o 2P S (QMC’D+M 8]\/[)
dCp  0Cp, (‘3C’D1 oCy, 8C'D2 9 oCy,
oM~ oM oM CLtCnigar ™ anr O T2 Cigy
(3(] i
W o0
OH _2(M —04)(1— M)+ M(M —0.4)*
oM (1 — M?2)3/2
oCL —4myg
L OM — pa?M3Scosp

D.2. Derivadas parciales del consumo especifico

Con respecto al nimero de Mach:

0
a]\cf =1. 2CSL\/— (D7)
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Notacion matematica

Simbolo Unidad Nombre

a m/s  Velocidad del sonido
c kg/(sN) Consumo especifico de combustible
Cco - Coeficiente de consumo especifico de combustible
Cr - Coeficiente de empuje
Cp - Coeficiente de resistencia aerodinamica
Cp, - Coeficientes de la polar parabolica compensada compresible (i=0,1,2)
Cr, - Coeficiente de sustentacion
Cr,un - Coeficiente de sustentacion maximo en configuracion limpia
Cv,in - Coeficiente de velocidad minima
ClI kg/s  Indice de Coste
D N Resistencia aerodindmica
DOC $ Coste Operativo Directo
g m /s> Aceleracion de la gravedad terrestre
h m Altitud
H kg/s  Hamiltoniano
L N Sustentacion
Ly J/kg  Calor latente del combustible
m kg Masa de la aeronave
mp kg Masa de combustible consumida

M - Nimero de Mach
N - Matriz de masas
P Pa Presion atmosferica
R J/(kgK) Constante universal de los gases ideales
Ry Radio terrestre

r Radio de curvatura de la trayectoria

S Superficie alar de referencia

t Tiempo

T Empuje
Empuje maximo disponible
Empuje maximo a nivel del mar con M =0
Velocidad de la aeronave
Peso de referencia al despegue
Posicion de la aeronave en el eje x
Posicion de la aeronave en el eje y
Altitud geométrica
Gradiente térmico atmosférico
Angulo de asiento de la velocidad

<
5522 uuze 5 s

-~
rosl
=
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) -

p kg/m’
© K

0 -

T i}

1 i}

Y i}
Am -
Ay kg
Ar  kg/m
Ay kg/m

Subindices

Ratio de presiones, 0=p/psr,
Densidad atmosférica
Temperatura atmosférica

Ratio de temperaturas, 6=0/0g
Posicion de la palanca de gases
Angulo de alabeo

Angulo de guifiada

Adjunto en masa

Adjunto en angulo de guinada
Adjunto en la posicion en el eje x
Adjunto en la posicion en el eje y

Simbolo  Significado

SL
TP
0
f

Superindices

Condiciones a nivel del mar
Condiciones en la tropopausa
Condiciones iniciales
Condiciones finales

Simbolo  Significado

*

Derivada temporal
Variable adimensional
Valor 6ptimo



Bibliografia

[1] Anderson J.D.: Introduction to Flight, 3rd Edition, 1989.

[2] Bernad, A.: Andlisis del Vuelo de Crucero de Minimo Coste de Aviones Comerciales.
Proyecto fin de carrera, 2013.

[3] Betts J.T.: Practical Methods for Optimal Control Using Nonlinear Programming. STAM
books, 1987.

[4] Boeing: http://www.boeing.com /boeing,/

[5] Bryson, A.E y Y.C.Ho: Applied Optimal Control. Hemisphere Publishing Corporation,
Washington, DC, 1975.

[6] Cavear, A. y M. Cavcar: Approzimate solutions of range for constant altitude - constant
high subsonic speed flight of transport aircraft. Aerospace Science and Technology, 8:557-567,
2004.

[7] Clarke, F.: Functional Analysis, Calculus of Variations and Optimal Control. Springer,
2013.

|8] Eurocontrol: User Manual for the Base of Aircraft Data (BADA) Revision 3.11. EEC
Technical /Scientific Report No. 13/04/16-01.

[9] Franco, A.: Aircraft Trajectory Optimization using Singular Optimal Control Theory.
Doctoral Thesis, 2014.

[10] Franco, A. y D.Rivas: Minimum-Cost Cruise at Constant Altitude of Commercial Air-
craft Including Wind Effects. Journal of Guidance, Control, and Dynamics, 34(4):12531260,
2011.

[11] Franco, A., D. Rivas y A. Valenzuela: Minimum-Fuel Cruise at Constant Altitude with
Fized Arrival Time. Journal of Guidance, Control, and Dynamics, 33(1):280285, 2010.

[12] Hoffman, J.E.: Historia de la matemdtica. Limusa, 2002.

[13] MATLAB: http://www.mathworks.es/es/help/matlab/

85



[14] Mattingly, J. D., W.H. Heiser y D.T. Pratt: Aircraft Engine Design. ATAA Education
Series,2? edicion, 2002.

[15] Miele, A.: Flight Mechanics. Addison-Wesley Publishing Company, 1962.

[16] Myliutin A.A. y Osmolovskii N.P.: Calculus of Variations and Optimal Control. Ame-
rican Mathematical Society, 1980.

[17] Pinch E.R.: Optimal Control and the Calculus of Variations. Oxford University Press,
Nueva York, 1995.

[18] Rivas, D.: Temario de Mecdnica del Vuelo, 2013.

[19] Rivas, D. y A. Valenzuela: Compressibility effects on mazimum range cruise at cons-
tant altitude. Journal of Guidance, Control, and Dynamics, 32(5):16541658, 2009.

[20] Shampine, L.F.: Control of residual and error.

[21] Shampine, L.F., J.Kierzenka y M.W.Reichelt: Solving Boundary Value Problems for
Ordinary Differential Equations in MATLAB with bupjc, 2000.

[22| Stevens, B.L y F.L.Lewis: Aircraft Control and Simulation. John Wiley & Sons, 2003.

[23| Torenbeek, E.: Flight Physics. Springer, 2009.

86



