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Resumen

En este trabajo se va a realizar la simulacion interactiva en tiempo real de la dindmica
de una bicicleta, haciendo énfasis en el modelado del contacto de las ruedas con el
terreno, de forma que no tenga que incluirse la simplificacion usual de rodadura sin
deslizamiento en ambos contactos.

Para el planteamiento de las ecuaciones de movimiento se utiliza la herramienta de
calculo simbdlico que incorpora MatLab, de esta manera es viable implementar un
algoritmo que las resuelve de forma numérica y permite visualizar la trayectoria
generada en tiempo real.

Una vez terminado el planteamiento del modelo, es importante apreciar que es apto para
seguir incluyendo un mayor nimero de efectos alin no considerados y que mejorarian su
realismo, por lo se ha elaborado una base sobre la que seguir ampliando en el futuro.
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1. Introduccion

La descripcion del movimiento de las bicicletas ha sido motivo de discusion durante
afios, pero no ha sido hasta hace poco tiempo cuando realmente se ha obtenido un
modelo valido que permite comprender el comportamiento que presenta este invento.

Para generar un modelo de bicicleta hay que ser capaz de plantear sus ecuaciones de
movimiento, tarea que debido a su complejidad, han tardado en ser deducidas de manera
correcta a pesar de los numerosos intentos de diversos cientificos.

En 1899 el matematico Francis Whipple, escribi6é su tesis sobre la dinamica de las
bicicletas [1, 12]. Su modelo es conocido como el primero en representar correctamente
su movimiento, pero realmente sus ecuaciones contenian un error, que por suerte no se
propagaba al linealizarlas alrededor de la posicion vertical. Gracias a ello, fue el
primero en poder estudiar la estabilidad del sistema de manera satisfactoria.

El modelo matematico de bicicleta que elaboré Whipple, consistia en un sistema
compuesto por cuatro solidos rigidos y tres grados de libertad:

- Larueda trasera.

- El cuadro.

- El manillar.

- Larueda delantera.

En cambio, el modelo fisico que se ha implementado en este proyecto tiene notables
diferencias con este modelo clasico, ya que este Gltimo se basa en fuertes hipétesis
sobre su movimiento:

Las ruedas son consideradas rigidas y su contacto con el suelo es puntual,
ademas se restringe su movimiento a rodadura sin deslizamiento.

- El suelo se considera horizontal, no se admiten pendientes en el terreno.
- El cuerpo del ciclista es rigido y permanece en el plano del cuadro.

- El par correspondiente al pedaleo no considera las oscilaciones que se presentan
en él por la desigual aplicacion de la fuerza en una pedalada.

- No existen efectos disipativos distintos de la resistencia aerodinamica.

Con estas hipotesis se llegaba a un sistema de ecuaciones diferenciales y algebraicas a
resolver en cada instante de tiempo, ya que las coordenadas elegidas para su analisis
deben cumplir ciertas restricciones que imponen las hipétesis descritas anteriormente.



1.1 Objetivos

El objetivo principal del proyecto, consiste en crear un modelo de bicicleta que permita
describir su movimiento considerando una interaccion entre los neumaticos y el terreno
mas realista que la incluida en el modelo de Whipple, y que a su vez no pierda la
capacidad de poder simular el sistema en tiempo real.

Este es el motivo por el que se dejan a un lado las coordenadas generalizadas que
emplea el modelo de Whipple, para dar paso a un conjunto de nueve coordenadas
relativas sin ningun tipo de restriccion algebraica a cumplir.

Para conseguir controlar la bicicleta en tiempo real es necesario segun [5, 11]:

- Conocer la posicion del sistema en cada instante para ser capaz de enviarle las
acciones necesarias de modo que consiga la trayectoria deseada. Con una vista
en tercera persona del sistema que puede proporcionar un entorno grafico se
solucionaria este problema.

- Para poder controlar al sistema correctamente, el sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales que se genera debe poder integrarse conforme el
usuario percibe la informacién del entorno gréafico. De no ser asi, el simulador
no mostraria un comportamiento real del sistema.

Para darle mayor realismo al simulador, se incorpora también una mejora que requiere
una coordenada generalizada mas para describir la inclinacion relativa del ciclista
respecto al cuadro de la bicicleta. De esta manera el control que se puede realizar tiene
mayores opciones que el de nueve grados de libertad, proporcionando un
comportamiento ain mas realista.



2. Descripcion general de neumaticos

Los neuméticos fueron inventados en 1845 por el escocés R.W. Thomson, pero se tardd
medio siglo en fundar una industria moderna dedicada a fabricarlos gracias al irlandés
J.B. Dunlop.

La funcion més obvia de los neumaéticos es soportar el peso de la bicicleta, ya sea
estando en la posicion vertical 0 mientras toma una curva y se encuentra inclinada.
Ademaés, supone una ayuda para los sistemas de suspension ya que, por sofisticados que
puedan llegar a ser hoy en dia, no seria practico tener ruedas sin neumaticos o cualquier
otra forma de amortiguamiento mediante su deformacion.

De no ser incorporados, las cargas que se transmitirian a las ruedas serian enormes, por
lo que su rotura seria algo habitual. Sin posibilidad de deformacion, la rueda estaria
sometida a elevadas aceleraciones verticales al encontrarse obstaculos, que provocarian
a su vez cargas del orden de toneladas que ninguna rueda puede soportar. Gracias a que
las ruedas incorporan neumaticos, las cargas soportadas disminuyen a decenas de
kilogramos, ademas de ayudar a distribuirla sobre una mayor superficie de la carcasa.

Sin los neumaticos, las cargas por impactos que se transmiten a la masa suspendida de
la bicicleta serian mucho mas elevadas. La velocidad vertical de la rueda seria mucho
mayor y por tanto también las fuerzas de amortiguacion en el caso de incorporarla.

Todas estas fuerzas de gran magnitud se acabarian transmitiendo al cuadro de la
bicicleta y finalmente al conductor, provocando que la marcha sobre el vehiculo no sea
sencilla ni comoda.

No obstante, la funcidn mas importante de los neumaticos, sin duda es su capacidad de
generar acciones tangenciales que permiten dirigir a los vehiculos a la posicién que
deseamos. Por este motivo cada vez tienen mayor importancia los modelos de
neumaticos que permiten predecir el momento en el que las acciones que les
demandamos los saturan, evitando la pérdida de control en nuestros vehiculos y por
tanto accidentes.



2.1 Composicion tipica de neumaticos

En este apartado se muestra como la idea de rueda, invento que ha acompafiado al
hombre en gran parte de su historia, ha evolucionado gracias a la mejora de los
materiales y las técnicas de fabricacion, hasta Ilegar a los neumaticos que conocemos
hoy en dia. Es evidente que en este aparentemente sencillo elemento de nuestros
vehiculos hay invertida una gran cantidad de conocimiento de diversos campos de la
ingenieria.

En general, se puede decir que los neumaticos constan de capas superpuestas formadas
por fibras textiles y de acero que se recubren con una capa de goma que lleva en su
exterior llamada banda de rodadura.

La cubierta del neumatico se puede descomponer, segun [3], en:

- Carcasa: parte principal de la cubierta es la encargada de soportar la presion de
inflado y las solicitaciones exteriores. Se compone de tejidos con hilos, muy
resistentes a la traccién y embebidos en el caucho. Para sujetar los hilos, hay
unos aros de acero en la zona de contacto con la Ilanta que forman el talon.

- Banda de rodadura: es la tnica zona de contacto entre el neumaético y el suelo,
por lo que es la que mayor desgaste sufre. Se compone de caucho sobre el que
hay ranuras que conforman el dibujo del neumatico e impiden el deslizamiento,
a la vez que facilitan la evacuacion del agua. De esta manera evitan que se forme
una pelicula de agua entre el suelo y la misma, que provocaria perder la
capacidad de adherencia de los neumaticos y por tanto la posibilidad de
controlar el vehiculo.

- Capas de rodamiento: entre la banda de rodadura y la carcasa existen unas capas
de cables que absorben los esfuerzos generados por los impactos que recibe la
cubierta y protegen la banda de rodamiento sin alterar la flexibilidad de la
cubierta.

- Hombros: une la banda de rodamiento con los flancos del neumatico. Su menor
espesor, provoca gue sea la zona con mayor gradiente de temperatura.

- Flancos: entre los hombros y los talones se encuentra la estructura lateral del
neumatico. Los flancos resisten la carga vertical y la flexion lateral del
neumatico al tiempo que colaboran a la suspension del vehiculo absorbiendo
parte de las irregularidades del terreno que provocan flexion vertical.

- Talones: mediante un alambre de acero de alta resistencia a la traccion,
recubierto de goma vy tejido, los talones aseguran y mantienen el tamafio del
neumatico en regimen de trabajo a la vez que asegura la union entre llanta y
cubierta. Para esto Gltimo, se disponen en los talones los denominados refuerzos
de talon.



Los neumaticos se montan sobre las llantas, que son estructuras redondas de acero de
aleacion metalica con la forma adecuada para el acople de los talones. La masa de
ambos elementos constituye la mayor parte de la masa no suspendida, de gran
importancia en el comportamiento de los vehiculos.

Para desarrollar sus funciones de manera satisfactoria, los neumaticos se disefian con las
siguientes caracteristicas:

- Bajaresistencia a la rodadura.

- Resistencia a la fatiga, al desgaste, a la formacidn de grietas y capacidad para
soportar los esfuerzos dinamicos exteriores.

- Adecuada flexibilidad radial, transversal y circunferencial.

- Elevada adherencia sobre pista seca y mojada, tanto longitudinal como
transversal.

Segun la aplicacion, hay varias configuraciones internas disponibles para elegir,
permitiendo seleccionar unas caracteristicas que den el comportamiento adecuado.
En la figura 2-1 se observan dos de las configuraciones mas habituales de neumaticos.
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Figura 2-1. Composicion de neumaticos radial y diagonal [2]



2.2 Modelos de neumaticos

Las caracteristicas descritas anteriormente requieren analizar un medio no continuo, no
lineal y no homogéneo, por lo que su disefio y modelizacién matematica son un reto.

No obstante, existen actualmente modelos que explican razonablemente bien los
fendmenos asociados a la respuesta de los neumaticos en diferentes situaciones, con
vistas a conocer las fuerzas que generan y sus peculiaridades, asi como ver los campos
de mejora en los disefios de nuevas versiones de neumaticos.

Los modelos de neumaticos para su estudio pueden dividirse en tres categorias:

- Modelos fisicos: los modelos fisicos son construidos teniendo en cuenta las
caracteristicas estructurales del neumatico y las propiedades del material.

Estos modelos no son adecuados para simular la dindmica vehicular donde se
requieren tiempos de simulacion cortos, pero consiguen describir de manera
detallada el comportamiento del neumatico.

Incluidos en estos modelos se encuentran los basados en elementos finitos pero
presentan un elevado coste de tiempo tanto computacional como de definicion
previa del modelo.

- Modelos analiticos: los modelos analiticos proporcionan las fuerzas generadas
en el neumatico mediante la simplificacion de ecuaciones fisicas.

Dentro de estos modelos se encuentra el modelo de Dugoff. Su inconveniente es
que necesitan resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para
conocer el comportamiento del neumatico en régimen transitorio, lo que resulta
una tarea dificil si se quiere incorporar dichos modelos en la formulacion para el
control de un vehiculo.

- Modelos empiricos: describen el comportamiento del neumatico mediante
expresiones matematicas que no obedecen a un fendémeno fisico, pero permiten
obtener las fuerzas de forma precisa sin tener que integrar ecuaciones
diferenciales.

Este tipo de modelo es el elegido para la realizacion de este proyecto. Entre
estos modelos destaca el propuesto por Pacejka [2].



3. Descripcion del modelo

En este apartado se presenta el modelo fisico de la bicicleta, que servird para poder
llevar a cabo el estudio de la interaccion neumatico terreno, por lo que es indispensable
eliminar al menos las dos primeras hipotesis del modelo de Whipple, ya que como es de
esperar, conforme se avanza con la bicicleta, tanto el suelo como especialmente el
neumatico se deforman de manera notable. Ademas, durante el movimiento del sistema,
las ruedas no tienen que permanecer siempre en contacto con el suelo como imponia el
modelo de Whipple.

Se vera que, gracias a la capacidad de deformacion, aparecen en los neumaticos
esfuerzos tangenciales y normales, cuya resultante son las interacciones que forman el
objetivo principal de este proyecto, ya que son las encargadas de mover el sistema.

En primer lugar se plantea un modelo de bicicleta que se puede llamar equivalente al de
Whipple, que cuenta con nueve grados de libertad en lugar de tres. Gracias a é€l, se
podra simular el movimiento de la bicicleta bajo las nuevas hipotesis consideradas en su
movimiento, que pretenden ser mas realistas.

Posteriormente, se ha incluido el cuerpo del ciclista como solido independiente del
cuadro, permitiendo asi su inclinacion respecto a este, accion que es habitual cuando se
conduce una bicicleta y que permite realizar los giros con mayor realismo en el
simulador.

3.1 Planteamiento de coordenadas y cinematica del sistema

El modelo que se va a generar cuenta también con cuatro sélidos:

- Larueda trasera.

- El cuadro.

- El manillar.

- Larueda delantera.

Una vez elegidos los solidos del sistema, hay que realizar una eleccion correcta de
coordenadas que permitan describir su movimiento en tiempo real.

Como era de esperar, es de vital importancia el uso de coordenadas relativas en lugar de
coordenadas de referencia, ya que disminuyen en gran medida el nimero de
coordenadas a definir para conocer la posicion del mismo, ademas de no estar
relacionadas entre si por ecuaciones de restriccion algebraicas.



La desventaja de estas coordenadas estad en el tiempo que hay que emplear en su
eleccion, puesto que si se eligiera una configuracion de coordenadas de referencia de
forma sistematica, no se podria resolver en tiempo real.

3.1.1 Problema de posicion y orientacion de los sélidos
Se necesitan nueve coordenadas independientes para conocer la posicion de los sélidos

definidos en cualquier instante, mostrados junto con la geometria de la bicicleta en la
figura 3-1.

Figura 3-1. Coordenadas del modelo de 9 gdl

A diferencia del modelo de Whipple, que se apoya en el conocimiento de la posicién del
punto de contacto de la rueda trasera, este modelo lo hace en el sillin de la bicicleta
gracias a las 3 primeras coordenadas elegidas. Asi se evita tener que restringir el
movimiento de la bicicleta al plano horizontal.

Gracias a las matrices de giro que van a generarse, se pueden tener las coordenadas de
un punto que pertenece a un sélido cualquiera al conocer su posicion en locales.



Un punto importante del modelo es la definicién de un pardmetro angular extra (), que
no es un grado de libertad del sistema, pero es la clave para la definicion del giro del
manillar y, ya que como se puede observar en cualquier bicicleta, este eje de giro tiene
cierta inclinacion en el plano de la rueda delantera.

Este angulo B es una constante en cada bicicleta, por lo que no presenta evolucion
temporal con el movimiento a pesar de influir de manera notable en él. Como se vera
mas adelante, la existencia de este &ngulo toma importancia en la estabilidad propia de
las bicicletas.

Estas nueve coordenadas definidas no estan sujetas a ninguna restriccion, ya que como
se dijo anteriormente, se elimina tanto la condicion de movimiento exclusivo por el
plano horizontal como también la rodadura sin deslizamiento.

Tampoco se impondran restricciones de movilidad, sino que se aplicara un par de
pedaleo tal y como hacemos en la realidad, que proporcionara cierta velocidad en el
sistema al resolver la dinamica del mecanismo.

Esto lo hace més realista pero menos eficiente computacionalmente que el modelo de
Whipple, ya que hay mueve coordenadas por conocer en cada instante en lugar de las
tres independientes en el otro, por lo que posteriormente habra que elegir los métodos
numéricos adecuados que permitan la resolucion en tiempo real.

A continuacion se exponen las coordenadas elegidas para describir la posiciéon y
orientacion de la bicicleta:

- Las coordenadas R,3y Ry;3 fijan la posicion de un punto del cuadro en el
plano <X Y> del sistema global de referencia.

- Es necesaria una coordenada extra (R,3), que fija la altura de dicho punto del
cuadro, ya que en este modelo no se restringen los movimientos del
mecanismo al plano horizontal como se indico anteriormente.

- El angulo de guifiada (y) que forma el eje x5 del cuadro con el eje X del
sistema global de referencia.

- El angulo de vuelco (), que forma el eje z; del cuadro con el eje Z del
sistema global de referencia.

- El angulo de cabeceo (0), es el que forma el eje y; del cuadro con el
sistema de referencia global.



- Para el angulo de giro del manillar (y), se necesita hacer uso de un solido
intermedio entre el cuadro y el mismo, ya que como se puede apreciar, no se
realiza su montaje perpendicular al suelo, sino que se les da un cierto angulo
de avance, B, que facilita la estabilidad del sistema.

El so6lido intermedio mencionado, forma un angulo B entorno al eje y5 del
cuadro, de esta manera se define a y como el angulo que forma el eje y, del
manillar con el eje y del solido intermedio.

- El &ngulo de giro de la rueda delantera, €.

- Elangulo de giro de la rueda trasera, v.

Con las tres primeras coordenadas, se ha fijado la posicion del cuadro en el espacio. Las
tres siguientes coordenadas son los angulos de Euler del cuadro que permiten conocer la
orientacion en cualquier instante. Pese a que estos &ngulos pueden presentar posiciones
singulares, se ha evitado el uso de los parametros de Euler ya que habria sido necesario
afiadir una ecuacion algebraica que resolver en cada instante de tiempo, lo que iria en
contra de la simulacion en tiempo real que se pretende.

La séptima coordenada es la Unica necesaria para definir la posicién y orientacion del
solido 4 (manillar). Gracias al uso de coordenadas relativas, solo es necesario definir el
unico movimiento distinto que tiene este sélido respecto al cuadro.

Las dos ultimas coordenadas pertenecen a sélidos distintos, cuya posicion y orientacion

global se define también con una coordenada extra, ya que se vuelven a apoyar en el

hecho de que ya esta fijada la posicion del cuadro y que sélo tienen un movimiento

permitido respecto a él.

Finalmente, las coordenadas generalizadas descritas se pueden agrupar en el vector:
q:[RX3 Ry3 RZ3\P(PeYéU]T (31)

También sera de utilidad la derivada temporal de este vector, llamado vector de
velocidades generalizadas:
q=[ R;(s R.y3 R%s v @) S ¥ E o]” (3.2)

Las matrices de giro de los distintos sistemas de referencia con respecto al sistema
global de coordenadas se forman con los unitarios del sistema de coordenadas local
respecto al global. De esta forma permiten conocer en coordenadas globales un vector
cuyas componentes se conocen en coordenadas locales.
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En el sistema bajo analisis se necesitan las siguientes matrices de rotacion simples, que
permitiran formar las matrices de rotacion de cada solido:

cosy —sinyg O cosv 0 sinv] cosp 0 sinf
Ay=|siny cosy O A, = 0 1 0 Ag = 0 1 0 ]
0 0 1 —sinv 0 cosv. —sinff 0 cosf
cos¢ 0 sin 1 0 0 cosY -—sinY 0
Ag=| 0 1 0 Ay =10 cosd —sinp| Ay= [siny cosY 0
—sin§ 0 cos¢& 0 sing sing | 0 0 1
cos® 0 sinB
Ag = 0 1 0
—sin® 0 cos©
(3.3)

Con estas matrices de rotacion simple la matriz de giro del s6lido 3 (el cuadro) seria:
A=Ay ApAg (3.4)

Y el sentido fisico de las componentes es que sus columnas son los ejes del sistema de
referencia 3 (cuadro) respecto al sistema global.

De la misma forma, la matriz de giro del s6lido 2 (rueda trasera) queda:
A2=A3 A, (3.5)

La matriz de giro del solido 4 (manillar) seria:
A* = A3AgAy (3.6)

Finalmente, la matriz de giro del sélido 5 (rueda delantera):
AS=A*A; (3.7)

Conviene recordar que la multiplicacién de matrices no es conmutativa, por lo que no
obtendriamos un resultado correcto si realizamos los giros sucesivos (productos
matriciales) en otro orden distinto al indicado.

3.1.2 Cinemaética de la bicicleta

Una vez posicionados Yy orientados todos los sélidos del sistema, se puede abordar el
problema de las velocidades angulares de cada uno de los sélidos en el espacio. Hay que
tener en cuenta que la velocidad angular de un cuerpo no se puede obtener con la
derivada temporal de los tres angulos que orientan al solido.

Desde ahora, el superindice de los vectores y matrices indican el solido al que

pertenecen y la presencia de una linea horizontal en la parte superior significa que estan
referidos a un sistema de referencia local de coordenadas.

11



Se va a demostrar que la velocidad angular en locales, w, o en globales, w, de cada
solido se podré expresar mediante el uso de unas matrices de transformacion.

Para obtener el vector de velocidad angular de un sélido, se necesita definir la matriz
antisimétrica, cuyas componentes coinciden con las del vector buscado, ya que no es
posible obtener la velocidad angular de los sélidos como la derivada de los tres angulos
elegidos para definir su orientacion.

0 -w, Wy
®=ATA=|w, 0 —w, (3.8)
—Wy Wy 0

Siendo A la matriz de giro asociada al sélido en cuestion.

Entonces se definen las matrices G de forma que sean el jacobiano del vector velocidad
angular respecto de la derivada temporal del vector de coordenadas generalizadas:
_ Owj =~ _ ow;

Gi - aq Gl - a4 (3-9)

De esta manera, se puede concluir que, en general, la velocidad angular de cualquier
solido se obtiene a partir de una matriz de transformacion que depende de las
coordenadas generalizadas aplicada sobre la derivada temporal del vector de
coordenadas generalizadas.

wi=Gi(a)g W;i=G,(0)q (3.10)

Se observa cdmo la velocidad angular de un solido esté relacionada de forma lineal con
las velocidades generalizadas del sistema.

En cuanto a la velocidad de traslacion de un punto del sélido, en concreto del centro de
gravedad, por las simplificaciones que permite realizar de la dinamica, se usa el
jacobiano del vector de posicién de los centros de gravedad en globales respecto a las
coordenadas generalizadas:
. orl
i
H'= ” (3.11)
Siendo los vectores de posicion de los centros de gravedad (en el sistema de referencia
global) de cada solido:

rg(q) = r'(q) + A'(@)rg (3.12)

De esta manera, la velocidad del centro de gravedad de cada sélido se expresa:
vg(q,9) =H'(q)q (3.13)

Se puede observar como todas las velocidades del sistema son lineales respecto de las

velocidades generalizadas, variando la proporcionalidad en funcion de la posicion del
mismo.
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Las matrices de transformacion cinematica L y | se pueden formar en este momento y
seran de utilidad para conseguir proyectar las ecuaciones de Newton-Euler a las
coordenadas generalizadas descritas, es decir, son de utilidad para poder escribir a estas
ecuaciones en términos de las derivadas primera y segunda de las coordenadas
generalizadas, en lugar de estar en términos de las aceleraciones de los centros de
gravedad y de las aceleraciones angulares.

Para tener la aceleracion de los centros de gravedad a partir de q y sus derivadas
temporales habria que volver a derivar la expresion (3.13), quedando:

ag(q,9, 4) =h'(q)q + H'(q)d (3.14)

De la misma manera ocurre con las aceleraciones angulares:

ai(q,9, ) = g'(9q + G'(®g (3.15)
Estando definidas las matrices g' y h! por: hi = fi(aL;D = Z‘Z‘ (3.16)
De esta manera, las matrices de transformacidn cinematica quedan:

L=z 1" 14 8" 62763 6t 65T (3.17)

| = [hZT h3T h4T hSTgZTg3T g4T gST]T (318)
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3.2 Ecuaciones de Newton-Euler

El Gltimo paso para obtener las ecuaciones de movimiento del sistema es plantear sus
caracteristicas dinamicas y las fuerzas a las que esta sometido.

En primer lugar se va a desarrollar la forma en la que se obtiene la matriz de masa del
sistema, para posteriormente formar el vector de fuerzas generalizadas y asi tener las
ecuaciones de Newton-Euler de la bicicleta. Con ellas se finaliza el modelo que se esta
creando para generar el movimiento de las bicicletas en tiempo real.

3.2.1 Matriz de masa

Cada solido tiene asociada unas componentes en la matriz por su propia masa, que se
expresa con:

- m! 0 0
M'=|0 mi 0 (3.19)
0 0 m!

Igualmente, cada solido tiene su matriz de inercia, que en general son de forma:

l[ Lo Ly ILZ1|
I = |I§,X I ;,Zl (3.20)
Ly Ly Ll
Combinando a estas matrices, se puede obtener una matriz de masa para el sistema
completo:

M .. 0
MM = [: -~ (3.21)

0 - I

Con vistas a la simulacion en tiempo real, no se integran las ecuaciones del movimiento
con ella, ya que como se dijo anteriormente, hay que escribir las ecuaciones del
movimiento en término de las coordenadas generalizadas y sus derivadas, por lo que la
matriz de masa que se presentara es:

M =LTMM L (3.22)

Los tensores de inercia toman las formas simplificadas por las caracteristicas
geomeétricas de sus solidos de simetria:

IZx 0 0 ISx 0 0 13x 0 IBzx I4x 0 I4zx

L=[0 L, 0| Ik=[0 I, O L=[0 I, O] L=|0 L, O

0 0 122 0 0 152 I3zx 0 132 I4zx 0 I4-z
(3.23)
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3.2.2 Vector de fuerzas generalizadas

A continuacion se va a describir como se ha formado el vector de fuerzas generalizadas,
Q, siendo necesario primero conocer el modulo de las fuerzas implicadas y
posteriormente donde y como se aplican:

- Vector de fuerzas de inercia proporcionales a la velocidad, Q,(q.q):
En cada sélido se tiene: F,'=[000 —w, x Lw,]" (3.25)
Agrupéandolos en el mismo vector de la siguiente manera:
a=[000000000000]" (3.26)
b=[W; X ,W; —W3 X I3W5 — Wy X L,Wy —Ws X I;Ws]" (3.27)
QQ,=[a” bT]" (3.28)

Q, = L"(QQ, - MMIg) (3.29)

- Vector de fuerzas generalizadas de gravedad, Qg;q»(Q):

Sobre cada sélido actua en su centro de gravedad el peso:
F; =[00-m'g]” (3.30)

Se puede formar un vector que agrupe a todas las fuerzas que ejerce la gravedad
sobre cada solido:

QQgrav = [FZ F3 Fg Fg1” (3.31)

Aplicando la matriz de transformacién cinematica sobre el vector obtenido, se
tiene el vector de fuerzas generalizadas de gravedad que se buscaba en principio:

Qgrav = LTQQgrav (332)

- Vector de fuerzas generalizadas aerodindmicas, Qgero(d, q):

La fuerza aerodindmica considerada intenta aproximar la resistencia al avance
gue presenta un sélido en movimiento cuando se encuentra inmerso en un fluido.

En este caso, se considera que el solido 3 (cuadro) es el que opone la mayor

parte de la resistencia, siendo la del resto de los sélidos definidos despreciables
respecto a ella.
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El tamafio, la forma y la velocidad del sistema son los pardmetros que afectan en
mayor medida a la resistencia y a la sustentacion aerodindmica, que cobran
mayor importancia conforme aumenta la velocidad de avance.

De todas las fuerzas implicadas en el movimiento de la bicicleta, la resistencia
aerodinamica es la que consume mayor cantidad de la potencia introducida en el
sistema. La responsable de la existencia de esta fuerza es la viscosidad del aire.
Sin ella, cualquier cuerpo, por roma que fuera su geometria, podria moverse en
el fluido a cualquier velocidad sin sufrir resistencia aerodindmica.

La existencia de viscosidad provoca un cambio en la distribucioén de presiones
en torno al sistema, la cual tiene una resultante neta que proporciona la
resistencia al avance del solido.

Este es el modo mediante el cual la viscosidad causa la mayor parte de la
resistencia aerodindmica, que recibe el nombre de resistencia de presion.
Ademas de ella, existe otro término de menor magnitud que es la resistencia de
viscosidad, que seria la fuerza tangencial necesaria para provocar que las capas
de fluido adyacentes a los s6lidos se muevan entre si.

Para el modelo que se estd construyendo, se supone que la fuerza de resistencia
aerodinamica causada al avanzar la bicicleta en el aire actla en el centro de
gravedad del cuadro y se aproximara su modulo mediante:

T
Faero = CyVg V3 (3.33)

A partir del jacobiano del vector de posicion del centro de gravedad del cuadro,
que ya se ha definido anteriormente, H3, junto con el principio de las potencias
virtuales y recordando la ecuacion 3.13, se puede concluir que el vector de
fuerzas generalizadas por la aerodindmica es:

Qaero =- Cv(VggTvg)I/ZHSVg3 (3-34)

El hecho de considerar la resistencia aerodinamica como una fuerza externa
aplicada en el centro de gravedad del solido 3, provocara un momento de
cabeceo que haré que la rueda delantera tenga menor area de contacto.

Este cambio en la distribucion de pesos, de ocurrir a alta velocidad, podria
conllevar problemas al solicitar elevadas fuerzas tangenciales a los neumaticos,
puesto que como Se vera posteriormente, para conseguir mejor agarre neto es
conveniente tener ambas ruedas cargadas y ademas lo mas igualadas posible
debido a la dependencia de la capacidad de adherencia de los neumaticos con la
carga vertical.

Si la delantera cede carga a la trasera, en principio no hay ganancia neta, pero en
realidad, la rueda que mas se carga no adhiere tanto como la pérdida que sufre la
menos cargada, por lo que existe pérdida de capacidad de generar fuerzas
tangenciales en el contacto.
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Hay que remarcar que el mddulo de las fuerzas aerodindmicas considerado es
una aproximacion, ya que la obtencion de la resistencia al avance de una
bicicleta es un problema de gran complejidad debido a la geometria de los
solidos implicados.

Ademas, al cambiar esta resistencia con la velocidad y orientacion de los
solidos, el hecho de conseguir modelarla de forma mas realista se escapa del
objetivo de este proyecto, sin contar con la limitacion que debe estar presente
siempre, que es poder resolver la dindmica del modelo en tiempo real.

Para poder modelar la interaccion bicicleta-aire de modo mas realista, habria que
recurrir a la experimentacion y a programas de mecanica de fluidos
computacional que permitan resolver el problema con mejor aproximacion que
la descrita aqui.

Vector de fuerzas generalizadas de contacto, Qcon(q, q):

Este vector de fuerzas se puede considerar el nucleo del presente proyecto, como
se habia descrito al comienzo de este apartado. En este modelo, que intenta ser
mas realista que el de Whipple, se han suprimido las restricciones de contacto,
por ello hay que introducir este vector que simulara las acciones que el suelo
ejerce sobre la bicicleta durante su movimiento.

Para conseguirlo, es recomendable separar el problema de contacto de dos
solidos en parte normal y tangencial [17].

La parte normal es la que impide que los cuerpos presenten cada vez mayor
indentacion. Su formulacién se ha tomado de la teoria de Hertz, ademas de
incorporarle una componente disipativa para disminuir progresivamente las
oscilaciones verticales que se presenten en su movimiento.

Por tanto, el mddulo de la fuerza normal estd formado por dos componentes:
f, =K,8 (3.39)
fdisip = CVindentd (3.36)

Se tiene asi en cada rueda:

Fror = (fn + faisip) Nk (3.37)

Siendo 6 la indentacion del neumatico, K,,, la constante de rigidez vertical del
mismo y ny un vector que siempre tiene la direccion del eje Z en globales.

La forma en que se obtiene la indentacion para cada rueda en cada instante se
explicara en otro apartado, para no perder de vista el objetivo final de este, que
es la obtencion de la matriz de masa y el vector de fuerzas generalizadas.
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La forma en que se obtiene la indentacidn para cada rueda en cada instante, se
explicara en otro apartado, para no perder de vista el objetivo final de éste, que
es la obtencion de la matriz de masa y el vector de fuerzas generalizadas.

En la rueda trasera, el vector de posicion del punto de contacto en globales se
denotard como rg. Sus componentes se pueden obtener gracias a la posicién del
centro de gravedad de la rueda en globales y un vector de posicion en locales
que apunta en cada instante de tiempo al punto de contacto, de forma que:

2 =2+ A,r? (3.38)
Definiendo el jacobiano del punto de contacto de la rueda trasera:

2
HZ :ai

(3.39)

El vector de fuerzas generalizadas por el contacto normal en la rueda trasera,
tendria la siguiente expresion obtenida nuevamente del principio de las
potencias virtuales:

T
Qrior = H Fio: (3.40)

De la misma forma, en la rueda delantera hay que definir el vector de posicion
del punto de contacto en globales, para poder definir el jacobiano
correspondiente:

rp =g+ Asrd (3.41)
5 _ 9rp
Hg = 2 (3.42)

Para generar al vector de fuerzas generalizadas por contacto normal en la rueda
delantera con la aplicacion del principio de las potencias virtuales:

T
QISIOI‘ = H[5) Fr?or (3-43)

Con esto, el problema de contacto normal de los sélidos estaria listo para la
simulacion gracias al vector de fuerzas generalizadas de contacto normal, que es
el encargado de mostrar en el sistema las acciones que evitan la indentacion con
el terreno al estar en contacto:

Quor = Qior+Qhor (3.44)
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Esta parte de las fuerzas externas generalizadas es la que impide al sistema caer
indefinidamente por la accion de la gravedad, ademéas de proporcionar una
componente disipativa que atenla las irregularidades causadas por la dindmica o
por las caracteristicas del terreno.

En este punto ya se puede realizar la primera simulacion de la que podemos
sacar conclusiones sobre comportamiento del sistema debido a la incorporacion
de neumaticos con posibilidad de deformacion.

En la figura 3-2 que se presenta, se observa la evolucion de la tercera
coordenada generalizada elegida, R,5, desde un valor inicial que coincide con la
altura de la bicicleta y por tanto sin indentacion en ningln neumatico, hasta que
el sistema alcanza su posicion de equilibrio estatico, ya que por ahora, no se han
incluido fuerzas tangenciales que permitan al sistema avanzar.

Se observa como el valor de la coordenada comienza aumentando, lo que en
principio puede llevar a confusion, ya que el sistema tiende a buscar una
posicion con una indentacion tal, que suponga un equilibrio de fuerzas y
momentos.

Para aclarar este aumento inicial de la coordenada hay que recurrir a la
evolucion del angulo de cabeceo del sistema, O, en el tiempo, que se presenta en
la figura 3-3.

En este caso, la variable comienza en valor nulo, ya que como se dijo, la
bicicleta se encuentra inicialmente acariciando el suelo sin indentacion en
ningun neumatico y por tanto esta posicionada de forma horizontal.

A continuacion la variable toma valores negativos, 1o que indica que el sistema
empieza a oscilar bajando la rueda trasera, debido a que el centro de gravedad
del sistema completo se encuentra mas cerca del eje trasero que del delantero.

Esta seria la razon por la que inicialmente la coordenada que muestra el
desplazamiento vertical comienza aumentando.

Ademas, en ambas figuras se puede apreciar que en pocos ciclos de carga y
descarga, los neumaticos consiguen disipar la energia potencial que tenia el
sistema inicialmente para llegar a la posicién de equilibrio estatico, que
obviamente tiene un angulo de cabeceo negativo por la ya mencionada posicion
del centro de gravedad global del sistema.
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Figura 3-3. Evolucion del angulo de cabeceo

Estos resultados contrastan con los que se obtendrian de suponer neumaticos
totalmente rigidos, ya que de ser asi, antes las condiciones iniciales dadas, el
sistema se encontraria en equilibrio estético.

En la realidad, esta componente disipativa se genera practicamente en su
totalidad (suponiendo que la bicicleta no tiene amortiguacion incorporada) por la
histéresis de los neumaticos al variar la carga que soportan. Para disponer de un
amortiguamiento mas preciso, habria que incluir el amortiguamiento estructural
del cuadro y del manillar.
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A continuacion se va a abordar la parte tangencial de las fuerzas de contacto
entre las ruedas y el suelo. Esta componente de las fuerzas de contacto es la
responsable de acciones como los giros o de la capacidad de traccion y frenado
en la bicicleta.

El modelo que se va a implementar representa que el modulo de la fuerza
tangencial que se puede generar entre dos cuerpos tiene un maximo admisible en
un deslizamiento concreto, es decir, es un comportamiento lineal con saturacion.

Posteriormente, se sabe que puede disminuir, pero no se considera este efecto
aqui, de esta manera es méas sencillo de resolver computacionalmente en cada
instante de tiempo. Ademas se evita tener que realizar numerosos experimentos
en un tipo concreto de neumatico para la validacion del modelo.

En este modelo, el valor maximo se presenta en una valor del deslizamiento de
0.1, a partir de ahi el neumatico satura y no admite acciones mas agresivas.

Fx
A

Figura 3-4. Comportamiento tangencial supuesto en los neumaticos

Para obtener el mddulo de estas fuerzas, hay que definir unas magnitudes nuevas
que representan la diferencia de velocidad de los sélidos implicados en el
contacto y el terreno:

e Deslizamiento longitudinal:

Se define como: % =0 (3.45)

Con este parametro se compara en cada momento la velocidad del punto de
contacto respecto a la del centro de gravedad de la rueda correspondiente,
proyectadas sobre el vector binormal (direccion de avance del neumatico).
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La velocidad del punto de contacto se obtiene con: v;np = H{,q (3.46)
La velocidad del centro de gravedad con: vi= H'(q)q (3.13)

Se verd proximamente como este parametro es indispensable para crear un
modelo de la interaccidn entre el neumatico y el terreno mas realista, puesto
que el médulo de las fuerzas longitudinales depende de él.

Comparandolo con la restriccion de rodadura sin deslizamiento de las ruedas,
alli se obtendria en cada instante un valor nulo del deslizamiento
longitudinal, ya que la restriccién genera la fuerza necesaria en el contacto
para que vgj;p sea nula siempre y pueda asi cumplir dicha restriccion.

e Deslizamiento angular:

Se define como:  x = —sin~![ /(b A L=Vt y | (3.48)

[Ve—(ny/ve)ny|

Las fuerzas laterales en los neumaticos ocurren fundamentalmente por la
presencia de cierto deslizamiento angular en ellos y en el terreno, es decir,
por la presencia de cierta velocidad lateral no nula en el contacto.

Este parametro que se ha definido es el encargado de cuantificar como esta
de deformado el campo de velocidad en el contacto con el suelo respecto del
ideal, ya que las fuerzas de contacto surgen para oponerse a esa velocidad
relativa.

Debido a que, como se explicé en la introduccion, los neumaéticos estan
formados por diversas capas no uniformes y que ademas contienen
materiales anisotropos, si se quiere crear un modelo factible de neumaéticos
para el tiempo real hay que llevar a cabo ciertas simplificaciones.

Teniendo ya definidas estas variables, el mdédulo de las fuerzas longitudinales se
considera dado por las siguientes ecuaciones:

F
IJ'XMG 0 < O¢

Fy = Oc (3.49)
Wx|Fol 0 > o

Siendo o.. el valor critico del deslizamiento longitudinal a partir del cual saturan
las fuerzas longitudinales.

El madulo de las fuerzas laterales en el neumatico se describe matematicamente
con las siguientes expresiones:
|Fnl
My= X X = X
_ ¢ (3.50)
wlFnl X > X,
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Siendo ahora ¥, el valor critico del deslizamiento angular para el cual saturan las
fuerzas laterales del neumatico.

El vector de fuerzas tangenciales se define a partir estos médulos obtenidos,
sabiendo la direccidn en la que actiia cada componente:

Frag = Fxb + Fy(n X b) (3.51)

El vector binormal, b, tiene la direcciéon y sentido del neumatico. El vector
normal, n, es perpendicular al terreno, por lo que su producto vectorial da como
resultado un vector perpendicular a ellos, indicando que la resultante tangencial
del neumatico actua en la direccion del mismo y en la perpendicular aellay a la
normal del terreno.

En el modelo de fuerzas tangenciales de contacto también se ha incorporado una
elipse de saturacion para representar las limitaciones que tienen los neumaticos
cuando se les solicitan acciones tangenciales combinadas, porque como se puede
esperar, el neumatico no puede responder de igual manera que cuando se les
piden de forma independiente.

Este concepto se representa matematicamente con la siguiente inecuacion [22]:

B L (BN
() (2 =n

; . _ |Fnl _ |Fnl _ ’ Fx F
Siendo: F;at = EFX, F;at = EFY y froz = (E)Z + (H_i)z (353)

Braking : Traction V4

\\\\

Figura 3-5. Elipse de saturacion [7]

o =20 ' D=

Para terminar con las fuerzas tangenciales en el contacto, nuevamente se aplica
el principio de las potencias virtuales, se obtiene el vector de fuerzas
generalizadas tangenciales en cada rueda, sabiendo que la parte tangencial
también actua en el punto de contacto del neumatico:
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T T
Qg = H Fiig Qiag = Hp Fig (3.54)

Agrupéandolos se obtiene el vector de fuerzas generalizadas de fuerzas
tangenciales de contacto:

Qtag = Qtzag + Qtsag (3.55)

En este momento se puede generar el vector de fuerzas generalizadas de
contacto al completo, formado por la parte normal y tangencial obtenidas
anteriormente:

Qcon = Quor + Qtag (3.56)

Este vector de fuerzas generalizadas representa tanto las acciones normales que
el terreno ejerce sobre los neumaticos que evitan su indentacion, como también
las fuerzas tangenciales que se generan en el contacto opuestas al movimiento
relativo de los neumaéticos sobre el terreno y que generan por tanto el
movimiento del sistema.

Una vez que se ha conseguido implementar un modelo de fuerzas tangenciales
en el contacto, se puede realizar una simulacion en el sistema que muestre como
ante una velocidad de avance inicial dada, el sistema pierde energia debido a que
aun no hay ninguna potencia introducida en él, pero las fuerzas de contacto y
aerodinamicas si estan consumiendo la energia disponible inicialmente.

Disminucion de la velocidad por resistencia a la rodadura y aerodindmica
10 = v v v v v

95F \_ L

854 4

75t ]

velocidad de avance

6- '
0 2 4 6 8 10 12
tiempo (s)

Figura 3-6. Evolucion de la velocidad de avance
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Vector de fuerzas generalizadas aplicadas por el usuario, Q,,(q, g, t)

Por altimo, hay que implementar en el simulador unas fuerzas que realicen las
acciones que ejerce el ciclista sobre el sistema. Se considera en este modelo que
se pueden aplicar fuerzas externas por el usuario en los pedales y también en el
manillar.

El par de pedaleo se aplica en la rueda trasera, por lo que las fuerzas
generalizadas que introducen en el sistema quedan de la siguiente manera,
gracias a la aplicacion del principio de potencias virtuales nuevamente:

Qped =Gy (q)TMped (3.57)
En cambio el par en el manillar, al realizarse en el sélido 4:

Qman = G4- (q)T Mman (358)

Conviene mencionar aqui, que la energia del sistema se introduce mediante los
momentos de pedaleo y giro del manillar que se han definido anteriormente,
ademas se puede afirmar que el término méas importante es el de pedaleo.

Pero realmente no son ellos los que hacen que el sistema avance en la trayectoria
que deseamos, se podria decir que son unas acciones intermedias sometidas a la
voluntad del ciclista que “activan” las fuerzas de contacto tangencial con el
terreno, dado que estas surgen como oposicion al movimiento relativo de los
solidos, generando asi fuerzas tangenciales en el contacto que son las que hacen
avanzar al sistema.

Estos pares se deben introducir en tiempo real para que sea procesado por el
ordenador y pueda considerar las acciones que el usuario decide introducir en el
sistema para resolver las ecuaciones del movimiento, generando asi la
trayectoria deseada.

Finalmente, recopilando todos los vectores de fuerzas generalizadas, el vector
buscado es la suma de todos ellos:

Q = Qgrav + QCOI] + Qaero+ QV + QUS (359)
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3.2.3 Planteamiento de las ecuaciones de Newton-Euler

Con los resultados obtenidos hasta este momento se puede obtener en cada instante de
tiempo la matriz de masa y el vector de fuerzas generalizadas que actia sobre el
sistema, pudiendo plantear asi las ecuaciones del movimiento buscadas (ecuaciones de
Newton-Euler), que en este caso son un sistema de nueve ecuaciones diferenciales no
lineales de segundo orden de la forma:

M) ¢ =Q(d, g, t) (3.60)

La complejidad de las matrices y vectores que intervienen junto con su dependencia de
los vectores ‘q’ y ‘q’ y del tiempo es tal, que para hallarlas es conveniente evitar
hacerlo numéricamente, puesto que obtenerlas en cada paso de tiempo seria altamente
ineficiente, por lo que es preciso el uso de la herramienta de calculo simbdlico que
incluye el programa MatLab.

En el programa de célculo simbdlico se obtienen las matrices y vectores que aparecen
en las ecuaciones del sistema. Simplemente se definen dichas matrices y vectores como
variables simbdlicas y se calculan escribiendo en el programa las ecuaciones que se han
presentado anteriormente.

Una vez definidas las ecuaciones del sistema, el siguiente paso es implementar un

codigo adecuado en MatLab para generar la simulacion en tiempo real a partir de estas
ecuaciones.
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3.3 Indentacion de los neumaticos

Como se ha ido mencionando en apartados anteriores, en este modelo de la bicicleta se
evita el uso del método de las restricciones para los neumaticos con vistas a generar un
modelo més realista. Por este motivo, ya no hay que imponer ninguna ecuacion
algebraica a las coordenadas generalizadas del sistema.

En lugar del método de las restricciones, se va a implementar un método elastico
simplificado, que no introduce ninguna ecuacion algebraica que resolver en cada paso
de tiempo. Se va a comenzar explicando, por tanto, el método elastico general, para
analizar luego cuales han sido las simplificaciones realizadas y su motivo:

Para comenzar, hay que encontrar la manera de describir la posicion de un punto
cualquiera de la banda de rodadura del neumatico. Al poder considerarlos como curvas
en el espacio, es necesario el uso de dos parametros nuevos por cada rueda:

- El primero de ellos traslacional, s},
- El segundo angular, s2.

Gracias a ellos, se puede conocer la posicién de cualquier punto, en particular del punto
de contacto de una circunferencia, que vienen a ser las figuras planas presentes en los
neumaticos al ser cortados por un plano vertical paralelo al plano de la rueda.

Figura 3-7. Visualizacion de los parametros de contacto del neumatico
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Para el caso que nos ocupa, interesa conocer el vector de posicion del punto de contacto
en el sistema de referencia local de cada rueda como funcion de los dos parametros
definidos anteriormente:

Sabiendo que los puntos que conforman una elipse cumplen:
Tx\2 Ty\2 —
O +G)° =1 (3.61)

Se obtiene facilmente que el valor del radio efectivo en el contacto viene descrito por la
siguiente expresion:

r(q)=R+b/1—(%)2 (3.62)

Donde la magnitud “R” es la distancia desde el centro del neumatico hasta la zona
donde comienza la elipse del neumético, como se puede apreciar en la figura 3-8.

N

r(s1)

—

s1

Figura 3-8. Distancia a la superficie de contacto del neumatico

Aqui se ha supuesto que la zona de contacto del neumatico tiene geometria eliptica dada
por los parametros a y b. Por tanto se puede conocer ya el vector de posicion del punto
de contacto en locales desde el sistema de referencia local de cada rueda:

uj, = [ rcos(sh), si, rsen(s}) ] (3.63)

De esta forma en globales, la posicidn del punto de contacto seria una funcion de las
coordenadas generalizadas y de los dos parametros de contacto:

RP = RP(q, s}, 53 ) = R(Q) + A" (@) (s}, 53) (3.64)
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Es conveniente explicar ahora el motivo por el que se menciona el punto de contacto,
cuando en realidad sabemos que hay un area de contacto entre el suelo y los neumaticos.

El motivo es que el método elastico que se va a implementar proporciona la posicion de
los puntos con mayor indentacién de dos solidos en contacto, a partir de cuatro
ecuaciones algebraicas no lineales que dependen de los cuatro pardmetros de las ruedas.

Para generar las cuatro ecuaciones, se parte de la definicion de la distancia de dos
puntos arbitrarios que pertenecen cada uno a una curva tridimensional distinta:

PQ| = (s}, s, s}, 57) = |Ri + Aih(sh,s?) — Ry + Arp(sh,s?)] (3.65)

Para facilitar la obtencién de las derivadas de esta funcion, dado que se necesitara su
jacobiano, es conveniente trabajar con el cuadrado de ella, quedando las derivadas de la
nueva funcién mas sencillas:

|PQ|? = RpqRpq = 9(si, 57, s{, ) (3.66)

Conviene recordar que la definicion de los vectores tangentes a un punto de una curva
espacial son:

=8 o X (3.67)

w w
0s] 0s})

Obteniendo cuatro ecuaciones que proporcionan los parametros buscados:

0g _ i T — _ 08 _ i T _

E_.2t11 rPQ_O F—-Zti rpQ—O
i i

o _ ot _ 0 _ ot _

E_-Ztl rpQ—O E—'Ztl rpQ—O
)] ]

(3.68)

De la resolucion de este problema de optimizacion, se obtienen los valores de los
parametros s;, s7, s{, s} que crean indentacion maxima y minima. De todas las
soluciones posibles, s6lo hay una que nos interesa, que es en general como la presentada
en la figura 3-10.
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Figura 3-9. Soluciones del sistema planteado

Por este motivo se puede realizar la basqueda de los cuatro parametros con las
siguientes ecuaciones, que evitan las soluciones no deseadas:

iT iT
tl rpQ =0 tZ rPQ—O

tj ! =0 ti ! =0
1 Trq 2 TpQ
(3.69)

En este punto ya se conocen los cuatro parametros que dan la posicion de los puntos de
contacto de cada rueda, que quedan agrupados en el vector s:

5]

— 1 .2
s=[si,si s, s

El problema que presenta este método, es que es muy costoso computacionalmente
tener que resolver en cada paso de tiempo las cuatro ecuaciones algebraicas no lineales
con Newton-Raphson, por lo que se ha implementado una simplificacion del método
elastico, que es mas restrictivo sobre las geometrias de las curvas implicadas en el
contacto.
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Si el suelo se considera plano, se puede aproximar la busqueda del punto de mayor
indentacion buscando cuando la componente vertical del vector del punto de contacto en
globales es minima respecto a ambos parametros de contacto.

Se deduce que los parametros del contacto que se buscaban quedan:

S = ar/
1=
b
ny2
,/(R )+

Como se dijo, esta aproximacion exige que el terreno sea plano, pero si la curvatura del
mismo es suave, se puede aproximar la superficie que forma con planos tangentes al
punto de contacto. Gracias a esto, se puede conseguir que con la simplificacion
realizada para resolver en tiempo real se puedan obtener movimientos de la bicicleta en
terrenos irregulares.

s, = atan% (3.70)

Este método simplificado del método elastico general obtiene una aproximacion de los
parametros de contacto, por lo que también puede ser Util para proporcionar una
estimacion inicial adecuada en el caso del resolver las ecuaciones no lineales descritas
anteriormente. Pero no se ha conseguido ejecutar una simulacién en tiempo real, a pesar
de reducir el tiempo de computacion en cada instante de manera apreciable.

Por este motivo y para evitar errores numéricos, se ha implementado el siguiente
método para obtener los parametros de los contactos de los neumaticos con el terreno,
que necesita que el suelo sea plano.

Su deduccidn se basa en suponer que el punto de mayor indentacién que va a presentar
cada neumatico respecto del terreno se encuentra perpendicular a ambos sélidos.

De esta manera se puede obtener de una manera sencilla el pardmetro angular que indica
la posicion de dicho punto de contacto como sigue:

s, = -pi/2 + 6 + £ en el contacto delantero
s, = -pi/2+ 0 + v en el trasero

(3.71)
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3.4 Cuerpo del ciclista en el modelo

Hasta este momento se ha descrito como se ha obtenido el modelo fisico para describir
el movimiento de la bicicleta, con el que se pueden realizar simulaciones y comparar
con ellas que los resultados del anlisis de estabilidad del modelo de Whipple.

Posteriormente, se decidié incorporar al modelo un grado de libertad adicional, que
modelaria la inclinacion que realiza el cuerpo del ciclista respecto al cuadro para tomar
giros de una forma mas suave. Ya que al combinar los efectos del giro del manillar con
la inclinacion del cuerpo, se podré controlar la trayectoria de una forma mas realista.

Se mostraran a continuacion los cambios que son necesarios en el modelo ya expuesto,
que no incluia al ciclista, para poder tenerlo en cuenta en el movimiento:

Figura 3-10. Visualizacion del modelo de bicicleta con cuerpo de ciclista

Ahora el vector de coordenadas generalizadas tiene diez componentes, que son:
q=[Rys Ry3 Rz3 ‘P(p@Y&UI[]T
q:[R;(3 R;z3 R%3fp [0 S ¥ E Uﬁ]T

(3.72)
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La matriz de giro asociada a la nueva coordenada generalizada introducida se puede
formar sabiendo que hay que girar sobre el eje x del sélido 3 (cuadro) una cantidadn;

1 0 0
0 cosn -—sinn
0 sinn sinn

A =

N (3.73)

De esta manera, la matriz de giro del sélido 6 (cuerpo ciclista) viene dada por:
Ag=AzA, (3.74)

Pudiendo formar ahora la matriz antisimétrica para el nuevo sélido para obtener las
componentes de la velocidad angular del nuevo solido incluido:

T 0 —We,  Wey
—_—~ 6 — —
@y =A% A% =| wg, 0 —Wgy We = [Wex Wey We,]
—Wgy  Wey 0

(3.75)

Definiendo nuevamente las matrices G, se podréa expresar la velocidad angular del
solido como sigue:

W =Gg ()4 W =Gg(q) q
(3.76)

Para la velocidad de traslacion del centro de gravedad del nuevo sélido incorporado, hay
que definir el jacobiano del vector de posicion del centro de gravedad del nuevo sélido:

6 91
H® = % (3.77)

Siendo los vectores de posicion de los centros de gravedad (en el sistema de referencia
global) de cada sélido:

r(q) = r°(q) + A%(q)r$§ (3.78)
De esta manera, la velocidad del centro de gravedad del ciclista queda:
ve(q, q) =H®(q)q (3.79)
Las matrices de transformacién cinematica tienen ahora términos adicionales:

L= [HZTHST H4-TH5T GZTG3T G4-T GST G6T]T
| = [hzT h3T pat hsngTgsT g4T gsT g6T]T

(3.80)

33



6. _
Estando las nuevas matrices definidas por: h® = a(;z_qq) y g°= aa—V;" (3.81)

A la matriz de masa que se formd para una bicicleta sin considerar al conductor como
un solido extra, hay que afiadirle los siguientes términos para considerarlo:

_m® o0 0 Iex 0 Igzx
Mé=|(0 m° 0 Ie=| 0 lgy O
0 0 m6 I6zx 0 I6z

(3.82)

Volviendo a combinar a estas matrices, se puede obtener una matriz de masa para el
sistema completo, incorporando al cuerpo del ciclista:

T
={: - (3.83)
0 - I

Volviendo a transformar la matriz de masa obtenida para que las ecuaciones del
movimiento estén expresadas en términos de las coordenadas generalizadas y sus
derivadas, se obtiene la siguiente matriz de masa final:

M=LTMM L (3.84)

- Vector de fuerzas generalizadas de gravedad, Qg;q»(0):

Agrupando a todas las fuerzas que ejerce la gravedad sobre cada sélido:

Qgrav = [F# F3 Fg Fg F2]” (3.85)

Aplicando la matriz de transformacion cinematica se obtiene el vector de fuerzas
generalizadas de gravedad que serd incluido en las ecuaciones del movimiento:

Qgrav: L QQgrav (3-86)

- Vector de fuerzas generalizadas aerodindmicas, Qgero(d, q):

En este caso, se considera que el sélido 6 (ciclista) es el que opone la mayor
parte de la resistencia, siendo la del resto de los sdlidos definidos despreciables
respecto a ella. De esta manera, se supone que la fuerza resultante por la
depresion que causa al avanzar la bicicleta actta en el centro de gravedad del
cuerpo del ciclista.

Qaero = - Cy(VE VE)/ZHOYS (3.87)
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- Vector de fuerzas de inercia proporcionales a la velocidad, Q,(q.q):

Agrupandolos en el mismo vector las implicadas en cada sélido:
a=[000000000000000]7

b=[W; X LW, — W3 XL4Ws — Wy X I,W; —Wg X IgWg — Wg X I;Wg]”

(3.88)
QQ,=[aT bT]T (3.89)
Q, = LT(QQ, - MMIq) (3.90)

Una vez planteado el modelo que se ha creado para resolver la dindmica de las
bicicletas en tiempo real, conviene sefialar que no hay ninguna hipotesis que impida
describir con este mismo modelo el movimiento de una motocicleta, simplemente
cambiando los parametros del sistema por unos adecuados.

Por tanto, se puede afirmar que los resultados que se van a obtener referidos a una
bicicleta, por ser el objetivo de este proyecto, se pueden extrapolar al comportamiento
de una motocicleta haciendo las correcciones necesarias de ciertos parametros.
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4 Teorias de mecanica de contacto

En este apartado se van a describir distintos modelos de contacto obtenidos de [8, 9],
que se pueden implementar en el simulador para visualizar la evolucion de la geometria
de los contactos a causa del movimiento de la bicicleta.

Hay que tener presente, que el problema de la interaccion entre dos sélidos presenta una
complejidad elevada, més ain en el caso de los neumaticos, ya que ademas estan
rodando y las leyes de comportamiento de sus materiales son de tipo anisétropas.

Por tanto, los resultados obtenidos en el capitulo anterior en lo relativo al contacto X
son simplificaciones de la realidad que admiten solucién en tiempo real en el simulador.
Lo mismo ocurre en el modelo expuesto de simulacion del contacto al final de este
apartado.

Con la suficiente potencia de célculo, se podria haber incluido cualquiera de las teorias
que se describen a continuacion que, obviamente, son méas realistas que las que se
pueden simular en tiempo real.

4.1 Problemas clasicos de contacto normal y tangencial

La obtencion de la deformacion de un sélido elastico en cuya superficie actla una
fuerza es mas sencilla que la solucion de los problemas de contacto, ya que en estos no
se conoce ni la distribucion de tensiones ni el area de contacto con la que comenzar.

Las soluciones clasicas de Hertz (contacto no adhesivo) y de Johnson, Kendall y
Roberts (contacto adhesivo) usan soluciones conocidas para empezar a formular
resoluciones de los problemas de contacto.

El problema de contacto normal (sin adhesion) entre sélidos elasticos con curvatura
suave fue resuelto en 1882 por Hertz. Medio siglo después, Bradley presenté la solucién
para el contacto normal y adhesivo entre una esfera y un plano rigidos. Posteriormente,
no fue hasta 1971 cuando Johnson, Kendall y Roberts (Teoria JKR) llegaron a la
resolucion del problema de contacto normal adhesivo entre sélidos elasticos con
cualquier geometria.

En 1975, Derjaguin, Mller y Toporov publicaron una teoria adhesiva alternativa a la
JKR que se conoce como Teoria DMT. Después de intensos debates, en 1976, Tabor
pudo afirmar que ambas teorias son correctas y que son casos particulares del problema
general de contacto.
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Para cuerpos totalmente rigidos, la teoria de Bradley es valida, pero si los cuerpos son
pequefios y esferas rigidas, se puede aplicar la teoria DMT. Si se quiere modelar el
contacto normal adhesivo de esferas de mayores dimensiones y flexibles, hay que
recurrir a la teoria JKR. En la actualidad, es la teoria JKR la que se sigue usando para
describir los contactos adhesivos.

En realidad, incluso en problemas de contacto normal, se genera cierta tension
tangencial si se tiene en cuenta que entre los solidos las superficies no son perfectas y
existe cierta friccion. EI motivo es que si dos solidos presentan propiedades elasticas
distintas y estan en contacto, existiran desplazamientos relativos en el contacto en
direccion tangencial por la deformacion de los sélidos.

Una muestra de este fendbmeno es que al realizar ciclos de carga normal en estos
cuerpos, apareceria una regién con forma de anillo que se habria desgastado en cada
uno, este fendmeno se conoce como fretting.

En la figura 4-1 se aprecia el campo de tensiones al cargar de forma normal un sélido
con distribucion de presion uniforme, la solucion a este problema se puede modelar
gracias a la aportacion de Hertz.

Figura 4-1. Distribucion de tensiones en un contacto normal [9]
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4.2 Contactos rodantes entre sélidos

El siguiente paso para avanzar en el estudio de los problemas de contacto consiste en
considerar que las superficies de contacto pertenecen a solidos que se desplazan como
solido rigido uno sobre el otro, los llamados contactos rodantes. Este tipo de contacto es
el que realmente tiene lugar en la interaccion neumatico-terreno y tiene innumerables
aplicaciones técnicas, no solo para ruedas, también para elementos de maquinas como
rodamientos, engranajes, etc.

Reynolds investigd los contactos rodantes en 1876 y concluyd mediante sus
investigaciones que en ellos existe una parte del area de contacto que permanece
adherida y la otra presenta deslizamiento.

Este deslizamiento parcial que ocurre en el &rea de contacto conlleva que las superficies
se desgasten, a pesar de que no se esté dando el caso de deslizamiento total de las
superficies.

Con elevados momentos aplicados sobre el solido, el dominio de deslizamiento se
expande hasta que finalmente toda el area de contacto desliza. Desde este momento, la
velocidad de traslacion de la rueda deja de estar relacionada de forma lineal con la
velocidad angular de la misma.

Realmente, el deslizamiento del area de contacto no es la Unica causa de la diferencia de
velocidad mencionada, dado que para momentos aplicados de escasa magnitud apenas
hay region de deslizamiento en el area de contacto, pero si existe cierta diferencia de
velocidades entre la de traslacion y de rotacion, que es proporcional al momento. En ese
momento, la regidn de deslizamiento ocupa el area de contacto completa del neumatico.
Esta relacion fue descubierta por Carter en 1916. EI motivo se debe a las deformaciones
elasticas que presentan las ruedas en su movimiento.

Conforme un arco diferencial de la rueda sale de la region de contacto, su velocidad
aumenta ya que esa region esta traccionada, en cambio, cuando esta llegando al area de
contacto, se comprime debido a la presencia de la zona de adherencia en la huella y por
tanto su velocidad disminuye.

Para poder analizar correctamente el campo de velocidades del neumatico conforme
interacciona con el terreno, habria que considerar que el neumatico tiene capacidad de
deformacion circunferencial, obteniendo asi unas deformadas durante el movimiento
como la mostrada en la figura 4-2.

- Teoria de Carter: contactos rodantes estacionarios

El contacto en movimiento bidimensional de un cilindro sobre un plano fue
resuelto en 1926 por Carter. Cuando un elemento va a entrar en el area de
contacto ya esta deformado y permanecera asi hasta que abandone la zona de
contacto con adherencia, ya que en esa zona no existen desplazamientos
relativos en el material.
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Cuando se carga tangencialmente un contacto, ocurre en general deslizamiento
parcial, incluso cuando el deslizamiento macroscépico aun no ha ocurrido.

En la figura 4-3, se ve como la parte trasera del contacto alcanza la tension
tangencial para la cual se producen deslizamientos relativos entre los solidos,
debido a que la capacidad de adherencia ha llegado a su limite, mientras que la
parte delantera sigue proporcionando adherencia.

Figura 4-2. Deformacion circunferencial de los neumaticos [7]
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Figura 4-3. Contactos rodantes estacionarios [6]
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4.3 Efectos no considerados en el contacto

A continuacion, se describen algunos de los efectos que se producen debidos al contacto
con el terreno de los neumaticos que no ha sido posible incluir en el modelo debido a las
simplificaciones realizadas para admitir la simulacién en tiempo real.

- En las tensiones normales, se tendria una distribucion aproximada como la de la
figura siguiente, en la que se puede ver como su resultante se opone al
movimiento, dando lugar a la conocida resistencia a la rodadura.

B —3
Ground plane ““ -
|-—

Ax
Figura 4-4. Distribucion de la tension normal en el contacto rodante [7]

- Existe una velocidad critica del neumatico en la que aparecen ondas
circunferenciales y se dificulta el avance. La longitud de onda es préxima a la
longitud de la huella del contacto y se suelen provocar sobrecalentamientos que
dan lugar a fallos en el neumético en poco tiempo.

Figura 4-5. Ondas circunferenciales en una rueda que viaja a su velocidad critica [7]
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En condiciones de impactos o cuando las cargas y descargas de un elemento
diferencial que llega a la zona de contacto para abandonarlo a alta velocidad, hay
efectos dinamicos que pueden cobrar importancia. En el caso de contactos
rodantes, la inercia de los elementos de material que fluyen hacia la region
deformada puede cambiar el campo de tensiones del neumatico de forma
apreciable.

Esto hace que sea necesario incorporar la inercia de los elementos en la
mecénica de sélidos deformables y de este desarrollo nacen conceptos comunes
en mecanica, concretamente en vibraciones. Especial importancia tiene el efecto
de la existencia de resonancia de contacto, en la que se dan grandes vibraciones
en los neumaticos debido a la amplificacion dindmica que genera este tipo de
cargas alternas.

Dependencia de la adherencia con la carga normal
En realidad, la capacidad de adherencia entre dos cuerpos no es lineal con la

carga normal que soportan, su comportamiento se asemeja mas a una curva con
pendiente decreciente.

LI T1]
) ¢ Thompson et al. (1995) /
107 —— o Pascoe and Tabor (1956) g
% Other Authors A
Z 7
o 10° e
[F] P
=
(=]
o /
= 10 A
g /
= A F=cF 085
2 10t / B b
= Ve
10 /{/jr

107 10" 10* 107 10° 10° 10
Normal Force, N
Figura 4-6. Evolucion de la adherencia con la carga normal [10]

Efectos térmicos en el contacto

En el contacto entre cuerpos con friccion, se disipa cierta cantidad de energia.
Como el area de contacto real es una parte del total, el calor disipado en este tipo
de contactos no es homogéneo. La temperatura local se incrementa, pudiendo
Ilegar a alcanzar valores que influencien a las propiedades del material, ademas
de provocar una expansion que cambie las condiciones de contacto.

Este tipo de acoplamiento entre el area de contacto real, la generacion de calor y
la distribucion de temperaturas, pueden generar, bajo ciertas condiciones,
inestabilidades termo-mecénicas en el contacto, que afectan al comportamiento
del neumatico.
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4.4 Evolucion del contacto

Con los resultados generados en el apartado 3 sobre el movimiento de las bicicletas y la
aplicacion de alguna de las teorias de contacto expuestas anteriormente, se puede
simular en tiempo real la evolucion de los pardmetros de contacto, como las
dimensiones de la huella de contacto.

De las teorias anteriormente expuestas, se simulara, a modo de ejemplo la méas clasica
de todas, ya que gracias a la aportacion de Hertz, se conoce la solucién analitica, por lo
que es sencilla de implementar.

Solo hay que proporcionar las fuerzas normales que soporta cada neumatico para
conocer el area de contacto aparente que presentan en cada instante gracias a la
aplicacion directa de los resultados obtenidos por Hertz.

En los resultados que se van a presentar, se asumen las siguientes hipdtesis:

- Los neumaticos tienen seccidn eliptica en la zona de contacto habitual
- Régimen eléastico

Una vez que se conoce la posicidn de la bicicleta, se puede conocer la indentacion que
presentan sus neumaticos con respecto al suelo. De esta manera se podia obtener la
fuerza normal que ejerce el suelo hacia el contacto, que no es méas que la resultante de
las presiones en la zona de contacto.

Es necesario conocer ademas el médulo de Young vy el coeficiente de Poisson de los
solidos implicados en el contacto, ademas de los vectores tangente y normal junto con
la curvatura en el punto de contacto.

Hay que recordar, que en este modelo de la bicicleta, se aplicaran todas las fuerzas de
contacto en el punto de contacto (maxima indentacion) obtenido, ya que se esta
aplicando para resolver la dindmica del vehiculo hipétesis de solido rigido.

De no realizar dicha hipotesis, aparecerian en las ecuaciones de movimiento términos
adicionales que eliminarian la capacidad que tiene el modelo de poderse resolver en
tiempo real.

Segun la teoria de Hertz, el area de contacto tiene forma eliptica, cuyos semiejes se
obtienen gracias a los parametros elasticos de los sélidos implicados, con la curvatura
de las superficies implicadas y con la carga normal soportada:

1—

2
— j — "% —0) 5*
Ky = Ke="g  Ks=05%(stir + otz + 51 +20)

(4.1)
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Se puede llegar a las expresiones de los semiejes de la elipse de buscados:

31y (K1 +K 31y (K1 +K
Aelip = |mthet3 ’%?2) nthet’ f%

Conocidos estos semiejes en cada neumatico en cada instante, se puede generar un
gréfico en tiempo real que muestre la evolucion de la huella que los neumaticos poseen
en su contacto con el suelo.

belip -

(4.2)

Al ser un contacto rodante, en realidad las fuerzas tangenciales que se generan
modifican la huella de contacto de los neumaticos, generando unas deformadas como la
gue se muestra a continuacion:

Sliding line

Sticking
region

Y

A
Sliding

region

iy Y
Laterally deflected
rolling tire

Tireprint

Figura 4-7. Efectos de los esfuerzos tangenciales en los neumaticos [7]

Para valores del deslizamiento longitudinal menores de 0.1 tipicos de conducciones
habituales, se puede considerar la relacion entre él y la fuerza longitudinal generada
lineal, pero posteriormente la curva es no lineal y habria que cambiar la curva por otra
de mayor complejidad, para la que habria que determinar experimentalmente su
comportamiento.

Este es el motivo por el que la huella de contacto que se presenta en la realidad difiere
de la que proporciona el modelo de Hertz que se ha implementado en tiempo real.

Probablemente, el modelo méas conocido para representar el comportamiento de los
neumaticos es el modelo de Pacejka, que es un modelo empirico. Pese a ello, una vez
seleccionados correctamente los parametros para un neumatico, expresa Su
comportamiento de manera satisfactoria.
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La evolucion que siguen estas fuerzas con el deslizamiento depende de las propiedades
elasticas y de rigidez de los neumaticos, ademas de las caracteristicas del terreno por el
que se circula. EI comportamiento real que presentan se asemeja al presentado en la
figura 4-8.
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Figura 4-8. Evolucion real de las fuerzas tangenciales con el deslizamiento [6]
De poder modelar con mayor exactitud esta parte del simulador, se obtendrian

resultados de la huella de contacto deformada debido a la presencia de fuerzas
tangenciales en el contacto durante el movimiento.
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5. Comportamiento dinamico de la bicicleta

En este apartado, previo al uso del simulador interactivo, se pretenden dar unas
nociones acerca del comportamiento de las bicicletas durante su movimiento y los
motivos fisicos que hay detras.

De esta manera, el tiempo de aprendizaje para conseguir simular de manera satisfactoria
el sistema se reduce, ya que de la misma manera que hay que aprender a manejarlas en
la vida real, hay que asumir aqui también que las acciones para conseguir un
determinado movimiento, no son tan inmediatas como puede parecer inicialmente.

5.1 Efecto giroscopico en las bicicletas

Es un efecto dindmico 3D que tiene gran importancia en las bicicletas como
consecuencia de la conservacién del momento cinético, como se vera a continuacion.

Los sélidos al rotar sin estar bajo efecto de algin par, estan sometidos a la conservacién
de momento cinético, es decir, tienen un eje de rotacion estable, o lo que es lo mismo,
tienen tendencia a mantener su plano de rotacion.

De la misma forma que en el caso lineal en el que hay que aplicar una fuerza para
cambiar la cantidad de movimiento, en el caso de las rotaciones, para conseguir cambios

en el momento cinético hay que aplicar un par de fuerzas, (un momento externo), para
conseguirlo.

T ': Final momentum

Original momentum

Figura 5-1. Visualizacion del efecto giroscépico [4]
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De esta manera, el par de fuerzas genera un cambio en la cantidad de movimiento de las
particulas como el que se muestra arriba. El sélido obtiene una velocidad angular inicial
en torno a su eje de rotacion. Este par en torno a un eje horizontal, da cierta velocidad
en el eje vertical, que generara unas reacciones peculiares.

Las reacciones giroscopicas y la precesion surgen de esta relacion entre el par que actia
en un eje y la velocidad angular de otro eje perpendicular al primero. Ambas son
perpendiculares al eje de rotacion del solido.

Si se aplica un par a uno de los dos ejes mencionados, el sélido generara una velocidad
angular en torno al tercero para asegurar que se conserva el momento cinético, este
efecto es conocido como precesion giroscopica.

De ocurrir al contrario, si el solido presenta precesion en un eje, se puede afirmar que se
esta aplicando un par giroscopico alrededor del tercero. En una bicicleta, esto significa
que al inclinarse en un giro, habra una velocidad de inclinacién lateral que debe ir
acompafada de un par en la direccion.

Estos efectos giroscopicos son directamente proporcionales al momento cinético del
solido que rota. En el caso de las bicicletas que se esta considerando, ni la inercia de las
ruedas ni la velocidad a la que giran son lo suficientemente elevadas como para que
estos efectos manifiesten una magnitud elevada.

Estas relaciones que se establecen por efectos giroscdpicos tienen gran importancia en
los giros de las bicicletas y de su comportamiento en general.

A velocidades tipicas, solo movemos la direccion unos grados, por lo que la velocidad
angular en el manillar no es elevada y por tanto el acoplamiento giroscopico en
inclinacion lateral no cobra demasiada importancia. No obstante, durante el proceso de
inclinacion la velocidad angular de inclinacién del cuadro si toma valores significativos,
por lo que el acoplamiento entre esta velocidad y el par giroscopico en la direccion son
importantes.

Otro aspecto que considerar para analizar el angulo de inclinacion lateral de una
bicicleta al tomar una curva es que todo el sistema esta sujeto a una velocidad en
guifiada igual a la velocidad angular de la bicicleta alrededor del centro instantaneo de
rotacion.

Segun el angulo de inclinacion de la bicicleta, habra una componente de esta velocidad
en guifiada en torno a un eje vertical de la bicicleta, que debe ser compensado por un par
actuando hacia la parte externa del giro. Esto se soluciona incrementando el angulo de
inclinacion lateral de la bicicleta, aunque en la practica solo se requieren aumentos del
orden de 1 grado a méaxima velocidad de paso por curva.
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5.2 Estabilidad propia de las bicicletas

Un aspecto que es importante comprender acerca del comportamiento de las bicicletas,
es que pueden llegar a presentar estabilidad propia en un rango de velocidades, es decir,
conservar su posicion vertical ante perturbaciones externas sin la influencia de una
persona.

Para poder estudiar la estabilidad de la bicicleta, es necesario linealizar el sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales obtenido, (3.60), alrededor de la posicion de
equilibrio vertical del sistema, que lo convierte en un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales de la forma:

Mk +Cx +Kx=0 (5.1)

De esta manera, se puede analizar la capacidad disponible del sistema para atenuar las
perturbaciones que se produzcan en esa posicion y por tanto de ser estable [1, 13, 14,
16, 18, 19, 20, 21, 23].

Para una bicicleta tipica, si se hace un estudio analitico de estabilidad en torno a la
posicién ‘recta’ se observa que esta solo es estable para un estrecho rango de
velocidades en torno a 5m/s.

Asimismo para velocidades superiores a 6.8m/s la parte real de uno de los autovalores
aumenta lentamente hasta volverse positiva, teniéndose un comportamiento inestable
pero facil de compensar por parte del ciclista debido a que su valor es pequefio.

Autovalores [5'1]

Bamboleo

6 . (wobble) .
_Castering

10 I I 1 I 1 I 1 I 1
0 1 2 3 4 5 G 7 a 9 10

Velocidad de avance [m/g]

Figura 5-2. Diagrama de continuacion de una bicicleta que muestra su estabilidad [23]
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Esto coincide con la experiencia préctica: a bajas velocidades es necesaria una especial
atencion por parte del conductor para mantener estable el vehiculo, mientras que a altas
velocidades, este control se realiza con gran facilidad.

Al realizar el anélisis de estabilidad de este modelo, se pueden identificar tres modos de
vibracion en el movimiento, asociados a los autovalores representados en la grafica
anterior. Estos pueden ser nombrados, segun [4], como:

- Zigzagueo: modo de vibracion que se manifiesta con oscilaciones del manillar,
tipico a bajas velocidades.

El modo de zigzagueo es un movimiento oscilatorio mediante el cual el manillar
gira describiendo un movimiento sinusoidal alrededor de la direccion de avance,
con un ligero desfase con el &ngulo de inclinacion del cuadro.

El avance es un pardmetro de la bicicleta que influye positivamente en la
estabilidad del sistema al realizar giros, pero a la vez puede ser la causa de este
tipo de comportamiento oscilatorio inestable.

Ocurre si la rueda delantera es desplazada por una irregularidad del terreno, ya
que el par que se crea por el efecto del avance tiene tal magnitud, que llega a
sobrepasar al necesario para dejar el manillar donde estaba inicialmente. Por este
motivo el manillar vuelve a alejarse de su posicion inicial y el proceso comienza
de nuevo.

- Bamboleo: tipico de altas velocidades, dominado por oscilaciones violentas y
acopladas en guifiada e inclinacién del cuadro y la rueda trasera entorno al eje
del manillar.

El modo de bamboleo se corresponde con un autovalor real dominado por la
inclinacion de la rueda trasera y el cuadro. Si este modo es inestable, la bicicleta
describe un movimiento que incrementa la inclinacion de forma oscilatoria,
hasta que finalmente cae. Es una forma mucho mas compleja de inestabilidad,
porque hay mayores acoplamientos entre los grados de libertad de movimiento.

En el zigzagueo también hay cierto grado de acoplamiento entre los grados de
libertad, ya que una oscilacion crearia una velocidad angular en la direccion de
cierta magnitud, que junto con los efectos giroscopicos produce momentos en
inclinacion. Por suerte, como la inercia en inclinacion es bastante alta, la
respuesta de estos pares es pequefia a la frecuencia natural de zigzagueo, por lo
que se puede afirmar que el zigzagueo es principalmente una inestabilidad de la
direccion.

- Castering: ultimo modo que se obtiene de este modelo, dominado por
amplitudes elevadas en el giro del manillar. Es el Gnico estable a cualquier rango
de velocidad.

48



A velocidades suficientemente altas, los modos que principalmente definen el
movimiento de una bicicleta son los dos primeros, zigzagueo y bamboleo. En cambio,
el modo de castering apenas interviene el movimiento ya que de ser excitado,
desaparece rapidamente porque su autovalor posee una parte real negativa y de alto
valor absoluto.

A velocidades superiores a la critica, en la que se vuelven a tener autovalores con parte
real positiva, las bicicletas pueden seguir siendo controladas gracias a las acciones de
control que ejerce el ciclista sobre ellas.

Lo normal es que al circular a velocidades habituales, no se den estas inestabilidades en
la practica, pero siempre cabe la posibilidad de que ocurran al cambiar las condiciones
de operacion a otras mas agresivas o incluso si existe cierto desgaste o falta de ajuste en
componentes criticos, como en los rodamientos de la direccion.

A baja velocidad, la capacidad de balance de la bicicleta depende de la habilidad de
cada persona, debido a que el sistema aln no presenta estabilidad propia, pero a mayor
velocidad existe un mecanismo propio de la bicicleta que asegura su estabilidad.

Para comprender lo que sucede en ellas, conviene revisar las propiedades de los
girdscopos que se han descrito, ya que las ruedas al girar provocan este efecto de forma
automaética en el sistema.

En el momento que la bicicleta empieza a caer, por ejemplo hacia la izquierda por
accion de alguna perturbacion, la precesion giroscopica hace que la rueda delantera gire
hacia la izquierda, ademds el avance de la rueda delantera generado por B también
facilita el giro hacia la izquierda. Esto hace que la bicicleta tome una trayectoria curva
hacia la izquierda, por lo que la inercia del mecanismo a seguir en linea recta
contrarresta la tendencia a seguir inclindndose hacia la izquierda debido al peso que
actla sobre el sistema. De esta manera el sistema vuelve a la posicion vertical y las
reacciones giroscopicas se invierten, tendiendo a restaurar el giro del manillar hacia la
posicion rectilinea.

En esta explicacion sélo se ha considerado el efecto de la rueda delantera, pero en la
trasera también actuan fuerzas giroscépicas, aungque es mucho mas dificil girar la rueda
trasera de forma independiente, ya que la bicicleta completa debe realizar un
movimiento de guifiada, en lugar de s6lo girar rueda delantera y manillar. Por este
motivo, la rueda trasera no realiza gran aportacion al balance automatico de la bicicleta.
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5.3 Los giros en las bicicletas

El siguiente problema que tratar para realizar un buen uso del simulador son los giros.
Para su andlisis y saber como realizarlos en el simulador interesa dividirlos en dos
fases, segun [4]. Es conveniente comenzar por la méas sencilla:

Mantenimiento de giros

No es posible tener una trayectoria curva con una bicicleta en posicion vertical,
ya que la propia inercia del sistema haria que este acabase cayendo hacia el
exterior de la curva. Por eso hay que inclinar la bicicleta hacia el interior, para
que el propio peso de la maquina compense la tendencia a caer hacia el exterior.
El equilibrio se alcanza cuando el angulo de inclinacién es tal que los dos
momentos alcanzan el mismo valor, obviamente a mayor velocidad de paso por
curva y menor radio de giro sera necesaria una mayor inclinacion del sistema.

Inicio de los giros

Lo mas interesante de los giros es la forma en que se comienzan a realizar, ya
que, como se ha visto, una bicicleta que se mueve a una cierta velocidad tiene
tendencia propia a permanecer vertical, de ahi surge la pregunta de si hay que
girar el manillar o inclinarse primero.

Si se girase el manillar en la direccion deseada, la inercia y el efecto giroscopico
harian gue el sistema se moviera justo de forma contraria a como pretendemos.
Por este motivo, si inicialmente aplicamos un momento contrario hacia la
direccion que queremos tomar, provoca que el sistema se incline de forma
favorable al camino que pretendemos seguir.

Hay tres efectos principales:

* Un giro hacia la derecha provoca que el sistema se incline hacia la izquierda
por su propia inercia, siendo esta la mejor forma para inclinar al sistema hacia
donde queramos.

« Esta accion en la direccidn, produce cierta tendencia a inclinar el sistema hacia
la izquierda por la precesion giroscépica, pero es un efecto de escasa magnitud si
las ruedas estan en contacto con el suelo como se vera mas adelante.

 La gravedad aumentara la inclinacion que comienza la precesion giroscopica
en los primeros instantes, pero pierde importancia conforme las fuerzas
tangenciales del neumaético crecen y equilibran al momento gravitacional,
dejando asi a la bicicleta en equilibrio con cierto angulo de inclinacion.

El efecto del avance, también ayuda a hacer que el sistema tome curvas conforme el
angulo de inclinacion lateral aumenta. Una vez que se consigue el angulo de inclinacion
correcto, comienza el proceso que mantiene la inclinacion que ya se ha descrito,
haciendo que la bicicleta se mantenga en el camino elegido.
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El término contra-manillar, conocido como counter-steering en las referencias, es una
accion que la mayoria de los ciclistas realizan inconscientemente. Pero no explica como
se puede tomar curvas sin manos, es decir, sin ejercer ningun momento sobre el
manillar.

Cualquiera que intente cambiar de direccion sin manos, se dara cuenta que hay menor
capacidad de control sobre el sistema, ya que el mecanismo de giro que se produce por
el efecto del contra-manillar produce mayor respuesta y un control mas exacto. Esta
forma de control de la trayectoria, también requiere inclinar inicialmente el cuerpo hacia
el lado contrario al que se desea girar.

Hay dos posibles métodos para iniciar un giro, en ambos nuestras acciones van en
contra de lo que podria considerarse natural. Por este motivo es necesario un periodo de
aprendizaje para conseguir asumir la dindmica de la bicicleta y asi realizar estas
acciones no intuitivas de forma automatica

Cuando aprendemos a montar en bicicleta, la mayoria de nosotros mostramos un
comportamiento parecido al zigzagueo hasta que el subconsciente se da cuenta que la
forma de hacerlo correctamente es actuando inicialmente de forma contraria a lo que
queremos conseguir.

En la practica, combinamos ambos métodos de control de forma subconsciente. La
proporcion de giros del manillar y movimiento del cuerpo respecto a la bicicleta
depende del estilo de conduccién de cada ciclista, pero también en la velocidad a la que
se circula y en las caracteristicas de la propia bicicleta.
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5.4 Posibilidad de mejora en la geometria

Aunque el efecto giroscopico debido al giro de la rueda delantera tiene un efecto
estabilizador, se ha podido demostrar que el hecho de que la bicicleta sea estable para
ciertas velocidades no es necesariamente debido a este ni al angulo de avance de la
horquilla de la bicicleta [15].

El hecho que hizo a Whipple creer que el efecto giroscopico era condicion necesaria
para la estabilidad fue debido al error que contenian sus ecuaciones, que por suerte no
afectd a la linealizacion y los resultados de la estabilidad, que si fueron correctos.

A front frame (fork and B )
rear frame including Handlebar), H point mass
rider Body, B

Rear wheel, R Front wheel, F

rear frame, B front frame, H
?LSH point mass

]

cl’ X rear skate X o
S| steer axis |
z z

Figura 5-3. Experimento de la universidad de Delft [15]

Gracias a los resultados de los experimentos realizados en la universidad de Delft,
basados en la construccion de una bicicleta con ruedas contrarrotatorias para cancelar el
momento cinético neto que acumulan al girar, ademas de incorporar el contacto de su
rueda delantera con el suelo por delante del eje de la direccion, haciendo que el avance
sea negativo.

Aun con esa construccion, esta bicicleta sigue siendo estable, aunque al no disponer de
los efectos anteriores, el rango de estabilidad se ve afectado de forma negativa.

Estos no fueron los Unicos resultados relevantes de sus experimentos, ya que pudieron
observar que hay varios parametros de disefio, especialmente la distribucién de masa de
la parte delantera y la inclinacion del eje de la direccion, que contribuyen a la
estabilidad a través de interacciones acopladas de elevada complejidad.

El siguiente paso que se busca es el motivo de hace girar el manillar hacia el lado que
cae la bicicleta y de esta manera lograr que vuelve a una posicion vertical. En general,
en una bicicleta hay varios términos que causan acoplamiento entre la inclinacion lateral
del cuadro y el giro del manillar. S6lo algunos de ellos dependen del avance positivo y
del momento cinético en la rueda delantera (para crear efectos giroscopicos).
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En el caso de la bicicleta mostrada anteriormente, la masa del manillar es menor que la
del eje trasero, por lo que cuando intenta caer en conjunto, la parte de menor masa lo
hace mas rapido. Esto muestra la importancia que tiene en el comportamiento dinamico
de las bicicletas la distribucion de la masa en el eje delantero.

Se puede afirmar que una condicion necesaria para la estabilidad es tener al menos un
factor que acople el giro del manillar con la inclinacion del cuadro. Estos términos
surgen de la combinacion de avance, momento cinético para efecto giroscopico,
inclinacion del manillar, localizacion de centros de masa de los solidos y los tensores de
inercia de la parte delantera y trasera de la bicicleta.

A traves del ajuste de estos parametros de disefio se puede hacer que una bicicleta sea
aun mas estable. Esto hace pensar que el proceso de evolucion de la geometria de las
bicicletas ain no ha llegado a su fin, ya que siguen quedando posibilidades de mejora
abiertas en términos de disefio de su geometria.

Conforme se consiga sintetizar el tipo de acoplamiento que presentan estos pardmetros
dentro de las ecuaciones del movimiento, se podran realizar analisis paramétricos para
crear nuevas geometrias de bicicleta que muestren un comportamiento especifico, segun
sea su aplicacion final.

La comprension de estos fendmenos para las bicicletas permitira mejorar de igual
manera la geometria de las motocicletas, ya que su comportamiento sélo se diferencia
por parametros. Una motocicleta se puede ver como una bicicleta de mayores
dimensiones que incorpora un motor para introducir energia en el sistema.

Visto asi, todos los aspectos que se consigan conocer acerca del comportamiento de las
bicicletas y los parametros que influyen en ello, se pueden extrapolar de forma directa al
mundo de las motocicletas. Por este motivo son de gran ayuda los simuladores como el
presentado en este proyecto, ya que facilitan el analisis paramétrico para comprobar sus
repercusiones en el movimiento.
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6. Métodos numericos

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden
obtenido de las ecuaciones de Newton-Euler y asi poder generar el movimiento, no es
factible encontrar una solucion analitica con la que tener la evolucion continua del
vector g en el tiempo.

Por este motivo es necesario implementar un método numérico lo suficientemente
preciso para que los errores que se acumulen en el tiempo no hagan que el sistema se
vuelva inestable, a la vez que sea capaz de resolver la dinamica del sistema en tiempo
real.

Con los métodos numéricos se discretiza el tiempo en una serie de instantes ¢4, t,,... t;

separados por un At que en general se considera constante. De esta manera, al ejecutar
el método, se obtiene una solucion aproximada al problema inicial en los instantes
discretos definidos.

Se tiene que resolver un problema del tipo: ¢ = F(q, q ,t) (6.1)

Para obtener el vector g en el tiempo, se necesitan ademas unas condiciones iniciales al
sistema, que vienen dadas con los vectores:

d(te) =qo=[0 0 h 0 000 0 0]
q(ty)=qgo=[vooo0o000v/RV/R]
(6.2)

Siendo h la altura de la bicicleta, impuesta asi para tener indentacion nula en el instante
inicial y V es la velocidad de avance inicial al sistema, estando ambas ruedas rodando
sin deslizar en el instante inicial como se observa en las dos Gltimas componentes de g,
donde R es el radio de las ruedas.

El sistema nueve ecuaciones de segundo orden descrito, se puede transformar en uno de
18 ecuaciones de primer orden definiendo una nueva variable: g=s

Con la que se tendria que: s = F(q, q, t) (6.3)
Definiendo el vector yT=[qT, sT], se tiene que: y = f(t, y) (6.4)
A continuacion se van a describir distintos métodos numéricos de uso general tomados

de la bibliografia [8], hasta llegar al que cumple las especificaciones necesarias para
este proyecto.
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6.1 Métodos de series de Taylor

Una primera aproximacion a la solucion discreta del sistema y = f(t, y) es suponer que f
es lo suficientemente diferenciable respecto al vector y y respecto a t como para
desarrollar a y(t) en serie de Taylor:

|
YO = yo + Aty(ty) + 222D 4 (6.5)

La derivada temporal total de y se ha expresado con el superindice I, se pueden tener
derivando f de la siguiente manera:
y' =f(ty)
y'= fl=f + ff
(6.6)

Asi se puede escribir al sistema de ecuaciones en funcion de f y sus derivadas.

La dificultad de obtener las derivadas de alto orden de f, hace que no sea un método
recomendable excepto para aproximaciones de bajo orden.

Una aproximacién es el método de Euler, que proporciona una aproximacion de la
solucidn en el paso n+1 a partir de la solucion en el paso n:

Yn+1 = Yn + At f(tn' yn) (6-7)

La precision es un aspecto importante a la hora de seleccionar un método para integrar
las ecuaciones del movimiento. EI método de Euler es simple y facil de implementar,
pero da resultados poco precisos y requiere pasos de tiempo bajos, con el posible error
de que los errores de redondeo se vuelvan importantes.

La estabilidad es otro de las aspectos importantes a considerar para la eleccién del
integrador. Se puede definir como la propiedad de un método de integracion para
mantener a los errores acotados conforme se avanza en los pasos de tiempo. De esta
manera, un método inestable hace que los errores crezcan exponencialmente, generando
que en pocos pasos de tiempo las soluciones encontradas carezcan de sentido.

Conviene sefialar que la estabilidad no s6lo depende del método de integracion elegido,
ya que también esta condicionada por el tipo de problema a resolver.
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6.2 Métodos de Runge-Kutta

El método de Euler descrito anteriormente no es Gtil por su baja precision y los métodos
de Taylor de mayor orden tienen la dificultad de obtener las derivadas de f(t, y).

Evitan tener que generar derivadas de alto orden a cambio de evaluar la funcion f(t, y)
en un nimero dado de puntos y proporcionan buena precision como Taylor. El orden
del método indica la cantidad de evaluaciones que realiza el algoritmo y por tanto da
una idea de lo preciso que sera el resultado.

- Uno de los méas usados de este tipo es el Ilamado método de Runge-Kutta de
cuarto orden, que requiere cuatro evaluaciones de la funcién por instante de

tiempo:
Yn+1 =¥n t %(K1 + Kz + K3 + Ky) (6.8)
Ky = f(tn, ¥n) (6.9)
Ky =f(ta + 5. Yo + 3 K1) (6.10)
K3 = f(ty + 5. Yu + 5 Ka) (6.11)
K, = f(t, + At, y, + AtKj3) (6.12)

Este método es explicito, ya que todos los K; dependen de valores previos ya
calculados. De lo contrario, seria un método implicito y seria necesario un
proceso iterativo en cada paso de tiempo para resolver unas ecuaciones no
lineales y asi llegar a y,,41.

- Otro algoritmo de este tipo muy usado, es el método explicito de Runge-Kutta
de segundo orden. Este método también es conocido como el método de Euler
mejorado o método de Heun y su algoritmo es el siguiente:

A
Yo+l = Yo + 5K + Kp) (6.13)
Kl = f(tna Yn) (6-14)
KZ = f(tn + At, Yn + AtKl) (615)

En cada paso de tiempo se necesitan dos evaluaciones de funciones, que en el
problema que hemos planteado implica obtener la solucion de las ecuaciones del
movimiento para tener las aceleraciones dos veces en cada paso de tiempo.

De los métodos elegidos, es el que nos proporciona la capacidad de resolver el

problema en tiempo real a la vez que no genera diferencias numéricas
apreciables en la precision con respecto a los otros métodos descritos.

56



7. Simulacion de la bicicleta

Gran parte del trabajo realizado en este proyecto se ha empleado en la implementacion
en MatLab del cddigo adecuado que permite plantear, resolver y mostrar los resultados
de las ecuaciones del movimiento del modelo que se describe en el apartado 3.

Para ello, es necesario generar una serie de funciones para estructurar el cddigo y
facilitar su comprension. Algunas de estas funciones se han tenido que crear haciendo
uso de la herramienta de calculo simbdlico que porporciona MatLab, de esta manera se
evita realizar de forma manual y con posibilidad de error las operaciones necesarias
para la obtencién, por ejemplo, de las velocidades angulares de los sélidos o de los
jacobianos.

No obstante, las funciones generadas con esa herramienta no son totalmente vélidas, ya
gue hay que modificarlas para que permitan recibir las variables que nos interesen en
cada caso, ademas de leer los parametros fijos de una estructura ya predefinida.
Haciendo uso del simulador descrito podemos analizar el comportamiento de la
bicicleta en algunos casos caracteristicos, como los giros descritos en el apartado 5, de
esta manera se ponen de manifiesto las capacidades dinamicas de este invento.

De forma general, el algoritmo que se ha implementado se puede condensar en el
esquema incluido en la figura 7-1.

o
~_

Figura 7-1 Diagrama del funcionamiento del simulador
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Al iniciar la simulacidn, el programa carga automaticamente las condiciones iniciales
del movimiento y los pardmetros que definen la configuracion de la bicicleta a simular.
Légicamente, el sistema tiene una velocidad inicial para facilitar el manejo, ya que se
sitla en la zona estable del mecanismo.
Posteriormente comienza el planteamiento y resolucion de la dindmica del sistema,
habiendo antes resuelto la cinematica. En esta parte del cddigo es donde entran en
funcionamiento todas las funciones secundarias que se han ido creando, con el objetivo
final de generar las ecuaciones de Newton-Euler de la bicicleta.
A continuacion se detallan las funciones necesarias para este objetivo:

- Ecuaciones del movimiento de la bicicleta

o Fuerza Q contacto

o Fuerza Q aerodinamica

o Fuerza Q gravitatoria

o Fuerza Q proporcional al cuadrado de la velocidad
o Matriz de Masa

o Funciones generadas para resolver la cinematica por la herramienta de
calculo simbdlico de MatLab, como: A, G', H'...

De forma paralela al procesamiento de estas funciones, es necesario recibir en tiempo
real los fuerzas que el usuario quiere realizar en el sistema. Para ello, es necesario
disponer de un dispositivo que permita la entrada de datos al programa, en este caso se
utiliza un joystick.

Figura 7-2. Joystick empleado para la simulacién
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Gracias a €l, se puede controlar la trayectoria con las acciones adecuadas en:

- Velocidad de avance.

- Angulo del manillar.

- Angulo de vuelco del cuadro.
- Angulo del ciclista.

En este momento, las ecuaciones del movimiento cuentan con todos sus términos, por lo
que hay que ejecutar la funcion que resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales.

Como ya se adelanto en el capitulo 6, el algoritmo elegido para esta tarea es un método
de Runge-Kutta de segundo orden. Con él se obtienen el valor de las coordenadas
generalizadas elegidas para este modelo de bicicleta y asi poder posicionar y orientar
cualquier sélido del sistema en funcién del tiempo.

Por ultimo, es necesario disponer de un algoritmo que represente un grafico de los
movimientos que realiza la bicicleta. Se ha optado por representarlas en el mismo
programa MatLab haciendo uso de una serie de funciones incorporadas que permiten
actualizar la posicion del sistema en cada instante discreto, generando asi la secuencia
del movimiento de la bicicleta.

De esta manera, conforme el usuario percibe los resultados del movimiento en tiempo
real, es capaz de realizar las acciones necesarias para llevar al sistema a la posicion que
desee. Para ello, no hay que olvidar las nociones sobre el comportamiento dindmico de
las bicicletas que se presentaron en el apartado 5.

22
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16
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12

0.8

Figura 7-3 Simulador interactivo de la bicicleta
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7.1 Descripcion de los archivos

Como resultado de plantear el problema en MatLab para su resolucion, se obtienen una
serie de archivos que permiten simular el movimiento de la bicicleta con distintas
hipotesis de partida, ademés de contar con otros archivos cuyos algoritmos permiten
obtener el diagrama de continuacion para analizar la estabilidad del sistema.

Debido a la importancia de estos archivos, se proporciona una descripcion de los
mismos y la manera en que se han organizado.

Hay dos clases de archivos que se han generado para las simulaciones:

- Archivos .m: Contienen el codigo de los programas de MatLab.
- Archivos .txt: Descripcién del objetivo de cada versidn del simulador.

En cada version del simulador, se ha ordenado cada funcion generada segun sea su
objetivo dentro del global, de esta manera no se pierde el sentido fisico del proyecto.
Las subcarpetas en las que se organizan las funciones son:

- Cinematica.

- Ecuaciones de Newton-Euler.

- Geometria de superficies.

- Métodos numericos.

- Otros: archivos auxiliares o de menor importancia dentro del proyecto.

Para hacer funcionar la simulacion, el usuario debe ejecutar en MATLAB el
archivo ‘Principal.m’, tras lo cual se iniciara la escena en tiempo real siempre que se
tenga conectado un joystick para la entrada de datos.

La simulacion comienza con una velocidad de avance inicial que facilita el manejo de la
bicicleta siempre que se inicien los giros usando el efecto contra-manillar y girando el
manillar hacia la direccién que se inclina el cuadro para salir de las curvas.

Es posible comprobar que el sistema responde a estas acciones tal como se describié en

el capitulo 5, por lo que se puede afirmar que el simulador genera un comportamiento
adecuado de la bicicleta bajo estudio.
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8. Conclusiones

Durante el desarrollo de este proyecto se aprecia como para la resolucion de la dinamica
de este sistema mecénico de la manera mas real posible, surge la necesidad de resolver
problemas que son nicleos de diversos campos de la ingenieria, ya sea la aerodindmica,
el tratamiento de los neumaticos como medio continuo para conocer la distribucion de
esfuerzos y de temperatura, las deformaciones del cuadro, etc.

Dado que para estudiar cada uno de esos problemas de forma detallada se necesita
recurrir a un elevado ndmero de horas de experimentacién en el laboratorio y de
validacién de modelos, se recurre a simplificaciones que permiten que el modelo de la
bicicleta se pueda resolver en tiempo real.

De forma paralela, se muestran las capacidades dinamicas que presenta la bicicleta a
partir del simulador que se ha generado. Puede apreciarse como la bicicleta muestra un
comportamiento realista ante las acciones del conductor.

En la actualidad, es necesario el uso de las simulaciones para la comprension de la
dinamica de sistemas de las cuales no se conocen soluciones analiticas. De esta manera
se pueden hacer evolucionar a los ingenios de una manera mas rapida que la basada en
la experiencia, ya que se puede apreciar la importancia relativa de los distintos términos
de forma paramétrica. Queda patente la importancia que tiene hoy en dia un simulador
para el andlisis y disefio de sistemas mecanicos nuevos o la mejora de los ya conocidos.

Se ha creado un modelo fisico que describe el movimiento de las bicicletas que pretende
ser la base para incluir mejoras en otros aspectos que no se restringen a la interaccion
con el suelo, ni a su simulacion en tiempo real. Por lo que es una base sélida sobre la
que poder seguir trabajando en el futuro.

Por ultimo, y probablemente el aspecto méas importante que se muestra en este proyecto,
es que el andlisis del comportamiento de un sistema aparentemente sencillo puede
contener una gran riqueza dindmica que no se aprecia hasta que realmente se plantea y
se intenta resolver el problema.
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9. Trabajo futuro

Afadir desgaste en tiempo real del neumatico.

Resolver los parametros de contacto con geometria del terreno no plano en
tiempo real.

Incorporacion de suspension en el modelo.

Mejora de la aerodinamica del modelo por otra mas completa que tenga en
cuenta los cambios que se producen en la distribucion de presiones en el entorno
del sistema con la posicién y la velocidad.

Estudio de los efectos térmicos en el contacto para evaluar su repercusion en la
generacion de las fuerzas de contacto.

Validacion experimental del modelo realizado.

Analizar las cargas en los neumaticos durante el paso por curva para poder dar
un punto de partida para dimensionar los sistemas de suspension y el chasis de
una motocicleta.

Andlisis de las vibraciones del cuadro durante el movimiento.

Mejora del entorno gréfico.
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