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Capitulo 1

Sistemas dinamicos

1.1. Estabilidad y bifurcacion

El comportamiento dindmico de muchos procesos fisicos o de la ingenieria
viene modelado por un sistema de ecuaciones diferenciales. En general estas
ecuaciones son no lineales, y ademas, dependen de ciertos parametros que
representan los posibles valores de las magnitudes que fijan en cada caso la
dindmica del sistema. La eleccion de los valores concretos de los parametros
del sistema determina los posibles estados de equilibrio del mismo y su modo
de respuesta dinamica ante las pequenas perturbaciones que puedan tener
lugar.

Al evolucionar con continuidad los valores de los parametros van cam-
biando los posibles estados de equilibrio, que pueden asi surgir o desaparecer
o simplemente cambiar sus propiedades. En estos términos generales, el ana-
lisis del caracter de un punto de equilibrio de un sistema dinamico, es decir,
la estabilidad o inestabilidad del sistema en cuestién, se remite a la inves-
tigacion de la estabilidad del origen como punto de equilibrio del sistema
linealizado.

En definitiva, es el signo de la parte real de los valores propios de la ma-
triz de coeficientes del sistema linealizado la que fija la estabilidad, que se
produce cuando todos los valores propios tienen parte real negativa. En sis-
temas dinamicos dependientes de parametros, el modelo linealizado también
cambia al modificarse los valores de los parametros, pudiendo resultar dife-
rente el caracter de los correspondientes cambios de equilibrio que resultan
de una evolucion continua de los parametros del sistema. Los cambios cuali-
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tativos del caracter de un determinado punto de equilibrio son el resultado de
lo que se denomina bifurcacién, siendo las posibilidades de bifurcaciéon muy
variadas.

En sistemas dependientes de un sélo parametro, la pérdida de estabilidad
se produce genéricamente mediante dos posibles mecanismos netamente dife-
renciados. En el primero de ellos sucede que un valor propio real evoluciona
con el cambio de los valores del pardmetro hacia el semiplano real positivo.
Puede demostrarse que, también genéricamente, en este caso se pierde la es-
tabilidad por la confluencia del punto de equilibrio estable con otro inestable.
Este fendmeno se denomina por esta razén bifurcacion silla-nodo.

La segunda posibilidad aparece cuando la estabilidad se pierde como con-
secuencia de que un par de valores propios complejos conjugados atraviesan
el eje imaginario convirtiéndose el punto de equilibrio en inestable. En este
caso, genéricamente se produce lo que se denomina una bifurcacién de Hopf.

La caracteristica esencial de la bifurcacion de Hopf es que para valores
del parametro cercanos al valor de bifurcacion, se produce la apariciéon de
un ciclo limite del sistema en las cercanias del estado de equilibrio. Existen
dos posibilidades diferentes de propiedades y consecuencias practicas muy
distintas.

La aparicion de oscilaciones periddicas estables en sistemas lineales a
trozos es similar a la bifurcaciéon de Hopf para sistemas diferenciables, puesto
que el cambio en la estabilidad de un equilibrio implica la aparicién de un
ciclo limite. Sin embargo, la dependencia de la amplitud del ciclo limite con
el parametro de bifurcacion en el caso de sistemas lineales a trozos es distinta
de la que se produce para la bifurcaciéon de Hopf.

Con el objetivo de aplicar las herramientas disponibles para sistemas diné-
micos diferenciales, los osciladores no lineales son frecuentemente modelados
mediante sistemas dinamicos cuyas no linealidades se suponen suficiente-
mente diferenciables. Entre estas herramientas, el Teorema de Bifurcacién de
Hopf es uno de los mas conocidos cuando se quiere dar una explicacién a la
aparicion de oscilaciones periddicas.

De todos modos, aparecen situaciones en las que para conseguir modelos
mas precisos del mundo real es conveniente utilizar sistemas lineales a trozos.
De hecho, los sistemas lineales a trozos son muy comunes en las aplicaciones
de la electrénica no lineal y de la teoria de control. Pueden utilizarse por
ejemplo, cuando el modelo tiene una regién activa frente a otra de corte, o
cuando las saturaciones deben ser consideradas en el modelo.

Los modelos lineales a trozos pueden considerarse como la agregacion
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de varios sistemas lineales diferentes, cada uno de los cuales representa la
dinamica del sistema en una region del espacio de fases. Dentro de cada
region, la dinamica es muy simple, pero la dindmica global puede ser de gran
complejidad y a menudo cadtica.

El analisis de la bifurcacion de los sistemas lineales a trozos puede ser
una dificil tarea puesto que hay una falta de resultados generales para este
tipo de sistemas y es necesario tener en cuenta la contribucion de cada re-
gién del espacio de fase a la dindamica global. En particular, no se pueden
aplicar los teoremas de bifurcacién de Hopf a estos sistemas debido a su baja
diferenciabilidad. De todos modos, los sistemas lineales a trozos pueden pre-
sentar bifurcaciones que tienen similitudes (pero también discrepancias) con
la bifurcacién de Hopf.

1.2. Osciladores electronicos

1.2.1. Osciladores y ciclos limites

Los osciladores son circuitos electronicos que pueden presentar oscilacio-
nes de amplitud y periodos fijos sin excitacion exterior. Estas oscilaciones se
denominan ciclos limites u oscilaciones automantenidas. Un buen oscilador
debe presentar al menos dos caracteristicas para un correcto funcionamiento:
1) Una vez transcurrido el régimen transitorio inicial, los valores de amplitud
y periodo de los ciclos limite no deben depender de las condiciones iniciales
del sistema.

2) Las oscilaciones han de existir para unos rangos de los pardmetros del
sistema suficientemente amplios.

Debido a que los sistemas lineales no presentan estas caracteristicas, cual-
quier oscilador tiene que ser un sistema no lineal y ser modelado como tal
para poder establecer analiticamente la amplitud y el periodo de las osci-
laciones. La existencia de al menos un dispositivo no lineal en un circuito
convierte a éste en no lineal.

1.2.2. Circuitos electronicos no lineales

Los circuitos electrénicos no lineales incluyen, ademas de algunos disposi-
tivos lineales (resistencias, bobinas y condensadores), ciertos dispositivos no
lineales usualmente basados en materiales semiconductores (diodos, transis-
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tores y amplificadores operaciones principalmente). Mientras que los disposi-
tivos lineales no presentan ninguna dificultad y pueden modelarse mediante
ecuaciones algebraicas o diferenciales lineales bien conocidas, para los disposi-
tivos no lineales es necesario establecer unos modelos matematicos adecuados
que describan su funcionamiento de forma suficientemente aproximada.

1.2.3. Circuitos electronicos lineales a trozos

Una posibilidad muy utilizada es considerar que los dispositivos no linea-
les presentan varios modos de funcionamiento y establecer para cada uno de
ellos un modelo lineal. Asi se obtiene para cada dispositivo no lineal un mo-
delo lineal a trozos. Cada modo de funcionamiento esta asociado a un rango
de las variables utilizadas para describir el comportamiento del circuito, o
expresado de otra forma, a cada modo corresponde una regién en un espacio
de fase.

De esta forma la resolucién de un circuito no lineal puede hacerse resol-
viendo varios circuitos lineales, cada uno de los cuales tiene validez sobre
periodos de tiempo que llamamos intervalos. Un intervalo finaliza y comien-
za el siguiente cuando las variables asociadas a los dispositivos no lineales
pasan de un rango de valores a otro, o equivalentemente, cuando el punto
representativo del estado del sistema en el espacio de fase pasa de una region
a otra. En ese instante decimos que ha cambiado el modo de funcionamiento
del circuito.

1.3. Comportamientos del ciclo limite

En sistemas dinamicos dependientes de parametros, el caracter de los co-
rrespondientes puntos de equilibrio (si son estables o no) puede ir cambiando
a medida que se realiza una variaciéon continua de los parametros del sistema.
Estos cambios cualitativos del caracter de un determinado punto de equili-
brio (cambio de una situacién estable a inestable o viceversa) son el resultado
de lo que se denomina una bifurcacion.

En sistemas diferenciables dependientes de un solo parametro, la pér-
dida de estabilidad se produce genéricamente cuando uno de los pares de
autovalores complejos conjugados atraviesan el eje imaginario, cambiendo la
estabilidad del punto de equilibrio. Se produce genéricamente lo que se co-
noce como bifurcacion de Hopf, cuya caracteristica esencial es la aparicién
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de un ciclo limite del sistema en las cercanias del estado de equilibrio; eso
si, para valores del parametro cercanos al valor de la bifurcacién. Se pueden
distinguir dos casos en funcién del comportamiento de dicho ciclo limite:

a) Bifurcacién de Hopf subcritica. Antes de que el pardmetro alcance
el valor de la bifurcacién, el ciclo limite coexiste con el punto de equilibrio
estable, limitando la cuenca de atraccion del mismo.

b) Bifurcacién de Hopf supercritica. El ciclo surge una vez traspa-
sado el valor de la bifurcacion, constituyendo un atractor que atenta la ines-
tabilidad del punto de equilibrio, este ciclo limite de pequena amplitud es el
responsable de la apariciéon de oscilaciones peridédicas estables en los oscila-
dores electronicos auténomos.

El andlisis de la bifurcacién en sistemas lineales a trozos puede convertirse
una tarea dificil, dado que hay una carencia de resultados generales para
esta clase de sistemas, y ademds se debe tener en cuenta la contribucion
acumulada de cada seccion del espacio de fase a la dinamica global.

En particular, el teorema de la bifurcacion de Hopf, que explica la apari-
cion de oscilaciones en sistemas diferenciables no es de aplicacion en este caso
debido a la perdida de diferenciabilidad, ya no se puede hablar propiamente
de bifurcacién de Hopf, en este caso, hablaremos de bifurcacion Foco Centro
Ciclo Limite (FCCL) para sistemas lineales a trozos (no diferenciables).

1.4. Objetivo del proyecto

El objetivo es el modelado matematico de un oscilador electrénico como
un sistema dinamico tridimensional y simétrico que presenta una zona lineal
entre las fronteras de los planos * = 1 y o = —1, cuyos extremos son no
derivables y otra parte no lineal (saturacion del dispositivo) contigua a ambos
planos frontera. Analizaremos los diferentes comportamientos que se observan
en cuanto a la estabilidad del sistema al variar los parametros principales de
bifurcacion, identificando los diferentes casos que se observan y contrastando
a través de simulaciones mediante Dynamic Solver los resultados obtenidos.
Ademas, se localizaran aquellos valores de los pardametros de bifurcacién que
garantizan la eficacia del oscilador electronico al haber presencia de ciclos
limites.
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Capitulo 2

Generacion de oscilaciones

2.1. Descripcién del sistema

El estudio de los ciclos limites de un sistema diferenciable es, después
del analisis de soluciones en equilibrio, uno de los problemas mas importan-
tes en el andlisis cualitativo de sistemas dinamicos. Diferentes herramientas
provenientes de la teoria de bifurcacion estan disponibles para garantizar la
bifurcacién y la existencia de ciclos limites en sistemas lineales, sin embar-
go en este proyecto, trataremos sistemas a trozos lineales no diferenciables,
debido a la aplicacion a la vida real, en concreto, con osciladores electronicos.

Consideramos el sistema de la familia de sistemas lineales a trozos escritos
en la forma de Luré:

x = F(x) =Agrx + bsat(z), (2.1)

donde x = (z, y, Z)T € R?, la funcion de saturacion viene dada por:

1 ifu>1,
sat(u) = w if Jul <1,
-1 ifu< -1

La matriz Ag tendra la siguiente expresion:

t -1 0
AR: m 0 —1
d 0 0

El vector esta definido por

11



12 CAPITULO 2. GENERACION DE OSCILACIONES

T—1
b= M—m |,
D—d

de manera que, para |z| < 1 la dindmica estd gobernada por el sistema:

T -1 0 T
Xx=Acx=| M 0 -1 y |, (2.2)
D 0 0 z

mientras que Ag representa la dindmica del sistema en las zonas externas
y Ac la dinamica del sistema en la zona central. El parametro T representa la
traza, M es la suma de los adjuntos de los elementos de la diagonal principal
y D es el determinante de la matriz Ac. Analogamente, ¢ representa la traza,
m la suma de los adjuntos de los elementos de la diagonal principal y d el
determinante de la matriz Ar. Toda la informacién sobre la dinamica del
sistema en la zona lineal central estd contenida en los autovalores Ai,As,A3
de Ao que satisfacen el polinomio caracteristico de la matriz. El polinomio
caracteristico de A¢ viene dado por:

pac(\) = det(Ac — N) = X3 = TAN* + M) — D. (2.3)

Estamos interesados en la generacion de oscilaciones automantenidas.
Cuando el sistema posee un autovalor real estable (negativo) y dos auto-
valores complejos conjugados que pasan de estables a inestables, es decir, la
parte real de los autovalores complejos pasa de negativa a positiva, se pro-
ducen oscilaciones peridédicas cuya amplitud viene limitada por la saturacion
existente en el sistema. Equivalentemente, podemos decir que buscamos en
que condiciones los dos autovalores complejos de la matriz Ao cruzan el eje
imaginario del plano complejo. Sabemos que habra estabilidad en la zonal
central para:

T<0, D<0, MT-D<0. (2.4)

Se tiene que Ac = Ag+bel donde e; = (1,0,0)7, dando como resultado
la familia de sistemas llamados en su forma generalizada de Liénard, el cuél,
es analogo a la forma canodnica desarrollada en la teoria de control. Por tanto,
bajo estas condiciones para cada sistema de la forma expuesta, haciendo un
cambio de variables obtendriamos lo expuesto en (2.4).
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Considerando una estructura general de los autovalores para realizar el
analisis dinamico, introducimos € como el parametro de bifurcacién tal que los
tres autovalores de la matriz Ac son A(€) para autovalores reales y o(e)+iw(e)
para autovalores con parte real y compleja. Los parametros A, o, w tienen
las siguientes expresiones:

Ae) = Ao + Me +0(e),
o(e) = o1e + O(e?), (2.5)
w(e) = wp +wie + O(e?),

donde se asumira siempre wy > 0. Ademas, asumiremos que o7 y A; no se
anulan. Usando las expresiones anteriores resultan las siguientes expresiones
para T, M y D:

T(e) = Ae) +20(2),
M(E) = 0*(€) + w3(6) + 2X(e)o(e), (2.6)
D(e) = Me)[o*(e) + w(e)],

de donde tenemos que:

T(] T(O) - )\0,

M(0) = wg, (2.7)
DO D(O) = )\owo.

Sabemos que ante las siguientes transformaciones no se vera afectado el
sistema propuesto, conservandose invariante:

(.73, Y,z,T, t? m, da E) — ('T7 —Y,z, =T, _ta m, _d7 _€> (28)

Esta propiedad simétrica es util para simplificar el andlisis de este tipo
de sistemas.

2.2. Analisis del sistema dinamico

Asumimos en lo que sigue \g = 0, es decir que al pasar £ por 0, tanto
el autovalor real como la parte real del par complejo conjugado se anulan.
Analizamos primero el nimero de equilibrios que puede presentar nuestro
sistema. Si nos fijamos en la tercera ecuacién del sistema, es decir, Z =
dx + (D — d)sat(z), vemos que los equilibrios deben cumplir la condicién
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dx 4+ (D — d)sat(z) = 0. Si d = D # 0, entonces la tnica solucién es x = 0.
Si D —d # 0, podemos dividir por esta expresion y escribir:

1
r = sat(r) Dt = sat(z),

d—D 2

Si d y D tienen signos distintos (D/d < 0), la fraccién 0 < ﬁ < 1, signo
d

de que hay tres soluciones, en concreto r =0y x = +(1 — %), con |z| > 1.

Si dy D tienen el mismo signo (D/d > 0), 1 — & < 1y puede ocurrir que:

D
a>0<1—g<1,
D __
D

En los tres casos es facil ver que solo hay equilibrio si x = 0. Finalmente si
D = 0 (que es lo que ocurre cuando £ = 0) queda la condicién d[z —sat(x)] =
0, por tanto, todo valor de = € [—1, 1] servirfa como solucién.

Para € pequeno en valor absoluto, se denota que el signo de D es igual al
signo de \ie, por tanto, se desprenden las siguientes afirmaciones:

(a) Si dA\ie > 0 el unico punto de equilibrio es el origen.

(b) Si dA\e < 0 el equilibrio esta en el origen y los dos puntos

xt = % _% _ % ' X~ = —x7F
. (1— y , T(e) td , M(e) —m y )> < e

(c) Si e = 0 todos los puntos del siguiente segmento son equilibrios del
sistema.

Si ademas d # 0, el segmento contendria todos los puntos del equilibrio.

A partir de la conclusién ¢) vemos que para ¢ = 0 se produce lo que se
denomina bifurcacion pitchfork degenerada, que se observa en la figura 2.1:
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-1

\

Figura 2.1: El diagrama de bifurcacion del equilibrio del sistema dibujado
cuando d > 0. Solo hemos dibujado la coordenada x del equilibrio de puntos.

Nétese que para d\ie < 0 los puntos x= son puntos de equilibrio del

campo de vectores correspondientes a |x| > 1 pero estos puntos estén fuera
de sus correspondientes zonas. Estos puntos no constituyen un equilibrio
real, aunque organizan la dinamica en las regiones externas. Estos puntos de
equilibrio son comtinmente llamados puntos de equilibrio virtual.

Para estudiar la existencia de érbitas periddicas en este tipo de sistemas,
comenzaremos considerando la zona central del sistema con ¢ = 0. En este
caso, una computacion directa muestra que la solucién de nuestro sistema a
estudiar partiendo de un punto arbitrario tal como (g, 3o, 20)? para 7 = 0
viene dado por la solucion:

To 1 wg CoSwoT —wpsinwgr 1 —-cosT
x(1) =exp(AcT) | w0 | = > Wi sinwyT Wi CcoswyT — —wp SinwyT
20 0 0 0 w2
(2.9)

Si |xo| < 1 la correspondiente 6rbita es un arco de la siguiente elipse:
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(g o) € B Gm - w> ¥ (7)

_AN Y, 2\,
o= w2 o I—WTQ) + Yo

=1, (1) = 20},

(2.10)

pasando por el punto inicial. Para algunos puntos iniciales se obtienen

elipses completas en la regién |z| < 1y por tanto tendremos que —w?Z < 25 <
w?.

Por tanto, las soluciones obtenidas en (2.9) que estan contenidas para
todo 7 en la zona central son érbitas periddicas del sistema que tienen la
forma de dos conos que comparten la elipse w?z? + y? < w?.

La estructura de las érbitas periddicas es independiente de los valores de
t, m y d. Para € # 0 y pequeno, tenemos que la mayoria de estas orbitas
periddicas desapareceran pero algunas de ellas podrian llegar a dar a lugar a
ciclos limites.

A continuacién en la figura 2.2 se muestra la estructura de las érbitas
periddicas en la zona central:

N
RN

N

Figura 2.2: Estructura de las orbitas periodicas € = 0 en la zona central. Los

dos conos estan completamente foliados por orbitas periodicas alrededor del
segmento de puntos en equilibrio. {(z,0,zw?)T : x| < 1}.
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Como es bien sabido, un sistema lineal no puede tener ciclos limites. Por
eso, los ciclos limites han de cruzar los planos frontera r =1 o z = —1. Pa-
ra algunos valores de pardametros existe un ciclo limite en dos zonas a la vez
que se denominan ciclos limites bizonales. Analogamente, podemos hablar de
ciclos limites trizonales cuando se cruzan ambos planos frontera simultanea-
mente. Debido a la simetria del campo de vectores con respecto al origen, los
ciclos limites no simétricos deben aparecer en parejas, esto es, cuando un ciclo
limite no simétrico existe debe existir por tanto su simétrico correspondiente.

Resumen de los resultados principales conocidos
A continuacion se detallan los resultados ya conocidos, cuyo desarrollo puede
encontrarse en [3]

Ciclos limites trizonales
Se considera el sistema bajo las siguientes condiciones analogas a la bifurca-
cion de Hopf:
Se supone para e = 0, \g # 0y 01 # 0 de manera que se tiene que MT — D =
0. Introducimos por conveniencia el pardmetro § = d — tw2 + A\o(wg —m) # 0,
cuyo signo caracteriza el tipo de bifurcacién que tiene lugar. Bajo estas con-
diciones el sistema sufre una bifurcacion Foco-Centro-Ciclo Limite (FCCL),
a partir de la configuracion de las érbitas periddicas que existen en la zo-
na central para e = 0, un ciclo limite aparece para doje > 0 siendo |¢| lo
suficientemente pequeno. El ciclo limite tiene como periodo:

2 2
= =%+ S Mo (tw? — d) + wior (w3 — m) — wowndle + O(Y?),

P
wo  wyo

y su amplitud en x definida como méx{z} — min{z} viene dada por:

1 3moy(wg +A)

A= 1
55

)2/362/3 +0 (54/3> '

En particular, si \y < 0 y § > 0, tendremos que el ciclo limite bifurca
para o€ > 0 y la correspondiente 6rbita es asintoticamente estable.

Si ahora consideramos el sistema bajo las condiciones: \y = 0, \; # 0,
o1 # 0, es decir, en las condiciones andlogas a la bifurcaciéon Hopf-zero, sigue
bifurcando un ciclo limite aunque ahora los esquemas se simplifican algo. En
particular para e = 0 tenemos que § = d — tw? # 0
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Este ciclo es simétrico con respecto al origen y bifurca desde la elipse
{(z,y,2)T € R3: w2a? +y* = w?, 2 =0}
Asi, el ciclo limite tiene ahora el siguiente periodo:
2

P—+27T<
w

Wo01 (LOQ — m) — w15
Wi

) £+ O(?3),

y su amplitud en x definida como méx{x} — min{z} viene dada por:

2
1 3moiwg

A= 1+2( %

)2/352/3 +0 (54/3> ‘

Ademas, el ciclo limite que bifurca es estable si y solosit < 0,d <0y
0 > 0. Usando la propiedad de invariancia podemos anadir una nueva afirma-
ci6én diciendo que el ciclo limite que bifurca es completamente inestable (los

dos exponentes caracteristicos tienen parte real positiva) si y solo si t > 0,
0<0yd>0.

Ciclos limites bizonales

A la hora de analizar las posibles bifurcaciones bizonales, debido a la
simetria presente, es claro que los ciclos limites bizonales siempre existen en
parejas, cruzando cada uno de ellos los planos fronteras establecidos z =1y
x = —1, respectivamente. Por ello, basta estudiar el ciclo limite que aparece
cruzando el plano x = 1, definiendo el siguiente sistema auxiliar:

(2.11)

ARX+b, six > 1,
Acx, six < 1.

Este sistema solo tendria dos zonas de linealidad. De acuerdo con esto, solo
los ciclos limites contenidos dentro de la regién x € [—1, 00) corresponderan
a ciclos limites del sistema original, representando a uno de los miembros de
la pareja.

El equilibrio del sistema estd en el origen en la zona con x < 1y x en
la zona con z > 1. De una forma analoga al andlisis hecho para las orbitas
periddicas del ciclo limite trizonal, podemos considerar el sistema con £ = 0.
Por tanto, cada solucién en la zona con x < 1 empieza desde un punto
arbitrario (zo, ¥o, 20)7 para 7 = 0 viene dada por (2.9), y su correspondiente
érbita es un arco de una elipse con la expresién dada en (2.10).
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Ahora, si esta elipse estd completamente contenida en la region x < 1
por tanto tenemos 2y < w?. Esta familia de elipses estdn completamente
contenidas en la region x < 1 las cuales generan un cono ilimitado de orbitas
periddicas.

Nétese que este cono ilimitado puede ser obtenido prolongando la parte
superior de la figura 2. En este caso, solo las dérbitas periddicas del sistema
verifican |z| < 1 corresponderan a érbitas periddicas del sistema a estudiar.

Como hemos visto, un ciclo limite del sistema puede aparecer para € # 0
desde una oOrbita periddica de la frontera del cono, la cual es una elipse ho-
rizontal con centro en (z/w?, 0, z)T y z-semieje 1 — z/w?. Por tanto, cuando
le| es lo suficientemente pequenio y 0 < z < w?, podemos asegurar que la
primera coordenada de los puntos del ciclo limite bifurcado esta en el ran-
go x € (—1,00) y consecuentemente ese ciclo limite del sistema bizonal es
también un ciclo limite para el sistema trizonal.

Ademas, la simetria del sistema obliga a la presencia de un ciclo limite
simétrico, ahora apareciendo en la regién x € (—o0, 1). De ahi se deduce que
la bifurcacion mostrada conlleva la aparicion de un par de ciclos limites para
el sistema, cada uno bifurcando desde la frontera de uno de los dos conos de
la figura 2.2.

Sintetizamos nuestros resultados:

Con \g = 0, \y #0, 8 =d—twg # 0,01 # 0,doy — M\ # 0y
0<z2= M < wi:

Cdoy— A6

El sistema presenta un ciclo limite bizonal para ¢ = 0. Por tanto, existe
un par de ciclos limites para doje > 0 siendo |¢| lo suficientemente pequeno.
Su periodo presenta la siguiente expresion:

p_ 2 N 27 [wooy (wd - m) — wld]g Lo (55/3) |
w owg

y su amplitud tendria la siguiente expresion:

2010 2(37r)2/30%/3d)\101w(2) 2t (w? — m) — 34]

A= _
M6 — doy 5w2/302/3 (A6 — doy)?

2340 (e).

El ciclo limite sera estable si y solosit <0y Aoy <0,0t=0y doi(20; +
A1) < 0.
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2.3. Analisis de 6rbitas periédicas mediante
ecuaciones de cierre

2.3.1. Orbitas periédicas bizonales

Asumimos la existencia de una érbita periédica que intersecta la frontera
x = 1 en dos puntos que tienen la siguiente expresion:

1 1
Xo=1|% |, Xi=| wn
20 21

Como se muestra en la figura 2.3, se representan los puntos Xy y X,
del ciclo limite bizonal y sus tiempos de vuelo en la parte izquierda (7¢) y
derecha (7g) al plano frontera x = 1.

Figura 2.3: Ciclo limite bizonal en el plano frontera z =1

Definido el sistema como (2.11), procedemos a hallar la solucién desde



2.3. ANALISIS DE ORBITAS PERIODICAS MEDIANTE ECUACIONES DE CIERRE21

X directamente mediante:

z(1) = e 7 X, (2.12)
Por tanto, se tiene que:

Xy = edcme X, (2.13)

Cuando el sistema (2.11) es compatible y Xy es una soluciéon de Agz+b =

0, v por tanto, equilibrio del sistema en la zona R podemos transformar

el sistema (2.11) en un sistema homogéneo mediante una translacion para

solucionarlo y posteriormente deshacer la translacién. La solucién tiene la
siguiente forma:

2(1) = Xg + e[ X, — Xg]. (2.14)

De forma que para el tiempo de vuelo 7z se tiene

X, = Xp + e (X — Xg). (2.15)

Por consiguiente, tenemos el sistema

Xo = e Xy,
X1 =Xg+ eARTR(XO - XR>7

donde se tienen dos ecuaciones vectoriales de tres componentes teniendo
como incognitas 7¢, Tr, Yo, 20, Y1, Z1-

2.3.2. Orbitas periédicas trizonales

Asumimos la existencia de una orbita peridédica que intersecta los planos

frontera x = —1 y = 1 en cuatro puntos que tienen la siguiente expresion:
1 1 —1 —1
Xy = Yo , X1 = y1 , Xo = Y2 , X3 = Ys
20 21 zZ9 z3

Como se muestra en la figura 2.4, se representan los puntos Xy, Xi, X5
y X3 del ciclo limite trizonal y sus tiempos de vuelo en la parte central (7¢),
en la parte izquierda (77) y en la parte derecha (7g).

La simetria de la érbita periédica trizonal del sistema implica que:
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Figura 2.4: Ciclo limite trizonal en los planos frontera x = -1y z =1

Xo=-Xg y Xz=-Xj,

por tanto, el estudio de la trayectoria entre Xy y X5 es suficiente para
determinar por completo la 6rbita. En la zona central tenemos que x = A¢x.
Tomando como punto inicial Xy tenemos como solucién en la zona derecha:

o(1) = Xg + e (X — Xg). (2.16)

El punto X, de la trayectoria donde 7 = 7 satisface que

Xl :XR+€ARTR(X0—XR), (217)

proporcionando la primera ecuacién de cierre del ciclo limite trizonal. En
la parte central tenemos que x = Agx. Tomando como punto inicial X
tenemos como solucion:
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z(1) = edeT X, (2.18)

Para el punto X, donde 7 = 7¢ tenemos que

X, = efere X, (2.19)
Sabemos que X, = — X, por tanto, sustituyendo en 2.19 tenemos que
Xy = —efee Xy, (2.20)

La ecuaciéon 2.20 proporciona la segunda ecuacion de cierre para el ciclo
limite trizonal, por consiguiente, tenemos el sistema no lineal

X1 = XR + GARTR(XO — XR>7
XO = —GACTCXl,

donde se tienen dos ecuaciones vectoriales de tres componentes teniendo
como incognitas 7¢, Tr, Yo, 20, Y1, 21-
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Capitulo 3

Oscilador electréonico BVP

3.1. Obtencion del sistema modelado del os-
cilador electréonico BVP

Para la aplicacién de los resultados tedricos de los capitulos anteriores,
consideramos el oscilador electrénico de Bonhoeffer-Van der Pol, que consta
de dos condensadores (C'1 y C2 de igual capacitancia C'), una inductancia
(L), una resistencia (r) y una conductancia no lineal (g), como se muestra
en la figura 3.1:

. L
_,116\6\ )
- C'z Cl ==
r; —_— (V2 V1 ;
2(v1)
4

Figura 3.1: Esquema electréonico del oscilador BVP

La dinamica del oscilador viene definida por las siguientes ecuaciones
diferenciales:

25
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dv, ) dve . U9 di
—_— = =7 — _— = _ — L— —= —
4 di 4 g(’Ul)7 Cy I ? - di V1 — Vg,

donde v; y v son las tensiones referidas a los condensadores C'1 y C2
respectivamente, i es la corriente que circula por la inductancia L. La ca-
racteristica tensioén-corriente v — ¢ del elemento no lineal resistivo se puede
escribir como: g(v) = —av—bsat(cv), donde a, b, ¢ > 0, donde hemos utilizado
la versién lineal a trozos considerada en [2]

Tras hacer una serie de operaciones, se llega a su forma normalizada
resultando:

T = —z+ ax + sat(fz),
y=2z-"y,
Z=x—1.

El punto representa la derivada con respecto al nuevo tiempo 7, donde
1 L 51 L 1 |L
T = ——— o =q —_ = 0CA| — = — -
VIC’ V¢ Ve 7TV e
v, |C vy |C )
TrT = — —_ = — —_ Z = —.
bV YT\ T b

Haciendo el cambio de variables X = Sz se tiene que X = i = aX —
Bz + [sat(X), obteniéndose el sistema en la forma de Luré:

I e 0 —p 6]
)'(zd— y | = 0 — 1 |x+]| 0 |sat(efx),
T 1/6 -1 0 0

y X sera renombrada a x, por comodidad en la notacién. Por ello, se puede
expresar en la forma (2.1) y por tanto, se podra aplicar el mismo anélisis del
capitulo 2 y sus correspondientes resultados. Efectivamente, con un cambio
lineal de las variables dadas por la matriz

1 I6] 0 0
P=—|~+*-1+~v 1],
B y 10

podemos escribir el sistema en su forma de Liénard como
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a—y —1 0 I6;
x=|2—-ay 0 —1 |x+ | —py [sat(x),
a—7 0 0 I6;

donde quedan claramente reflejados los invariantes lineales de las matrices
de cada zona T, M, D y t, m, d, con los valores siguientes:

T:CY"‘ﬁ_’Ya t=o—7,
M:2_7<&+5)7 m:2—a’y, (31)
D=a+p-1, d=oa—r,

De (3.1) se desprende que T'y D son exactamente iguales, lo que implica
que debe cumplirse una condicion extra para los autovalores. Por consiguien-
te, teniendo en cuenta la estructura de T y D dadas en (2.6), se debe imponer
para todos los valores de e:

T(g) — D(g) = Xo(1 — w?) + (M1 — Mw? + 201 — 2 gwiwp)e + O(g?) = 0.

(3.2)

Tomamos (¢) como unico pardmetro de bifurcacién, dejando fijos a y

(. Notese que esta eleccion es la mas realista pues equivale a variar r en el

circuito, lo que se puede hacer facilmente con un potenciémetro (resistencia

variable) En vista de las bifurcaciones analizadas en el capitulo 2 que tienen

lugar con ¢ = 0, necesitamos que se cumpla primero: Ag(1 — wg) = 0. Si
asumimos que \g # 0 se llega a las siguientes condiciones

WOzl Yy 01:/\0w1.

Por consiguiente, M (0) = w2 = 1, y se tiene para el pardmetro de bifur-
caciéon y(e) la condicion de v(0) = 7y, con:

M(0)=1=2—70(04+6)®70=aiﬁ

Igualando las expresiones de 7" en (3.1) y (2.6) y usando (2.5) se tiene

1
T(O):Oé+ﬁ—’)/0:)\o+2(7(0)<:>Oé+ﬂ:)\o+’}/o<:>)\o: <:>>\0:
Ao + Y0 Yo
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1
Por tanto, si A\g # 0, se ha de cumplir que vy # 1. De (3.1) con vy = aid
o
se tiene:
1
T=—-— Y,
7o
M=2-2L (3.3)
Y0
1
D=——~.
70

De (2.5) despreciando los términos de segundo orden, se tiene:
T = )\0 + /\1 + 20'18,
M=1+ 20&)18 + 2)\00’16, (34)
D = )\0 + 2(_4.)18)\0 + )\18.

Igualando las expresiones de T, M y D en (3.3) y (3.4), sabiendo que

1— 2
Ao = o y definiendo que 7 = 79 + € resolvemos el sistemas de tres
7o
ecuaciones con tres incognitas (A;, o7 y wy), obteniendo
1 + 2 4 1 7 1 + 2
)\1 — _'761 Fy%’ o1 = Yo ) Yy owp=— 0( f?)
1+ 2(1+15) 2(1+ )

Si A\p = 0, se tiene que 79 = a + 3, por tanto, su valor critico (T'= M =
D =0) es:

2=q(a+pB)e2=(a+B)} 2= 1="2

3.2. Analisis del oscilador electronico BVP

Asumimos en lo que sigue @ > 0 y 5 > 0, analizando primeramente
el caso \g = 0, correspondiente a la bifurcacién Hopf-zero del origen, que
implica 1 # 79 = o+ 3 < /2. Si nos fijamos en la tercera ecuacién, es decir,
z = (a—7)x+ [sat(z), vemos que los equilibrios deben cumplir la condicién
(v — v)x + Bsat(x) = 0. Si v — a < [ o andlogamente v < y:

Y-«

r = sat(x)
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Es facil ver que puede haber una o tres soluciones, en concreto, x = 0y

r = =+

, con |z| > 1. Si v —a > [ o andlogamente v > 7y solo hay

equilibrio si x = 0. Si v — a = [ o analogamente v = ~, todo valor de
x € [—1,1] servirfa como solucién. Si v < v < 79 = a + [ entonces hay tres
equilibrios, uno de ellos en el origen y los otros dos en las zonas externas:

n B
-
Xir= 0
2_ 2
L B2=7)
o —7

Del andlisis realizado en [4], se desprenden las siguientes afirmaciones:

(a) Para v > 7o, el origen es el unico equilibrio del sistema. Ademés si
Yy < 1, el origen es asintoticamente estable.

(b) Para v = 7, el sistema experimenta una bifurcacion propia de los siste-
mas lineales a trozos de los sistemas diferenciables, andloga a la bifur-
cacién Hopf-zero.

(c) Para v < 7 y suficientemente pequeno en valor absoluto, aparecen tres
ciclos limites simultaneamente (uno de ellos es trizonal y otros dos son
bizonales) acompanados conjuntamente de dos puntos de equilibrio adi-
cionales. Si vy < 1, el ciclo limite producido por la bifurcaciéon trizonal
es estable mientras el ciclo limite de la bifurcacion bizonal sea inestable.
Si 1< 7 < V2, el ciclo limite producido por la bifurcacién trizonal es
inestable mientras el ciclo limite de la bifurcacion bizonal es estable.
Los puntos de equilibrio que bifurcan seran estables para el primer caso
(70 < 1) siempre y cuando v < 1. Para el segundo caso (1 < 7y < v/2)
los puntos de equilibrio serdn estables siempre y cuando vy < 1/a.



30 CAPITULO 3. OSCILADOR ELECTRONICO BVP

Si asumimos que 0 < wy # 1 teniendo que Ay = 0, se obtiene de la
A
expresion (3.2) que oy = ?l(wg —1). Sabemos que 0 < 79 = a+ 3 < v/2, con
el requisito extra de que a + 3 # 1. Por otro lado, si asumimos que wy = 1
y o1 = 0, sustituyendo para M(0):
MO)=w2=2—ypla+8)=2—12

Por tanto, cuando 79 < 1 tenemos que wy > 1 y viceversa. Para ¢ = 0, ¢
y d, sustituyendo en (3.1), quedan de la siguiente forma:

t=d=—p.
El pardametro § queda de la siguiente forma:
§=d—twd + N(w? —m) =Bwi—1).
De (3.1) con 79 = o + 3 se tiene:

T:’YO_%
M =2 — v, (3.5)
D= —7.

De (2.5) con 79 = a + 3, despreciando los términos de segundo orden, se
tiene:

T = )\16 + 20’18,
M = w? + 2wywi e, (3.6)
D = \jew?.

Igualando las expresiones de 7', M y D en (3.5) y (3.6), sabiendo que
Y = «a + [ y definiendo que 7 = 7y + € resolvemos el sistemas de tres
ecuaciones con tres incognitas (A1, o1 y wy), obteniendo

1 _l—wg Yo

Alz—ﬁ, 01 = 3 y w1 =
wp 2wy;

_2(.{)0.
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Se considera ahora el caso A\g # 0, correspondiente a la bifurcacion Foco
1
Centro Ciclo Limite (FCCL), que implica 79 = oyt De este segundo ana-
Q@

lisis, andlogo al primero que se hizo con \y = 0, se desprenden las siguientes
afirmaciones:

(a) Para v = = se produce una bifurcacién Foco Centro Ciclo Limite

(FCCL).

(b) Para~y > 7 y suficientemente pequeno aparece un ciclo limite . En parti-
cular, si a4 < 1, por tanto, vy > 1, y el ciclo limite es asintéticamente
estable.

(c) Para v < 5o el origen es el tnico equilibrio.

En la figura 3.2, se muestra el plano v = a + 3 donde tiene lugar la bi-

furcacion Hopf-zero del origen y la superficie v =

donde tiene lugar la

bifurcacién Foco Centro Ciclo limite (FCCL). La recta roja tiene la expresion
v = a+ = /2, obtenida para cuando T = M = D = 0.

Figura 3.2: Bifurcaciones Hopf-zero del origen y FCCL correspondientes a la

+ 0

superficie v = o+ [ y plano v = respectivamente.
«
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Adicionalmente a las bifurcaciones anteriores, en el oscilador de BVP
se dan las condiciones de existencia de la bifurcacién de Hopf de las zonas
externas cuando mt —d = 0y m > 0 en las zonas externas, ver [4]. Es decir,

C-ay)a=7y)—(a=7)=(a=7)1—-ay) =0y, = =



Capitulo 4

Simulaciones

4.1. Analisis de los resultados

A la vista de la figura 3.2 con las superficies de bifurcacion correspon-
dientes a la bifurcacion FCCL y Hopf-Zero del origen trazamos el siguiente
esquema para la simulacion de las diversas zonas del sistema:

T Hopf-Zero del origen
Y= a+ 3

* Hopf-Zero
de las zonas externas
| 7= @

Hopf
de las zonas externas

Figura 4.1: Zonas del sistema para los distintos valores de v segin a y f3.

33
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Procedemos a simular los puntos 1, 2, 3 que muestra la figura 4.2, que
se encuentran dentro de las condiciones del primer andlisis en a), b) y ¢) del
apartado 3.2:

1.6 o? .

1.2 lu]

0.8 o . € _
0.6 1 4
0u4f 2 1 .

0,2 Y +— Lj _

Figura 4.2: Diagrama de bifurcacién del sistema BVP para g = 0,2.

Sobre la curva del origen v = a + 3 se produce una bifurcacion Hopf-zero
del origen de los lineales a trozos. El sistema experimenta sobre el punto 2
dicha bifurcacién. En el punto 1, el origen es el tinico equilibrio del sistema,
pasando por el punto 2 situado en la Hopf-zero del origen hasta llegar al
punto 3 donde aparecen tres ciclos limites.

Sobre la curva del origen v = se produce una bifurcacion Foco

a+ 3
Centro Ciclo Limite (FCCL), de forma que para valores de v mayores que el

valor critico de bifurcacién, es decir, por encima de la curva aparece un ciclo
limite.

Sobre la curva del origen v = — se produce una bifurcacién Hopf de
o
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las zonas externas. El uso de esta denominacion se debe a que en la franja
a < v < a+ [ hay tres equilibrios: el origen mas un equilibrio en cada zona
externa. Fuera de esta franja sélo hay un equilibrio en el origen y sobre la

curva de bifurcacion v = — se puede dar la bifurcacion Hopf del infinito,

incluida también en la nor%enclatura Hopf de las zonas externas. Se han
simulado los puntos 7, 8 y 9, de tal forma que para el punto 7 no aparece
ciclo limite alguno y disminuyendo el valor critico de bifurcacién aparecen
ciclos limites de gran amplitud pero finitos.

Procedemos a calcular los puntos A y B de la figura 4.2, para posterior-
mente ser simulados. El punto A se obtiene de:

1
a+p
A=a+f

Igualando ambas expresiones:

=a+fsa+f=1lsa=1-=1-02=08—>~y=1
a+f

En el punto A se cruzan las curvas de bifurcacién de Hopf-zero del origen
y Foco Centro Ciclo Limite (FCCL), siendo la degeneracién mayor por lo que
no se estudia dicho punto. El punto B se obtiene de:

Igualando ambas expresiones:
1 1
—=a+pf&f=——a— a=09049875;v = 1,104987638
« «
En el punto B se cruzan las curvas de bifurcacién de Hopf-zero del origen

y Hopf de las zonas externas, siendo la degeneraciéon mayor por lo que no se
estudia dicho punto.
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En el apartado a) del primer anélisis de la seccién 3.2, tenemos la con-
dicién v > a + . El punto 1 de coordenadas o = 0,2 y v = 0,5 cumple
la condicion. Por tanto, el origen es el tnico equilibrio del sistema. Ademas
Yy = 0,5(0,240,2) < 1, de forma que el origen es asintitéticamente estable.
Simulando mediante Dynamic Solver se obtiene la siguiente vista en 3D de
las 6rbitas que describe el sistema:

Figura 4.3: Vista 3D del punto 1 de coordenadas a = 0,2 y v = 0,5.

Como era de esperar por los resultados obtenidos del primer andlisis en
el apartado a) de la seccién 3.2, el origen es el tnico equilibrio del sistema.
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Se muestra de forma clara en la simulacién sobre el plano z — y, donde en
lo que sigue, las rectas rojas representan los planos frontera z = —1y z = 1:

NIRRT

=

/[

\

Figura 4.4: Plano x — y del punto 1 de coordenadas a = 0,2 y v = 0,5.

La figura 4.4 muestra el equilibrio estable del origen.
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En el apartado b) del primer anélisis de la seccién 3.2 tenemos la condicién
v = a+ (. El punto 2 de coordenadas o = 0,2 y v = 0,4 cumple la condicion.
Simulando mediante Dynamic Solver se obtiene la siguiente vista en 3D de
las orbitas que describe el sistema:

Figura 4.5: Vista 3D del punto 2 de coordenadas a = 0,2 y v = 0,4.

Para estos valores el sistema experimenta una bifurcaciéon analoga a la
bifurcacion Hopf-zero. En la figura 4.5 aparece la trayectoria hacia la érbita
periédica mas externa de unos de los centros existentes en el doble cono
foliado de érbitas periddicas, ver figura 2.2.
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La simulacién sobre el plano z — y para z = 0 que se obtiene muestra
que la orbita periédica mas externa del centro lineal existente para el valor
critico de la bifurcacion Hopf-zero del origen es atractiva.

Figura 4.6: Plano x — y del punto 2 de coordenadas a = 0,2 y v = 0,4.

La figura 4.7 muestra el centro lineal que aparece en z = 0 entre las
fronteras r = -1y x = 1:

Figura 4.7: Centro lineal restringido de la zona central C.
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En la figura 4.8 se muestran diversas oOrbitas periédicas pertenecientes
al doble cono (ver figura 2.2). Se han dibujado varias 6rbitas de los centros
existentes para diferentes valores de z.

—

e

Figura 4.8: Plano x — y del punto 2 de coordenadas aa = 0,2 y v = 0,3.
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En el apartado c¢) del primer andlisis de la seccién 3.2 tenemos la condicion
v < a+ B. El punto 3 de coordenadas @ = 0,2 y v = 0,3 cumple esta
condicion y la condicion aniadida de que vy < 1. Por tanto, son generados
tres ciclos limites en la bifurcaciéon Hopf-zero del origen de la zona central,
uno de ellos trizonal estable y dos bizonales inestables. Simulando mediante
Dynamic Solver se obtiene la siguiente vista en 3D de las 6rbitas que describe
el sistema:

Figura 4.9: Vista 3D del punto 3 de coordenadas a = 0,2y v =0,3.

Por los resultados obtenidos del primer andlisis en el apartado c¢) de la
seccion 3.2, se muestra la aparicion de un tnico ciclo limite trizonal.
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Se muestra de forma clara en la simulaciéon sobre el plano x — y:

Figura 4.10: Plano z — y del punto 3 de coordenadas o = 0,2 y v = 0,3.

La figura 4.10 muestra un equilibrio estable. Sabemos por el primer ana-
lisis en c¢) de la seccion 3.2, que el ciclo limite trizonal es el ciclo que se
muestra estable, apareciendo ademas dos ciclos limites bizonales inestables
que no aparecen reflejados en simulacién por ser de tipo silla, es decir, tener
variedades estables e inestables simultaneamente. Haciendo zoom sobre el
ciclo limite trizonal en simulacién:

Figura 4.11: Zoom sobre el ciclo limite trizonal del punto 3.
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Para la localizacién de los ciclos bizonales inestables usamos un método de
continuacion con parametrizaciéon natural de paso constante implementado
en Mathematica, partiendo del punto 2 hasta el punto 3. Para el inicio de la
continuacion hemos hecho uso de los desarrollos en serie correspondientes a
la bifurcacién Hopf-zero publicados en [3], tenemos que yo, 20 , TR ¥ Tc para
ciclos limites bizonales tienen la siguiente expresion:

_ 2/3
2(371')2/351/3)\1(4)3 [M] (—d + tw%t)
o\ 0

-~ O(e*?).
Yo A — doy — thw? +0E)

wo(—d + twd
5[d)\1 — dO‘l — t/\lwgP

B 2/3
d(3m)%3\ 0w l g1 )1 (—3d — 2m + twit)

zZ0 —

+ O(e).

2/3

+ O(e).

E01

27
wo(—d + twd)

To =" — 2(3w)1/3[

Wo

TR = 2(37r)1/3{

wo(d — twd) 15(d — twd) (dwo — twd)

A partir de las expresiones anteriores y teniendo en cuenta que € = vy — 7y
tomamos unos valores iniciales cercanos a los de la orbita periddica mas

externa del centro para 7 = 79 (es decir ¢ = 0) que son yo = 0, z9 = 2,

2

7o = —, Tr = 0. Desplazandonos por los diferentes valores del parametro de
Wo

bifurcacion v desde vy hasta llegar al punto 2, utilizamos el método de Newton

para resolver las ecuaciones de cierre para ir determinando numéricamente
los valores de yg, 29 , TR ¥ Tc correspondientes a cada valor de . Una vez
determinados dichos valores para el punto 2, v = 0,4, integramos el sistema
en cada zona lineal, es decir, obteniendo los ciclos limites de la figura 4.12.

eor }1/3 20 (—6dm + di* + 9dw? + 12mitw] — 3wl — 15tw])

+0(eY3).
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2 4

Figura 4.12: Ciclos limites bizonales y puntos de equilibrio del punto 3.

Para la localizacion del ciclo trizonal estable usamos de nuevo continua-
cién con parametrizacion natural, partiendo del punto 2 hasta el punto 3.
Haciendo uso de los desarrollos en serie correspondientes a la bifurcacién
Hopf-zero publicados en [1], tenemos que o, 20 , Tk y T¢ para ciclos limites
trizonales tienen la siguiente expresion:

3m\/? eoy (A2 + w?) 23
=|— O(e).
Yo ( 2 ) “o [wg’ [d — mXo + wi(—t + \o)] +0()

20 = 2wold — mAg + (t — No)w?]e + O(%?).

- T 22/3(37],)1/3 ea1 (A + wp)

2/3
O(e"3),
Wo [wg’[d — m>\0 + w%(—t + /\0)]‘| + (8 )
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2/3

eeor (N2 + wi) L 0)

wild — mAg + wi(—t + \o)]

TR = 22/3(37r) 1/3

A partir de las expresiones anteriores y teniendo en cuenta que € = v —p

tomamos unos valores iniciales cercanos a los de la orbita periddica mas
2

w
externa del centro para v = vy (es decir e = 0) y 2 = ?0 que son yy = 0,

s
zo = 0, 7 = —, Tr = 0. Desplazandonos por los diferentes valores del
w

parametro de biflgrcacién ~ hasta llegar al punto 2, utilizamos las ecuaciones
de cierre para ir determinando numéricamente los valores de yo, 20 , TR ¥
Tc correspondientes a cada valor de . Una vez determinados dichos valores
para el punto 2, v = 0,4, integramos el sistema en cada zona lineal, es decir,
obteniendo los ciclos limites de la figura 4.13.

Figura 4.13: Ciclo limite trizonal, ciclos limites bizonales y puntos de equili-
brio del punto 3.
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Para el punto 4 de coordenadas o = 0,9 y v = 0,8, se cumple la condicion
v < (0,8 < 1,1) del segundo andlisis en c) de la seccién 3.2 , que determina
que el origen es el tnico equilibrio del sistema. Se obtiene la siguiente vista
en 3D simulando con el tiempo hacia atras, que corresponde a la dindmica
de foco inestable en el origen.

Figura 4.14: Vista 3D del punto 4 de coordenadas o = 0,9 y v = 0,8.
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Para el punto 5 de coordenadas av = 0,9 y v = 0,909091, correspondiente
al valor critico de la bifurcacién Foco Centro Ciclo Limite (FCCL), enun-
ciado en el apartado a) del segundo analisis de la seccién 3.2. Se obtiene en
simulacién:

Figura 4.15: Vista 3D del punto 5 de coordenadas a = 0,9 y v = 0,909091.

Para este punto, el equilibrio es inestable formandose un centro entre los
planos frontera x = —1 y x = 1, como se observa en simulacién con el tiempo
hacia atras sobre el plano x — y:

Figura 4.16: Plano x — y del punto 5 de coordenadas o = 0,9 y v = 0,909.
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Comenzamos la continuacién partiendo del punto 5 aumentando ~. Ha-
ciendo uso de los desarrollos en serie correspondientes a la bifurcacion Foco
Centro Ciclo Limite (FCCL) publicados en [1], tenemos que yo, 20 , TR ¥ Tc
para ciclos limites trizonales tienen la siguiente expresion:

3m\ /3 eo1 (A3 + w)) 1/
- () sl ] oo
o=\ wolwg[d—mowg(—tﬂm +0()

3\ eo1 (A3 + wj) Y3 A
= — [ — /3
=0 < 2 ) “0 [wg[d —mAo + wg(—t + \o)] +OET).

T eo1 (N2 + wd) 12
— L _92/3 1/3 1\ 0 4/3y
= wo (3m) Wild — mAg + wd(—t + Xo)] +OE")
eo1 (A3 + wj)
wild —mAg + wE (=t + Ao

1/3
TR = 22/3(37r)1/3l )]] + O(e).
A partir de las expresiones anteriores y teniendo en cuenta que € = vy — 7y

tomamos unos valores iniciales cercanos a los de la orbita periddica mas
dalwg

doy — Ao S8

§ = X(wg —m), que son yo = 0, 20 = 0, 7¢ = 1, 7r = 0. Utilizamos el
W

A

externa del centro para v = vy (es decir ¢ = 0) y 2 =

método de Newton para resolver las ecuaciones de cierre para ir determinan-
do numéricamente los valores de yq, 20 , TR vV T¢ correspondientes a cada
valor de 7. Aplicamos de nuevo la continuacién con parametrizaciéon natural
implementada en Mathematica aumentando el valor de v desde 0.909091. Al
llegar al valor v = 0,9724 la convergencia del método de Newton falla y la
continuaciéon no puede seguir. Esto nos lleva a emplear un método de conti-
nuacion mas potente, como es el de pseudo longitud de arco con prediccién
de tangente. El cddigo utilizado estd implementado en Maple por el profesor
y tutor del proyecto Javier Ros. Se realiz6 de nuevo la continuacion partiendo
del punto 5 con este programa llegando hasta v = 0,9724 a partir de donde
disminuye su valor, produciéndose lo que se denomina pliegue. La continua-
cién siguidé hasta valores cercanos a v = 0,9. Como ejemplo damos el tiltimo
punto de la continuacién:
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7. = 1,1128 ¥ 1075, 25 = —0,05455, yo = —179725,3, 7p = 2,87988,
~v = 0,90001,

donde se aprecia el tamafio de yo denotando un ciclo limite de gran am-
plitud. Calculando para este ultimo punto la matriz Ag:

t=a—v=0,000001=d;ym=2—-ay=119.

Comprobamos que sus autovalores son 0 4= 1,09087: y 0, es decir, los corres-
pondientes a una bifurcacién Hopf-zero de las zonas externas que produce
un ciclo limite de gran amplitud.

Con esto se ha logrado continuar el ciclo limite desde su nacimiento en la
bifurcacion FCCL hasta su muerte en una bifurcacién Hopf del infinito.

En las figuras 4.17 y 4.18 se ilustra la continuacién desde el punto 5
(FCCL) hasta Hopf de las zonas externas.

25

05

Figura 4.17: Continuacién del punto 5: 75 frente a 7.
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En la figura 4.18 se aprecia como la amplitud del ciclo limite aumenta
hasta infinito.

0.9 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 v

y0

Figura 4.18: Continuacién del punto 5: y, frente a ~.
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Se han dibujado mediante Mathematica varios puntos de continuacion
obtenidos a partir de la continuacion que se implementé en Maple:

Figura 4.19: Vista 3D de los ciclos limites para distintos valores de ~y de la
continuacion del punto 5.

En la figura 4.19 el ciclo limite de tamafio méas pequenio corresponde a la
orbita periddica mas externa del centro lineal existente en el punto 5.
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Procedemos a simular ahora los puntos 7, 8, 9 que muestra la figura 4.2,
donde el sistema experimenta una bifurcacion Hopf en las zonas externas,
que en este caso es Hopf del infinito. En el punto 7, de coordenadas a = 0,7

y v = 1,6, simulando se obtiene:
\ |

Figura 4.20: Vista 3D del punto 7 de coordenadas @ = 0,7 y v = 1,6.

Como se observa en simulacién, no aparece ningtn ciclo limite, por tanto,
las trayectorias del sistema tienden al infinito.
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En el punto 8, de coordenadas o = 0,7 y 7 = 1,4, simulando se obtiene:

Figura 4.21: Vista 3D del punto 8 de coordenadas a = 0,7y v = 14.

Como se observa en simulacion, las trayectorias del sistema alcanzan un
ciclo limite de gran amplitud pero finita, que se encuentra cercano a la 6rbita

1
peridédica del infinito que existe para vy, = — = = 1,42857.
«

0,7
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En el punto 9, de coordenadas a = 0,7 y v = 1,2, simulando se obtiene:

Figura 4.22: Vista 3D del punto 9 de coordenadas o = 0,7y v = 1,2.
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Se tiene un equilibrio estable y se observa un ciclo limite trizonal:

Figura 4.23: Plano = — y del punto 9 de coordenadas o = 0,7 y v = 1,2.

El ciclo limite trizonal bifurca de la orbita periddica del infinito y ha
1

reducido su tamaifio al alejarse del valor critico de la bifurcaciéon vy, = — =
L«

07 = 1,42857. Para completar la informacion anterior se utilizé el cédigo

de continuacién de pseudo longitud de arco en Maple para continuar el ciclo
limite generado por la bifurcacién Foco Centro Ciclo Limite (FCCL) en el
punto 10 (o = 0,7, v = 0,9) hasta llegar a la bifurcacién de Hopf del infinito

1
(v= 0’7)-
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En las figuras 4.24 y 4.25 se ilustra la continuacion del punto 10 desde la
bifurcacién Foco Centro Ciclo Limite (FCCL) hasta la bifurcacién Hopf-zero
de las zonas externas.

y0

Figura 4.25: Continuacién del punto 10: y, frente a ~.

En la figura 4.25 se aprecia como la amplitud del ciclo limite aumenta
hasta infinito.
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