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Resumen

La modelizacién mediante elementos finitos es una herramienta cada vez mas utilizada en Ingenieria, ya que
sirve de gran ayuda para resolver problemas modelados con ecuaciones de dificil resolucién. Aunque comenzd
siendo empleada para resolver problemas de estructuras, cada vez se estd utilizando en mas ramas de la
Ingenieria. Un ejemplo es el caso aqui mostrado, en el que se aplica para resolver un problema de movimiento
de cargas en el seno de un medio dieléctrico que se encuentra entre dos planos paralelos y conductores.

Asi, en este trabajo se estudia el comportamiento de la carga y del campo eléctrico tanto de forma analitica,
como por el método de los elementos finitos, gracias al programa Comsol Multiphysics; comparando ambas
soluciones se determina si los resultados devueltos por dicho programa son correctos o se comenten errores al
resolver las ecuaciones.

Los errores pueden aparecer debido a la complejidad de las ecuaciones que se han de resolver, ya que estas
tienen comportamiento hiperbdlico, y puede que las aproximaciones utilizadas no sean correctas. Por ello, se
resolvera el problema por diferentes métodos y se determinard cual de todos devuelve unos resultados mas
parecidos a la solucion real.
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1 INTRODUCCION

a electrohidrodinanica (EHD) estudia el comportamiento de los fluidos sometidos a la accion
de campos eléctricos, por tanto involucra dos grandes disciplinas: la mecanica de fluidos y los
campos y corrientes eléctricas. [1]

Para su estudio es necesario conocer y entender correctamente ecuaciones tales como la ecuacion de
Navier-Stokes, la ecuacion de Poisson o la ecuacion de transporte de carga. Todas estas ecuaciones
se explicaran detalladamente a lo largo de este documento.

Este trabajo se basa en estudiar qué ocurre cuando tenemos dos planos paralelos e infinitos, entre los
que existe una diferencia de potencial elevado. Entre estos planos hay un fluido no conductor al que
se le inyecta una determinada carga debido a la diferencia de potencial antes mencionada. La carga
inyectada por cada electrodo tiene su misma polaridad, por lo que se alejara de él, produciéndose una
corriente eléctrica. La fuerza eléctrica que actla sobre las cargas en el liquido puede llegar a
poner éste en movimiento, si el potencial aplicado es lo bastante elevado. En este trabajo nos
limitaremos al caso hidrostéatico, en el que el liquido no se pone en movimiento.

Este problema se esquematiza en la figura 1.1.

Y ’—“I
y=d

Do

y=0

|— |
i

Figura 1-1. Esquema del problema a estudiar

El estudio se ha realizado de forma analitica y mediante modelizacion por elementos finitos. Para el
estudio analitico se han tomado las ecuaciones anteriormente citadas y gracias a una serie de
simplificaciones se ha logrado extraer conclusiones que después se han comparado con las obtenidas
por el método de los elementos finitos. Para este tltimo estudio se ha utilizado el programa Comsol
Multiphysics, el cual se detallara a continuacion.

La dificultad del problema reside en que las ecuaciones que hay que resolver tienen caracter
hiperbolico, por tanto el objetivo de la modelizacion mediante elementos finitos es estudiar la
eficiencia de varios esquemas numéricos para tratar de resolver la ecuacion de transporte de la carga.
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2 ELEMENTOS FINITOS

ecuaciones diferenciales con condiciones de contorno, muy utilizado en el ambito de la

ingenieria, ya que permite resolver problemas de muy diversa indole; desde problemas de
esfuerzos de estructuras, hasta problemas de transmision de calor o, para lo que se usara en este
trabajo, problemas de flujo eléctrico. Su eficacia reside en que es capaz de hallar la solucion de
ecuaciones muy complejas con relativa facilidad, debido a que las variables que aparecen en las
ecuaciones se aproximan mediante una serie de valores en puntos concretos (nodos). [10]

El método de los elementos finitos (MEF) es un método numérico que permite resolver

En el método de los elementos finitos divide el dominio a estudiar en un conjunto de subdominios
(elementos), y en cada uno de esos subdominios, las ecuaciones diferenciales se aproximan por un
polinomio. De esta forma, una ecuacion compleja queda definida por una serie de polinomios
evaluados en diferentes elementos. Hay que tener en cuenta que todos los polinomios deben definirse
teniendo en cuenta las condiciones de frontera, es decir, la suma de polinomios en todos los
subdominios debe proporcionar una funcidn continua y derivable.

El método de los elementos finitos nacié en 1943, cuando Courant model6 problemas de torsion con
interpolacion lineal en subregiones triangulares. El primero en utilizar el término elemento finito fue
Clough en 1960. A principios de esta década se empezo a utilizar este método para resolver
problemas de diversas areas: esfuerzos, transferencia de calor, flujo de fluidos etc. A partir de la
década de 1970 se incrementaron sus funciones, llegando a resolver problemas no lineales y de
grandes deformaciones. [7]

Es importante destacar que el método de elementos finitos resolvia inicialmente problemas de
esfuerzos y estructura, por ello, para entender su funcionamiento, nos basaremos en este problema y
después lo particularizaremos para el caso de flujo eléctrico.

2.1 Problema unidimensional

Para comenzar el estudio del MEF es conveniente empezar por el estudio mas simple de todos; un
estudio unidimensional. En la tabla 2-1 se presentan las principales variables que intervendran en
este problema; al ser unidimensional, todas dependen unicamente de la direccion x.

U,=U;(X) | Desplazamiento del punto i

o=0(X) | Esfuerzos

e=¢(x) Deformaciones unitarias

T =T Fuerza de superficie. Es una carga distribuida que actia sobre la superficie del
cuerpo, por ejemplo, la presion. Se mide en N/m”.

f=f(x) Fuerza distribuida por unidad de volumen, por ejemplo, el peso por unidad de
volumen. Se mide en N/m’




4 Elementos finitos

P; Fuerza puntual, actuando en el punto 1. Se mide en N.

Tabla 2-1. Variables que intervienen en MEF.

Y las principales relaciones entre ellas son:

e [Esfuerzo — deformacion unitaria:

o=FEe¢ (2.1)
Donde E es el modulo de Young, o mddulo de elasticidad. Se trata de una propiedad del
material.

e Deformacion unitaria — desplazamiento:
du

£E=—

dx

Ademas, en estos problemas, la diferencia de volumen se expresa como el area por la diferencia de
longitud: dV = Adx.

A la hora de pensar en un problema unidimensional, el caso mas sencillo que se nos ocurre es el de
una barra. Nos centraremos en resolver este problema, planteado en la figura 2-1.

2.2)

Se observa que a la hora de plantear el problema se pueden distinguir tres partes:

e Dominio: es el espacio geométrico donde se realizara el estudio. En ¢él estan definidas las
ecuaciones diferenciales que caracterizan el comportamiento fisico del problema.

e Condiciones de contorno: valores dados en algunos de los nodos que condicionan el
comportamiento del problema. En la figura 2-2 la condicion de contorno que aparece es que
el nodo 1 no se puede desplazar.

e Incognitas: son las variables desconocidas, que se desean hallar resolviendo el problema. Por
lo general se trata de las variables en el resto de nodos, ya que conociéndolas se determinara
el comportamiento del sistema continuo.

Figura 2-1. Cargas sobre una barra unidimensional




Modelizacion con elementos finitos de la inyeccion unipolar de carga eléctrica entre dos planos
conductores paralelos e infinitos

El analisis por elementos finitos implica tres etapas de actividad: preprocesamiento, procesamiento y
posprocesamiento. El preprocesamiento implica la preparacion de datos, como las coordenadas
nodales, la conectividad, las condiciones de frontera y la informacion sobre cargas y material. La
etapa de procesamiento implica la generacion y la modificacion de la rigidez, asi como la solucion de
ecuaciones que resulta en la evaluacion de las variables nodales. En la etapa de posprocesamiento se
realiza la presentacion de resultados. En general, en esta etapa se calculan y se muestran la
configuracion deformada, las formas modales, la temperatura o la distribucion de esfuerzos. Un
analisis completo por elementos finito es una interaccion logica de las tres etapas.

El primer paso que hay que llevar a cabo es la division del elemento. Este consiste en dividir la barra
que se va a estudiar en un numero discreto de elementos. Cada una de estas partes tendran seccion
constante, sin embargo, la seccion varia de un elemento a otro. En nuestro caso dividiremos la barra
en 4 elementos, de seccion uniforme. Esto se hace dividiendo la barra en cuatro partes y tomando la
seccion promedio de cada una de las partes. Esta sera la seccion del elemento con el que vamos a
trabajar. Asi mismo, la fuerza de volumen y la fuerza de superficie también se toman como
constantes dentro de cada elemento. De esta forma el problema queda planteado como se muestra en
la figura 2-2 en la que se observa que si tenemos 4 elementos es necesario tener 5 nodos. En el caso
unidimensional, cada elemento tiene dos nodos, pudiendo pertenecer un nodo a mas de un elemento.

1)

o

y

Figura 2-2 Division en elementos finitos de una barra unidimensional

Es importante hacer notar que a mayor numero de elementos, mejores resultados se obtendran, ya
que seran mas parecidos a los reales. Las ecuaciones que describen el comportamiento del medio
continuo, también describen el comportamiento de los elementos. Ademas se define en cada uno de
los nodos los grados de libertad del sistema, pasando, asi, de un problema en un medio continuo con
infinitos grados de libertad, a un sistema con un numero de grados de libertad finitos, gobernado por
un sistema de ecuaciones. Habra tantas ecuaciones como nodos existan; en el ejemplo aqui mostrado
se tendrian cinco. A la matriz de este sistema de ecuaciones se le conoce como matriz de rigidez del
sistema.

Debido a que el método de los elementos finitos estd pensado para ser implementado en un
ordenador, es muy importante seguir un esquema de numeracion.

Anteriormente se ha nombrado el término grados de libertad (gdl), en un problema unidimensional
son muy faciles de determinar, ya que cada nodo puede desplazarse tinicamente en direccion x; por
tanto solo se tendra un grado de libertad en cada nodo.

Llamaremos 0=[Q,,Q,,Q;,Q,,Q.]" al vector desplazamiento global, que es el vector columna de



6 Elementos finitos

los desplazamientos a lo largo de cada grado de libertad. Por su parte, F=[F,,F,,F,,F,,F] es el

vector de carga global. Ambos vectores tienen cinco componentes por que se aplican sobre los cinco
nodos de nuestro problema. De esta forma, la condicion de contorno que ya se nombrd
anteriormente, e impone que el nodo 1 esta fijo, implica que Q;=0.

Otro de los puntos mas importantes en el método de los elementos finitos es la conectividad. Si cada
elemento tiene dos nodos, y hay nodos que pertenecen a mas de un elemento, esto implica que el
primer nodo del elemento i es el mismo nodo que el segundo del elemento i-/. Esto queda mas claro
si se observa la figura 2-3.

€i

Nl Nz

Figura 2-3 Nodos 1 y 2 (locales) del elemento e;

Una vez determinados todos estos pasos se ha finalizado la construccién del modelo del elemento
finito. El siguiente paso es entender en qué consisten las funciones de forma.

Los elementos finitos permiten calcular el desplazamiento en cualquier punto interior del dominio,
interpolando su valor a partir de los hallados en los nodos. Para ello es necesario definir la matriz de
funciones de interpolacion, también conocida como funciones de forma, y expresar los
desplazamientos cartesianos # de un punto cualquiera del interior del dominio, en funcion de los
desplazamientos de sus nodos.

En nuestro caso, si llamamos x; al nodo 1 local del elemento y x, al nodo 2, (figura 2-3) es posible

definir el sistema de coordenadas natural como: &=

(x—x)—1. Asi, se tiene que las
X=X

coordenadas ya no dependen de los ejes cartesianos, sino que se definen a partir de la variable & . De

nodo 1: &=- 1}

esta forma, las coordenadas de los nodos son
nodo 2: £=1

Una vez se tienen las coordenadas naturales, el campo de desplazamientos en el interior del elemento
puede ser interpolado por una distribucion lineal. Para ello se introducen las funciones de forma:

N, (&) = e (2.3)

(24)

‘+ N‘
e

N, (&) =1

N

Se puede comprobar que N,(£=-1)=1y N,(£=1) =1, por tanto se puede determinar que los
desplazamientos en el interior del elemento se pueden escribir como

u=N,q, + N,q, (2.5)

Donde, como se expresd anteriormente, q; y (2 son los desplazamientos de los nodos 1 y 2
respectivamente. Afiadir que u varia linealmente entre los nodos 1 y 2; por tanto, cuanto mas
cercanos sean estos nodos (lo que implica que mas pequefios seran los elementos y por tanto mayor
numero de elementos habrd) mas similares seran los desplazamientos reales a los definidos por u.

Es féacil darse cuenta de que la transformacion de x en & puede escribirse en términos de N; y N
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conductores paralelos e infinitos

como: X=N,X +N,X,. Asi se observa que tanto # como x se han interpolado utilizando las mismas
funciones de forma N; y N, A esto se le conoce como formulacion isoparamétrica.

A pesar de que se han utilizado funciones de forma lineales, es preciso indicar que estas pueden
tomar cualquier otra expresion.

La relacion deformacion unitaria — desplazamiento que se expresaba en la ecuacion (2.2), se puede
convertir, gracias a la regla de la cadena, en
ou ouo -1 1 2 -
= =N (g Zg) ()= 2 26)
ox o0&ox 2 2 X, =X~ X=X

Si se quiere escribir la ecuacion (2.6) De forma matricial, se obtiene & = Bgq , donde B es una matriz

(1x2) llamada matriz de deformacion unitaria — desplazamiento del elemento. Con ello el esfuerzo
queda como ¢ = EBq . Asi se ha conseguido expresar los desplazamientos, la deformacion unitaria y
los esfuerzos en funcion de los desplazamientos y giro de los nodos.

2.2 Problema bidimensional

En el caso en que tenemos un problema bidimensional, las variables ya no dependen solo de la
componente x, sino que tienen ademds una componente en y [8]. Ademads, en el problema
unidimensional solo existia un grado de libertad; en este caso se tienen tres, ya que aparecen
desplazamientos en dos direcciones(x, y), ademés de un giro en torno al eje z. De esta forma las
variables que intervienen ahora en el problema son:

Vector desplazamientos u=[u,v]' u, v son las componentes x, y del vector u
T o,, 0, son los esfuerzos normales y 7, es el
Vector esfuerzos o =[o,,0,,7, y Xy
esfuerzo cortante
Vector deformaciones [ T &,,&, son las deformaciones unitarias normales y
- e=[e, &, B o
unitarias w0y Py 7,y €8 la deformacion angular unitaria cortante
.o . T
Fuerza distribuida =11 f,.f, son las componentes x, y del vector f
Fuerza de contorno T=[TT, I T, T, son las componentes x, y del vector T
Volumen elemental dV=tdA t es el espesor a lo largo de la direccion z

Tabla 2-2. Variables del problema bidimensional




8 Elementos finitos

Las relaciones deformaciones unitarias — desplazamientos y esfuerzos — deformaciones unitarias,
vienen dadas por las mismas ecuaciones que en el apartado anterior, pero teniendo en cuenta que ya
no se trata de un sistema unidimensional, sino que ahora hay un mayor ntimero de variables. De esta
forma se tiene:

e Relacion deformacion unitaria — desplazamientos:

ou ov ,ou
[8_ 5 (5 8_)] (2.7)
e Relacion esfuerzo — deformaciones unitarias:
c=Dsg
2.8)
. 1-v v 0
donde D viene dado por la matriz D=———| v 1-v 0 , siendo v el
@+v)1-2v)
0 0 12-v

coeficiente de Poisson.

En el caso bidimensional hay multiples formas de discretizar el dominio que se va a estudiar. El
programa que se va a utilizar en el presente trabajo para obtener resultados por el método de los
elementos finitos, discretiza la superficie utilizando tridngulos de deformacion unitaria constante; por
ello este es el tipo de discretizacion que se va a explicar en esta seccion.

Al realizar la discretizacion en triangulos es preciso evitar razones de aspecto grandes (la razon de
aspecto es la razon entre las dimensiones caracteristicas maxima y minima). Los mejores elementos
son los que tienen angulos en los vértices entre 30 y 120°. Ademas, en las zonas del dominio donde
los esfuerzos cambian de forma brusca, como cortes o salientes, es necesario disminuir el tamarfio de
los elementos en esa area para que puedan captar mejor las variaciones del esfuerzo. Los triangulos
de deformacion unitaria constante dan esfuerzos constantes sobre los elementos, por ello, elementos
menores devuelven mejores estimaciones del esfuerzo.

A continuacién hay que determinar las tres funciones de forma (una por cada nodo) de cada
elemento. Teniendo en cuenta lo explicado en el apartado anterior, resulta evidente que la funcion de
forma N tiene que ser igual a 1 en el nodo 1 y anularse en los nodos 2 y 3. Las funciones de forma
N> y Nj se realizaran de la misma forma. Asi, las tres funciones de forma representan tres superficies
como las mostradas en la figura 2-4



Modelizacion con elementos finitos de la inyeccion unipolar de carga eléctrica entre dos planos
conductores paralelos e infinitos

Figura 2-4 Funciones de forma [7]

Se tiene que N, + N, + N, =1 en cada uno de los nodos. Asi mismo, se demuestra que esta relacion
se cumple para cualquier punto del dominio. Esto indica que N,,N,,N,;no son linealmente
independientes y por tanto se pueden expresar en coordenadas naturales como:

N,=¢& Ny,=1 Ny=1-&-p

De nuevo se va a utilizar una representacion isoparamétrica, ya que es la mas utilizada en estos
casos. Los desplazamientos dentro de un elemento se pueden escribir como:

u = N,q, +N,0; + Ny

(2.9)
V= quz + N2q4 + que

siendo ¢=[0,,0,,05,0,,0s,0,]" los desplazamientos en las direcciones x, y de cada uno de los nodos
que forman el tridngulo.

Como se ha comentado, estamos utilizando una representacion isoparamétrica, eso implica que
X=N;X +N,X, + N,
y=N,y; +N,y, + N;y, (2.10)

Las ecuaciones (2.9) y (2.10) se pueden expresar en funcion de las coordenadas naturales como

U=(0—0s)&+(d;—0s)7 +0s (2.11)
V=(q,—0s)<+(q, — )7+,

X=X, = X%)E + (X, = X)7 + X,

2.12
Y=(,—Y)E+ (Y= Yo+ Y, 12
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Para obtener la deformacion unitaria, es necesario derivar los desplazamientos respecto de x, y. Para
u_duox vy
o0& oOxo0& oy oé
u_uo gy
on oXxon oy on

ello se puede usar la regla de la cadena y se tiene que . De las misma forma

es posible obtener N y 8_V
on
Si ponemos en forma matricial las relaciones arriba expresadas se llega a:
a) [o oy
05| | 9§ 9& || ox
a7 o oy fja
on on on|oy
Donde la matriz 2x2 que aparece es el Jacobiano de la transformacion.

Si queremos obtener las relaciones en el otro sentido se tendria

] ¥ _y)(a yu_ya
ox|_yalos|__1 |on og|log|__1 |onos o&on o)
(™7 o[ det)|_ax o ||ou| detQ)| axou_oxau
oy on on 0¢ |(0n og dn 0nog

Cambiando simplemente u por v se obtienen una expresion similar para esa componente del
desplazamiento.

Aplicando la relacion entre deformacion unitaria y desplazamiento y la ecuacion (2.13) es posible
obtener

ou dy ou_oyaou
X on 0 OF on
=1 __1 XN _XN
oy det(J) o&on onoé
u v XU _Xou YN YN
oy ox 0E0n 0noE ondE Of on
1 (yz _ys)(ql_qs)_(yl_ya)(qa_q5)
&= det(J) (Xl_ X3)(C|4 _qe)_(xz_ Xs)(qz _qe)

(Xl_ Xs)(qs - qs) - (Xz_ x3)(q1 - qs) + (yz - ys)(qz - q6) - (yl - ys)(QA, - qe)

Simplificando el sistema de ecuaciones que aparece se puede llegar a

(Y2 = ¥3) 0 + (Y5 = Y1) G + (Y1~ Y2)0;
(Xs_xz)qz +(X1_ Xs)q4 +(X2_X1)qs (2.14)
(Xz_ XS)ql + (yz _ys)qz + (Xl_ Xe)qs(ya _yl)q4(y2 _yl)qS + (yl _yz)qs

1
&=
det(J)
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Este sistema se puede escribir de forma matricial: € = Bg donde B es una matriz (3x6) que relaciona
las tres deformaciones unitarias con los seis desplazamientos posibles en los nodos.

1 yz_ys 0 yS_yl 0 yl_y2 0
B=—5| 0 X% 0 XX 0 x-X (2.15)
X=X Yo=Y X=X Y=Y X=X Y=Y,

De esta forma, la matriz B es una matriz de constantes, dependientes solo de las posiciones de los
nodos de los elementos.

Para encontrar la matriz de esfuerzos, solo es necesario relacionarla con la matriz de deformaciones
unitarias.

6=De=DBgq (2.16)

Siendo D y B matrices comentadas con anterioridad, y q el vector de desplazamientos nodales.

2.3 Teorema de los trabajos virtuales

Una vez se tiene los valores de u, 6y ¢, solo falta relacionarlos con las fuerzas que se ejercen sobre
el dominio estudiado. Para ello se hard uso del Teorema de los Trabajos Virtuales (TTV).

El teorema de los trabajos virtuales es un método utilizado en resistencia de materiales para el
calculo de desplazamientos reales en estructuras isostaticas. Su implementacion en dos dimensiones
se representa, en forma matricial, por

j 5¢" 6dQ = j Su” FAdQ+ jau“ TdT 2.17)
Q Q I

Las variables & y @, son vectores (3x1) y u” , F, u’ , T lo son (2x1).

o es la matriz de esfuerzos ocasionados por las fuerzas externas F,T , por su parte, o& son las

deformaciones originadas por una perturbacion & U". Ademas, Q se refiere al volumen, mientras que
I' se refiere a las integrales en area. En nuestro caso, dado que estamos con una implementacion en
dos dimensiones, tenemos que la integral en volumen es en realidad una integral en éarea,
multiplicada por el espesor en z; de la misma forma, la integral en area se vuelve una integral de
linea.

2 0
oX
0 ||u
Como se tiene que 8=[6_u,@,(6_u+@)r= 0 — =Lu
OX oy oy OX ov || v
A
| Oy OX |

Se llama L a la matriz de derivadas parciales.
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De la misma forma, para obtener el vector de esfuerzos es 6=DLu, donde D es la matriz formada
por coeficientes de Poisson y el médulo de Young, que ya se expuso en el apartado 2.2.

Si sustituimos todas estas relaciones en la ecuacion (2.17) se obtiene

[o(Lu") DLudQ = [su” FdQ+ [ou™ TdT . 2.18)
Q Q T

A continuaciéon se aplican las relaciones que se han visto con anterioridad, y se introducen las
funciones de forma, llegando finalmente a las relaciones de los desplazamientos, las deformaciones
unitarias y los esfuerzos con los desplazamientos de los nodos.

u=Ngq
&=Bq
o=DBq
Si anadimos estas relaciones a la ecuacion (2.18), se obtiene finalmente, para cada elemento,
T T et T T
59 (qu DBAQ) = 5q (!;N FdQ+Jr‘N TdI) .19

*T
Esta ecuacion debe cumplirse para cualquier perturbacion 6q .

Finalmente se obtiene que

2.20
k-q=f+t 220

Donde las variables que aparecen son

_[pT
k_.[ B DBdAQ Matriz de rigidez elemental.
Q
q Variables nodales
f=N'F Fuerza de volumen repartida en los nodos
=N'T Fuerza de contorno en los nodos

Tabla 2-3. Variables del TTV

Con todo esto, conocidas las condiciones de contorno, es posible determinar el vector ¢, y una vez
conocido este, se pueden determinar los desplazamientos, las deformaciones unitarias y los
esfuerzos.
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2.4 Errores

El método de los elementos finitos, como cualquier método aproximado de resolucion de problemas,

comete errores. Los tipos de errores que pueden aparecer son:

Error de discretizacion: el método de los elementos finitos aproxima ecuaciones diferenciales
complejas por polinomios, por tanto, en esta aproximacion se estan cometiendo errores.

Error de aproximacion de la geometria. Al utilizar una discretizacion triangular aparece la
dificultad — sobre todo si vamos a resolver el problema en una superficie curva — de rellenar
todo el dominio con dichos tridngulos. Esto se puede mejorar si ponemos elementos mas
pequefios en las zonas que no quedan bien cubiertas, o ponemos elementos con un lado
curvo.

Error en el calculo de las integrales del elemento. A la hora de calcular la matriz de rigidez
elemental, es necesario realizar la inversa del Jacobiano. Si la transformacion tiene algun
punto singular, es posible que dicha inversa no pueda realizarse o devuelva bastantes errores.

Error en la resolucion del sistema de ecuaciones. Es posible que pequefas variaciones en k o
f den lugar a grandes variaciones de ¢. Esto es un problema debido a que los programas de
calculo consideran un numero finito de digitos, por tanto pueden aparecer errores de
truncamiento o redondeo.

Por tanto, a la hora de obtener soluciones hay que saber diferenciar los errores de las soluciones

bien obtenidas.

2.5 Problema de campo eléctrico y magnético

En el area de la ingenieria eléctrica existen diversos problemas interesantes que implican campos
escalares y vectoriales, en dos y tres dimensiones. Se planteard como resolver el problema que se
present6 en la figura 1-1 mediante el método de los elementos finitos.

Si tenemos un medio isotropo y dieléctrico, con permitividad & , densidad volumétrica de carga g y
potencial eléctrico ¢, se debe satisfacer la ecuacion de Poisson, la cual se explicara detalladamente

en los proximos apartados.

2
o9,

aXZ

Con las condiciones de contorno {

79 _—q
oy’ ¢
¢(y:0):¢o}
g(y=d)=0J

Para poder resolver el problema se dividira el dominio de estudio en subdominios triangulares y se
referiran las variables del problema a las coordenadas naturales, tal y como se hizo en el problema de
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esfuerzos. De esta forma queda
¢ =Ny + N,g, + Nyg,
Siendo N =[£,7,1-&-n]" . =[d.4,,4,]" las definidas en la figura 2-4.

(2.21)

Si utilizamos una representacion isoparamétrica, las variables x, y quedan definidas en funcion de las funciones
de forma como se muestra en las ecuaciones (2.22)

X = N;X + N,X, + N,
Yy =Ny, + Ny, + Ny,

De esta forma, las derivadas de ¢ en funcion de las coordenadas naturales quedan

0p _0pOx 0Py
05 o0x0& oy od (2.23)
Op _9pOx 090y
on o0xon 0oy on

(2.22)

Por lo tanto, se obtiene la relacion en el otro sentido como se muestra en (2.24)

9¢ 99 Yy _oy||o¢ Yop_%Yo¢
x| _ g4 05| _ 1 |on og|os|_ 1 |onos o&an 224)
o[ 7 |op| det)| _ox  ox ||op( detd)| ax op  ox o¢
oy on on o0& ||on o0& on  on o&

Que finalmente se pueden expresar como

%9 4

OX _ 1 (Yo=Y Ys= Y% Vi Y, é
0f | detd|x,—%, X=X X—X | - (2.25)
o 4

Donde J representa el Jacobiano de la transformacion, (x; y; ) son las coordenadas del punto i

= B¢

o]
0Pve  OPvo _| O 0P || OX | _ 7ot

(ax)+(ay) {ax ay}@ ¢ B Bg (2.26)
oy

De esta forma se puede implementar el método de los elementos finitos en el problema de potencial eléctrico.



3 PROBLEMA ANALITICO

1 problema analitico se basa en resolver tres ecuaciones fundamentales: la ecuacion de Poisson

para el potencial eléctrico, la definicién de campo eléctrico a partir de potencial eléctrico y la

ecuacion de transporte de la carga. En este trabajo nos centramos en el caso hidrostatico, por
tanto se toma en todo momento el fluido en reposo. Con esto, las ecuaciones aqui nombradas son las
que aparecen en (3.1) a (3.3) respectivamente.

vig=-2 G.1)
E

E——vy (3.2)

oq —

M L V.(dkE) =

P +V:(gkE) =0 (3.3)

Los parametros que aparecen en estas ecuaciones son:

Simbolo Nombre variable Descripcion
Densidad volumétrica de carga
4 eléctrica
Es la capacidad de las particulas con carga eléctrica de
moverse a través de un medio en reposo debido a la
k Movilidad i6nica actuacion de un campo eléctrico. De este modo se tiene
que U; = KE siendo U; la velocidad del 16n cuando el
fluido esta en reposo.
- o am ribe la interaccion entr
E Campo eléctrico C' po que desc l?e eraccion entre cuerpos y
sistemas con propiedades de naturaleza eléctrica.
Es el trabajo que debe realizar una fuerza externa para
. s racr una car itiva unitari 1 pun
y Potencial eléctrico traer u a carga pos tivau ta. a g desde el punto de
referencia hasta el punto considerado en contra de la
fuerza eléctrica, a velocidad constante.
e Es una constante fisica que describe la polarizacion de
£ Permitividad : ., Lo
un medio ante la accidon de un campo eléctrico

Tabla 3-1. Parametros de las ecuaciones

Debido a la complejidad de este problema, se realizaran una serie de simplificaciones hasta,
finalmente poder resolver el problema completo.

15




3.1 Problema estacionario sin densidad de corriente

En primer lugar se resolverd el problema estacionario sin densidad de corriente. La ecuacion de
Navier-Stokes se anula y solo se tendréa en cuenta las ecuaciones de Poisson y la de campo eléctrico.
Para encontrar la solucion buscada es necesario determinar las condiciones de contorno. En nuestro
caso, como se observa en la figura 3-1, tenemos uno de los planos conectado a tierra y el otro
conectado a un potencial ¢, constante. La distancia entre los planos es d y se despreciaran los efectos

de borde ya que los planos se consideraran infinitos.

Para resolver este problema es interesante destacar que se <

. qe . |
trata de un problema bidimensional, por tanto las ' |
ecuaciones (3.1) y (3.2) se pueden simplificar como se | v=d

muestra en (3.4) y (3.5) respectivamente.

®__q |E
ay2 6‘; (34) . qo
- __ ;

y oy (3:5) —“¢)—|II

Y las condiciones de contorno quedan de la forma:
Py =0)= % 16
#y=d) =0 (0

Figura 3-1. Planteamiento del problema

Es posible resolver la ecuacion (3.4) sujeta a las condiciones de contorno (3.6). Para ello es necesario
tener en cuenta que g depende de y, y segun como sea tal dependencia se obtendran diferentes
soluciones. A continuacion se muestran algunas de las posibilidades.

3.1.1  Solucion para q=0

2
Esta se trata de la solucion mas sencilla, ya que la ecuacion (3.4) se convierte eny =0; por tanto

¢ depende linealmente de y. Teniendo en cuenta las condiciones de contorno, la solucion buscada es
la que se muestra en (3.7).

(y) =¢0<1—d1) (3.7)

Para poder representar esta solucion y que no dependa de las magnitudes ¢, ni d resulta conveniente

adimensionalizar las ecuaciones y obtener la solucion adimensionalizada, ya que, lo que nos interesa
es encontrar de qué forma varia ¢ con y, sin importar, de momento, la magnitudes antes citadas.

Para adimensionalizar las ecuaciones utilizaremos las siguientes relaciones:

16
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<
Il

(3.8)

A
I

O
I
Lle S 2I<

Con esto la ecuacion (3.4) adimensionalizada se muestra en (3.9) y las condiciones de contorno
pasan a ser las mostradas en (3.10).

Z;_%:_q (3.9)
$(y=0)=1 4.10)
$(y=1)=0 '

0’

Dado que en este apartado se tiene ¢g=0, la ecuacion que queremos resolver es —- =0, que sujeta a

las condiciones de contorno (3.10) da como resultado la funcion mostrada en (3.11)

$=1-y 3.11)
1 T T T T T T T T
0.9 S, ........... e Ty ........... e s e P —— -
07+ : ; i ; =
o ——— T pr— s P S . — R i
? 051 -
N L—— e — T . W .......... S—— . N— —— J
% NN NN S— —
o P —— .......... ........... ............ s —— i
O o 53 53 o4 o5 o6 57 55 55 1

Figura 3-2. Evolucion del potencial eléctrico respecto de y

En la figura se observa facilmente que se trata de una dependencia lineal y que cumple perfectamente
con las condiciones de contorno.

Observando las ecuaciones (3.5) y (3.9) es facil determinar que para el caso g=0, se tiene un campo
eléctrico E constante e igual a 1 (E =1).

3.1.2 Solucion para g=qo

Si aumentamos un poco la dificultad pasamos de tener densidad volumétrica de carga nula a tenerla



constante. Como se vio en el apartado anterior es conveniente adimensionalizar las ecuaciones para
obtener resultados mas faciles de interpretar y representar, por tanto vamos a realizar el estudio
resolviendo de nuevo la ecuacion (3.9) sujeta a las condiciones de contorno (3.10). En este caso se
tiene que la carga es constante, por lo que la ecuacion caracterizada para este apartado queda

ﬁ:_c (3.12)

Aparece en esta nueva formula un nuevo parametro, C, que sera de vital importancia en lo que sigue,
ya que, segun el valor que se le proporcione nuestro sistema evolucionard de una u otra forma. Este

nuevo parametro aparece al hacer la adimensionalizacion y es el resultado de la multiplicacion de
2

una serie de magnitudes: C = q°—¢ Si tenemos en cuenta que tanto d como ¢, son parametros
8-
0

fijados al inicio del estudio, y que & es una constante, los diferentes valores que se den a C estaran
directamente relacionados con los valores que tendra ¢, en cada estudio.

Llegados a este punto se va a resolver la ecuacion (3.12) sujeta a las condiciones de contorno (3.10).
En este caso la dependencia pasa de ser lineal a ser cuadrética, llegandose facilmente a la relacion
(3.13).

=2
G =-cL+(C-ny+1 G13)

Como se adelantd anteriormente, en la funcion (3.13) se ve claramente que el comportamiento de ¢
depende fundamentalmente del valor que tenga C. Esto también se observa en la figura 3-3.

2 T T T T T T T T !
: : : : —C=01
16 o o — — - o S— — — e e
: ; : —C=2
14 f : : : ‘ ¥ —iesh
T : ‘
s ﬁ : ' i P : E g
0.4 i ; o, W9 )
0 i i I | i i i i i —
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

y

Figura 3-3 Evolucion del potencial eléctrico cuando ¢ es constante

Para valores pequenios de C, ¢ es practicamente lineal con y, a medida que C aumenta el
comportamiento se vuelve mas parabolico, pero, como es natural, cumpliendo siempre con las

y=0 ¢=1
condiciones de contorno, es decir, pasando todas las curvas por los puntos {)_/ 1 ;_j 0} .
y: =

A continuacion se estudia como se distribuye el campo eléctrico. Se puede obtener su distribucion a
partir de las ecuaciones (3.5) y (3.13) y el resultado obtenido es:

18
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vy C .. _
% - 8(—C?+(§—1) y+1)
9% oy

Es obvio que el campo eléctrico varia con y de forma lineal, tal y como se representa en la figura 3-4
para diferentes valores de C.

E(y)=- =C-y—%+1 (3.14)

el

Figura 3-4 Evolucion del campo eléctrico cuando ¢ es constante

Como se puede observar en la figura superior cuanto mayor es el valor de C, mayor diferencia de
campo eléctrico hay entre los planos. Todas las rectas pasan por el punto {7 =0.5, EZl} , es decir,
en el punto medio entre los planos el campo eléctrico adimensional sera igual a la unidad,

independientemente del valor de C. Para poder comprender correctamente el significado de este
valor es necesario determinar como se ha realizado la adimensionalizacion de E.

Si se sigue la misma logica que con el resto de adimensionalizaciones ya realizadas se tendria que

= E . D

E-= £ pero en este caso no sabemos qué significado fisico tiene Ej en nuestro problema; para
0

determinarlo se hace uso de la ecuacion (3.5) y se sustituye cada pardmetro dimensional por el

55 '¢o
d

adimensional, de forma que apareceran varias constantes: E-E, =—

5

en (3.14) se ha tomado que E = v es obvio que E, =
y

. Teniendo en cuenta que

. De esta forma se ha encontrado el

3
d
significado fisico de la constante £,

Con todo esto, el hecho de que las rectas pasen por el punto {V =0.5, EZl} , significa que el campo

48

eléctrico en el punto medio entre los planos es igual a E; = q’ independientemente del valor de C.

También es interesante destacar que el campo eléctrico cambia de polaridad para valores
suficientemente grandes de C. En la figura 3-4 este hecho se observa para C=5 y C=10, ya que para
valores pequefios de y se tiene campo eléctrico negativo, y a medida que y aumenta el campo
eléctrico crece llegando a hacerse positivo



3.2 Problema con corriente eléctrica

En este apartado se va a realizar el estudio del problema teniendo en cuenta la densidad de corriente
eléctrica, es decir, se van a resolver las ecuaciones (3.1) — (3.3). Para ello el primer paso es
adimensionalizar dichas ecuaciones, ya que como se ha podido comprobar en los apartados
anteriores resulta de gran utilidad a la hora de extraer conclusiones y poder hacer representaciones
graficas.

Las variables ¢,y, gy E se volveran a adimensionalizar como se ha hecho en el apartado 3.1, el

resto de variables se adimensionalizaran de forma que simplifiquen las ecuaciones lo maximo
posible. De esta forma las ecuaciones (3.1) — (3.3) se convierten en las ecuaciones (3.15) — (3.17)

oaq o, =
—+—(qE)=0
at‘+ay(q ) (3.15)
o’
W:_q (3.16)
Ez_@ (3.17)
9%

A
I

_E Fe t ot (3.18)

e 0 e

Una vez que se ha planteado el nuevo problema es necesario determinar las condiciones de contorno
para poder encontrar la solucién buscada. En este caso el problema se ha convertido en el mostrado
en la figura 3-5, en ella todos los pardmetros que aparecen estan ya adimensionalizados.

m
I
m|m e

M
y=1 = .
=0
V=0 1E [7v§=0
= |
ool F1 3

Figura 3-5. Condiciones de contorno
20
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Las condiciones de contorno en los planos son las mismas que en el problema de la figura 3-1. Sin
embargo aqui aparecen dos condiciones de contorno nuevas, que vienen a significar que el campo
eléctrico es paralelo al eje y, no teniendo componente perpendicular a este.

Con todo esto se procede a resolver el problema planteado en las ecuaciones (3.15) — (3.17), pero
este problema es imposible de resolver de manera analitica, por tanto se deja para el estudio por
elementos finitos y se resolvera de forma analitica el problema estacionario.

3.21 Problema estacionario

Si observamos las ecuaciones (3.16) y (3.17) comprobamos que se pueden unir, convirtiéndose en
una sola y simplificando el problema al resolver dos ecuaciones diferenciales en lugar de tres.

Asi, el problema que hay que resolver se puede expresar como:

Eﬂi

? (3.19)
—(q-E)=0

6Jy(ol )

G(VZO)ZC}

Sujeto a las condiciones de contorno § -
E(y=0)=Es

ES es un valor de momento desconocido que trataremos de determinar una vez se haya encontrado
las ecuaciones que relacionan £y g con y.
C-Es

De la segunda ecuacién de (3.19) se obtiene que §-E =C-Es vy, por tanto, G(E)= = Si esta

relacion la sustituimos en la primera de las ecuaciones de (3.19) se alcanza que

E(y)=Es §7+1
S
. C (3.20)
a(y) = §7+1
Es

Como se adelant6 al introducir las condiciones de contorno, una vez que hemos conseguido las

funciones que relacionan nuestras variables de interés con y, se procede a determinar el valor de Es;
1

para ello se hace uso de la condicién j Edy =1. Esta se obtiene de que E es paralelo al eje .
0

Si a la primera ecuacion de (3.20) le aplicamos esta condicion obtendremos el valor de Es que hace
que se cumpla. Esto no tiene complicacion debido a que se trata de la integral de una raiz cuadrada,
la cual es facil de realizar. Ademas ayudandonos de programas como Matlab se puede resolver atin
con mayor facilidad y obtener graficas con el comportamiento de £y g.
1 1 2 %
I Edy = f(Es 2y +1)dy = Es (2£+1) -1(=1 (@321
0 0 Es 3C Es

Resolviendo la ecuacion para distintos valores de C se han obtenido los siguientes resultados:



C=0.1

C=1

C=2

C=5

C=10

Es

0.9516

0.6334

0.4385

0.2125

0.1107

Tabla 3-2. Resultado de Es para distintos valores de C

Para C pequeio el valor de Es es practicamente la unidad; a medida de C aumenta se obtienen
valores de Es cada vez mas proximos a 0.

Si representamos las funciones (3.20) para los valores de C y Es de la tabla 3-2 se obtienen las curvas
de las figuras 3-6 y 3-7.

=

1.6

1.2

1

06 :
0 i i | I i i I I
0 0.1 0.2 03 04 _ 05 06 07 0.8 0.9
Y
Figura 3-6. Evolucion del campo eléctrico en régimen estacionario
10 | T T T T | T T
: —c=01]
: : —C=1
; : —C=2
: 5 —0C=5
z } —c=10
q ; :
% 0.1 0.2 03 04 _ 05 0.6 07 0.8
Yy

Figura 3-7. Evolucion la carga en régimen estacionario

En la figura 3-6 se aprecia que el campo eléctrico es creciente. Para C pequefia se tiene que el campo
eléctrico es practicamente constante y a medida que C aumenta, lo hace también la pendiente de E.
Para C=5 y C=10 las curvas son practicamente coincidentes, esto se debe a que el valor de Es es muy
pequefio en comparacion con el valor de C y en la primera ecuacion de (3.20) el valor del campo
eléctrico apenas depende de C.
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En la figura 3-7 se observa que el comportamiento de ¢ si depende en mayor medida del parametro
C. De hecho, el valor de g(3=0)=C, tal y como determina una de las condiciones de contorno
impuestas para resolver el problema. Estas curvas son decrecientes, disminuyendo por tanto la carga
a medida que nos alejamos del plano inferior y nos acercamos al superior.

El valor de la carga en el plano superior es muy similar para todos los valores de C, excepto para
C=0.1. En la tabla 3-3 se muestran estos valores.

C=0.1 C=1 C=2 C=5 C=10

q(y=1) 0.0909 0.4904 0.6286 0.7213 0.7421

Tabla 3-3. Valor de la carga en plano superior

Se puede ver claramente que de nuevo los resultados para C=5 y C=10 son muy similares, de hecho
la diferencia entre ellos no llega al 3%. A medida que C disminuye las diferencias se hacen mas
grande, siendo la diferencia entre C=10 y C=1 casi de un 34%. Por ultimo, la diferencia entre C=0.1
y C=10 llega a ser del 87.7%, mostrando una vez mas la importancia del parametro C, ya que de su
valor depende en gran medida el comportamiento del sistema.

3.21.1  Limites

Por tltimo vamos a calcular los valores que toma Es en los limites en que C es muy pequefio y muy
grande. Para ello se hace uso de desarrollos en serie de Taylor, tomando como funcion

2
f(C)= ETS{(Z% +1)% —1} —C . Esta se obtuvo en (1.24) al integrar el campo eléctrico en y.

Haciendo el desarrollo de Taylor en torno al punto C=0 se obtiene:

£/(C)= Es(—+1)}/ 1 £'(0)=(Es —1)

f(C) = (Es —1)C =0; Es=1

De esta forma se comprueba que cuando C es muy pequefio, Es tiende a ser la unidad como se

aprecia en la tabla 3-1.

En la figuras 3-8 y 3-9 se representan tanto la carga como el campo eléctrico, en el caso C=0.1, que
se toma como referencia de un valor pequefio de C para hacer el estudio, y las funciones que se
obtienen al realizar un desarrollo en serie de Taylor de las ecuaciones (3.20), teniendo en cuenta que
Es=1.

Asi, estas ecuaciones son:

E(y)= ,/ZCy+ E(0) =1

_ (3.22)
E —_— E'(0)=C
W) = \/m ()
1+Cy




q(y) = ﬁ q(0)=C
—C? _,

(2Cy +1)*?

q(y) =C(@1-Cy)

(3.23)

(0) = —C?

q'(y) =

1.08

1.04

|

1.02

0.98

—Caso limite
096 ................................................................................................. =]

0.94 | | | 1 | | | | |
0 0.1 0.2 03 04 y 05 06 0.7 08 0.9 1

Figura 3-8. Campo eléctrico en el caso limite

0.102

—C=041
0.098 : 3 : s —Caso limite | "

q 0.096
0.094

0.09

Figura 3-9. Carga en el caso limite

En la figura 3-8 se observa que las curvas son practicamente paralelas y la gran diferencia entre ellas
se encuentra en la condicion de contorno en Y =0, ya que en este punto el campo eléctrico debe ser

igual a Es. En el caso desarrollado anteriormente para C=0.1 se tenia que Es=0.9516, mientras que
en el caso limite se ha tomado Es=1. De esta forma, la mayor diferencia entre las curvas se produce
justo en el plano superior, siendo esta diferencia de un 4.83%, error asumible. Por tanto, se concluye,
que para el campo eléctrico, tomar un valor de C=0.1 se aproxima bastante bien a un caso limite con
C muy pequeia.

En la figura 3-9 se comprueba que las curvas para el caso C=0.1 y para el caso limite son realmente
parecidas, ya que son practicamente coincidentes hasta llegar a ¥ = 0.6, punto en el cual comienzan

a divergir. Por ello, el punto en el que aparecen mayores diferencias entre dichas curvas vuelve a ser
el plano superior. De esta forma, el méaximo error que se produce es de un 0.99%, error
practicamente despreciable.
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Por todo esto, se puede afirmar que cuando se ha tomado el valor de C=0.1 como un valor limite de
C pequetio no se han cometido grandes errores.

Para poder realizar el desarrollo de Taylor cuando C tiende a infinito nos encontramos con el
problema de que no se puede hacer un desarrollo de Taylor en torno a ese punto.

2
Si volvemos a la funcion f(C) = E—S{(2£+1)% —1}—1
3C Es , teniendo en cuenta que C toma valores

muy grandes sumar 1 dentro del paréntesis se puede despreciar.
f(C)= [(2—)/ }—

A continuacion también se pueden despreciar el 1 que resta dentro de los corchetes. De esta forma la
funcién con la que vamos a trabajar quedaria

f(C) ——(2—)/

Si introducimos las variables C y Es dentro de los paréntesis, y sacamos el 2, el resultado es

23/2 C Es4/3
f(0) =5 c2’3)/

Multiplicando y simplificando los parametros que aparecen, queda finalmente la funcion

3/2 3/2
f(C) :%(C“S-Esm)% 22 (c Es)}/ -1

Teniendo en cuenta que la funcion f(C) tiene que ser igual a cero, se puede despejar el valor de Es.

8C
Como se esta resolviendo el valor de Es para valores muy altos de C, se puede decir que Es=0, y por

tanto se comprueba que el valor que aparece en la tabla 3-2 es correcto.
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4 MODELIZACION CON ELEMENTOS FINITOS

continuacion se van a resolver los problemas planteados en la seccion anterior pero en lugar
de buscar una solucion analitica se resolveran usando el método de los elementos finitos; para
ello nos ayudamos del programa Comsol Multiphysics.

En primer lugar se resolvera el problema sin densidad de corriente y posteriormente el problema
planteado en las ecuaciones (3.1) — (3.3).

4.1 Problema estacionario sin densidad de corriente.

Al abrir Comsol hay que elegir la fisica en la que se realizard el estudio. En nuestro caso elegimos
Electroestatica. También se decide el tipo de estudio, que en este primer apartado sera estacionario.

Una vez escogidas la fisica y el estudio hay que determinar la geometria con la que vamos a trabajar;
por simplicidad se tomara un cuadrado de lado unidad y centraremos el estudio en la linea media de
este para despreciar asi los efectos de borde. Ver figura 4-1.

09
08¢
0.7¢
06
0.5¢
0.4r
03¢
02}
0.1f

-0.2 0 02 0.4 0.6 0.8 1 1:2

Figura 4-1. Geometria de trabajo

A continuacion se configura el estudio electroestatico. Para ello se determinan las ecuaciones y
condiciones de contorno. La ecuacion mas importante es la Conservacion de la carga eléctrica.

E=-VV

que se identifican con las ecuaciones (3.1) y
V'(‘E‘O‘C"rE ) =Py

Las ecuaciones que aparecen son {
(3.2) del capitulo 3.
Debido a que Comsol nombra a las variables de forma distinta a como se ha hecho a lo largo de este

documento, en la tabla 4-1 se ha identificado cada una de las variables de interés con su nombre y la
letra con la que se nombra en este texto y en el programa.



Potencial eléctrico v @

Permitividad £, &

Densidad de carga espacial o, q

Tabla 4-1. Identificacion de variables Comsol — analiticas

Hay que mencionar que las ecuaciones que se resolvieron finalmente en el problema analitico no son
las (3.1) y (3.2); sino estas adimensionalizadas.

Con todo esto, las ecuaciones (3.1) y (3.2), para que se puedan comparar con las de Comsol deben

agruparse y adimensionalizarse quedando las ecuaciones (4.1) y (4.2), en las que V simboliza el
operador gradiente adimensionalizado.

E-—V§ (.
VE=q 4.2)

Para poder introducir estas ecuaciones en Comsol queda claro que la primera de ellas no debe sufrir
cambios mientras que en la segunda hay que realizar dos modificaciones importantes:

e Por un lado debe desaparecer el término de la permitividad; esto se consigue dando a la
permitividad relativa el valor inverso de la permitividad del vacio, asi al multiplicarse su

resultado sera la unidad y se anularan. ¢, = 1 _ggsa10®
&

e Por otra parte, la importancia del parametro C se vera reflejada en la densidad de carga
espacial p,, ya que serd esta quien tome los valores de C a la hora de realizar los diferentes

analisis. Esta densidad de carga espacial hay que afiadirla a la fisica electrostatica ya que no
aparece por defecto.

En el apartado de electrostatica también es necesario afiadir las condiciones de contorno que
aparecian en la figura 3-5, es decir, tierra en el plano superior y un potencial en el inferior. Como
estamos con el problema adimensionalizado a este potencial le damos valor unidad. Estas
condiciones de contorno se muestran en las figuras 4-2 y 4-3 tal y como aparecen en Comsol.

En la figura 4-4 se establece, por ultimo, la condicion de contorno de la densidad de carga. En el
apartado donde aparece densidad de carga espacia se impone la condicién de contorno oportuna
para cada estudio.

! La permitividad se expresa como la multiplicacién de la permitividad relativa del material por la permitividad del vacio.
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Ajustes  Propiedades -1 G
eléctrico Q Lo 1= N
X @ =
Etiqueta: | Potencial eléctrico 1 . -
N o r
Seleccion de contorno
0.9 I
Seleccién: | Manual v
2 ‘V\: 0.8
B =| o i
Activo [ ] I
B 0.6
0.57] I
0.47] I
Anular y contribucién i i
0.3
¥ Ecuacion =) I
0.2
Mostrar ecuaciones asumiendo: i |
Estudio malla fina, Estacionario v 0L
V=V, 07 L
.......... - -
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1,
¥ Potencial eléctrico
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Potencial eléctrico: \
Vo [1
COMSOL 5.0.0.243
Archivo abierto: transp_esp_diluidos_completo.mph
Archivo abierto: 4.1.1.mph

Figura 4-2 Condicion de contorno. Potencial constante

Ajustes  Propiedades
Tierra " @
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Seleccion de contorno
0.9 I
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0.57] 1
0.4% I
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v.=0 o) ]
I - I,
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\f\
COMSOL 5.0.0.243
Archivo abierto: transp_esp_diluidos_completo.mph
Archivo abierto: 4.1.1.mph

Figura 4-3. Condicion de contorno. Tierra



Ajustes  Propiedades v || Graficos

Densidad de carga espacial Q R @ Rlas ‘a@osN BSOENE
Etiqueta: §pensidad de carga espacial 1 | | &= (o] B
Seleccion de dominio 17 or
Seleccion: | Manual v | 0.9 1
1 W+ 0.8 i
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== - 1 COMSOL 5.0.0.243
Py | Definido por el usuario o Archivo abierto: transp_esp_diluidos_completo.mph
[0 | cmd Archivo abierto: 4.1.1.mph

Figura 4-4. Densidad de carga espacial

Por ultimo hay que realizar uno de los pasos mas importantes cuando se esta llevando a cabo un
estudio por el método de los elementos finitos. Hay que determinar el mallado con el que se va a
discretizar la geometria estudiada. Este paso es tan importante porque dependiendo del grosor que
tome la malla se obtendra resultados mas o menos ajustados a la realidad. Por lo general cuanto mas
fino sea dicho mallado més se ajustaran los resultados a los reales pero mas complicado sera resolver
el problema ya que se afiaden mas nodos y mas se tarda en resolverlo. Por tanto hay que tomar una
solucion de compromiso entre el tiempo que tarda en realizarse el estudio y la fiabilidad de los
resultados obtenidos. En las figuras 4-5, 4-6, 4-7 y 4-8 se muestran los 4 mallados que se van a
utilizar a lo largo del estudio para representar la importancia de este.

i o | i o
1 1
0.97 i 0.97
0.8 i 0.8
0.7 i 0.7
0.67 i 0.67
0.57 i 0.57
0.47 I 0.47
0.3 I 0.3
0.27] I 0.27]
0.17 I 0.17
0] 0]

02 0 02 04 06 08 1 ip 02 © 02 04 06 08 1 i

Figura 4-5 Malla gruesa Figura 4-6 Malla normal
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o | (5]
17 I 1
0.97 © 0.9
0.8 < E T 0.8]
0.7 é é 0.7]
067 KRR 0.6:
0.57 <>§> 05"
0.4 ; ; 0.4
0.3] g K 0.3
0.27] T 0.2]
0.17 T 0.1
07 07

02 0 02 04 06 08 1 1.2 02 0 02 04 06 08 1 o

Fi 4-7 Malla fi
igura 4-7 Malla fina Figura 4-8 Malla extrafina

Las principales propiedades de cada una de estas mallas se presentan en la tabla 4-2

Numero de elementos | Numero de elementos o
.. Tamano
de dominio de contorno
Malla gruesa 268 40 0.032
Malla normal 578 60 0.022
Malla fina 928 76 0.018
Malla extrafina 6282 200 0.007

Tabla 4-2. Caracteristicas de los mallados

Para determinar el tamafio tipico de cada uno de los tridngulos que forman la malla se ha procedido
como se explica a continuacion:

e Teniendo en cuenta que la superficie en la que estamos trabajando es un cuadrado de lado
unidad, su superficie también es igual a la unidad.

e Partiendo de la hipdtesis de que los elementos de dominio y de contorno tienen la misma
superficie, lo cual no es una hipétesis muy fuerte ya que observando las figuras 4-5 a 4-8 se
comprueba que tienen tamafios similares, se determina el nimero total de elementos de la
malla y se obtiene la superficie que ocupa cada uno de estos elementos. Por ejemplo, para el
caso de la malla gruesa se tiene que la superficie de cada tridngulo seria
S, = _t 3.2410°°

268+40

e Por ultimo, una vez que tenemos la superficie de cada elemento se toma como indicador del
tamafo el radio que tendria un circulo con superficie la anteriormente calculada. Siguiendo

103
con el gjemplo de la malla gruesa se tiene R =, /ﬂ =0.032
V4




Procediendo de este modo con todas las mallas se ha rellenado la columna del tamario en la tabla 4-2.

Como es logico, cuanto mas fina es la malla, mayor numero de elementos tanto en el dominio como
el contorno y menor tamafio de los elementos.

Para finalizar se realiza el estudio y se obtienen los resultados que se comentan en los préximos
apartados.

41.1 Densidad de carga nula

De nuevo vamos a empezar el estudio con el caso mas simple de todos. Este se particulariza
simplemente especificando que la densidad de carga espacial es igual a 0. Esto se hace, como ya se
ha comentado, en el apartado de electroestatica.

En la figura 4-9 se representan los resultados obtenidos directamente en Comsol para diferentes
mallados y se compara también con el resultado analitico.

Se puede observar que todas las rectas son coincidentes. Esto se debe a que el mallado no ha influido
en el resultado final obtenido ya que al ser una solucién tan simple, con un mallado grueso es
suficiente para obtener los resultados que mas se ajustan a la realidad. Esto también se comprueba
representando el resultado analitico que se consigui6é anteriormente y comprobando que también
coincide completamente con el resto de rectas obtenidas. Por tanto se puede decir que para un
problema tan simple como el que aqui se plantea no es necesario realizar mallados muy finos para
obtener resultados muy similares a la realidad. Conforme se vaya aumentando la complejidad del
problema se ira demostrando que esto no siempre es asi y elegir bien el mallado es fundamental para
alcanzar resultados que se ajusten a la realidad.

Por su parte, el campo eléctrico, como ya se vio en la resolucion analitica, para este caso es constante
e igual a la unidad, por tanto todas las rectas vuelven a coincidir en una misma y tampoco es
necesario realizar un mallado fino para obtener buenos resultados.

Potencial eléctrico con distintos mallados 2
1 A T T T T A
0.9r — Malla gruesa -
— 0.8F — Malla normal .
> - :
S 0.7} Malla fina Il
Q -
= 0.6k Malla extrafina | |
R — Analitico
] 0.5} i
g 0.4+
@
2 0.3
o)
B 0.2
0.1}
O B 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Longitud de arco

Figura 4-9 Comparacion de potencial eléctrico
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Campo eléctrico (V/m) ("]
2 =] T T T T H
1.8} — Malla gruesa | -
1.6} — Malla normal |
9 14| — Malla fina |
= Malla extrafina
] 12+ : 1
N — Analitico
v 1
(o]
g o8 7
S 06} 1
0.4+t 7
0.2 7
O H 1 1 1 1 =
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Longitud de arco

Figura 4-10 Comparacion de campo eléctrico

41.2 Densidad de carga constante

A continuacion se va a estudiar como cambian tanto el potencial como el campo eléctrico en el caso
en que se tiene una densidad de carga espacial constante. Se comprueba que los resultados
alcanzados son muy similares a los obtenidos en el caso analitico, ya que cuando se tiene una C
pequetia el comportamiento es muy similar al caso en que la densidad de carga espacial es nula, y a
medida que C aumenta se van obteniendo resultados que cada vez difieren mas de este. Esto se

observa en las figuras 4-11 y 4-12.

Potencial eléctrico para diferentes C (5 )
1.8F —— T A 6
16} e — E=(1)'1 | 5
S M —ciio b € %
8 A2k 1112 3
22 s (o]
g 1K 1112 2
2 § 1
T 0.8 11 |3 0
Q o
§ 0.6 i % A
& 04 A4S
; X -2
0.2 X -3
ok . . : : \ -4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Longitud de arco

Campo eléctrico para diferentes C

=3

— =01
—C=1
—Es10

0.2 0.4 0.6
Longitud de arco

0.8

Figura 4-11 Potencial eléctrico para diferentes C Figura 4-12 Campo eléctrico para diferentes C




En la figura 4-12 se observa que el campo eléctrico en el punto medio entre los planos es igual a la
unidad independientemente del valor de C, como ocurria también en el caso analitico. Ademas para
valores grandes de C vuelve a comprobarse que existe un cambio de polaridad del campo eléctrico,
ya que es negativo en la zona inferior y positivo en la superior.

En cuanto a la figura 4-11 se puede decir que en el punto y=0.4, el potencial eléctrico para C=10
tiene un maximo y si comparamos este punto con su respectivo para C=0.1 se tiene que la diferencia
entre ambos es del 67%.

Potencial eléctrico. C=0.1 () Campo eléctrico. C=0.1 ()
1 T T T T A 1.05F T T T T
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o 3 :
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© — Analitico = — Analitico
E\ 0.5¢ ‘lij 1 i
§ 0.4 o 099 1
g 03 £ o098 1
©
- 0.2 © 097 .
0.1r 0.96 -
Ok . . . 0.95 . . . o
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figura 4-13 Potencial eléctrico para C=0.1 Figura 4-14 Campo eléctrico para C=0.1
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g Malla extrafi =
& 0.6} dla extranng: L. o Malla extrafina
5] — Analitico 9 11r) i 1
D 0.5} g = Analitico
C g 1t 1
L 11 |
e 5 09r 1
o 0.3} 4 o4
o I 0.8r 8
o 0.2} 1 8
o1l | 0.7r1 1
0 ! ! ! ! 0.6 .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.5 . . , .
Longitud de arco 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Longitud de arco
Figura 4-15 Potencial eléctrico para C=1 Figura 4-16 Campo eléctrico para C=1
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Potencial eléctrico. C=10 ) Campo eléctrico. C=10
1.8 T T A 6 F T T T T
16 i 5 || — Malla gruesa
S 14 | z 41|~ Malla r?ormal
&= S 31| 7 Malla fina
S 1.2 . < ;
L : o 2 Malla extrafina
frav] o
- 1 1 = — Analitico
) 9 1r
bt
T 0.8 | — Malla gruesa 0 ol
c 0.6 L | — Malla normal 2 &
e — Malla fina £ o
o 0.4+ : (@] o
Malla extrafina
0.2 1| — Analtico =
0 . . . . -4 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Longitud de arco Longitud de arco
Figura 4-17 Potencial eléctrico para C=10 Figura 4-18 Campo eléctrico para C=10
En las figuras 4-13 a 4-18 se ve claramente que los resultados no cambian con el tipo de mallado ya
que las curvas que aparecen en todos los estudios son coincidentes. También se ha representado en
todas las graficas el resultado analitico, que como se puede apreciar, a primera vista, también
coincide; por tanto se puede decir que el estudio realizado en Comsol es correcto, ya que los
resultados son los esperados.
Sin embargo, para confirmar estas afirmaciones se han exportado los datos de Comsol a Matlab,
programa en el que resulta mas facil estudiar los datos obtenidos. Se han exportado los datos
extraidos de Comsol en el estudio realizado con C=10 y las mallas gruesa y extrafina. Si se hace la
. . . ; -1
diferencia entre estos datos se observa que las diferencias son del orden de 10™'° que es el error con
que trabaja Matlab. En definitiva, una vez comparados los datos tanto del potencial como del campo
eléctrico se puede concluir que no existen diferencias en los resultados obtenidos para un mallado
extrafino y otro grueso.
Como tultima comprobacion se han comparado
Potencial eléctrico. C=10 | estos datos de Comsol con los datos analiticos
' ' ' ' obtenidos con las ecuaciones (3.13) y (3.14). En
este caso al hacer la diferencia entre los datos se
< 17501} {| tiene que estas son del orden de 10° , valor
S significativamente pequefio, pero no del orden de
3 L s error de Matlab, lo que significa que existen
3 pequefios errores entre los resultados analiticos y
g los obtenidos en Comsol aunque estos sean
5 1.7499 1| practicamente despreciables. La mayor diferencia
— za“jf' vesa en los datos se obtiene en el punto y=0.4999, en la
— Analltico .
$ieak . | ‘ _ || que con la malla gruesa se tiene que ¢ =1.750079
0.4999 05 - 05001 030021 y analiticamente se tiene ¢=1.750105 'y se
Longitud de arco

representan en la figura 4.19. Se puede contemplar
que, efectivamente, las diferencias aunque existen
Figura 4-19 Errores en el potencial son muy pequefias y se puede deber a pequefios
errores de Comsol al realizar el estudio.




Finalmente, hay que afnadir que aunque al representar el campo eléctrico en las figuras 4-14, 4-16 y
4-18 puede parecer que tiene magnitudes similares para todos los valores de C, esto no es asi ya que
el eje de ordenadas de cada figura se ha adaptado para que se vea con un tamafio correcto cada una
de ellas. Asi para un valor de C=0.1 se tiene que el campo eléctrico varia entre 0.95 y 1.05, mientras
que para C=10 las variaciones van desde -4 hasta 6.

4.2 Problema con corriente eléctrica

A continuacion se van a resolver mediante el método de los elementos finitos las ecuaciones (3.15),
(3.16) y (3.17). Para ello una vez planteado el problema, tal y como se hizo en el apartado anterior —
creada la geometria, configurada la electrostatica y creados los mallados — es necesario afiadir una
nueva fisica a nuestro problema, ya que ahora se va a estudiar también el transporte y en Comsol esto
no aparece en la parte de Electrostatica.

Lo primero es decidir qué fisica vamos a afiadir. Se va a realizar el estudio con dos alternativas y se
va a decidir cudl es la mejor de ellas.

Estas dos alternativas son:

1. En el apartado de matemdticas el subapartado ecuaciones diferenciales clasicas y, dentro de
este, se elige ecuacion de conveccion y difusion.

2. En el apartado de transporte de especies quimicas se elige el subapartado transporte de
especies diluidas.

Asi mismo también se resolvera dos tipos de problemas distintos: uno en el que el campo eléctrico
sea constante y otro en el que no lo sea.

Por tanto, las ecuaciones que se van a resolver son las mostradas en (4.3) sujetas a las condiciones de
contorno (4.4). La ultima condicion de contorno se refiere a que el campo eléctrico paralelo al eje y.

Vg =-q 43)
E

#y=1)=0 49
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421 Estudio temporal con campo eléctrico constante.

Si V24 =0, esto implica que E =cte y, por tanto, V-E =0.

oq

En la primera ecuacion de (4.3) se tiene que = +V-(GE ) =0, desarrollando el segundo término se

llega a Z—?+ E-(VJ)+q(V-E)=0Yy, como el gradiente del campo es nulo, se obtiene la ecuacion

final (4.5). Fisicamente este problema equivale a suponer que C es muy pequeno. En este limite la
carga espacial es tan pequefia que el campo eléctrico no se ve afectado por ella.

A, Evg=o0 45)
ot
Esta nueva ecuacion hay que afiadirla a Comsol y lo haremos en las dos fisicas que se nombraron con

anterioridad.

Ademas en el apartado de Electrostatica es necesario poner que la densidad de carga espacial es 0,
simbolizando que el gradiente del campo eléctrico es nulo.

4.21.1 Ecuacion de conveccion y difusion.

Una vez se tiene configurado correctamente la geometria, el mallado y la electrostatica se afiade una
nueva fisica para poder afiadir la ecuacion del transporte de Navier-Stokes. En este caso afiadiremos
la ecuacion de conveccion y difusion que se encuentra en el apartado Matemdticas.

Una vez abierta esta nueva fisica hay que establecer que la variable dependiente sera g, tal y como se
muestra en la figura 4-20.

Constructor de modelo Ajustes  Propiedades v i

C Al
- ® v =t

4 @& completo.mph (root)

4 (@ Global Etiqueta: | Ecuacién de conveccion y difusion
‘%‘ Definiciones Nombre: | cdeq
=) Materiales
4 9 Componente 1 (comp1) Seleccién de dominio
= Definiciones
A Geometria 1 Seleccién: | Todos los dominios v

2= Materiales
* Electroestatica (es)

4 77 Ecuacién de conveccion y difusion (cd _ iEl \_
& Ecuacién de conveccion y difusion Activo "!] N
&5 Flujo cero 1 i
& Valores iniciales 1
3 Condicién de contorno de Dirichlef
Condicion de contorno de Dirichlet
Condicién ntorno de Dirichlel Unidades
Condicion de contorno de Dirichlef S o
A Mallas Discretizacion
"% Estudio c01 ¥ Variables dependientes
"~ Estudio c1
~ Estudio ¢5 Variable dependiente: q

~da Estudio c10
~ Estudio C01 Malla gruesa

Figura 4-20 Configuracion de la ecuacion de conveccion y difusion

La ecuacion que implementa este apartado es la mostrada en (4.5) en la que da, ¢, Sy f son
constantes que hay que determinar.



q _
da§+v-(—ch)+ﬂ-Vq_f 4.6)

Si comparamos la ecuacion que implementa Comsol con la que nosotros queremos afadir es facil
darse cuenta de qué valores deben tomar da y f Para ver mdas facilmente los valores que
corresponden a ¢ y b es conveniente modificar la ecuacion (4.5) para que se parezca mas a la aqui
mostrada. Para ello hacemos uso de la relacion entre potencial y campo eléctrico y cambiamos la
ecuacion (4.5) por (4.6) y de esta forma es mas claro ver que las constantes deben tomar los valores
que aparecen en la tabla 4-3.

o0 o—on
= 9-VQ (4.7)
Constante da c yij f
Valor 1 0 Vg ? 0

Tabla 4-3. Valores de las constantes implementadas en Comsol.

Finalmente se toman valores iniciales de ¢ y su derivada nulos y se afiade la condicion de contorno
de Dirichlet. En esta se impone que en el plano inferior haya una densidad de carga espacial
constante. Se impondré el valor de C=0.1, ya que es el tnico valor de C en que la aproximacion de
campo eléctrico constante tiene sentido.

Ajustes  Propiedades v x| Graficos
@ de-cortormio de Difiehia QR @ L~ BaeNn &N
x O @&
Etiqueta: | Condicién de contorno de Dirichlet CO1 L . . L
1! oL
Seleccion de contorno
Seleccién: | Manual v 0.9
2 . 0.8 -
@ = o I
Activo R | I
B 0.6
0.57] i
0.4 L
Anular y contribucio | 1
nular y contribucion 5
Ecuacion i |
0.2
¥ Condicién de contorno de Dirichlet |
0.1
Valor prescrito de q
o1 L
r C 1 I -7 I 1 I 1 I )
-0.2 0 0.2 04 05 08 1 1.2

Figura 4-21. Configuracion de condiciones de contorno

2 Recordemos que en Comsol al potencial se le llama V. En el apartado que permite rellenar el valor de  hay dos recuadros para que se
afada su valor en direccién x y direccién y; por tanto lo que hay que escribir en esos recuadros es -Vx y —Vy, donde los subindices x e y
simbolizan las derivadas parciales en esas direcciones.
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Los resultados obtenidos se muestran en las imagenes a continuacion:

Carga q para C=0.1 Comparacion de mallados para C=0.1 (5

T T T T A T T T T T T

011t = A 012 | = ]

w \ A K el —— Malla gruesa
0.1 K& /"“' XY VYV f A 0.11 | I /\’ A\ g H
AVAY P vabe V| | 0.1 | /))( (/ — Malla normal i
0.09 = \ ' SATVAYN = :
\ 0.09 L \ \ | Malla fina .
o:08 ‘\ ~ Malla mas fi

‘ 0.08 | alla mas fina | |

0.07 "‘ 0.07 L —— Malla adaptada | |
> 0.06 .I sl
0.05 = '\ 0.05 |
0.04 — 0.4 ll 0.04
0.03Ff — 08 ‘ 0.03 }

:
002 e o 1.1 0.02 |
0.01 } 2 0.01 |
0k 0g 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Longitud de arco Longitud de arco

Figura 4-22. Carga para C=0.1

Figura 4-23. Comparacion de mallados C=0.1

En la primera figura se ha representado la carga g para distintos valores del tiempo. En ella se ve que
la carga va avanzando desde el plano inferior hasta llegar al superior. En el momento en que el
tiempo adimensional es igual a 1, se ha alcanzado el régimen estacionario. Teniendo en cuenta la
adimensionalizacion que se ha realizado, esto quiere decir que se llega al régimen estacionario

cuando t = L

k-E,

En la otra figura se ha hecho una comparacion de los resultados obtenidos al utilizar diferentes tipos
de mallas. En este caso se han utilizado 5 mallados diferentes; los 4 ya conocidos que aparecen en las
figuras 4-5 a 4-8 y uno que no se habia utilizado hasta el momento. Se trata de un mallado adaptativo

que, dependiendo de las necesidades del estudio en cada momento, va adaptando la malla para
conseguir los mejores resultados posibles.

Algunas de las mallas que crea este mallado adaptativo son las que se muestran en las figuras 4-24,

4-25y 4-26



117 O 1.17
17 I 17
0.97] I 0.97]
0.87] I 0.87]
0.77] 1 0.77]
0.67] 1 0.67]
0.5 I 0.5 % K
0.47] I 0.47] 3 s
0.37] %, "x 0.37]
i ] K]
0.2 % 0.27]
T4 YA
0.17] &Y 1 0.17] VALY vA
AY AY
o 0]
-0.17] 1 -0.17]
T T T T T T T I T T T T T T T T T T T
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1) -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Figura 4-24. Malla adaptada Figura 4-25. Malla adaptada
i o |
o
0.97]
0.87]
0.77]
0.67]
0.57]
0.47]
0.37]
0.27]
0.17]
#
-0.17]
‘04 ‘02 I0 ]02 ‘0.4 bs I08 ]1 ‘12 ‘l

Figura 4-26. Malla adaptada

Como se puede observar el mallado va cambiando dependiendo de las necesidades. En las zonas
donde se producen cambios mas bruscos se realiza un mallado més fino y en las zonas en las que no
hay cambios importantes el mallado es mas grueso.

Los cambios se producen en distintas zonas dependiendo de la magnitud que se esté evaluando. Por
defecto, al crear el mallado adaptativo Comsol toma como magnitud de referencia para hacer dicho
mallado el potencial eléctrico; pero este no tiene tantos cambios como la carga, que es lo que aqui se
esta estudiando, por tanto es necesario cambiar la magnitud de referencia para que los resultados se
adapten mejor al estudio que se quiere realizar.

Esto se hace siguiendo los pasos que se muestran en la figura 4-27. En el apartado de indicador del
error donde aparece gx y gy, originalmente aparecian Vx y Vy, estos son los valores que se han
tenido que cambiar.
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=J Concentracion C10

finamiento adaptativo de

4 A MAa”as Tt Calcular seleccién = Calcular
4 ~db Estudio CO1
[)‘_,L- Paso 1: Temporal Etiqueta: | Refinamiento adaptativo de malla
4 . Configuraciones del resolvedor
General

* <
4 [~ Solution 1
R qus ; ; v  Estimacién d
a1z Compilar ecuaciones: Temporal stumacion de errores
uw Variables dependientes 1

A Estimacion de error: Usuario
4 li—k Resolvedor temporal 1

Directo Indicador de error: | sqrt(compl.qx”2+compl.qy”2)
}5 Avanzado Puntos de muestra: | range(0.0,0.1,1.0)
D¢ Completamente acoplado 1 =
Directo 1 G BB
3] Refinamiento adaptativo de malla - Salida

o v PR P EPR ol ) o 4

Figura 4-27. Configuracion refinamiento de malla

Si se observa las imagenes de comparacion de mallados se puede ver claramente como a medida que
el mallado se va haciendo mas fino se crean nuevos puntos en los que se evaluan las funciones, lo
que hace que los resultados sean mas fieles a la realidad ya que las zonas en la que la solucion es
aproximada por el programa son menores y los puntos en los que los resultados son realmente
evaluados aumentan.

Por tltimo, hay que sefialar que con ninguno de los mallados se han obtenido buenos resultados ya
que aparecen grandes fluctuaciones en la zona en que la carga es igual a C. Esto sefiala que este tipo
de estudio no es el adecuado para conseguir un buen resultado que se ajuste a la realidad. Ademas se
obtiene otro comportamiento que no se ajusta a la realidad; en las imagenes se observa que la carga
llega a ser nula en algunos momentos, lo cual es imposible fisicamente.

Carga q. C=0.1 Tiempo=0.9 s o

La figura 4-28 se ha obtenido con el mallado
adaptado y aun asi aparecen grandes
fluctuaciones. La zona en la que la g=0.1 deberia
ser suave, pero se observa claramente que no es
asi, confirmando una vez mas que esta fisica no
es adecuada para realizar este estudio.

Estas oscilaciones son debidas al caracter
hiperbolico de las ecuaciones y a que la fisica
elegida para resolverlas no es capaz de hacerlo
de forma correcta debido a su complejidad. Es
necesario buscar otra fisica que resuelva mejor
este tipo de problemas.

00

¥ 1.31x107°

Figura 4-28. Representacion en altura de la carga para
C=0.1




421.2 Transporte de especies diluidas

En este caso la fisica que se afiade ademas de la Electrostdtica es la llamada Transporte de especies
diluidas. Para configurar este modulo en primer lugar hay que elegir el mecanismo de transporte que
se va a utilizar. En nuestro caso se elige la migracion en campo eléctrico. En el apartado de
estabilizacion consistente hay que elegir el tipo de difusion de viento lateral para el flujo libre en el
que las dos posibilidades son: Do carmo y Galedo [2] y Codina [3]. Se realizaran dos estudios, uno
con cada tipo para comparar los resultados obtenidos. Por ultimo se elige la variable dependiente que

vuelve a ser g.

Constructor de modelo
- =tEL .

® v

4 @ transp_esp_diluidos.mph (root)
4 (7) Global
=) Definiciones
= Materiales
4 9 Compenente 1 (comp1)
= Definiciones
A\ Geometria 1
25 Materiales
* Electroestatica (es)
4 E4 Transporte de especies diluidos (tds)
D Propiedades de transporte 1
&3 Sin flujo 1
& Valores iniciales 1
3 Flujo saliente 1

Concentracion CO1

Concentracion C1
Concentracién C5
3 Concentracién C10
A Mallas
"~ Estudio CO1
~b Estudio C1
~ Estudio C5
"~ Estudio C10
"~ Estudio CO1 Malla gruesa
"~ Estudio CO1 Malla normal
~d Estudio CO1 Malla fina
~ Estudio C1 Malla gruesa

~o Estudio C1 Malla normal
NS Crdinddin 1 Ml A Flma

Ajustes  Propiedades
Transporte -j""' YECIES 1
Etiqueta: | Transporte de especies diluidos
Nombre: | tds
Seleccion de dominio
Seleccion: | Todos los dominios v
[on@| | 1 a
g =-
Activo \c['] X
4.
Ecuacion

¥ Mecanismo de transporte

Mecanismo de transporte adicional
[] Conveccién

Migracién en campo eléctrico
[] Adsorcién en medios porosos
[] Dispersién en medios porosos
[] Volatilizacién

Estabilizacion consistente

Estabilizacion inconsistente

Figura 4-29. Configuracion de transporte de especies diluidas
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Ajustes  Propiedades v Ajustes  Propiedades v A

de especies diluidos ansporte de especies dill

Etiqueta: | Transporte de especies diluidos Etiqueta: | Transporte de especies diluidos

Nombre: |tds Nombre: | tds

Seleccion de dominio Seleccion de dominio

Seleccién: | Todos los dominios v

Seleccion: Todos los dominios v
[on )| | 1 \ W 1 a
B - wm -
Activo TR Activo E|]:| i
:
Ecuacion Ecuacion

= Mecanismo de transporte
Mecanismo de transporte
Estabilizacion consistente
v Estabilizacion consistente
Estabilizacion inconsistente
Difusion de lineas de corriente

S : Discretizacion
Difusién de viento lateral

Tipo de difusién de viento lateral para el flujo lib v Variables dependientes

Do Carmo y Galedo b Namero de especies: 1
Do Carmo y Galedo Concentraciones: q
Codina

Figura 4-30. Configuracion tipo de

difusién de viento lateral Figura 4-31. Configuracion variable

dependiente
Con todo esto la ecuacion que nos aparece es
q
Y +V:(-D,Vg—zu,,Fc,VV)=R, 4.8)
Dq

En la que las constantes que hay que determinar son U, .+ . Estas se determinan comparando la

Zq

ecuacion (4.8) con la ecuacion (4.2).

Se comprueba ficilmente que Dy tiene que ser igual a cero, pero si le asignamos este valor el
programa devuelve errores, por tanto se le da un valor lo suficientemente pequefio para hacer que
este término no influya en la resolucion de la ecuacion pero sin llegar a ser cero. Por ejemplo se ha

hecho con el valor Dq =10"° .

Los valores asignados a las otras dos constantes son U, =1y z,=1/96485, donde el nuimero

96485 se corresponde con la constante de Faraday. Se comprueba que asignando estos valores en la
ecuacion (4.8) se comporta como la ecuacion (4.2).

Como valor inicial se pone que g es nula y en el plano superior se establece una condicion de
contorno de flujo saliente (—N-Vq =0). Por tltimo en el plano inferior la condicién de contorno se
corresponde con una concentracion a la que le daremos el valor caracteristico C=0.1, porque como se
explicd anteriormente, al estar en un problema con el campo eléctrico constante, es el tnico valor de
C que tiene sentido fisico estudiar.



Ajustes  Propiedades

Flujo saliente

Etiqueta: | Flujo saliente 1
Seleccion de contorno

Seleccién: | Manual

&

Activo

Anular y contribucién
¥ Ecuacion
Mostrar ecuaciones asumiendo:
Estudio CO1, Temporal
-n-D;V¢; =0

Gréficos

s@EoN ®6EN

0.47]
0.3
0.27] I
0.17] I

Figura 4-32. Condicion de contorno plano superior

Ajustes  Propiedades

Concentracién

Etiqueta: | Concentracion C10
Seleccién de contorno

Seleccién: | Manual

Anular y contribucion

~ Ecuacion

Mostrar ecuaciones asumiendo:

Estudio CO1, Temporal

¥ Concentracion

Especies q
Coq |C

G

sréficos

eE=N ®@ RN

@
Z
Q
~
1
T

0.17]

01 T2 b 02 04 06 08 1 1.2

Mensajes  Estado del calculo  Registro  Tabla

3 (| ®
melfm Datos exportados: C:\Users\Cristina\Desktop\universidad\4® GIA\TFG\Comsol 3\C10 Grue]

Figura 4-33. Condicion de contorno plano inferior
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4.2.1.2.1 Do Carmo y Galedo

En el caso que el tipo de difusion de viento lateral es Do Carmo y Galedo se obtienen los resultados
que se representan en la figura 4-34

Carga q. C=0.1 o
0.1 T T - T { T —
0.09 \ ., 1
008l —0O9s | | i
007l —925] | \
“l—o0.4s ". I
0.06 0.6s \ u
o 005Hl—08s |¥ ' i
ooapf 1s ". \ |
—125 \
0031 5 \ \ .
002 —3s _
0.01t \ .
0k o1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Longitud de arco

Figura 4-34. Evolucion de la carga C=0.1

En esta figura se ve como esta fisica representa los valores de manera mas suave a la anteriormente
utilizada. Hay una pequefia sobreoscilacion que se corrige rapidamente y al llegar al régimen

estacionario las curvas se vuelven completamente suaves. De nuevo al régimen estacionario se llega
cuando el tiempo adimensional es igual a la unidad.

Carga q. C=0.1. Comparacion de mallados

o
0.1 T T 1
0.09 n
0.08 7
0.07 -
0.06 g
o 0.05 b
—— Malla gruesa
0.04 | b
— Malla normal
0.03 1| — Malla fina I
0.02 | Malla extrafina ]
0.01 | — Malla adaptada 7
0k ; i b
0 0.2 0.4 0.6

0.8 1
Longitud de arco

Figura 4-35. Comparacion de mallados C=0.1



Si nos centramos en la figura de comparacion de mallados se observa mucho mejor la importancia de
este. Con la malla gruesa el nimero de puntos evaluados es demasiado pequefio para seguir
correctamente la caida de carga y se aleja mucho de lo ideal que es una caida completamente
vertical. A medida que el mallado es més fino dicha caida se vuelve cada vez mas vertical,
mejorandose aun mas con la malla adaptada.

En la tabla 4-4 aparece la distancia que se recorre en el eje y desde que la carga deja de valer el
correspondiente C en cada caso hasta que vale 0.

Malla gruesa Malla normal Malla fina Malla extrafina | Malla adaptada

C=0.1 0.63 0.52 0.49 0.43 0.4

Tabla 4-4 Distancia en la caida de la carga para t=0.5

Se puede observar que a medida que la malla se hace mas fina las caidas son mas verticales y que a
medida que C aumenta también lo hace la distancia que se recorre en dicha caida, excepto para los
casos de mallado extrafino y adaptado con C=10 que mejoran los casos con C=0.1 y C=1.

Tiempo=0.6 Carga q )

And Comparando la figura 4-36 con la figura 4-28 se

0.1 comprueba que con la fisica de transporte de
0.09 especies diluidas el movimiento de la carga es
0.08 mucho mas suave que con la ecuacion de
ol conveccion y difusion. Por tanto este método de
8:82 resolucion se considera mejor y mas fiel a la
0.04 realidad.

0.03
0.02
0.01

¥ 4.56x1078

Figura 4-36. Representacion de la carga en altura C=0.1
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4.2.1.2.2 Codina

A continuacion se comparan los resultados con el tipo de difusion de viento lateral Do Carmo y Galedo,
con el Codina. En la figura 4-37 se puede comprobar que los resultados son diferentes al utilizar un
tipo de difusion u otro. De este modo, cuando se hace el estudio con Codina se observa que tiene
una mayor sobreoscilacion; sin embargo, las caidas son mas verticales que cuando se utiliza Do
Carmo y Galedo. Asi no es posible establecer cudl de los dos métodos es mejor, ya que cada uno
presenta sus ventajas e inconvenientes y dependiendo de donde se necesite una mayor precision sera
necesario utilizar un método de resolucion u otro.

Comparacion tipo de difusién. C=0.1 o

0.11f A .
0.1 ya D o<

0.09 1

0.08

0.07 f

> 0.06H
0.05 H| = Codina

0.04 H
0.03}

0.02
0.01}

0 b
0

— Do Carmo y Gale&o

0.2 0.4 0.6
Longitud de arco

Figura 4-37. Comparacion tipos de difusion C=0.1

En la tabla 4-5 aparecen los datos mas caracteristicos de estos métodos, comparandose asi la
sobreoscilacion con cada uno de ellos y la distancia que se recorre en la caida.

Tanto en las imagenes como en la tabla se toman los datos con el mallado adaptativo, que en todos
los casos es el mas fiel a la realidad.

Del mismo modo, los datos que aparecen en la tabla son los tomados para t=0.8 que es la segunda de
las curvas que aparece en la figura 4-37.

Do Carmo y Galedo Codina
Sobreoscilacion Distancia Sobreoscilacion Distancia
C=0.1 5% 0.29 16% 0.2

Tabla 4-5. Sobreoscilacion y distancia para distintos métodos en t=0.8

Gracias a la tabla 4-5 se vuelve a comprobar que el método Do Carmo y Galedo es adecuado si se
necesita hacer un estudio con poca sobreoscilacion, mientas el Codina es el adecuado para caidas
mas verticales.




4.2.2 Estudio temporal con ecuaciones completas

Por ultimo se va a realizar el estudio en el que se resolvera por completo las ecuaciones de Navier-
Stokes y de Poisson. En este apartado la tinica simplificacién que se va a realizar es la de tomar el
fluido en reposo, por lo que U =0.

Si recordamos las ecuaciones adimensionalizadas que queremos resolver son:

oq =
—+ V —E = 0
- (qE)
Vi =-q
E=-V¢
Sujetas a las condiciones de contorno:
#(y=0)=1
#(y=1)=0
q(y=0)=C
o g
8X x=0,1

De nuevo se van a introducir en Comsol y se van a resolver con dos fisicas distintas para determinar
cudl se adapta mejor a la realidad.

Para realizar este problema en Comsol, tal y como se explico anteriormente, hay que crear un
problema temporal y afadirle la fisica Electrostatica con sus respectivas condiciones de contorno
(tierra en el plano superior y un potencial de valor unidad en el inferior) y una densidad de carga
espacial.

La diferencia entre este apartado y 4.2.1 radica en qué densidad de carga espacial se anade. En el
caso anterior se tenia que la densidad de carga era nula, para asi anular el laplaciano del potencial. En
este caso, sera igual a ¢, siendo ¢ la variable dependiente que afiadiremos en la fisica que utilicemos
para estudiar el transporte de carga.

A continuacion se determina el mallado que se va a emplear. Se volveran a utilizar los representados
en las figuras 4-5, 4-6, 4-7 y 4-8, ademas del mallado adaptativo.

Finalmente solo queda decidir con qué fisica se realizara el estudio del transporte de carga. Se
emplearan las dos que vimos en el apartado anterior y se determinard cuél es mas conveniente para
este nuevo problema.

4221 Ecuacion de conveccion y difusion

Esta fisica se configura como se describi6 en el apartado 4.2.1.1. Tan solo es necesario determinar
cudl sera la variable dependiente, a la que llamaremos ¢, y los valores que toman los coeficientes que

. 0 ..
aparecen en la ecuacion daa—? +V(-cVQ)+p4Vq="f para asimilarla a la que queremos
implementar. Asi mismo, hay que especificar con la condicion de contorno de Dirichlet qué valor
toma la carga en el plano inferior.

Debido a que no existen diferencias entre la ecuacion de transporte que se tiene que implementar
ahora y la que se utilizo en el apartado 4.2.1.1, los coeficientes de la ecuacion son los que aparecian
en la tabla 4-3, y como condicion de contorno se tomara que la carga en el plano inferior es igual a C,
que igualaremos a los valores tipicos C=0.1, C=1 y C=10.

48



Modelizacion con elementos finitos de la inyeccion unipolar de carga eléctrica entre dos planos

conductores paralelos e infinitos 49

Una vez se tiene toda la configuracion necesaria se pasa a realizar el estudio y se obtienen los
resultados mostrados a continuacion.

En las figuras 4-38 y 4-39 aparecen los resultados obtenidos para C=0.1 y C=1. En ellas se observa
que no son correctos, debido tanto a las oscilaciones que aparecen, como a que la carga es creciente a
medida que aumenta el tiempo y esta se acerca al plano superior. Este comportamiento es contrario
al que se mostro en la figura 3-7, en la que se comprueba que, segin los resultados obtenidos
analiticamente, la carga debe disminuir a medida que nos acercamos al plano superior. Con C=0.1
este efecto no se aprecia demasiado pero con C=1 queda claro que estos resultados no puede
ajustarse a la realidad ya que la carga final es siete veces mayor a la inicial, cuando en la realidad
deberia disminuir.

Si se sigue aumentando el valor de C y se realiza un estudio con C=2 se obtienen los resultados de
las figuras 4-40 y 4-41. Hay que destacar que este estudio devuelve un error que dice que en t=0.5 se
alcanza una singularidad y el problema no converge. Por este motivo en la figura 4-40 aparece
representado solo el tiempo desde 0 hasta 0.4, y a partir de este momento el programa devuelve unos
valores con dimensiones mucho mas grandes que las anteriores y un comportamiento que no se
parece en absoluto al comportamiento real del problema. Estos errores se representan en la figura 4-
41, en la que aparecen dos graficos. Los errores se han separado en estos dos graficos ya que si solo
se representara el segundo de ellos, llega a alcanzar valores tan elevados que no se apreciarian los
errores que devuelve en t=0.5.

Carga q respecto del tiempo para C=0.1 D Carga q respecto del tiempo para C=1 (%)
T 10 T T T T T T
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0.11 9r i 0s .
0.1 8t = 0.1ls 4
0.09 | 71 8; S i
0081 6| —o.4 : .
0.07 N
S 006 o 5t 05s -
0.05 ap| 005 2 N o
; —07s ek
0.04 3l e \
— 0:8:8
003 —09s L \
0.02 ol B = |
0.01 : Y 0
0 oy — 0k B N R N et
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Longitud de arco Longitud de arco

Figura 4-38. Carga g para C=0.1 Fisura 4-39. Carga q para C=1



Carga q respecto del tiempo para C=2
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Por ultimo se realiza el problema con C=10. En este caso, el programa devuelve un error cuando el
tiempo es igual a 0.1 y las curvas que se pueden representar son las que aparecen en las imagenes 4-
42 y 4-43. De nuevo se vuelve a comprobar que la fisica utilizada no es la adecuada para resolver

Figura 4-40. Carga q para C=2
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Figura 4-41. Errores para C=2

este problema y es necesario buscar otra para conseguir una solucion razonable.

10

Carga q respecto del tiempo para C=10
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Figura 4-42 Carga a para C=10
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Figura 4-43. Errores para C=10




Modelizacion con elementos finitos de la inyeccion unipolar de carga eléctrica entre dos planos

conductores paralelos e infinitos 51

Dado que los fallos encontrados al intentar solucionar el problema con esta fisica son tan amplios, no
se solucionan al realizar el estudio con mallados més finos o adaptativos, ya que el problema no es el
numero de puntos evaluados, sino la complejidad del estudio que se esta intentando realizar y el
caracter hiperbdlico de este. Sin embargo, en las figuras 4-54 y 4-55 se comprueba que al hacer el
estudio con un mallado adaptativo, aunque no se obtengan resultados acorde con la realidad, al
menos se consiguen magnitudes menores a las obtenidas con el mallado extrafino y se puede decir
que se mejora, de alguna forma, el resultado final. Debido a que en las figuras no se aprecia qué
valores se obtienen con la malla adaptada, en la tabla 4-6 aparece el valor pico — pico (diferencia
entre los valores mas alto y mas bajo alcanzados) en cada una de las curvas.

Valor pico — pico con malla adaptada | Valor pico — pico con malla fina | Diferencia

C=2 537 2.09-107 99.99%

C=10 110 5430 97.97%

Tabla 4-6. Valores pico — pico para diferentes mallados y Cs.

Por ultimo destacar que si se observan las leyendas de las figuras 4-44 y 4-45 se puede comprobar
que los tiempos en los que se han representado las imagenes son distintos para el mallado adaptado y
el mallado fino. Esto se debe a que el programa devuelve error en diferentes tiempos segiin sea el
mallado que se estd utilizando.

Comparacion mallados C2 (5 | Comapracion de mallados. C=10 (5 |
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Figura 4-44 Comparacion de mallados para C=2 Figura 4-45 Comparacion de mallados para C=10

Por todo lo aqui comentado se determina que el estudio realizado con la Ecuacion de conveccion y
difusion no es adecuado para resolver el problema debido a que devuelve comportamientos que no se
asemejan a la realidad, ademas de dar errores al intentar resolverlos. Por tanto es necesario buscar
una nueva fisica que resuelva el problema planteado de forma mas acorde al mundo real.



4.2.2.2

Dado que en el apartado anterior utilizando la fisica llamada Transporte de especies diluidos se
consiguieron buenos resultados, se volvera a resolver el problema utilizdndola. Una vez mas se
configura la Electrostatica y en el apartado de Densidad espacial de carga se determina que su valor
es igual a ¢, que es la variable dependiente que pondremos al afiadir la ecuacion del transporte de
especies diluidas. El resto de la configuracion del estudio se realiza tal y como se hizo anteriormente

Transporte de especies diluidas

y aparece en las figuras 4-32 a 4-36.

El estudio se va a realizar con dos tipos de difusion de viento lateral: Do Carmo y Galedo y Codina 'y

se van a determinar las similitudes y diferencias entre hacerlo con uno u otro.

42221

Do Carmo y Galeao

Se empieza con el tipo de difusion de viento lateral llamado Do Carmo y Galedo.

En este caso se obtienen resultados similares a los analiticos y que, por tanto, se puede determinar
que se asemejan mas a la realidad de lo que lo hacian los resultados conseguidos con la Ecuacion de
conveccion y difusion. Para empezar, tal y como se muestra en las figuras 4-46, 4-47 y 4-48, la carga

disminuye a medida que se acerca al plano superior, y al llegar al estacionario tiene un
comportamiento similar al que se consiguid analiticamente.

Longitud de arco

Densidad de carga gq. C=0.1 o Densidad de carga gq. C=1
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Figura 4-46 Carga para C=0.1
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Figura 4-47 Carga para C=1
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Figura 4-48 Carga para C=10

A pesar de las mejoras conseguidas con este estudio respecto al realizado con la Ecuacion de
conveccion y difusion, no se puede determinar que los resultados sean iguales a los que se obtienen
en la realidad, debido a que en las tres figuras aqui mostradas aparecen varios comportamientos que
no se pueden dar fisicamente.

El primero de ellos es que la carga no cae de forma completamente vertical en el periodo no
estacionario. El segundo se trata de las sobreoscilaciones que se muestran de forma mas clara en la
figura 4-46, cuando C=0.1. Si se realiza este estudio experimentalmente se demuestra que, durante el
periodo no estacionario, la carga avanza por el plano superior, disminuyendo levemente hasta que
llega a un punto en el que cae de forma vertical. En este comportamiento no aparece ningtn tipo de
sobreoscilacion. Se comprobard si este comportamiento mejora al utilizar el método de difusion de
viento lateral Codina.

En las figuras 4-49, 4-50 y 4-51 aparece una comparacion de los resultados que se obtienen con los
distintos mallados utilizados. En ellas se puede comprobar que cuanto mas fina es la malla mejores
son los resultados que el programa devuelve, ya que mas se parecen a la realidad.
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Figura 4-49. Comparacion de mallados C=0.1 Figura 4-50. Comparacién de mallados C=1
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Figura 4-51. Comparacion de mallados C=10

Hay bésicamente dos grandes puntos que destacar. El primero de ellos se trata de que, a primera
vista, se podria decir que el problema de la sobreoscilacion se soluciona haciendo que el mallado sea
menos fino, ya que los mayores problemas aparecen con el mallado adaptado y el extrafino. Sin
embargo, y este es el segundo punto a destacar, como se ha comentado con anterioridad, el
comportamiento ideal es con caidas de carga totalmente verticales y, en este caso, cuanto mas fina
sea la malla mejor se refleja este comportamiento. Por tanto, de nuevo es necesario tomar una
solucion de compromiso que solucione lo mejor posible ambas cuestiones. En este caso parece que
lo ideal seria tomar la solucidn intermedia, teniendo un mallado normal.

Por tultimo, también resulta interesante destacar que las curvas obtenidas con el mallado extrafino y
el mallado adaptado son muy similares y tal vez no sea necesario realizar un refinamiento de malla
adaptativo, ya que resulta mucho mas costoso computacionalmente que el extrafino. Esta cuestion se
verd mas detallada en el apartado 4.2.2.5.

4.2.2.2.2 Codina

En este apartado se cambia el tipo de difusion de viento lateral y pasa de ser Do Carmo y Galedo a
ser Codina. El resto del planteamiento y configuracion del problema permanece igual.

Los resultados que se obtienen son los mostrados en las figuras 4-52, 4-53 y 4-54. En ellas se
observa que, lejos de mejorar las sobreoscilaciones que teniamos en el apartado anterior, estas han
aumentado; sin embargo, las caidas si son mas verticales que con el otro tipo de difusion.
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Figura 4-56. Comparacion de mallados C=1

Figura 4-57. Comparacion de mallados C=10




Por otra parte la comparacion entre mallados aparece en las figuras 4-55, 4-56 y 4-57. Se vuelve a
observar que, aunque con mallados mas gruesos se tengan menores oscilaciones, las caidas son mas
inclinadas y por tanto se alejan de la realidad. Ademas con el mallado grueso hay puntos en los que
la carga se vuelve negativa, comportamiento imposible en la fisica real.

También cabe destacar que el comportamiento con malla adaptada y con malla extrafina son
practicamente iguales, por tanto es preferible utilizar la malla extrafina, ya que en mas facil de
realizar computacionalmente. Por ello en las figuras 4-58, 4-59 y 4-60, donde se compara el
comportamiento que se obtiene con cada uno de los métodos de difusion, se ha realizado el estudio
con un mallado extrafino.

Figura 4-60. Comparacion tipos de difusion C=10
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Do Carmo y Galedo Codina
Sobreoscilacion Distancia Sobreoscilacion Distancia
C=0.1 4.12% 0.23 13.2% 0.15
C=1 10% 0.2 19.4% 0.19
C=10 33.3% 0.21 33.3% 0.205

Tabla 4-7. Comparacion Do Carmo y Galedo con Codina.

Se puede comprobar facilmente que, a medida que C aumenta, la sobreoscilacion con Do Carmo y
Galedo aumenta mucho mas rapido que con Codina, llegando a ser iguales en C=10.

Por otra parte, la distancia que recorre la curva en la caida se mantiene practicamente igual para los
valores de C estudiados, si usamos el tipo de difusion Do Carmo y Galedo, mientras que con Codina
esta distancia va en aumento, llegando a coincidir, practicamente en C=10. Por ello se puede concluir
que para valores altos de C, elegir un tipo u otro de difusion no supone practicamente ninguna
diferencia.

4.2.2.2.3 Estacionario

En los estudios realizados con Comsol se han conseguido tanto resultados temporales como
estacionarios. Analiticamente se obtuvo el resultado estacionario para valores tipicos de C, por ello
resulta interesante comparar los resultados analiticos con los obtenidos en Comsol para el régimen
estacionario.

Si en Comsol afiadimos la funcion obtenida con anterioridad, durante el estudio analitico

C . .
g(y) =——=—=—==Yy se compara con las graficas que devuelve el propio programa, se observa que

coinciden casi totalmente, solo hay algunas diferencias minimas en el caso C=10, pero son
practicamente despreciables.

Esto significa, por una parte, que los resultados analiticos fueron obtenidos de forma correcta y, por
otra, que el anélisis en Comsol también se ha realizado satisfactoriamente.

Por ultimo se compara el campo eléctrico obtenido también por ambos métodos para terminar de
confirmar que el estudio se ha hecho fiel a la realidad. Como se comprueba en la figura 4-72 no
existen diferencias entre las soluciones analiticas y por el método de los elementos finitos.
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Figura 4-61. Comparacion de la carga en Comsol y analitico
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Figura 4-62. Comparacion del campo en Comsol y analitico
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4223 Perfiles de carga

Los estudios hasta ahora realizados se van a comparar con los perfiles de carga calculados mediante
el Método de las caracteristicas [4][9] y el método Particle-In-Cell [5][6].

Se representan 3 figuras, en cada una de ellas aparecen los datos obtenidos con los perfiles de carga
anteriormente nombrados junto a los resultados conseguidos en Comsol para los dos tipos de
difusion que se han venido utilizando, con un determinado tipo de mallado cada una, para decidir con
cual de estos se consiguen resultados mas fieles a la realidad.

012 T T | T T
01 ag f\ .................................................................. —
C=0.1
008 PR s SR e R e S e i e g i e e e e S R R R R R R e e Pt =l
—Particle-In-Cell
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0.04 |{—Caodina . o]
—Do Carmo y Galeéo |
0 L
r i i | I i i i | |
0.2 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Longitud de arco
Figura 4-63. Comparacion perfiles de carga con resultados para mallas adaptada
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Figura 4-64. Comparacion perfiles de carga con resultados para mallas adaptada
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Figura 4-65. Comparacion perfiles de carga con resultados para mallas gruesas

En estas tltimas imagenes se demuestra lo que se viene diciendo a lo largo de todo el documento.
Los resultados mas fieles a la realidad son los que tienen caidas mas verticales, sin sobreoscilaciones.
En estos casos los calculados por el método Particle in Cell y el método de las Caracteristicas. En
cada una de ellas se ve que dependiendo de las necesidades del estudio sera necesario utilizar uno u
otro mallado en Comsol y uno u otro tipo de difusion. Asi, si necesitamos que las caidas sean lo mas
verticales posibles elegiriamos una malla adaptada con el tipo de difusion Codina. Sin embargo, si lo
que se necesita es que haya la menor sobreoscilacién posible utilizariamos el tipo de difusion Do
Carmo y Galedo y un mallado fino o grueso. Por otra parte, si se necesita un compromiso entre los
dos casos ya nombrados, es decir, que tenga poca sobreoscilacion y las caidas sean lo més verticales
posibles, se utilizaria, por ejemplo, un mallado fino con Do Carmo y Galedo. Por ello no se puede
determinar que ninguno de los estudios realizados con la fisica Transporte de especies diluidas sea
mejor que otro.

4.2.24 Limites

A continuacidn se van a comparar los resultados que consiguieron haciendo el desarrollo en serie de
Taylor para C pequeiia, de las funciones que definen analiticamente el comportamiento de la carga y
del campo eléctrico, con los resultados que se han obtenido en Comsol con C=0.1, una vez alcanzado
el régimen estacionario.

Se comprueba que las diferencias entre estos casos son muy similares a las que se encontraron
cuando se compararon los casos limites con los resultados analiticos. En las figuras 4-75 y 4-76 se
puede observar que tanto en el caso limite como en el resultado obtenido de Comsol, las curvas que
representan el campo son crecientes y practicamente paralelas. La diferencia principal entre ellas se
debe a la condicion de contorno que impone que el campo eléctrico debe ser igual a Es en el plano
inferior; por ello, al tomar Es valores distintos en cada uno de los casos se tienen curvas no
coincidentes; sin embargo el maximo error cometido no supera el 5%, lo que significa que las
diferencias no son realmente importantes.

Por otra parte, la carga es en ambos casos decreciente y las curvas son practicamente coincidentes
hasta llegar al punto medio entre los planos. Es facil ver que el mayor error se produce en el punto
perteneciente al plano superior. Este error es inferior al 1%, por ello se considera despreciable.
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Figura 4-65. Comparacion de campo eléctrico en caso
limite y C=0.1

4.2.2.5

Tiempos de resolucion

Figura 4-66. Comparacion de carga en caso
limite v C=0.1

Por ultimo se van a comentar unos resultados muy importantes cuando se realiza un estudio por el
método de los elementos finitos. Cuando las ecuaciones que hay que resolver, o el dominio en el cual
hay que resolverlas tienen una alta complejidad, el hecho de elegir un mallado lo mas fino posible
puede hacer que la carga computacional aumente enormemente, llegando a necesitarse ordenadores
muy potentes para poder hacer ciertos estudios. Sin embargo, si se llega a un compromiso entre el
nimero de elementos en el mallado y que la solucion sea fiable, se pueden realizar los mismo
estudios con ordenadores més limitados en alguno de los sentidos.

Todos los resultados que se han presentado en este documento se han realizado con un mismo
ordenador, con un procesador Intel Core i5 y utilizando un solo nucleo. En la tabla 4-7 aparecen los
tiempos que este ordenador ha tardado en realizar los estudios con las ecuaciones completas, es decir,
en resolver las ecuaciones (1.1), (1.2) y (1.3) sin simplificaciones.

Malla Malla Malla
adaptada extrafina Malla fina normal Malla gruesa
C=0.1 665 156 17 12 9
Do Carr~no C=1 55 156 - > ;
v Galedo
C=10 687 163 19 14 10
Codina C=1 628 157 18 14 10

Tabla 4-8. Tiempo de resolucion de ecuaciones




Se comprueba facilmente que lo que mas influye en el tiempo de resolucion es el tipo de mallado que
se haya realizado ya que el tiempo de resolucion es practicamente independiente de C y del tipo de
estabilizacion que se esté utilizando. Solo la malla adaptada tiene una mayor dependencia con estos
parametros y se debe a que esta crea diferentes mallas segun las necesidades y, segiin se puede
observar, para los valores limites de C=0.1 y C=10 se necesitan mallas mas complejas que para C=1,
ya que los tiempo de resolucion son mayores en estos. Con Codina también se necesita un mallado
mas complejo debido a la mayor sobreoscilacion que devuelve, que hace que se necesite un mallado
mas fino para determinar todos los puntos de dicho movimiento.

En la figura 4-67 se representa el tiempo de resolucion frente al nimero de elementos de la malla. Se
ha representado con el eje de ordenadas en escala logaritmica, para comprobar que la dependencia es
de forma exponencial. Por ello, es muy importante decidir bien qué tipo de malla se va a usar, ya
que, aunque los resultados sean mas similares a los reales con mallas de mayor niimero de elementos,
también tiene una mayor carga computacional, y puede ser conveniente obtener resultados menos
reales pero mas rapidamente.

Tiempo de resolucién

Numero de elementos de la malla

Figura 4-67. Tiempo de resolucion frente al nimero de elementos de la malla
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5 CONCLUSIONES

ras todos los estudios realizados a lo largo de este documento se han extraido una serie de
conclusiones que aqui se enumeran:

e En muchas ocasiones se tienen comportamientos fisicos modelados por ecuaciones que son
dificiles de resolver a mano si no se realiza ninguna simplificacion, en estos casos la mejor
opcion es determinar una serie de simplificaciones y estudiar como se comporta en esos
casos. Muchas veces con esta primera aproximacion es suficiente para conocer como se
comporta, aproximadamente, el fendmeno fisico que se quiere estudiar.

e Realizar un estudio adimensional resulta de gran interés, ya que con este no se tiene en
cuenta las condiciones en las que se estd realizando el estudio y se pueden obtener
conclusiones mas genéricas. Ademds, en la mayoria de los casos, adimensionalizar las
ecuaciones ayuda a su resolucion.

e Adimensionalizar las ecuaciones también es conveniente cuando se quiere realizar una
modelizacion por elementos finitos, ya que a todas las magnitudes se les da valor unidad, y
las conclusiones extraidas son mas universales que si se realizara el estudio determinando los
valores que toma cada variable.

e Uno de los puntos mas importantes a la hora de realizar un estudio por elementos finitos es
determinar con qué mallado se va a hacer, ya que de este depende tanto la carga
computacional como la similitud de los resultados que se obtengan con la realidad. En
ocasiones no es necesario tener un gran numero de elementos, ya que el problema tiene facil
solucion, pero a medida que el comportamiento es mas complejo resulta méds conveniente
utilizar mallados mas finos.

e En el caso concreto que se ha estudiado en este documento, otra de las variables de mayor
interés ha sido C, ya que dependiendo de su valor se han obtenido comportamientos muy
diferentes. Cuando el valor de C es muy préximo a 0, el comportamiento se asemeja al que se
obtiene cuando la densidad de carga espacial es nula.

e En ocasiones, las ecuaciones que se necesitan resolver no vienen implementadas exactamente
en el programa que estemos usando para intentar encontrar una solucion; ha sido el caso de la
ecuacion del transporte de carga. En estos casos hay que buscar fisicas que implementen
ecuaciones similares y modificarlas para que sean como la que se necesita (haciendo algunos
coeficientes nulos para eliminar términos, por ejemplo).

e Una de las conclusiones mas claras que se ha podido extraer es que, aunque en una fisica se
puede implementar una ecuacion, los resultados que se obtienen del estudio pueden ser
totalmente erroneos y puede inducir a errores, como ha ocurrido en este trabajo con la
Ecuacion de conveccion y difusion.

e Aunque se obtengan resultados que puedan parecer correctos, es muy importante
compararlos con los obtenidos por otros métodos, para comprobar si se estd cometiendo
algun error.

e Los resultados obtenidos resolviendo la Ecuacion de conveccion y difusion han sido malos al
resolver el problema con campo eléctrico constante; pero han empeorado incluso mas al
intentar resolver el problema completo, devolviendo errores para ciertos valores de C.



e Utilizando la ecuacion de Transporte de especies diluidas se han mejorado notablemente los
resultados extraidos con la Ecuacion de conveccion y difusion. Se han utilizado dos tipos de
estabilizacion: Codina y Do Carmo y Galedo.

o Con Codina se alcanzaron valores negativos de la carga, lo cual resulta imposible
fisicamente. Con Do Carmo y Galeao todos los valores de la carga han sido
positivos, por lo tanto se puede decir que mejora los resultados obtenidos con
Codina.

o Por otra parte, Do Carmo y Galedo devuelve una menor pendiente en la caida que
Codina, en este caso son mejores los resultados obtenidos por el segundo método, ya
que en la realidad dicha pendiente es completamente vertical.

e Comparando tanto Codina como Do Carmo y Galedo con el método de las Particulas y las
Caracteristicas se demuestra que estos ultimos son menos difusivos, y por tanto mas fieles a
la fisica real. Sin embargo, es mas rapido realizar los estudios con los tipos de estabilizacion
nombrados inicialmente. Ademas, utilizando mallas adaptativas se reducen notablemente las
diferencias con el comportamiento real.

e Como conclusion final se puede decir que es importante elegir bien con qué fisica se va a
realizar el estudio mediante elementos finitos, ya que este se basa en una serie de
simplificaciones que pueden hacer que los resultados obtenidos no se correspondan con la
realidad. También hay que tener en cuenta que los mallados son una parte muy importante
del estudio, ya que eligiendo de forma adecuada cudl utilizar se pueden obtener resultados
mucho mas fieles a la realidad.
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