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Introduccion \4

Resumen

El objetivo de este proyecto es llevar a cabo un estudio analitico del sistema de levitacion magnética, conocido
como Levitron. En primer lugar, se va a empezar haciendo una introduccion explicando el funcionamiento del
juguete, los elementos tipicos que conforman el kit para jugar y su historia. En el capitulo 2 comienza el estudio
analitico: se empieza describiendo el movimiento de la peonza como solido libre, en ausencia de campo
magnético externo y sometida tinicamente a la accion de la gravedad, utilizando los angulos clasicos de Euler.
Sin embargo, veremos que el uso de estos angulos produce una singularidad que nos obligara a presentar, en el
capitulo 3, los angulos de Tait-Byan para solucionarlo.

En el capitulo 4 obtenemos las expresiones del campo magnético creado por la base, y en el capitulo 5
enunciamos el Teorema de Earnshaw y se estudia la estabilidad estatica del sistema por medio de su energia
potencial.

En el capitulo 6, se obtienen las ecuaciones de movimiento utilizando la mecénica vectorial, y en el capitulo 7
se obtienen las ecuaciones del sistema empleando la formulacion Lagrangiana y Hamiltoniana de la mecanica
analitica.

Una vez obtenidas las ecuaciones, se introducen variables adimensionales en el capitulo 8 para llevar a cabo la
simulacion numérica de los posteriores apartados. En el capitulo 9 estudiamos la estabilidad lineal del sistema,
obteniendo la region de estabilidad en la que es posible la levitacion y los modos normales de movimiento. En
el capitulo 10, analizamos el acoplamiento lineal y no lineal y simulamos numéricamente la trayectoria
considerando distintas condiciones iniciales que intentan reproducir situaciones reales que se dan a la hora de
jugar.

En el capitulo presentamos las constantes de movimiento del sistema, y en el capitulo 12 se elabora un sencillo
modelo para tener en cuenta el efecto de la friccion del aire sobre la peonza. Finalmente, en el capitulo 13, se
afiaden algunas instrucciones para dominar el juguete y se adjunta un diagrama de flujo donde se describen las
situaciones habituales a las que un jugador se enfrenta cuando intenta hacer levitar la peonza.

Por tltimo, se adjuntan tres anexos: el primero contiene el ajuste experimental del campo magnético en el eje
0Z,; el segundo esta dedicado a los cuaterniones, incluyendo las propiedades mas importantes y el sistema con
las ecuaciones de movimiento en término de los parametros de Euler; y en el tercero, se estudia la dinamica de
tres sistemas que guardan analogias con el sistema de levitacion magnética.
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1 INTRODUCCION

El Levitron es un juguete comercial en el que se da el fenomeno de levitacion magnética estabilizada por
rotacion. Consiste en una peonza imantada y su correspondiente base, la cual también constituye un iman que
presenta distintas configuraciones (puede ser circular, cuadrada, etc). Si hacemos girar la peonza, podemos
conseguir para unas condiciones dadas que flote en el aire debido al equilibrio de las fuerzas gravitatoria y
magnética en presencia del efecto giroscopico. La velocidad de rotacion que estabiliza el vuelo disminuye como
consecuencia del efecto de la friccion, de forma que la levitacion finaliza una vez transcurridos un par de
minutos.

OQ

Este sistema, que funciona con imanes permanentes, es diferente a otras versiones del juguete que disponen de
campos electromagnéticos variables en el tiempo, consiguiendo una levitacion mucho méas duradera. El segundo
tipo de juguete esta fuera del alcance de este estudio.

Step #1: Align the magnet
until all 4 LEDs are lit

Los contenidos tipicos en un kit de un Levitron son la peonza, un plato para soltar la peonza y que se eleva
hasta la altura de levitacion adecuada, la base imantada, unas anillas para ajustar la masa de la peonza y un
spinner o starter para hacerla girar.

Top

=

& a ~
’,

ﬁv Lifter plate

Magnetic base Washer set Starter
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2 Movimiento del sélido libre. Descripcion con Angulos de Euler 3

2 MOVIMIENTO DEL SOLIDO LIBRE. DESCRIPCION
CON ANGULOS DE EULER

En este capitulo se comienza el estudio analitico. Empezamos describiendo el movimiento de la peonza como
solido libre, en ausencia de campo magnético externo y sometida tinicamente a la accion de la gravedad,
utilizando los angulos clésicos de Euler.

Vemos que estos angulos, pese a proporcionar una buena visualizacion del problema, llevan a un sistema cuyas
ecuaciones son singulares para la posicion 8 = 0°, que se corresponderia con la peonza en posicion vertical:

wy = 6 cos(yp) — ¢ sin(0) sin(y))
wy = —0 sin(y) — ¢ sin(0) cos()

wy; = 1/) + qb cos(6)

wy sin(y) + wy cos(yP)
B sin(0)

b =

6 = wx cos(¥h) — wy sin(y)

cos(8)

Y =wz+ Sin(@) (wx sin(y) + wy cos(¥))

Este problema sera solucionado en el capitulo 3.



4 2 Movimiento del solido libre. Descripcion con Angulos de Euler

La descripcion del sistema en ausencia de campo magnético externo proporciona las siguientes
conservaciones:

C nor = CTE (las dos componentes horizontales de la cantidad de movimiento del centro de masas
son constantes).

|6|? = w3 + Wi + ws = CTE
ZG = Iwai)l + Iwafl + Izwzl_c)l = CTE

2Tgot = @ - Lg = 0% + w? + w2 = CTE

Estas magnitudes aparecen representadas en las siguientes figuras. Ademas, el movimiento de la peonza puede
describirse mediante el empleo de dos conos imaginarios, denominados axoides, que se mueven uno encima de
otro. De esta forma, puede demostrarse que el solido rota como si estuviera soldado a un cono movil que rueda
sin deslizar respecto a un cono fijo.

Parabolic

/ path
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3 ANGULOS DE TAIT-BRYAN

Para resolver el problema de la singularidad al usar los angulos de Euler, empleamos los angulos de Tait-Bryan,
s « ey , . , . . .7
que la trasladana 8 = - posicion en la que la peonza estaria girada y no podria conseguirse la levitacion. Con
esta nueva terna, si bien solucionamos el problema de la simulaciéon numérica, pasamos a tener una peor
visualizacion del movimiento.
Por medio de tres rotaciones sucesivas, pasamos del sistema de referencia fijo ‘1’ al sistema local de la peonza
‘43

Utilizando estos angulos, calculamos la velocidad angular &, el momento cinético respecto al centro de masas

ZG y la energia cinética
@ = ¢ cos(0) T3 + 675 + ¢ sin(0) ks
ZG = Ix¢ COS(G)?3 + Ixéj3 + Iz(l/) + ¢ Sln(Q))E3

1 1 ., 1
T = om? +y% + %) + 5 Iy (67 + §?cos?(8)) + 51200+ sin(6))
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4 Campo magnético 7

4 CAMPO MAGNETICO

En este capitulo, calculamos por medio de la Ley de Biot-Savart

o b [T X(F =)

B(@) =

41 |7 — 7|3

el campo magnético en el eje 0Z;:

Z, Zy
A
B1(P)
P(0,0,2)
| B.p)
b
Y,
a @—
X, arl
I
. b a® p
Bo(2) =4 <(b2 +(z—20)2)%2 (a2 + (z — z9)2)3/ ) .

Conocida la expresion de §0 (), podemos calcular la expresion del campo magnético para puntos cercanos al
eje, que resulta

o 157/~ > 24y i\ 7
B = —gBo(xh +yj1) + (Bo _%Bo)lﬁ




8 4 Campo magnético

Por ultimo, vamos a considerer la peonza, en primera aproximacion, como un dipolo de momento magnético
.
U.




5 Estabilidad estatica 9

5 ESTABILIDAD ESTATICA

En este capitulo, se enuncia el Teorema de Earnshaw:

Teorema de Earnshaw

Una coleccion de cargas eléctricas o dipolos magnéticos no pueden mantenerse en una condicion de
equilibrio estacionario estable estando solamente bajo la influencia de un campo magnético estatico
externo.

Calculando la energia potencial del sistema, teniendo en cuenta las contribuciones gravitatoria y magnética:
U= UgraptUmagn = mgz — ji - B= mgz + p (B, sin(8) — B, sin(¢) cos(8) + B, cos(¢) cos(8)

Puede comprobarse, en virtud de las ecuaciones de Maxwell, que dicha energia potencial verifica la ecuacion
de Laplace.

V2U =0
Por tanto, seglin esto, no habria ninglin punto en el espacio en el que el dipolo pudiera levitar de forma estable.
Sin embargo, €l alineamiento entre ji y B, debido al efecto giroscopico, proporciona:
U = —k|B|" = —k(BZ + B2 + B2)

y sustituyendo esto en la ecuacion de Laplace, obtenemos que el sistema puede ser estable en todas las
direciones (pero nunca inestable en todas) y puede haber también puntos de silla, en los que el sistema es estable
en unas e inestable en otras.

Posteriormente se estudia el equilibrio en el eje 0Z;, debido a la simetria cilindrica del problema. La energia
potencial del sistema en dicho eje viene dada por la expresion

Y2 1
U*=Z*+BB8(Z*)=Z*+B 3_ .
2 +22)2 (1+27)?

Potential energy for different values of 3
15 T T T T T T T

o[

3=60
4=70
3=80
=90
=100

-5
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5 Estabilidad estatica

10
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6 ANALISIS USANDO MECANICA VECTORIAL

En este capitulo se obtienen las ecuaciones de movimiento del sistema, empleando la Segunda ley de Newton
y el Teorema del momento cinético:

N dL; -
maG=F FZMG

Las fuerzas externas al sistema son la gravitatoria y la magnética:

ﬁ=m§+V(ﬁ-§)

V(ﬁ ' B) Force polygon

e~

. mg +V(u- E) =madg

Zy V(i B) [ |mg

" mg 4
mag

De esta forma, del uso de la Segunda Ley de Newton obtenemos:

. 0B, . dB, 0B,
mi=—u (W sin(@) — Wsm(qb) cos(9) + 9% cos(¢) cos(9)>
N 0B, dBy, 0B,
my =—u < 3y sin(8) — Wsm(qb) cos(6) + 3y cos(¢) cos(@))
. 0B, . 0B, 0B,
mi=-mg—u (E sin(@) — Esm(dﬂ cos(¢) + 3y cos(¢) cos(9)>

Por otra parte, el Teorema del momento cinético proporciona

Lo _ . — ixB

11



12 6 Analisis usando mecénica vectorial

Iy cos(0) + (I; — 21y) PO sin(6) + 1,6 — ,u(By cos(¢) + B, sin(d))) =0

Ix0 + (Iy — I;)$? sin(8) cos(8) — I,¢y) cos(8)
+ u(By cos(8) + By sin(¢) sin(8) — B, cos(¢) sin(6)) = 0

(1.0 + bsin(0))) = 0

12



7 Andlisis usando mecdnica analitica 13

T ANALISIS USANDO MECANICA ANALITICA

Empezamos este apartando obteniendo las ecuaciones de movimiento empleando la formulacion Lagrangiana.
La Lagrangiana viene dada por L = T — U:

L= %m(a’cz + 92422+ %IX (92 + (f)zcosz(e)) + %Iz(l/) + ¢ sin(0))? — mgz
— 1 (By sin(8) — By sin(¢) cos(0) + B, cos(¢) cos(8)

El uso de las ecuaciones de Lagrange
d (615) oL 0
dt\og,) dqx

proporciona el siguiente sistema de ecuaciones:

, 0B, 0B, _ 0B,
mi + u (E sin(@) — Ecos(qﬁ) sin(6) + 7% cos(¢) cos(0)> =0

" 0B, 9B, , 9B,
my + u <E sin(6) — WCOS@) sin(0) + 3y cos(¢) cos(@)) =0

. 0B, . 0B, .
mZ+u [ ——sin(0) — gcos(e) sin(¢) +

0B, 0 “o
P p cos(¢) cos( )) +mg =

0

(Ixcos?(8) + Isin?(0)) P + I Y sin(0) + (I — Ix) 0 sin(20)
+ 1790 cos(6) + u (—By, cos(p) cos(6) — B, sin(¢) cos(8)) = 0

Ix0 + (Iy — I;)p? sin(8) cos(0) — I,pp cos(H)
+ u(By cos(0) + By, sin(¢) sin() — B, cos(¢) sin(8)) = 0

(10 + bsin(0))) = 0

Por otra parte, podemos pasar a un sistema de primer orden usando las ecuaciones de Hamilton:

dp  0H
dt  0dq
dq 0¥
dt dp

obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

13



7 Analisis usando mecanica analitica
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. Px
x=—

m
—a
y_m
. Dz
Z=—

m

b = Py — Py Sin(6)
~ I,cos%(8)

_Po

§ =
Iy

. Dy Dp—Pysin(d)
=¥ _Z® W7 7 in(o
v I, L.cos?(0) sin(6)

Z

. 0B, . 0 9B, | 0 0B 0
Dy = —U <_x sin(0) — Wsm(d)) cos(0) + T cos(¢) cos( ))

0

0B,
cos(¢) cos(9)>

s, =~ (22 5in(60) — 22 sin(e) cos(9) +
Py = —U sin 3y sin(¢) cos 3y

dy

. 0B, 0 0B, 0 0B, 0
Py =—U <E sin(0) — Esm(qﬁ) cos(0) + 5 cos(¢) cos( )) —mg

Py = —H(—By cos(¢) cos(6) — B, sin(¢) cos(6))

B (py sin(0) — py)(py sin(6) —py)
Po = I,cos3(6)
— u(By cos(8) + By, sin(¢) sin(8) — B, cos(¢) sin(h))

py =0

14



8 Adimensionalizacion de las ecuaciones y resumen de ecuaciones 15

8 ADIMENSIONALIZACION DE LAS ECUACIONES Y
RESUMEN DE ECUACIONES

Definiendo como unidad de tiempo t,

to =+alg

se presentan las siguientes variables adimensionales para poder llevar a cabo la integraciéon numérica en los
siguientes capitulos, de forma que las variables tengan valores del orden de la unidad. Se adjunta también el
sistema Hamiltoniano adimensionalizado en término de estas variables.

b = Py — Py SIn(0”)
a cos2(6%)

0" = Rp,

R sin(6*) , . .
> (p¢ — py sin(60 ))

oPw ™ cos2(6*)

. 1dBg . x* d?Bj
pi=-p ~3 sin(6*) — > cos(¢™) cos(6*)

dz* dz*>
5 = =8 (38 () cos(8") ~ -2 cos(9) cos ")
by = B 24z sin(¢*) cos 2 472 cos(¢™*) cos

15



16 8 Adimensionalizacion de las ecuaciones y resumen de ecuaciones

: 1  d?B; .
p,=—-1-0 —Ex* sin(6™)

dz*?
N 1 _d?B; 0
Ey P sm((;b ) cos(6%)
dB; x*? 4 y*2 d3B;
+ 7 7 173 cos(¢™*) cos(6™)

. 1 *dBf;
P¢:_ﬁ E P

2
x*? +y*% 2By
+ 7 172 sm(¢ )cos(8* ))

Pi = cosacery P (8" = py) (0 sin(®") ~ ;)
1 _dBg dB;
_3<_ pT cos(B )— Zy 17 sm(qb ) sin(6*) — Bg cos(¢p*) sin(6*)
+ %2 d2 *
7} 4 Py cos((;b )sin(8* ))

py =0

Las expresiones del campo magnético By y sus derivadas son:
0

By = v 1
0~ 2+ Z*2)3/2 (1+ Z*2)3/2

dB; 3 z* viz*

dz* > >
Z (1 +Z*2)2 (yz +Z*2)2

d?B; 1 % 5y2z* 52*2
izl S 5™ st 77 7
(1 + Z*Z)Z (VZ + Z*Z)Z (VZ + Z*Z)Z (1 + Z*Z)Z

d3B; 15y2z* 15z* 357*3 35y22*3
a3 77 7+ 5~ 5
(2 +2z2)2 (1+22)2 (1+22)?2 (y2+22%)?

16



Estudio de la estabilidad lineal 17

9 ESTUDIO DE LA ESTABILIDAD LINEAL

En este capitulo se procede al estudio de la estabilidad lineal del sistema. Para ello, linealizamos en torno a

I:{x:y:0;2=29;¢=9=0: Px:Py=0;Pz=0;P¢=P6:0}

que se corresponde con una posicion en la que la peonza tiene su eje local 0Z, alineado con el 0Z;.

Zy

3
Hy

Zey

KA X
R e
piatatatataatatatataty
patattatatihtaity

La linealizacion proporciona el siguiente sistema de ecuaciones:

( X =Dy
y=0y
=7,
9 = Rp,
. PBBy(z.) - BBy (z.) _
) Dy = > 0+ > X
. BBoy(z.) - BBy (z.) _
D, = —BBg (2.)Z
. BBy(z.) _ —
Pp=——> 7 +BBo(z)P
. BBy(z.) _ ~ _
(Po =~ + (BBo(ze) — Rp})8 + Rpyy

que puede expresarse en forma matricial:

17



18 Estudio de la estabilidad lineal

0 0 0 0 0 100 0 0
. 0 0 0 0 0 010 0 0
X 0 0 0 0 0 001 0 o0f,x
Y 0 0 0 0 ~Rpy 000 R 0|y
% 0 0 0 0 0 000 o RI|lZ
f BBy (z) 1 ¢
il |72 0 0 0 -3 000 0 0ffg
— = B” 1 —
Px o BB 0 - 0 000 o ol
Dy 2 2 P_y
5 0 0 —BBY (z.) 0 0 By
Py 0 3 0 BBo(z.) 0 000 o of\xz
Pe 1

- 0 0 0 (BBo(ze) —Rpi) 0 0 0 Rpy 0

Puede verse que, en el sistema lineal, el movimiento vertical se encuentra desacoplado del
movimiento horizontal y del giro.

Empleando la ecuacion caracteristica del sistema, podemos hallar la region de estabilidad

Stability region
T T

35 T T T
Minimum spin
Maximum spin
30 - T
o 25F B
2
3
=
8 20 1
©
=
c
=
W 15 i
10 - T
5 1 | 1 | 1 |
30.4 30.6 30.8 3 31.2 31.4 31.6 31.8

3
que proporciona el rango de alturas para el cual puede darse la levitacion:

2.9235 < z, < 3.22

731cm <z, <8.05cm
y para cada una de estas alturas, el rango de velocidades para el cual el vuelo es estable.

Tomando un valor centrado en el rango de alturas, hallamos la evolucion de las frecuencias naturales del
sistema en funcion de la velocidad de giro:

18
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60 Natural frequencies for z=3.1

50

a0

<
.
o
;
g 301 : "
o
o
;
T 20
3
3

10

|

5 10 15 20 25 30

Spin velocity alwvo

Para un valor centrado en la region de estabilidad

Stability region

Podemos calcular también los 5 modos normales de movimiento.

Sl

0.0920
0
0
0
0.0175
0
—0.0103
0
0.0438
0

Sl

0.0607 0.0113
0 0
0 0
0 0
_ 100175 | —- _ | 0.0175 | — _
= 0 P3 = 0 Py =
0.0151 0.0094
0 0
0.0434 0.0427
0 0

Estos modos se corresponden con orbitas circulares en el plano horizontal

19

5.7-107°

Sl

o O

N
o

S OO OO OO




20 Estudio de la estabilidad lineal

Normal modes with wiwo=20
0.1 T T T T T .

Mode 1 (Slow mode)
Mode 2 4
Mode 3
Mode 4 (Fast mode) |

0.08

0.06

0.04

0.0z

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

0.1 . . . . . . . . .
-0.1 008 -006 -004 -002 O 0.02 004 0.08 008 0.1

Por otra parte, el movimiento vertical viene caracterizado por el modo @s:

Vertical mode (Mode 5)

Displacement z(t
3.15 T T I\ Ls z.‘ )

34| 1
33
313} 1
3.2 312} g

311 F i

3.09 ]

3.08 [

3.07

3.05 I I L I I L L I
Y1 -1 X 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

20



10 Estudio del sistema no lineal 21

10 ESTUDIO DEL SISTEMA NO LINEAL

En este capitulo, vamos a estudiar el acoplamiento lineal y no lineal del sistema. Para ello, resolvemos
numéricamente el sistema no lineal para unas condiciones iniciales proporcionales a las de los diferentes
autovectores.

En primer lugar, tomando como condicion inicial la expresion de los modos normales del capitulo 9, vemos
que el sistema no lineal reproduce las circunferencias antes mostradas:

Normal modes with ze=3.1, wfwn=20

0.15 T T T T T
Mode 1 (Slow mode)
Mode 2
01k Mode 3 |
’ Mode 4 (Fast mode)
0.05 b
> 0f 1
-0.05 b
01 F ]
015 . . . . .
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

A medida que vamos aumentando la amplitud de estas condiciones iniciales, estas circunferencias dejan de
reproducirse:

Variation of the normal modes with ze=3.1, wlwu=20

0.3 T
Mode 1 (Slow mode)
Mode 2
Mode 3
02 Mode 4 (Fast mode)
01} q
> 0 1
-0.1 1 7
-0.2 1
0.3 . L . . L
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Ademas, se lleva a cabo la simulacion numérica del sistema no lineal intentando reproducir situaciones que se
dan cuando jugamos con el juguete.

Algunas de ellas son:

- Desplazamiento horizontal de la peonza.

21



22 10 Estudio del sistema no lineal

Trajectory with horizontal perturbation, z..:h..;0=8 Trajectory with horizontal perturbation, mfwo=16

0.025 0.025
002 0.02
0015 0.015
00t | 001
0.005 0.005
- 0 = 0
0.005 | -0.005
001 | 001}
0.015 0,015 |
0.02} 0.02
0,025 : . : . : . : . : -0.025 : : : s . ‘ s ‘ ‘
0025 002 -0015 -001 0005 0 0005 001 0015 0.02 0.025 0025 0.02 -0015 001 0005 0 0005 0.01 0.015 0.02 0.025
X X

- Variacion de la altura del plato sobre el que se hace girar la peonza:

Trajectory with z)=3, wlw=16 Trajectory with z,=3.02, wlw,=16

zo = 3.02

zy=7.55cm

= 4
7

#

Z

7

W
0

e
\\\Q\\

N\

22



10 Estudio del sistema no lineal
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Girar la peonza a mano con distintas velocidades.

Trajectory with ulw°=10

w/wy =10

= 1892 rpm| 315

Trajectory with w/w(=16

w/wy =16

w = 3027 rpm

0.2

N 31 N 31
3.05 3.05
3 3
0.2 0.2
0.2
Y, 02 02 X,
Trajectory projected on XY plane, w/w,=10
0.15 0.2
i1 |/ 0.15
01
0.05
. 005
>0 >
2 0
=
0,05 =
Al -0.05
\/
ELS ) 04
-0.15 -0.15
015 -0.1 005 0 005 01 0.15 02

0.2

23
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11 CONSTANTES DE MOVIMIENTO

En este capitulo, comprobamos numéricamente que la energia mecénica del sistema (la cual coincide con la
Hamiltoniana) es constante:

Mechanical ener E
5.96 : : 9y

5.959 1
5.958 1
5.957 1

5.956 1

w5955 F 1

5.954 1

5.953 1

5.952 1

5.951 1

595 1 I 1 1 I 1 1 I 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

t

Ademas, se demuestra mediante el uso de la mecanica vectorial que, siempre y cuando nuestro campo
magnético tenga simetria cilindrica

B, B,

x Yy
la componente z del momento cinético respecto al origen de coordenadas, Loz, , €s una constante
movimiento.

dL021
oz _ g
dt

También se menciona la conservacion de L, que, al contrario que la anterior, si se obtiene de las ecuaciones
de movimiento del sistema.
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12 ANALISIS CONSIDERANDO LA FRICCION

El efecto de la friccion puede afiadirse teniendo en cuenta el efecto de una fuerza de rozamiento (también
llamada de Stokes), una fuerza Magnus y un momento.

En las ecuaciones de Hamilton, estas fuerzas se introducen mediante el calculo de las 3 fuerzas generalizadas
asociadas.

dt  dp;
dat - ag Tl

Estas fuerzas generalizadas son:
Qpx Px
Qp =|CQpy |= _Cdrag ’p,% + p32/ +pZ| Py
Qpz Pz

WypPz — WzPy
Qm = Cmag prX - prZ
WyPy — WypPx

(P (1 1 .
QM¢ = _Ctorquelwl (I_ + (I_ - I_> pll) Sln(9)>
X Z X
— Do
Que = _Ctorquelwll_

P

—

—, Py
QMz/) = _Ctorquelwll_

X

Con estas expresiones, realizamos la simulacion numérica del sistema y comparamos las trayectorias lineal, no
lineal y la correspondiente al modelo con friccion ensayando con distintos coeficientes Cyrag, Cmag ¥ Crorque-
Para los valores

Carag = 0.0002
Cmag = 0.0002
Crorque = 0-00001

conseguimos simular un vuelo del orden de un minuto, que se corresponde con un valor aproximado de
levitacion para el juguete real. Logicamente, el efecto de las 3 fuerzas hace que, llegado un cierto instante, nuestra
peonza se caiga:
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12 Analisis considerando la friccion

Nonlinear system with friction: three-dimensional trajectory

0.04
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13 ;Vamos a jugar!

13 jVAMOS A JUGAR

En el capitulo 13, se proporcinan algunas instrucciones para conseguir dominar el juguete. Ademas, se afiade
el siguiente diagrama de flujo, donde se resumen todos los consejos para lograr la levitacion y se indican los

rica correspondiente.

on nume
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14 CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

En este apartado se lleva a cabo un resumen de los capitulos del trabajo y se anaden las lineas futuras que
pueden seguirse en el estudio de este sistema.

Las mas interesantes son:

- Llevar a cabo un estudio considerando las expresiones exactas del campo magnético creado por la base,
ya que nuestro trabajo tinicamente es valido para puntos proximos al eje 0Z; ,i.e p < 1.

- Considerar el tamafio real de la peonza, ya que en nuestro estudio la hemos aproximado como un dipolo
puntual.

- Elaborar un modelo mas detallado de la friccion.
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