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Resumen

Cualquier persona que haya practicado el ciclismo sabe que si, en estdtico, inclina pocos angulos la
bicicleta hacia un lado y no tiene apoyos, caerd al suelo. Pero también sabe que, si comienza a
pedalear, a una determinada velocidad, podra inclinar la bicicleta ese mismo angulo y el resultado
serd completamente distinto; trazara una curva sin que se produzca la caida.

Resulta interesante estudiar el proceso mecanico que dé respuesta a este hecho, y para ello, se ha
realizado este trabajo, cuyo objetivo principal sera estudiar la estabilidad de un modelo de bicicleta
a distintas velocidades.

Se parte del modelo de bicicleta ‘Whipple’, formado por cuatro elementos: dos ruedas, alineadas y
unidas mediante un cuadro trasero, y el manillar o eje de direccién delantero. Posteriormente, se ha
establecido un sistema de 7 coordenadas para describir la posicidn y orientacién de los cuatro sélidos
que conforman el modelo. Estas son; la posicion del punto de contacto de la rueda trasera con el
suelo, el angulo de guifiada del cuadro trasero con respecto al eje principal, el angulo de vuelco de la
bicicleta con respecto al suelo, el angulo de giro o direccidn del manillar, y los angulos de giro de la
rueda trasera y delantera. A partir de estos datos, se ha desarrollado de forma tedrica la cinematica
y dindmica del modelo, llegando asi a obtener las ecuaciones del movimiento, y el procedimiento
para la linealizacién de dichas ecuaciones del movimiento, lo que servira para realizar el andlisis de
estabilidad.

A continuacidn, mediante el programa Matlab, se ha particularizado el procedimiento descrito de
forma tedrica para un modelo de bicicleta del departamento de Ingenieria Mecanica. A través de una
combinacidn de calculos simbdlicos y numéricos, se ha conseguido realizar el analisis de estabilidad
de la bicicleta a distintas velocidades.

Por ultimo, se compararan los resultados obtenidos numéricamente con los obtenidos mediante una
simulacién experimental real, a modo de validacion de resultados del analisis de estabilidad.

Al final del trabajo se incluyen los cédigos de programacion a partir de los cuales se han obtenido los
resultados.
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Abstract

How to ride a bike it is something instinctive for most of the people, but not everyone knows the
dynamic aspects which made your ride stable or unstable. This paper has been developed to find an
answer to this.

Based on the ‘Whipple’ bicycle model, it has been stablished the coordinates who define this model,
and, after that, it has been studied the kinematics and dynamics aspects of the model. Those are: the
position of the four rigid bodies, velocities and accelerations, as so the restrictions of the model and
the equation of motion of the bicycle. Also, it has been described the procedure to linearised the
equation of motion, which is necessary to the stability analysis.

Next, the equation of motion has been linearised and implemented in Matlab, particularising to a
model of University of Seville’s Mechanic Engineering Department. Through a combination of
symbolic and numeric calculations, it has been developed the numerical stability analysis for different
forward velocities.

Finally, those results have been compared with the results of a real experimental simulation, in order
to validate the stability analysis.
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1 INTRODUCCION

Breve historia de la bicicleta

La historia de lo que hoy conocemos cominmente como bicicleta se remonta al afio 1817, en
Alemania. Fue alli donde del barén aleman Karl Christian Ludwig Drais von Sauerbronn mostré lo que
él mismo denomindé ‘Maquina Andante’ (en aleman, ‘Laufmaschine’), el primer vehiculo de dos
ruedas conocido.

La también conocida como ‘Draisiana’ en honor a su inventor Karl Drais, consta de dos ruedas
alineadas, unidas mediante un marco de madera, con una pequeia montura donde descansa el
conductor. Ademas, incorpora una vara de madera unida a la rueda delantera, que proporciona la
direccién deseada al vehiculo, el cual se impulsa mediante el empuje alternativo de un pie y otro.

A partir de entonces, este tipo de vehiculos empezé a desarrollarse rdpidamente y se le atribuyd la
denominacion de velocipedos.

llustracion 1 — Bicicleta ‘Draisiana’. Fuente: Wikipedia, Draisine or Laufmaschine
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Algo mds de dos décadas después, en 1839, aparecid la primera bicicleta con pedales. Estos estaban
conectados a la rueda trasera mediante un mecanismo de biela-manivela, lo que generaba la
propulsion de la bicicleta. Este invento es atribuido al escocés Kirkpatrick Macmillan, aunque nunca
patentd su modelo y propicié que fuera copiado y comercializado por otros que, durante afios, se
atribuyeron su éxito.

llustracién 2 — Bicicleta MacMillan. Fuente: Wikipedia, MacMillan Bicycle

Durante la década de 1860, en Francia, se continud con el desarrollo de este modelo de velocipedo
a pedales, y fue Pierre Michaux quien comenzd con la produccién industrial. No obstante, el modelo
era muy pesado debido a su rigido cuadro y sus ruedas de hierro, tanto que en Inglaterra se gané el
sobrenombre de ‘Boneshaker’ (cacharro).

18



llustracion 3 — Bicicleta Michaux. Fuente: Wikipedia, Pierre Michaux

Ya en 1870, el inventor inglés James Starley consiguié desarrollar el modelo hacia uno menos pesado
y mas veloz, muy caracteristico por tener la rueda delantera un tamafio mucho mayor que la trasera.
Este modelo, llamado ‘Bicicleta de rueda alta’, llevaba los pedales acoplados directamente a la rueda
delantera, y consiguié obtener un gran éxito. No obstante, la gran altura en la que se situaba el ciclista
provocaba unos riesgos que obligaban a limitar la velocidad de la bicicleta.

llustracién 4 — Bicicleta de rueda alta. Fuente: Wikipedia, Historical bicycles
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Con el objetivo de encontrar un modelo que permitiera un manejo y conduccién con menos riesgos
gue los que entranaba la ‘Bicicleta de rueda alta’, aparecieron muchos sistemas y avances técnicos
entre 1880y 1890. No obstante, el sistema que marcé el punto de inflexidn llegd en 1885 de la mano
de John Kemp Starley. Su bicicleta, conocida como ‘Rover’, fue el primer modelo exitoso de lo que
también se llamaria ‘Bicicleta Segura’.

Este modelo consiguid reducir el tamafio de la rueda delantera, e incorpord en los pedales un sistema
de engranajes con transmision por cadena a la rueda trasera. Se provoco asi un mayor control de la
velocidad de la bicicleta, al mismo tiempo que proporcionaba una gran seguridad al ciclista. La
‘Bicicleta Segura’ obtuvo tanto éxito que su modelo se globalizd rapidamente e, incluso en la
actualidad, las bicicletas siguen un modelo muy similar a este.

llustracién 5 — Bicicleta segura ‘Rover’. Fuente: Sciencie Museum Group, Rover ‘Safety’ bicycle

Desde entonces, los modelos se han ido especializando segun el objetivo, encontrando en el mercado
bicicletas de carretera, de montana, de paseo, bicicletas plegables, etc. Pero, como se ha comentado,
todas con un modelo practicamente idéntico al que data de hace 135 afios.

20



llustracion 6 — Bicicletas actuales. Fuente: Google Images

Bicicleta Whipple

Tras la aparicion de la ‘Bicicleta segura’, Francis John Welsh Whipple, un matematico y meteordlogo
inglés, desarrollé en 1899 mientras estudiaba en Cambridge una tesis sobre la dinamica de la
bicicleta. En dicha tesis [2], mediante el estudio de las ecuaciones dindmicas de los sélidos rigidos,
Whipple demostré que las bicicletas, a un determinado rango de velocidades, eran auto estables.
Ademas, para ello se sirvié de un modelo peculiar.

Dicho modelo, formado por cuatro sélidos y el suelo, es el que hoy dia conocemos como ‘Modelo de
Bicicleta Whipple’, y que ha servido como base para una gran cantidad de estudios posteriores a
cerca de la cinematica y dindmica de la bicicleta.

Uno de estos estudios [1], es la referencia a partir de la cual se lleva a cabo este trabajo.
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2 DESCRIPCION DEL MODELO

El modelo en el que estd basado el trabajo puede describirse mediante tres grupos; los elementos
que lo componen, los pardmetros prefijados que facilitaran el estudio dindmico de dicho modelo y
su configuracion dimensional. A continuacidn, se detallan en profundidad cada uno de estos grupos.

21 Elementos
El modelo de bicicleta ‘Whipple’ estd constituido por cuatro elementos o sélidos, lateralmente
simétricos e idealmente articulados. Estos son:

e Rueda trasera, R.

e Cuadro trasero, B. Incluye el cuerpo del ciclista.

e Ensamblaje delantero, H. Formado por el cuadro delantero de la bicicleta y el manillar.

e Rueda delantera, F.

Las ruedas son axisimétricas y tienen contacto ideal de “punta de cuchilla” con el suelo. Los cuadros
By H, por su parte, tienen simetria lateral en forma y distribucidon de masas. No obstante, un modelo
gue respeta esas simetrias permite ruedas no planas, es decir, con grosor. Se va a permitir tal grosor
en las propiedades de inercia.

En ningun caso se tiene en cuenta el movimiento del ciclista en relacién con el cuadro trasero, ni
especificaciones estructurales mas técnicas como amortiguamiento, friccion en articulaciones o
modelos de neumaticos.

El contacto de los neumaticos con el suelo se modelara como punto de rodadura sin deslizamiento
entre el suelo y la rueda. Los ejes de la rodadura sin deslizamiento son ortogonales a los planos de
simetria de las ruedas, y se sitlan en el centro de estas.

Tal y como se refleja en el articulo de referencia de este trabajo, el modelo con el cual se trabaja
incluye todas las caracteristicas bien definidas del sélido rigido, pero se omiten un gran nimero de
términos que requeririan modelos definidos de forma mucho mas sutil y concreta. [1]
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2.2 Parametros

Ensamblaje

Cuadro delantero, H
trasero, B \

I

Rueda trasera,
R

2V

llustracion 7 - Esquema del modelo de bicicleta a estudiar [1]

En la llustracion 7, se muestran los parametros de disefio que definiran el modelo en estudio. Para
cada uno de los cuatro sélidos de la bicicleta, la localizacidn de su centro de masa esta expresada con
respecto a las coordenadas x y z mostradas en la figura, y tomando como punto de referencia el
punto de contacto de la rueda trasera con el suelo, P. Como se muestra, la direccién positiva del eje
x es la que apunta hacia la rueda delantera, la del eje z es la que apunta hacia el suelo o hacia abajo,
y la direccidn positiva del eje y sera saliendo del papel hacia el lector.

El modelo estudiado estara definido por un total de 25 parametros, tal cual se puede observar en el
articulo de referencia. [1].

Rueda trasera R
Se llamara RR al radio de la rueda trasera, con centro de gravedad en el centro de esta, y masa mF.
El momento de inercia sobre su eje vendra determinado por IRyy, mientras el momento de inercia

sobre cualquier diametro en el plano xz es I . Como se dijo anteriormente, las ruedas no tienen
gue ser necesariamente planas, por lo que las inercias positivas son permitidas siempre que IRyy <

2l
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Cuadro trasero B

Conectado al eje trasero de la bicicleta se encuentran la rueda R y el cuadro trasero B. Este cuadro
trasero tiene masa m?2, y su centro de masa estd localizado en el punto (xg,0,z5 < 0). El momento
de inercia del cuadro trasero viene dado por:

Iy, 0 I,
b=|0 I, O

Iy, 0 Ig,

Ensamblaje delantero H

El ensamblaje delantero (cuadro delantero y manillar) tiene masa m’, y su centro de masa estd
localizado en el punto (xg, 0,z < 0). El momento de inercia del cuadro trasero viene dado por:

Iy, 0 Iy,
Iy=10 IHyy 0

Isz O IHZZ

Rueda delantera F

El centro de gravedad de esta rueda también se encuentra en su centro. Su radio viene determinado

por RF ,y su masa sera mF. Al igual que la rueda trasera, los momentos de inercia de la rueda

delantera tendran que cumplir que I . < 21 _. No obstante, los parametros de la rueda delantera
Fyy Fxx

pueden ser distintos que los de la rueda trasera, de forma que es posible estudiar la importancia del
momento angular de cada rueda independientemente.

Otros parametros destacables de este modelo son la posicidon del punto de contacto de la rueda
delantera con el suelo, Q, situado a una distancia w del punto de contacto de la rueda trasera P. Este
punto Q se sitla a una distancia c de la interseccion del eje del manillar con el suelo, cuya direccidn
viene marcada por el angulo A, positivo segin se muestra en la llustracion 7.

Dos parametros que no estan definidos son la gravedad g y la velocidad nominal de avance v.

2.3 Configuracion dimensional

Se parte de los 6 grados de libertad (3 de rotacién y 3 de traslacidn) por cada sélido, sumando un
total de 24 grados de libertad. Extrayendo 5 grados de libertad por cada una de las 3 articulaciones,
y uno mas por cada contacto de rueda con el suelo, llegamos a una configuracién del sistema con 7
coordenadas, que nos permitird el estudio dindmico que se busca. Estas coordenadas se describirdn
a continuacioén en la descripcidn de la cinematica del modelo.
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3 CINEMATICA

En este apartado se definiran las diferentes coordenadas que se han seleccionado con el objetivo de
tener el menor niumero de restricciones posibles, asi como cada posicidn, velocidad y aceleracion
que componen la cinemdtica del modelo.

3.1 Coordenadas del Sistema

En la llustracion 8 estan representados el conjunto de 7 coordenadas que configuran el sistema. Estas
son:

1. Lascoordenadas xp e yp, que definen la posicidn del punto de contacto de la rueda trasera
con el suelo, P, con respecto al sistema global de referencia con origen en el punto O.

2. Elangulo de guinada ¥ que forma el eje x;; del sistema de referencia del cuadro trasero con
respecto a la coordenada X del sistema de referencia global.

3. Eldangulo de vuelco o cabeceo ¢ de la bicicleta, formado por el eje z;; y el eje z;,. El angulo
de vuelco y el dngulo de guifiada determinan la orientacién del plano que contiene al cuadro
trasero de la bicicleta.

4. Eldangulo de direccién 8, que se corresponde con el giro del eje x, del sistema de referencia
del manillar con respecto al eje x5 del sistema de referencia del cuadro trasero.

5. Elangulo de rodadura de la rueda trasera @ alrededor del eje y, del sistema de referencia
de dicha rueda, y el de la rueda delantera O alrededor del eje y5 del sistema de referencia
de la rueda delantera.

De esta forma, el vector de coordenadas quedaria definido como sigue:

qQ=[xpyp ¥ ¢ & O 65]" 3.1

En la llustracion 8 también se puede apreciar la direccidén en la que dichas coordenadas son positivas.
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Z

llustracion 8 - Esquema de coordenadas que definen el modelo [1]

3.2 Orientacion y velocidad angular

A partir de las coordenadas descritas en el punto anterior, es posible determinar con precision la
posicion y orientacion de todos los sélidos del sistema con respecto al sistema global de coordenadas.

Se pueden calcular las distintas matrices de rotacién de los sistemas de referencia con respecto al
sistema global como sigue:

A = Ay
Ajp = Ay x Agp = As
Ay = Ayx Ag* Ag, (3-2)
Ay = Ay x Ag * As
As = Ay x Ag * As* Ag,

Donde:

1 0 0
0 cos(y) -—sen(y) |,
sen(¥)  cos(y)

Ay = |sen(y) cos(®) O

cos(p) —sen(yp) O
|
0 0 1

o
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cos (§) —sen(6) O cos (Bg) 0 sen(6g)
As = |sen(8) cos(6) O], Ag, = [ 0 1 0 ],
0 0 1 —sen(6g) 0 cos(6R)
(3.3)
cos () 0 sen(6r)
Ag, = [ 0 1 0 ]
—sen(0g) 0 cos(6g)
La velocidad angular de la rueda trasera en coordenadas globales viene dada por:
wp=Pk+ Pit + Oz j? (3.4)

Dondek, i*! y j*? se corresponden con las componentes de los unitarios Z, x;; € y;; con respecto al
sistema de referencia global. Estos vectores unitarios estan representados en las distintas matrices
de rotacion, por lo que pueden obtenerse desarrollando los productos de las matrices dados en la
ecuacion (3.2). Para la rueda trasera:

[cos(l/)) —sen(y)cos (¢p)

0
k=[4"]s = H it = [47], = Sen(l[})], 2 = [A2], = [ cos() cos ($) ] (3-)
1 0 0

Otra forma de expresar la velocidad angular es agrupando estos vectores unitarios en una Unica
matriz, quedando para la rueda trasera como:

wp = GRq (3.6)

Donde la matriz G tiene la siguiente forma:

0 0 0 cos(x) 0 —sen(yP)cos(¢p) O
GR=10 0 0 sen(¥) 0 cos(¥)cos(¢p) O (3.7
0 0 1 0 0 0 0

Con el objetivo de facilitar calculos posteriores, es adecuado obtener la velocidad angular en
coordenadas locales. Para el caso de la rueda trasera, la velocidad angular en el sistema local de
referencia < xg yr zgr > viene dada por:

Wr= YR+ Pill + Ggji2 (3.8)
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Donde k, i1 y ji2 se corresponden con las componentes de los unitarios Z, x;; e y;; con respecto al
sistema de referencia < xp yr zg >. Estos vectores se obtienen facilmente a partir de las
propiedades de ortogonalidad de las matrices de giro y de la composicién de rotaciones como sigue:

_ — cos(¢) sen(6g) . cos(6g)
k=[(A4""]; = sen(¢) , i =[(Ag * Ag) |1 = [sen(@R)],
cos(¢) cos(6g) 0

(3.9)

_ 0
j? = [(Ag) ]2 = H
0

Agrupando de nuevo los vectores en una Unica matriz, se puede expresar la velocidad angular en
coordenadas locales como:

@r = GRg (3.10)
Siendo la matriz G :
[0 0 —cos(¢p)sen(Br) cos(8z) 0 0 0 G0
GR= (0 0 sen(¢) sen(fg) 0 1 0 '
0 0 cos(¢p)cos(6g) 0 0 0 O

De la misma forma que para la rueda trasera, se puede obtener la velocidad angular global y local
para cada uno de los siguientes sdlidos que forman la bicicleta.

w;=Gd, @ =Gdq i=RBHF (3.12)

3.3 Posicion y velocidad de traslacion

A continuacion, se describe la obtencidn de la posicion del centro de gravedad de cada uno de los
sélidos de la bicicleta, partiendo por la rueda trasera:

. %p —sen(y)sen(¢)
TR =Tp + Apni? = [}/p] + | cos(y) sen(¢p) |RR (3.13)
0 —cos (¢)

donde rR12 = [0 0 — RR]T es la posicién del centro de gravedad de la rueda trasera en el segundo
sistema intermedio de referencia. Siguiendo la misma teoria, pueden obtenerse la posicion del resto
de sdlidos como:
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g =Tpt+ Asg' E =[xg 0 (—zp +RM)]"

Ty =T+ A4E» ni =[Gy —x5) 0 (—zy +2p)]" (3.14)
e =1y + 14, 14 =[|HF|cos(2) 0 (—=|HF|cos())]T,
HF = [(Ww—xp) 0 (zz —RO)]"

donde rg’ representa el vector que va desde el centro de la rueda trasera al centro de gravedad del
sélido B en el sistema de referencia del cuadro trasero, r;,* representa el vector que va desde B hasta

el centro de gravedad del manillar, H, y 7+ el vector que va desde H hasta el centro de la rueda
delantera en el sistema de referencia del manillar.

llustracion 9 - Bicicleta en posicién arbitraria
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La velocidad de traslacién del centro de la rueda trasera, por su parte, se obtiene derivando su
posicion respecto al tiempo:

—cos(P)sen(p)y — sen(P)cos ()¢

X
Vg = y'i + | —sen(y)sen(¢)y + cos(y) cos (¢) ¢|RF = HRq (3.15)
0 sen (¢)¢

donde HR es la matriz jacobiana de la posicién 7 con respecto a las coordenadas del sistema.

1 0 —RRcos(y)sen(¢p) —REsen(¥)cos () o0 0 o A7
HR= [0 1 sen(lp)sen(q,’)) RRcos(lp) cos(¢p) 0 0 Of= Fq (3.16)
0 0 Rsen () 0 0 0 4

Aliigual que para la rueda trasera, puede obtenerse la velocidad de traslacidn del resto de sélidos asi:
ari

ve=Hq  Hi=50, (=REHF (3.17)

3.4 Restricciones

Como se ha comentado, debido a la seleccidn de coordenadas que se ha establecido, nuestro sistema
tendra el minimo nimero de ecuaciones de restriccidn posibles. Estas restricciones serdan un conjunto
de restricciones no holénomas, correspondientes a la rodadura sin deslizamiento de las ruedas de la
bicicleta.

Las ecuaciones de restriccidon seran 4, dos ecuaciones por cada rueda, y garantizan que la velocidad
en el punto de contacto de la rueda con el suelo es igual a cero. Por tanto, para la rueda trasera, estas
ecuaciones de restriccidon pueden obtenerse como:

Vp = Vg + WRATRp, TrRp = Aiz [0 0 RR]T
Donde:

%p + RRcos ()0x

Vp = |yp + RRsen(y) by (3.18)
0
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Como sabemos que, por la restriccion de rodadura sin deslizamiento, vp = 0, las ecuaciones de restriccion
CR(q,q) = 0 seran:

%p + RR cos() O = 0}
yp + REsen(y)fz = 0

Estas pueden escribirse de forma matricial como:

1 0 0 0 0 RFcos() 0

BR(q)g=0, BR=
(@4 0 1 0 0 0 RRsen(y) O (3.19)
La matriz BR también puede obtenerese como:
BR — GCR(q,C])
aq
Para la obtencién de las dos ecuaciones de restriccidn restantes se sigue el mismo proceso.
Vv, =
Qx F
v =0 - - CFlq.q) =
Q Vo, O} 9.9
act(q,
pr = 2009 prigg =0
dq
Por tanto, las ecuaciones de restricciéon vendran determinadas por:
C*(q,9)
Clq9 = = 3.20
C (g (320

3.5 Aceleraciones angulares y de traslacion

La aceleracién angular de cada sdlido se obtiene derivando con respecto al tiempo las expresiones
que aparecen en la ecuacion (3.12)

@ = G'g+ gla, @ = Gig+ giq (321)
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Donde:

i=—1! gi=—L  {=RBHF (3.22)
g g

Siguiendo el mismo procedimiento con las expresiones de la (3.17) se obtienen las aceleraciones de
traslacion:

d(H'Q)

a; =H'g+h'q, h'= 39

., i=R,B,HF (3.23)
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4 DINAMICA

4.1 Ecuaciones de Newton-Euler de la bicicleta

Las ecuaciones dindmicas del modelo pueden ensamblarse en un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias (ODE) o en un conjunto de ecuaciones diferenciales algebraicas (DAE) por
varios métodos. No obstante, debido a la buena definicién de la mecanica del modelo, sabemos que
todos los métodos llevan a la obtencién de conjuntos equivalentes de ecuaciones diferenciales de
gobierno [1]. Es por ello por lo que, en este trabajo, se obtendran las ecuaciones de la dindmica a
partir de las ecuaciones de Newton-Euler [4].

Las ecuaciones de Newton-Euler para cada uno de los sélidos que forman el modelo vienen definidas
por:

Pl ﬂ[][w][ammn i=R,BHF (4.1)

En total son 24 ecuaciones de equilibrio (6 por cada sdlido), que se pueden escribir de forma
compacta como:

- mR1 Ta®1 TFR1 T 0
F :F :F O
m 1_ a“| _|F N _ 4.2)
IR k| MR —wrAIRwg
Fllerl lwrl |-apairay)
Donde:
_ le - _FR _ _ 0 -
F . 0
o mF1 . _ 43)
M= I_R ) Q - W ) Qv - —w_R/\IR(U_R
! " P @ alFay
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Ademas, a partir de las relaciones cinematicas vistas en los apartados 3.21 y 3.23, el vector de
aceleraciones puede definirse como:

aP] HP] b

af I—iF . |l .

a_B: §q+g—3q=Lq+lq (4.4
LoF] LgFl [gF)

Utilizando las nuevas expresiones, se pueden reescribir las ecuaciones como:

M(Lg+19) =Q+Q, (4.5)

Resulta conveniente escribir estas ecuaciones en funcién de las coordenadas del modelo, g. Para ello,
bastaria con pre multiplicar la ecuacién (4.5) por la matriz LT y reagrupar los términos:

Md = Q+Q, “6)

La ecuacion (4.6) representa las ecuaciones de Newton-Euler en funcion de el vector de coordenadas
g, donde:

4.2 Fuerzas del modelo

En las ecuaciones de Newton-Euler (4.6), se observa el término Q, correspondiente a las fuerzas
generalizadas del modelo. Este vector contiene las fuerzas aplicadas y las fuerzas de reaccién
generalizadas.

Q= Qap + Qreace 4.7)
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Fuerzas aplicadas

Dentro de las fuerzas aplicadas generalizadas del modelo, se encuentra la fuerza debida a la gravedad
y la fuerza debida a la accion del ciclista durante el manejo de la bicicleta, de forma que:

Qap = Qgrav + Quccion (4.8)

Para la obtencidon de dichas fuerzas se aplicara el principio de las potencias virtuales, segun el cual, la
potencia virtual (o par) de una fuerza esta definida por el producto escalar del vector de fuerza
generalizada por el vector de velocidades virtuales. Este principio puede extenderse al caso de sélidos
rigidos [5] como se muestra a continuacion.

- Fuerza generalizada gravitatoria

Cada uno de los cuatro sélidos del modelo tiene un peso, que no es mas que un vector aplicado en
su centro de gravedad con direccion Z positiva.

0

F‘érav = [ 0
mtg

. i=R,BHF (4.9)

La potencia virtual debida a dicha fuerza vendra determinada por:

F
Vi/;rav = Z(vi*)T F}Jrav (4.10)
i=R

Donde la velocidad virtual puede obtenerse como:

v;* =H'q* (4.11)
De forma que:
F
- . T .
Wyrav = q )TZ H! Férav (4.12)
i=R

Finalmente, el vector de fuerza generalizada gravitatoria es:
F
T .
Qgrav = Z H* F‘érav (4.13)
i=R
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- Fuerza generalizada de accidn

En base al articulo referencia de este trabajo [1], con el objetivo de marcar alguna referencia
numeérica, se van a despreciar todos los términos de fuerzas generalizadas excepto la fuerza
gravitatoria, que se ha mostrado anteriormente.

Ademas de la fuerza gravitatoria, vamos a considerar una distribucién de fuerzas que acttdan en
diferentes puntos de la bicicleta, F;. Esta distribucidon de fuerzas va a permitir la obtencion de 3
fuerzas generalizadas, escribiendo la potencia virtual que asocia dicha distribucién de fuerzas con
una distribucion de perturbaciones aleatorias de velocidad.

P= Y F Ay (4.14)

La fuerzas o pares generalizados seran combinaciones lineales de las componentes de las distintas
fuerzas aplicadas F;. Estos pares son:

e Elparde propulsion, Ty, que actua como un momento en la rueda trasera.

e Elpardeinclinacion, T,. Cualquier fuerza que actue de forma perpendicular contra el cuadro
trasero y en el punto de contacto trasero influira sélo a este par. Una fuerza lateral, como el
viento, contribuira principalmente al par de inclinacién.

e El par de direccién, Ts. En un modelo simplificado, este par equivaldria al giro del ciclista
sobre el manillar. Las fuerzas laterales pueden influir de diferente forma dependiendo de su
proyeccién.

La potencia virtual asociada a cada uno de estos pares se calcula como:

ir* — T T¢ — T 0 — T 0 4.15
Waccion = (wB 0]+ ((UH ) 01+ (wR ) T9R (4.15)
0 Ts 0

Como la velocidad angular es:

(4.16)
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La potencia puede reescribirse como:

. —T T¢ —T 0 —T O
Waccion = @)"({GE |o|+GH |0]|+GR Top 4.17)
0 Ts 0

Y, por tanto, se puede deducir y simplificar el vector de fuerza generalizada de accién como:

Qaccion = TpGE(L,:)T + TsGH(3,:)T + Ty, G (2,:)" 4.18)

Este vector puede escribirse de forma mas compacta como una multiplicacion de dos vectores:
Ty
Quccion = [GB(1,:)T  GH(3,:)T GR(2,:)T]|Ts |=ST (4.19)
Top

Donde T es el vector que contiende los 3 pares de accién del ciclista y S las filas de las matrices G*.

Fuerzas de reaccion

Las fuerzas de reaccidn en un sistema sujeto a restricciones no holénomas, como es el caso de
nuestro modelo, se calculan como sigue:

Qreace = C;I; A (4.20)

donde la matriz Cq es la matriz jacobiana de las restricciones con respecto al vector de velocidades
generalizadas.

= M 4.21)

q aq
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4.3 Ecuaciones del movimiento

Conociendo ya todos los términos correspondientes a las fuerzas del modelo Q, podemos reescribir
las ecuaciones de Newton-Euler, que se corresponden con las ecuaciones del movimiento de la
bicicleta en forma de ecuaciones diferenciales algebraicas:

. T
Mg + Cq A= Qgrav + Qaccion T Qu

Y de forma matricial:

[]\]3[ DOT] [;1] _ [Qgrav + Qc.w.cién +Q, 422)

4.4 Separacion de coordenadas

Se han obtenido las ecuaciones del movimiento de la bicicleta en forma de ecuaciones algebraicas
diferenciales (DAE) y, en este apartado, se busca reescribirlas en forma de ecuaciones ordinarias
diferenciales (ODE), en funcion de las coordenadas independientes del sistema.

Para la eleccidn de las coordenadas independientes, partimos del sistema con una configuracién de
7 coordenadas, como se vio en el apartado 2.3. Ademas, el sistema tiene 4 restricciones no
holdnomas de rodadura sin deslizamiento, las cuales también se mostraron con anterioridad
(Apartado 3.4). Por tanto, tenemos un sistema con tres grados de libertad: el dngulo de cabeceo ¢,
el dngulo de direccidn 6 y el dngulo de rotacion de la rueda trasera 65.

Sin embargo, se sabe que el dangulo de rotacién de la rueda trasera determinara la velocidad de
avance de la bicicleta, ya que es provocado por la accion del ciclista. Por tanto, y suponiendo una
velocidad de avance constante, se puede aceptar que:

v = 6xRR ——  Gp——t=0 (4.23)

De esta forma, afiadiendo la nueva restriccion puede eliminarse uno de los tres grados de libertad (el
correspondiente a la variable 83). Resultard un sistema formado por 7 coordenadas y 5 ecuaciones
de restriccion (4 restricciones no holénomas de rodadura sin deslizamiento y una restriccion
holénoma de movilidad) y, por tanto, con 2 grados de libertad.
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La seleccién de coordenadas independientes quedara tal que:

q= [3;] q; = [?] qq=|¥ (429

Mediante el ‘Método generalizado de particion de coordenadas’ [5] se obtendrd el sistema ODE que
se busca. Para ello, se deriva con respecto al tiempo las ecuaciones de restriccion del sistema y se
obtiene un sistema de ecuaciones con respecto a las coordenadas del sistema asi:

Cqq = —C; (4.25)

donde Cq representa la matriz jacobiana de las restricciones (incluyendo la restriccion de movilidad).
Y separando las coordenadas:

Cq;d: + Cq,qa = —C; (4.26)
Despejando las velocidades dependientes:
qa = —Cqy (Cq,qi + C¢) (4.27)

Por tanto, el vector de velocidades puede escribirse en funcién de las coordenadas independientes
como:

1= [ = [-care o [cqzel
17 laal 7 [=CaiCq ] 1 T 1-Cgice (4.28)

Siendo I la matriz identidad con dimension 2x2. Estas ecuaciones pueden escribirse de forma mas
compacta como:

I I
1=Na+0, N=[_cae | 0=[ ¢ 429
a A _Cq(}CQi _CleCQi (429)
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Derivando la ecuacién (4.28) con respecto al tiempo:
q=Ng; + Ng; + 0 (430
E introduciendo { en la ecuacién de movimiento (4.22):

M(Nqi + qu + O) + CqTA = Qgrav + Qaccion T Qv (4.31)

Y pre multiplicando por la matriz N:
NTMN G+ N7Cq"2 = N (Q,, + Quecion + Q,) —~ NTM(NG; + 0) 432)
De forma mds compacta:
M;g + NTC,"2 = Q
Y como se sabe que el producto de NTCqT va a ser igual a cero, la ecuacion (4.31) se reduce a:

M;(q) § = Qi(q,9) (4.33)

Donde
M; = N"MN , Qi = NT(Qgrav + Qaccisn + Qv — M(qu + O))

La ecuacién (4.33) representa el conjunto minimo de ecuaciones ordinarias diferenciales (ODE) en
funcién de las coordenadas independientes.
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5 ANALISIS DE ESTABILIDAD

5.1 Ecuaciones del movimiento linealizadas

Hasta ahora, todo lo que se ha mostrado en los apartados anteriores no es mas que el proceso
mediante el cual obtenemos las ecuaciones (4.32), las cuales definen el movimiento de la bicicleta en
funcidn de los dos parametros independientes.

La importancia de este conjunto minimo de ecuaciones ordinarias diferenciales es que, siguiendo la
hipotesis de pequefios desplazamientos en el entorno de un movimiento de la bicicleta constante,
se pueden combinar linealmente para obtener un conjunto equivalente de ecuaciones linealizadas.

Por tanto, se sabe que una solucion para las ecuaciones del movimiento puede obtenerse con un
avance recto (§ = 0), en posicién vertical (¢ = 0) y velocidad de avance constante (v = —0zRF).
El resto de las coordenadas pueden considerarse ‘ignorables’ y tomar valor nulo para la linealizacién
[1]. Por tanto, consideraremos que:

q=1[0000000]"
4=[v0000-"/pr —Y/psl"

§=[0000000]"

Ademas, se sabe que los sistemas mecanicos obtienen las ecuaciones linealizadas de la siguiente
forma:

Mi+Cg+Kq=0 (5.1)

Donde las matrices M, C y K se obtienen como:

0 0
M= Milq: diin’ C= a_q(_Ql)| ’ K= a_q(_Ql)l

4=4in,4=A1in 4=4d1in.9=1in
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5.2 Método de analisis mediante autovalores y autovectores

Llegados a este punto, se tiene todo lo necesario para realizar el analisis de estabilidad de la bicicleta.
La herramienta principal utilizada para la discusién de la estabilidad de un sistema linealizado de
ecuaciones es el andlisis de autovalores y autovectores. Esto es asi ya que, los autovalores, estan
relacionados con la caracterizacién dindmica del sistema independientemente de las ecuaciones
utilizadas para describir dicho sistema. [6].

Por tanto, podemos escribir las ecuaciones linealizadas de la siguiente forma:

[qi]:[ 0 | qu]
d; -M'K -—-M~-1cllg; (5.2)
De forma compacta:
y = Ay
Donde:
_ 0 | _ [4i . [4:
A= [—M—1K —M—lc]’ Y= qi]‘ y_[di] (3)

Realizando el problema de autovalores y autovectores a la matriz A, como se ha comentado
anteriormente, se podra discutir la estabilidad del sistema de ecuaciones del movimiento linealizado.

Los autovalores se obtendran de la siguiente forma:

A=Al =0 (5.4)

Donde A seran los autovalores que se corresponden con las frecuencias y amortiguamientos de la
bicicleta. Por otra parte, los autovectores se obtienen asi:

[A=NIDP; =0 (5.5)

Siendo @, los autovectores que representan los modos de vibracién de la bicicleta.
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5.3 Implementacion en Matlab

Hasta ahora, se ha desarrollado todo el proceso tedrico mediante el cual podemos conseguir el
objetivo del trabajo, que es analizar la estabilidad del modelo de bicicleta. No obstante, para obtener
unos resultados analiticos, se ha considerado preciso implementar dicho desarrollo teérico en el
programa Matlab, para lo que se han seguido los siguientes pasos; en primer lugar, el departamento
de Ingenieria Mecanica y Fabricacion de la Universidad de Sevilla dispone de un modelo concreto de
bicicleta, basado en un sistema de 8 coordenadas tal que:

q=[xy.00¢Byel" (5.6)

llustracion 10 - Modelo de bicicleta del departamento de Ingenieria Mecénica y Fabricacion de la Universidad de Sevilla.
Fuente: Cinematica de la bicicleta
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Los pardmetros que definen este modelo son los que se muestran en la siguiente tabla:

v = Variable I, = 0.0603 kg m?
Ry =03m I,y = 0.12 kg m?
Rp =0.35m I3, = 9.2 kg m?
x3 = 047117 m I3y, = 11 kg m?
z3 = 0.47749m I3, = 2.8 kg m?
x4 = 0.97965 m Iz, = (—2.4) kg m?
2z, = 0.1014 m I,, = 0.05892 kg m?
xs = 0.006 m I, = 0.06 kg m?
zs = —0.37m 1,, = 0.00708 kg m?
m, =2 kg Iixy = 0 kg m?
ms = 85 kg I,r, = 0.00756 kg m?
m, =4 kg Iy, = 0 kg m?
ms = 3 kg I, = 0.1405 kg m?
g =9.81m/s? Isy = 0.28 kg m?

Tabla 1 —Parametros del modelo a particularizar

Donde v es la velocidad de avance de la rueda trasera, Ry y Rp los radios de la rueda delantera y
trasera respectivamente, < Xx;, y;, Z; > son las coordenadas locales del centro de gravedad de cada
solido i, m; su respectiva masa, e I; . j €s el momento de inercia de cada respectivo eje.

A partir de este modelo, se ha desarrollado el calculo simbdlico tanto de la cinematica (Apartado 3)
como de la dindmica del sistema (Apartado 4), hasta llegar a conseguir las ecuaciones del movimiento
gue se muestran en el apartado 4.22.

La Unica diferencia entre un modelo y otro es que, en este caso, en lugar de utilizar los pardmetros
geométricos A, ¢ y w (Apartado 2.2), se afiade una nueva coordenada no generalizada, §. Esta
coordenada no es mas que un parametro que facilita la localizacion del punto de contacto de la rueda
delanteray su tangente en ese punto, de forma que se obtendra facilmente la restriccién de contacto
de la rueda delantera. Por tanto, a las restricciones que se muestran en la ecuacién (3.20) se le afiade
esta restriccidon de contacto que se obtiene como sigue:
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En primer lugar, se define la posicidon de un punto cualquiera de la rueda delantera y la direccion de
la tangente a la rueda delantera en el punto de contacto

Rp cos(§) a7 —Rp sen(¢§)
o = 0 ] _Q:a_Q:[ 0 ] £ €[0,2n] (5.7)
—Rp sen(§) ¢ =Ry cos(®)
Siendo la posicidn absoluta
10(Q,¢) =155 + AsTy,  to(q,§) =Asty,  §€[0,2m] (5:8)

Y la restriccion, al ser de contacto con el suelo, se caracterizara por el valor 0 en la componente Z de
dichos vectores de posicion absoluta, tal que:

[ro(a,§)]z =0 (5.9)
[tQ(q' ‘f)]Z =0

Afadiendo esta nueva restriccion, y siguiendo con el procedimiento desarrollado, pueden obtenerse
las ecuaciones del movimiento del sistema.

Llegados a este punto, se considerd mas oportuno realizar el resto del desarrollo mediante cdlculos
numeéricos, puesto que los calculos en simbdlico generan problemas a la hora de invertir la matriz de
restricciones, es decir, a partir de la ecuacién (4.29) del desarrollo del trabajo.

Por tanto, se procede con la separacidn de coordenadas hasta la ecuacion (4.33) del desarrollo, y se
lleva a cabo la linealizacion para cada velocidad en un rango de velocidades entre el reposo (v =
0) y una velocidad v = 10 m/s. Esta linealizacién, como se comentd anteriormente, se realiza en
torno a la posicién de equilibrio vertical de la bicicleta que, particularizando para este modelo
concreto de bicicleta, vendra determinada por 8 = 0 (avance recto) y y = 0 (posicion vertical). Si
definimos el resto de las coordenadas como se hizo en el Apartado 5.1:

q = [0 0000 Best00 Eest]T
q=[v000 U/RT 00 U/RT _U/RD]T (5.10)

§=[000000000]"

Siendo B.st vV €est Valores obtenidos al resolver las ecuaciones de restriccidon de contacto para cada
velocidad.
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Tal como se vio anteriormente, las ecuaciones linealizadas del sistema vendran definidas por la
ecuacion (5.1), y se obtendra un valor de las matrices M, Ky C para cada valor de velocidad de avance.

Siendo los valores, por ejemplo, para la velocidad v = 10 m/s:

81.6037 —2.7130

M= [—2.7130 0.3436

_ [-0.7941 -7.6228

K= 0.0319  0.3158

]-103

0.0000 —-337.7218

C= [8.8111 19.9468

Por ultimo, mediante la funcién eig propia de Matlab, se podran obtener los autovalores y
autovectores a partir de los cuales se puede realizar el analisis de estabilidad.

[® A] = eig (4)

Siendo A la matriz que se obtiene mediante la ecuacion (5.3):

A= [—Mo—ll( —Ml—lc]

Se obtiene un sistema de 4 orden, el cual devolvera cuatro autovalores. Cada uno de estos
autovalores se asocian a una caracteristica especifica que marca la estabilidad de la bicicleta, y que
sera objeto de estudio en el siguiente apartado del trabajo.

En el Anexo de este trabajo se encuentran los distintos cddigos de Matlab a partir de los cuales se ha
conseguido estudiar la estabilidad de la bicicleta.

5.4 Analisis de resultados

Como se ha visto, se obtendran una serie de autovalores los cuales se asocian a modos caracteristicos
de la estabilidad. Se sabe que, a velocidades suficientemente altas, los modos mas significativos de
la estabilidad son el vuelco o bamboleo (‘capsize’) y la curvatura o zigzagueo (‘weave’). Ademas, se
mostrard un tercer modo caracteristico asociado a la rodadura de la bicicleta (‘castering’). [1]
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Bamboleo o ‘Capsize’

El modo conocido como bamboleo de la bicicleta se corresponde con un autovalor real dominado
por la inclinacion del vehiculo, sin tener en cuenta la oscilacién de este, en forma de vibracién o
cabeceo de la rueda. A medida que la velocidad se incrementa en curva, la direccion de la bicicleta
(controlada por la orientacién de la rueda delantera) aumenta hacia el angulo de inclinacién, que a
su vez también aumenta proporcionalmente. A una velocidad concreta, denominada como ‘capsize
speed’, el movimiento de vuelco se mantiene constante, es decir, ni aumenta ni disminuye el vuelco.
Si se sigue incrementando la velocidad el sistema es cada vez mas inestable vy, llegados al limite de
inclinacion del vehiculo, la direccién de la rueda cambia repentinamente hacia la opuesta,
provocando la caida de la bicicleta. En la siguiente ilustracidn, se muestra de forma grafica ese modo
en una motocicleta.

The motorcycle rolls to the left
and the handlebar turns to the left

Once a certain roll angle is reached
the handlebar turns back to the right

the motorcycle falls

llustracion 11 - Modo Bamboleo o ‘Capsize’ en motocicletas. Fuente: Motorcycle Dynamics

Zigzagueo o ‘Weave’

El segundo modo caracteristico hace referencia a un movimiento puramente oscilatorio provocado
por el manillar, en el que la bicicleta se inclina y gira hacia un lado u otro. Tanto la inclinacién como
la direccién se ven afectadas de tal forma que, la bicicleta, gira hacia la direccién marcada por el
manillar con un desfase debido a su inclinacidn, que le permite volver facilmente a la posicion vertical.
Este modo es caracteristico por la mayor inestabilidad (mayores oscilaciones) del manillar a
velocidades bajas. Al igual que en el anterior modo, existe una velocidad concreta (velocidad de
zigzagueo) a la que el movimiento oscilatorio ni aumenta ni decae.
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Rodadura arbitraria o ‘Castering’

Este tercer modo se asocia a la direccidon de la rueda en su contacto frontal con el suelo, la cual busca
seguir la trayectoria marcada por el angulo de direccién. El modo de rodadura arbitraria se puede
observar facilmente en las ruedas frontales o ‘ruedas locas’ de un carrito de la compra.

A continuacion, en la siguiente grafica, se muestra la evolucién de los autovalores en el rango de
velocidades estudiado:

6 [ ZIGZAGEO - 1

BAMBOLEO i

/

Autovalores(1/s)

‘RUEDA LOCA’

B ™ i

-0 - ™ 1

vim/s)

Grafica 1 — Autovalores en funcidn de la velocidad de avance

Se observa que, para velocidades préximas a cero (entre 0 y 0.6 m/s), los cuatro autovalores son
reales. Hay dos autovalores positivos y dos autovalores negativos (dos pares cuyo valor es el mismo,
pero con signo opuesto). Los autovalores positivos se corresponden con el movimiento de vuelco de
la bicicleta, mientras que los negativos se asocian al movimiento de recuperacion opuesto al vuelco,
asimildndose la dindmica del movimiento de la bicicleta a un péndulo invertido. En este tramo, la
bicicleta es inestable.
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A partir de una velocidad v = 0.7 m/s aproximadamente, el sistema pasa a tener 2 autovalores
reales y negativos, y dos autovalores complejos con parte real positiva, asociados a dos autovectores
o modos de vibracion complejos. En este tramo de velocidades, la bicicleta sigue siendo inestable,
pero muestra un comportamiento oscilatorio debido a la aparicién del zigzagueo con los pares
conjugados complejos.

La velocidad de zigzagueo (en inglés, ‘weave speed’) se alcanza a una velocidad aproximada de v, =
4.3 m/s, de forma que la parte real de los autovalores complejos pasa a ser negativa. Por otro lado,
la velocidad de bamboleo (‘capsize speed’) se alcanza a una velocidad aproximada de v, = 6 m/s, a
partir de la cual se favorece a la inestabilidad del sistema. Por tanto, y como se observa en la, la
bicicleta es totalmente auto estable a un rango de velocidades entre 4.3y 6.8 m/s.

Por ultimo, a partir de una velocidad de 6.8 m/s aproximadamente, vuelven a aparecer autovalores
positivos que hacen que el sistema se vuelva inestable.

A pesar de que, segun los resultados, el sistema se convierte inestable a partir de una velocidad de
6.8 m/s, la experiencia nos hace saber que, a velocidades altas, esto no es cierto. La respuesta a esto
es que, aun siendo positivo el valor del modo que crea la inestabilidad analitica del sistema, este es
muy proximo a cero. Esto provoca que el ciclista tenga tiempo suficiente para estabilizar el sistema
aplicando las fuerzas necesarias, las cuales no se han tenido en cuenta para el desarrollo del trabajo.

[3].

A partir de los resultados obtenidos en Matlab, se puede completar la siguiente tabla con los
autovalores caracteristicos a las distintas velocidades entre 0y 10 m/s. Se puede observar
facilmente que los valores obtenidos son muy similares a los que aparecen en el articulo de referencia

[2].
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v (m/s) | Re(Awave) | IM(Aweave) |  Acapsize Acastering
0 - - ~3.1100 —5.8401
1 3.5824 0.9130 -3.0977 ~7.6229
2 2.6622 1.8115 -3.1187 -9.3173
3 1.6440 23630 ~2.8985 ~11.0568
4 0.3423 2.8508 -2.0304 ~12.8773
5 ~1.1911 3.9028 ~0.6145 ~14.7821
6 —2.2185 51922 ~0.1359 ~16.7616
7 ~3.0545 6.3792 0.0215 —18.8029
8 ~3.8190 7.5065 0.0860 ~20.8941
9 —4.5456 8.6000 0.1142 ~23.0250
10 ~5.2481 9.6729 0.1261 ~25.1875

Tabla 2 — Autovalores caracteristicos a las distinas velocidades de avance

5.5 Simulacion dinamica

Para finalizar, resulta interesante comparar los resultados obtenidos mediante el calculo analitico de
la estabilidad de la bicicleta, con los resultados obtenidos en una simulacion dinamica real. Para ello,
y por la imposibilidad de realizar de forma auténoma dichos ensayos, se utilizaran los resultados
obtenidos en un ensayo realizado por 3 investigadores en la Universidad de Delft [8].

El sistema experimental que se utilizé en dichos ensayos consta de una bicicleta instrumentada con
el siguiente equipo de medida:

- Unos sensores, que mediran tanto el angulo de vuelco, el angulo de guifiada, la direcciony la
rotacion de la rueda trasera.

- Un ordenador portatil, conectado mediante USB y que se encargara de recolectar los datos
registrados.

Tal y como se modelé para el estudio analitico, para la simulacién tampoco se consideré al ciclista.

Como se puede observar en la llustracion 8, se incorporaron a la bicicleta unos ‘ruedines’ que
impedirdn que la bicicleta caiga por completo en condiciones de inestabilidad.
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llustracion 12 - Bicicleta instrumentada en el laboratorio de ingenieria mecanica de la Universidad de Delft. [7]

Inicialmente, la bicicleta es empujada de forma manual y, tras esto, comienzan a recopilarse los datos
de medidas mientras el sistema se mueve de forma libre por el suelo. A partir de estas medidas,
mediante ajuste de curvas, los investigadores obtuvieron los distintos autovalores, los cuales se
comparan con resultados analiticos obtenidos a través de las ecuaciones del movimiento del sistema.

Procedimiento del ensayo

La simulacién se realizd con un total de 76 recorridos de la bicicleta, los cuales siguieron los tres
mismos pasos:

1) Se aplicaba una alta velocidad a la bicicleta y, posteriormente, se forzaba una perturbacion
lateral mediante el golpeo del cuadro trasero.

2) Se dejaba que hiciera un recorrido de forma libre.

3) Sereducia la velocidad hasta la parada.

Avelocidades por debajo del rango de velocidad estable no fue necesaria ningun tipo de perturbacion
externa. Por otro lado, los recorridos a velocidad estable mostraron como la bicicleta era capaz de
realizar tramos en posicidn vertical sin ninguin problema dindmico hasta forzar la perturbacién.

La mayoria de los ensayos se hicieron a velocidades de transicion entre el modo de zigzagueo estable
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e inestable, realizandose Unicamente 10 ensayos a velocidades mayores de 6 m/s, y 8 a velocidades
de alrededor de 2 m/s. A velocidades menores de esta ultima, la bicicleta es tan inestable que se

pueden medir muy pocos datos. Para cada uno de los ensayos realizados, los datos fueron
inspeccionados mediante Matlab.

Discusion de resultados

En la siguiente grafica se representan los datos obtenidos mediante la simulacién de los
investigadores frente a los datos estudiados analiticamente en el articulo de referencia, los cuales,
como se ha visto anteriormente, son practicamente idénticos que los obtenidos mediante la
programacion en Matlab.

Re(\)[1/s], Im(A)[1/s] Measured M\ [1/5]

b

6 T ] 1 T 1] 7 1 1 1

O
2 F . —
Capsize N ——
4} 4

, Castering ) Stable ‘

-6 1 1 1 1 1 1 |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Vweave v [m/s] Veapsize

Grafica 2 — Comparacion de de autovalores obtenidos de forma numérica y experimental en funcién de la velocidad de
avance de la bicicleta. Fuente: [7]

En el primer rango de velocidades (entre 0y 3 m/s), como se ha comentado, es muy dificil hacer una
comparacion debido a la poca cantidad de datos obtenidos a tan baja velocidad en comparacién con
el periodo del modo de zigzagueo.
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A velocidades alrededor de 3 m/s, los datos obtenidos por ambos métodos son muy similares. La
transicion entre el modo inestable y el modo estable del sistema se refleja muy bien mediante esta
comparativa.

Por tanto, se puede afirmar que los resultados obtenidos mediante el estudio de estabilidad a partir
de la linealizacion de las ecuaciones del movimiento pueden validarse a partir de una simulacién
como la mostrada, obteniendo una buena concordancia entre ambos métodos.

Ademas, indica que, al no ser exactamente el mismo modelo de bicicleta para ambos estudios, tanto
el comportamiento del neumatico, el cuadro y el manillar no son importantes para la dindmica lateral
de la bicicleta en un rango de velocidades entre 0 y 6 m/s. [7]
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6 CONCLUSION

En este trabajo se han detallado tanto los elementos, como los parametros necesarios para la
descripcién completa de un modelo mecdnico.

Ademas, se ha llevado a cabo el estudio cinematico, incluyendo la seleccidn del minimo nimero
posible de coordenadas, asi como el calculo de posiciones, velocidades y aceleraciones. Para
completar la cinemadtica, se han detallado las distintas ecuaciones de restriccion del sistema.

Posteriormente, se ha proseguido con el andlisis del proceso dindmico completo, que conlleva como
resultado la ecuacion del movimiento del sistema. Esta ecuacion del movimiento, inicialmente en
forma de ecuaciones diferenciales algebraicas (DAE), se ha transformado en un sistema de
ecuaciones diferencial ordinario (ODE) mediante el método de la separacién de variables, lo que seria
util posteriormente.

Tras esto, se ha procedido a linealizar las ecuaciones del movimiento para el posterior estudio de la
estabilidad del sistema a través del andlisis de autovalores de dichas ecuaciones linealizadas.

Mediante el programa Matlab, se ha particularizado todo el procedimiento tedrico (previamente
explicado) para el modelo de bicicleta del departamento de Ingenieria Mecanica de la Universidad
de Sevilla. Asi, se ha extraido la evolucién de dichos autovalores a distintas velocidades, y se han
representado graficamente, viéndose asi claramente los diferentes estados de estabilidad por los
gue pasa la bicicleta a diferentes velocidades. Cabe destacar que el rango de velocidades a las que la
bicicleta es estable aumentaria significativamente si se tuviese en cuenta la accidn del ciclista.

Por ultimo, como método de validacién de las conclusiones obtenidas mediante el andlisis de las
ecuaciones linealizadas, se ha descrito el ensayo de una simulacién real del comportamiento
dinamico de una bicicleta a diferentes velocidades, realizada por otros investigadores en la
Universidad de Delft, y se han comparado dichos resultados con los obtenidos con anterioridad.
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Anexo

En este anexo se muestran los diferentes archivos y funciones de Matlab que se han desarrollado
para la elaboracion de este trabajo. Nada de esto hubiera sido posible sin los distintos archivos de
referencia [3] [8] [9], asi como todo el material e investigaciones de la catedra de José Luis Escalona
Franco, profesor de la asignatura Cinematica y Dindmica de Maquinas del autor de este trabajo.

Parametros.m

function Param=Parametros

0000000000000000000000000000000000000000000000000000

t=0;
V=5;
Rt=0.3;
Rd=0.35;

x3=0.47116953168011;
z3=0.47749269357378;
x4=0.97965198323966;
z4=0.10140015648217;
x5=0.006;

z5=-0.37;

m2=2;

m3=85;

mé4=4;

m5=3;

I2x=0.0603;
I2y=0.12;

I3x=9.2;

I3y=11;

I13z=2.8;
I13zx=(-2.4);
I4x=0.05892;
I4y=0.06;
I14z=0.00708;

I4xy=0;
I4xz=0.00756;
I4yz=0;

I5x=0.1405;
I5y=0.28;

g=9.81;

C aero=0.5;
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Param(1l)=t;
Param (2)=V;
Param (3)=Rt;
Param (4)=Rd;
Param (5)=x3;
Param (6)=z3;
Param(7)=x4;
Param (8)=z4;
Param (9)=x5;
Param(10)=z5;
Param(11l)=m2;
Param (12)=m3;
Param (13)=m4;
Param (14)=m5;
Param (15)=I2x%;
Param(16)=I2y;
Param(17)=1I3x%;
Param(18)=I3y;
Param(19)=I3z;
Param (20)=I3zx;
Param (21)=14x;
Param (22)=I4y;
Param (23)=I4z;
Param (24)=I4xy;
Param (25)=I4xz;
Param (26)=I4yz;
Param(27)=15x%;
Param (28) = ISy,
Param (29) =

Param (30) C _aero;

Bicicleta_simb.m

$%%%%%%%%% DEFINICION DE
clear variables
clc

%$Definicion coordenadas$%
syms xc yc phi theta psi
syms dxc dyc dphi dtheta

VARIABLES SIMBOLICAS %%%%%%%%%

beta gamma epsilon xi real
dpsi dbeta dgamma depsilon dxi real

=[xc yc phi theta psi beta gamma epsilon xi]';
dg=[dxc dyc dphi dtheta dpsi dbeta dgamma depsilon dxil]';

$Definicidén constantes$

syms Rt Rd x3 z3 x4 z4 x5 z5 real
syms m2 m3 m4 m5 g cv real

syms I2x I2y real

syms I3x I3y I3z I3zx real
syms I4d4x Id4y I4z Idxz real

syms Ib5x Iby real

syms Mdir Mpedal Mvuel real

syms V t real

$Tensores de inercia
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I2(1,:) = [I2x 0 0 ];
12(2,:) [ 0 I2y O 1;
I12(3,:) = [ 0 0 I2x];
I3(1,:) = [I3x 0 I3zx];
I3(2,:) = [ 0 13y 0 1;
I3(3,:) = [I3zx 0 I3z];
I4(1,:) = [I4x 0 I4dxz];
T4(2,:) = [ 0 I4y 0 1;
I14(3,:) = [I4xz 0 I4z];
I5(1,:) = [I5x 0 0 ];
I5(2,:) = [ 0 I5y 0 1;
I5(3,:) [ 0 0 I5x];

$MATRICES DE ROTACION SIMPLE

A phi(l,:) = [cos(phi) -sin(phi) 0];
A phi(2,:) = [sin(phi) cos(phi) 0];
A phi(3,:) = [0 0 1];

A theta(2,:) = [0 cos(theta) -sin(theta)];
A theta(3,:) = [0 sin(theta) cos(theta)];
A theta(l,:) = [1 0 0];

A psi(l,:) = [cos(psi) 0 sin(psi)];

A psi(2,:) = [0 1 0];

A psi(3,:) = [-sin(psi) O cos(psi)];
A beta(l,:) = [cos(beta) 0 sin(beta)];

A beta(2,:) = [0 1 0];
A beta(3,:) [-sin(beta) 0 cos(beta)];

A gamma(l,:) = [cos(gamma) -sin(gamma) O0];
A gamma (2,:) = [sin(gamma) cos(gamma) 0];
A gamma(3,:) = [0 0 1];

A epsilon(l,:) = [cos(epsilon) 0 sin(epsilon)];
A epsilon(2,:) = [0 1 0];
A epsilon(3,:) [-sin(epsilon) 0 cos(epsilon)];

$MATRICES DE ROTACION DE LOS SISTEMAS DE REFERENCIA DE LOS SOLIDOS E
INTERMEDIOS

Ail=A phi;

Ai2=A phi*A theta;
A2=Ai2*A psi;
A3=Ai2*A beta;
A4=A3*A gamma;
A5=A4*A epsilon;

i ;
3=[0;1;01;
k ; ;
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SMATRICES PARA EL CALCULO DE VELOCIDADES ANGULARES

G2g=[[0;0;0] [0;0;0] k [Ail*i] [Ai2*j] [0;0;0] [0;0;0] [0;0;0] [0;0;011;
G3g=[[0;0;0] [0;0;0] k [Ail*i] [0;0;0] [Ai2*3j] [0;0;0] [0;0;0] [0;0;0]1;
G4g=[[0;0;0] [0;0;0] k [Ail*i] [0;0;0] [Ai2*3j] [A3*k] [0;0;0] [0;0;0]];
G5g=[[0;0;0] [0;0;0] k [Ail*i] [0;0;0] [Ai2*j] [A3*k] [A4*j] [0;0;0]];
G21=[[0;0;0] [0;0;0] [A2'*k] [(A theta*A psi)'*i] [A psi'*j] [0;0;0] [0;0;0]
(070;0] [0;0;0]1;

G31=[[0;0;0] [0;0;0] [A3'*k] [(A theta*A beta)'*i] [0;0;0] [A beta'*j]
[0;07;0] [0;0;0] [0;0;011;

G41=[[0;0;0] [0;0;0] [A4'*k] [(A theta*A beta*A gamma)'*i] [0;0;0]

[ (A_beta*A gamma) '*j] [A gamma'*k] [0;0;0] [0;0;0]];

G51=[[0;0;0] [0;0;0] [A5'*k] [(A theta*A beta*A gamma*A epsilon)'*i] [0;0;0]

[ (A_beta*A gamma*A epsilon)'*j] [(A gamma*A epsilon) '*k] [A epsilon'*j]
[0;0;011;

$POSICIONES DE LOS CENTROS DE GRAVEDAD EN LOCALES

rG2=[0 0 Rt]"';
rG3=[x3 0 z31"';
rG4=[x4 0 z4]1"';
rG5=[x5 0 z51"';

$POSICIONES DE LOS CENTROS DE GRAVEDAD EN GLOBALES

RG2=[xc yc 0] '"+Ai2*rG2;
RG3=RG2+A3*rG3;
RG4=RG2+A3*rG4;
RG5=RG4+A4*rG5;

SMATRICES PARA EL CALCULO DE VELOCIDADES GLOBALES DE LOS CDG

H2=jacobian
H3=jacobian
H4=jacobian
H5=jacobian

RG2,q) ;
RG3,q) ;
) .
)

’

RG4, g
RG5, g

’

—~ e~~~

$VELOCIDADES GLOBALES DE LOS CDG
VG2=H2*dq;
VG3=H3*dqg;

VG4=H4*dq;
VG5=H5*dq;

%Restricciones de contacto rueda delantera

RD=RG5+A5* [Rd*cos (x1);0; -Rd*sin(xi) ];
RD=simplify (RD) ;

tD=diff (RD, x1i);
tD=simplify (tD);
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CCon=[RD(3) tD(3)1]"';
CgCon=simplify(jacobian (CCon,q)):;
CtCon(1:2,1)=[0 0]';
dCgCondg=simplify (jacobian (CqgCon*dqg, q) *dq) ;

%$Restriccion de movilidad

CMov=psi- (V/Rt) *t;

CgMov=[0 0 0 0 1 0 0 O O];

CtMov=- (V/Rt) ;
dCgMovdg=simplify (jacobian (CgMov*dqg, q) *dq) ;

$Agrupamos las restricciones holonomas

C=[CCon' CMov']"';

Cg=[CgCon' CgMov']';
Ct=[CtCon' CtMov']';
dCgdg=[dCgCondg' dCgMovdqg']';

%$Restriciones de rodadura sin deslizamiento

w2=G2g*dqg;

rG2C=Ai2*[0 0 -Rt]"';
VC=VG2+cross (w2, rG2C) ;
VC=simplify (VC) ;

w5=G5g*dqg;

rD=A5* [Rd*cos (xi) 0 -Rd*sin(xi)]"';
VD=VG5+cross (w5, rD) ;
VD=simplify (VD) ;

CRod=[VC (1) VC(2) VD(l) VvD(2)1"';
B=simplify(jacobian (CRod,dq)) ;
dBdg=simplify (jacobian (B*dqg, q) *dq) ;

J2=(G21) "*I12*G21;
J3=(G31) "*I3*G31;

J4=(G41) '*I14*G41;
J5=(G51) "*I5*G51;

%$Matriz de masa
M=simplify (m2* (H2) '*H2+J2+m3* (H3) '*H3+J3+m4* (H4) ' *H4+J4+m5* (H5) ' *H5+J5) ;

Mdg=M*dqg;

$Energia cinetica
T=simplify (0.5*dqg'*M*dq) ;

%$Fuerzas de inercia cuadraticas en velocidad
Qv=simplify(-jacobian (Mdqg, q) *dg+ (jacobian(T,q)) ")

P2=[0; 0; -m2*g];

63



Estudio de la dinamica lateral de una bicicleta. Analisis de estabilidad.

P3=[0; 0; -m3*qg];
P4=[0; 0; -md*g];
P5=[0; 0; -m5*g];

%$Fuerzas de gravedad
Qgrav=H2'*P2+H3'*P3+H4'*P4+H5"'*P5;

save M.mat M -mat;
save Qv.mat Qv -mat;
save Qgrav.mat Qgrav -mat;

save C.mat C -mat;

save Cg.mat Cg -mat;

save Ct.mat Ct -mat;

save dCgdg.mat dCgdg -mat;

save B.mat B -mat;
save dBdg.mat dBdg -mat;

Bicicleta_num.m

clear,clc

Param=Parametros;

$CALCULO DE ECUACIONES LINEALIZADAS Y ESTABILIDAD
if (1)
Vel=0:0.2:10;

for i=1l:length(Vel)

V=Vel (1) ;

Param (2)=V;

[Mest,Cest,Kest]=1linealiza matrices (Param)

nind=2;

AA=zeros (2*nind) ;
AA(l:nind,nind+1:2*nind)=eye (nind) ;

AA (nind+1:2*nind, 1l:nind)=-Mest\Kest;

AA (nind+1:2*nind,nind+1:2*nind)=-Mest\Cest;
[Fi,Nul=eig (AAD) ;

TodosNu(:,1)=diag (Nu) ;
end

end
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j=1;
for i=l:length (Vel)
if Vel (i)<=1
lams2 (j)=real (TodosNu(l,1i));
Imweave(j)=imag(TodosNu( , 1))
weave (j)=real (TodosNu (2,1));
cap(j)=real(TodosNu(4,1)),
cas (j)=real (TodosNu(3,1i));
J=3+1;
else 1f Vel (i)<=4.2
lams2 (j)=real (TodosNu(3,1i));
Imweave(j)=imag(TodosNu( , 1
weave (j)=real (TodosNu (4 ))
cap(j)=real(TodosNu(2,1)),
cas (j)=real (TodosNu(1l,1i));
J=3+1;
else 1f Vel (i)<=4.8
lams2 (j)=real (TodosNu(l,1i));
Imweave (j)=imag (TodosNu(l,1i));
weave (j)=real (TodosNu(2,1));
cap (j)=real (TodosNu(3,1i));
cas (j)=real (TodosNu (4,1i));
Jj=Jj+1;

’

))

’

else
lams2 (j)=real (TodosNu(2,1i));
Imweave (j)=imag (TodosNu(2,1i));
weave (j)=real (TodosNu(3,1));
cap (j)=real (TodosNu(l,1i));
cas (j)=real (TodosNu(4,1i));
j=j+1;

end

end
end

end

plot(vel, lams2, 'k',Vel,weave, 'k',Vel, Imweave, '--k',Vel,cap, 'y',Vel,cas,'r")

xlabel ('v(m/s) ")
ylabel ('Autovalores (1/s) ")

linealiza_matrices.m

function [Mest,Cest,Kest]=linealiza matrices (Param)
$COORDENADAS INDEPENDIENTES

theta=0;
gamma=0;

dtheta=0;
dgamma=0;
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ddtheta=0;
ddgamma=0;

gind=[theta gammal';
dgind=[dtheta dgamma]';
ddgind=[ddtheta ddgamma]’';

$COORDENADAS IGNORABLES

xc=0;
yc=0;
phi=0;
epsilon=0;

g_ign=[xc yc phi epsilon];
Ec=EcMov Bicicleta(gind,dgind,ddgind,q ign, Param);
incr=10"(-6);

for i=1l:1length(gind)
gind(i)=gind (i) +incr;
theta=gind (1) ;
gamma=gind (2) ;
Ec2=EcMov_Bicicleta(gind, dgind, ddgind, g ign, Param) ;
Kest (:,1)=(Ec2-Ec) /incr;
gind(i)=gind (i) -incr;
theta=gind (1) ;
gamma=qind (2) ;
end

for i=1l:length(gind)
dgind (i) =dgind (i) +inczr;
dtheta=dgind (1) ;
dgamma=dgind (2) ;
Ec2=EcMov Bicicleta(gind, dgind, ddgind, g _ign, Param) ;
Cest(:,1)=(Ec2-Ec) /incr;
dgind (i) =dgind (i) -inczr;
dtheta=dgind (1) ;
dgamma=dgind (2) ;
end

for i=l:length (gind)
ddgind (i)=ddgind (i) +incr;
ddtheta=ddgind (1) ;
ddgamma=ddqgind(2) ;
Ec2=EcMov_Bicicleta(gind,dgind,ddqind, g ign, Param) ;
Mest (:,1)=(Ec2-Ec)/incr;
ddgind (i)=ddgind (i) -incr;
ddtheta=ddgind (1) ;
ddgamma=ddqgind(2) ;
end
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EcMov_Bicicleta.m

function Ec=EcMov Bicicleta(gind,dqgind,ddgind,q ign, Param)

xc=q ign(1l);
yc=q_ign(2);
phi=g_ign(3);
epsilon=qg_ign (4);

theta=gind (1) ;
gamma=gind (2) ;

dtheta=dgind (1) ;
dgamma=dgind (2) ;

g=zeros(9,1);
dg=zeros (9,1);

=gamma;
=epsilon;

%Calcula las coordenadas dependientes

$Estimacién inicial
psi=0;
beta=2*pi-(pi/10);
xi=pi/2;

gdepO0=[psi beta xi]';
gdep=fsolve (Gcoord dep,gdepl, optimset ('jacobian','on'),q,dq,Param);
q(5)=gdep(1l); Spsi
g(6)=qgdep (2) S%beta
q(9)=qdep (3); %xi

%Calcula las velocidades dependientes

[C Cg Ct dCgdg B dBdg]=calcula restricciones(q,dq, Param);

D:[qu Bl] v
d=[-Ct"' zeros( 4)]1"';
Ddep=[D(:,1) ,2) D(:,3) D(:,5) D(:,6) D(:,8) D(:,9)1;
: )
*[

Dind=[D(:,4)

]
dqdep:Ddep\( Dln dtheta dgamma]'+d) ;

dxc=dqgdep (1) ;
dyc=dgdep (2) ;
dphi=dqgdep (3) ;
dpsi=dqgdep (4) ;
dbeta=dgdep (5

) r
depsilon=dqdep (6) ;

dxi=dqgdep (7) ;
dqg (1) =dxc;
dg(2) =dyc;

dg (3) =dphi;
dqg (4)=dtheta;
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dg (5)=dpsi;

dg (6)=dbeta;

dg (7)=dgamma;
dg (8)=depsilon;
dg (9) =dxi;

%$Calcula los términos de las ecuaciones del movimiento
[C Cg Ct dCgdg B dBdgl= calcula restricciones(q,dq,Param);

N(1:2,1:2)=eye(2);
N(3:9,1:2)=-Ddep\Dind;

dbdg=[dCqdq' dBdq']';

0(l:2,1)=zeros(2,1);
0(3:9,1)=-Ddep\dDdqg;

[M Qv Qgrav]= calcula MQ(q,dq, Param) ;
orden=[4 7 1 2 3 5 6 8 9];
%Reordena matrices y vectores

for i=1l:1length (orden)
Qgrav2 (i, l)=Qgrav (orden(i));
Qv2(i,1l)=Qv(orden(i));
for j=1l:1length (orden)
M2 (i,Jj)=M(orden(i),orden(j));
end
end

Mi=N'*M2*N;
Qi=N"* (Qv2+Qgrav2-M2*0) ;

Ec=Mi*ddgind-Qi;

calcula_restricciones.m

function [C Cqg Ct dCgdg B dBdg]=calcula restricciones (q,dq, Param)

xc=q (1) ;
yc=q(2);
phi=q(3);
theta=qg(4);
psi=q(5);
beta=qg (6) ;
gamma=q (7) ;
epsilon=qg(8) ;
xi=q(9);
dxc=dqg (1) ;
dyc=dg(2) ;
dphi=dqg(3);
dtheta=dg(4) ;
dpsi=dqg(5);
dbeta=dqg(6) ;
dgamma=dg(7) ;
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depsilon=dq(8) ;
dxi=dqg(9) ;

x3=Param
z3=Param

~—_ e~~~ ~ ~ ~ ~ ~ DN

IZy Param
I3x=Param
I3y=Param
I3z=Param
I3zx=Para
I4x=Param
I4y=Param
I4z=Param
I4dxy=Para
I4xz=Param
I4yz=Param
I5x=Param/(
ISy=Param/(
g=Param(29

load C.mat;
load Cg.mat;
load Ct.mat;
load dCgdg.mat;
load B.mat;
load dBdg.mat;

C=eval (C) ;
Cg=eval (Cq) ;
Ct=eval (Ct) ;

dCgdg=eval (dCgdq) ;

B=eval (B);
dBdg=eval (dBdqg) ;
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coord_dep.m
function [C,Cgdep]=coord dep (qdep,q,dq, Param)

q(5)=qgdep(l); Spsi
q(6)=qdep (2); S%bet
q(9)=qgdep(3); %xi

[C Cg Ct dCgdg B dBdgl=calcula restricciones(q,dq, Param);

Cgdep=[Cqg(:,5) Cg(:,6) Cg(:,9)1;

calcula_MQ.m

function [M,Qv,Qgrav]=calcula MQ(qg,dqg, Param)

xc=q(l);
yc=q(2);
phi=q(3);
theta=qg(4);
psi=q(5);
beta=qg(6) ;
gamma=qg (7) ;
epsilon=qg(8) ;

’

x1=q(9);

dxc=dg (1) ;
dyc=dq(2) ;
dphi=dq(3);

dtheta=dg(4) ;
dpsi=dqg(5);
dbeta=dqg (6) ;
dgamma=dqg (7) ;
depsilon=dqg(8) ;
dxi=dg(9);

t=Param (
V=Param (
Rt=Param
Rd=Param
x3=Param
z3=Param

~—_ e~~~ ~ ~ ~ —~ —~ DN

AAAAAHHHHH@&\]@@%MV\—/

IZy Param
I3x=Param
I3y=Param
I3z=Param
I3zx=Param
I4x=Param/(
I4y=Param (
I4z=Param(
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I4xy=Param
I4xz=Param
I4yz=Param
I5x=Param(
ISy=Param/(
g=Param (29

~ NN~~~

’

load M.mat;
load Qv.mat;
load Qgrav.mat;

M=eval (M) ;
Qv=eval (Qv) ;
Qgrav=eval (Qgrav) ;
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