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Resumen

n el presente trabajo realizaremos un estudio numérico del fenémeno de conveccién natural

de Rayleigh-Bénard. Dicho estudio estd motivado por ciertas observaciones realizadas del

Sol, de las cuales se deduce que dicho fendmeno es una realidad en la zona convectiva solar, y cuyo

andlisis estd atin en su fase primigenia. A modo de introduccion, se explicard dicho fenémeno y las
causas que lo motivan, asi como las leyes que rigen su comportamiento.

El caso objeto de andlisis, sin embargo, serd una reduccién simplificada de este problema real, con
el objetivo de simular la realidad existente en la zona convectiva del Sol y obtener conclusiones
interesantes.

Partiendo de las ecuaciones de Navier-Stockes, llegaremos al planteamiento del problema y su
posterior resolucién. Analizaremos dos casos diferentes: Primeramente, tomaremos un recinto
rectangular al que se le aplicard, desde su base, un flujo de calor constante. Posteriormente, el
andlisis se centrard en el mismo recinto, pero en este caso estudiaremos la influencia de la imposicién
de un flujo de calor por radiacién en el sistema.

Dichas lineas de estudio se realizardn con el programa de calculo numérico MATLAB, el cual nos
permitird mostrar simulaciones del fendmeno y obtener valores caracteristicos de determinadas

variables.

Finalmente, se hard un resumen de las conclusiones recogidas y se abrirdn nuevas lineas de trabajo
para proyectos futuros.






Abstract

n this project we will accomplish a numeric study of the phenomenon known as Rayleigh-Bénard
I natural convection. This study is motivated by certain observations of the Sun from which we
deduce that these phenomenon is a reality in the solar convective zone and its analysis is still in his
initial phase. As an introduction, we will explain this phenomenon and its causes, and also the laws
that rule its behaviour.

Nevertheless, the case we are going to analyse is a simplified reduction of the real problem, since
our objective is to simulate the reality of the solar convective zone and obtain interesting conclusions.

On the basis of the Navier-Stockes equations, we will reach the setup of the problem and its
subsequent resolution. Two different cases will be addressed: Firstly, a rectangular enclosure will
be taken into account and a constant heat flux will be applied on its lower surface. Afterwards, the
analysis will focus on the same enclosure, but in this case the effect of an imposed radiation flux in
the system will be the subject of study.

These lines of analysis will be carried out in terms of numeric calculus with MATLAB program,
which will let us show simulations of the phenomenon and obtain characteristic values of certain
variables.

Finally, we will make a resume of the conclusions we obtain and new lines of study will be opened
for future projects.
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1 Introduccion

1.1 Objetivo

El presente trabajo consiste en el andlisis numérico del fendémeno de conveccién de Rayleigh-Bénard,
en un modelo simplificado de la zona convectiva del Sol.

La estructura del Sol ha sido ampliamente estudiada en las dltimas décadas, gracias en gran medida
a las observaciones que han hecho de €l los diferentes satélites que han sido enviados al espacio con
este objetivo. En base a estas observaciones y datos recogidos, cientificos como Dermott Mullan en
su trabajo Physics of the Sun: A First Course han determinado la existencia en el manto solar de una
zona convectiva donde, debido a las condiciones de densidad y temperatura y a la accién del campo
gravitatorio solar, se forman una serie de células de conveccion. Como indica Mullan, la presencia de
estas células es lo que provoca la existencia de una serie de patrones observables en la superficie solar.

En este proyecto, nuestro objetivo radica en analizar cémo se desarrolla el problema de conveccién
en el Sol, caracterizarlo, y obtener resultados de interés que poder comparar con la literatura. Anali-
zando el problema numéricamente, mediante la implementacion de las ecuaciones de Navier-Stockes
que describen el movimiento de un fluido viscoso, obtenemos resultados que pueden ser comparados
con otros obtenidos del andlisis experimental del proceso. Con ello, se comprueba cémo teoria
y practica estdn relacionadas mediante la 16gica, y nos permite dar legitimidad a los resultados
tedricos obtenidos por los cientificos.

El problema que analizamos tiene el interés de no haber sido tan extensamente estudiado co-
mo el caso de temperatura impuesta en las placas superior e inferior, lo que conforma el problema
clasico de conveccion de Rayleigh-Bénard. Los términos de radiacién y conveccion introducen
no linealidad en el problema, de la misma forma que el andlisis para Ra > Ra,., y se empleard un
método de diferencias finitas basado en los interpolantes de Lagrange. Con todo ello, analizaremos
el sistema desde distintos puntos de vista: Rayleigh critico, nimero de células convectivas, niimero
de Nusselt, tiempo transcurrido hasta el régimen estacionario, flujos de calor, etc.

Finalmente, este trabajo también sirve para mostrar la potencia que tiene el andlisis numérico
de este tipo de problemas en el 4mbito académico. Hace décadas, los alumnos tenian que confor-
marse con observar una serie de ecuaciones que nunca llegarian a resolver por su complejidad,
mientras que hoy dia el alumnado de las diferentes escuelas de ingenieria gozan de una amplia
gama de herramientas que pueden emplear para hallar soluciones a problemas extremadamente
complejos, y asi comprender mejor el alcance de los resultados tedricos que estudian. Gracias a los
avances informdticos, en asignaturas como Mecdnica de Fluidos (y muchas otras), la relacién entre
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teoria y practica es mds visible que nunca para los alumnos. Mediante este proyecto, se demuestra
la potencia que tienen estas herramientas en la ensefianza universitaria y, particularmente, en las
escuelas de ingenieros.

1.2 Conveccion natural de Rayleigh-Bénard

En cuanto a este concepto cabe aclarar varios puntos; primeramente, se trata de un fenémeno de
conveccion, es decir, un mecanismo de transferencia de calor donde ésta se produce en el seno
de un fluido por el movimiento de capas a distintas temperaturas. Seguidamente, vemos que se
trata de un fenémeno natural, es decir, que se produce sin la intervencién de mecanimos artificiales
externos tales como bombas o ventiladores. Finalmente, los cientificos que le dan el nombre a este
tipo de conveccion natural fueron quienes la estudiaron a fondo a través de sus experimentos, y de
los cuales se hablard en detalle m4ds adelante.

Antes de entrar en materia podemos (y deberiamos) hacernos la siguiente pregunta: ;Qué es
lo que provoca este fendmeno? Para responder a esta pregunta, debemos determinar cudl es el motor
del movimiento, el cual caracteriza a este mecanismo de transferencia de calor. La respuesta se
encuentra en un desequilibrio de fuerzas. Dicho desequilibrio puede darse en fluidos con carga
eléctrica al estar sometidos a un campo magnético o eléctrico. Sin embargo, el caso mds comtin
(y el que nos concierne) es el desequilibrio de fuerzas gravitatorias; cuando la distribucién de
densidad de un fluido difiere de aquella asociada al régimen hidrostatico (densidad constante en
planos perpendiculares a la direccién de la gravedad), esto produce un desequilibrio en dichas
fuerzas, lo cual genera un movimiento relativo en el seno del propio fluido. Por tanto, y como se
deduce de estas lineas, el mecanismo de conveccién natural que vamos a estudiar se dard en fluidos
que estén inmersos en un campo gravitatorio, y cuya densidad difiera de la relacionada al régimen
hidrostético. Dado el caso de la zona convectiva solar, en el cual se centra nuestro estudio, podemos
concluir que la primera premisa se cumple. Por otro lado, podemos ahora hacernos una segunda
pregunta sobre qué es lo que produce las variaciones de densidad mencionadas. Desde un punto de
vista genérico, dichas variaciones pueden estar producidas por varios motivos, como por ejemplo
diferencias de concentracién (soluciones). Sin embargo, en nuestro estudio nos centraremos en el
caso relativo al Sol, en el cual estos gradientes de densidad vienen producidas por diferencias de
temperatura. De hecho, las variaciones de temperatura en el manto solar son inmensas, yendo desde
millones de grados Kelvin en la superficie del nicleo solar, hasta el orden de diez mil grados en
la superficie superior. A ello hay que sumarle el efecto del flujo de calor incidente en la superficie
interior, proviniente del nicleo.

A modo de ejemplo, vemos como este fendmeno se da de igual forma en nuestro planeta, donde
las condiciones citadas se cumplen de igual forma; dicho fenémeno, al igual que se da en el manto
del Sol, también es una realidad en el propio manto de la Tierra. Por otro lado, observamos en
nuestra atmdsfera las células de conveccidon denominadas de Hadley (en el entorno del ecuador y
responsable de los vientos alisios), de Ferrell (latitudes medias) y Polar. Ambos ejemplos pueden
ser visualizados mediante las siguientes imédgenes.
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Figura 1.1 Ejemplos de conveccion de Rayleigh-Bénard por gradiente de temperaturas.

Por otro lado, el fenémeno de conveccién natural de Rayleigh-Bénard, tal como indicamos
anteriormente, también puede estar provocado por gradiantes de concentracién (que a su vez
producen variaciones de densidad) en el seno de un fluido heterogéneo. Tal es el caso que vemos en
la imagen 1.2 que mostramos a continuacion.
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Figura 1.2 Celdas formadas en el salar de Uyuni, Bolivia.

Este fendmeno se observa en salinas donde, por evaporacion, la sal queda en la superficie for-
mando estas celdas hexagonales que, como veremos mds adelante con el andlisis de los estudios de
Lord Rayleigh y Henri Bénard, son un efecto debido al movimiento de conveccidn.

Finalmente, y como ultimo ejemplo, vemos que el fendmeno de conveccién también es empleado en
el 4mbito industrial e ingenieril. As{ ocurre, de hecho, en las aplicaciones de la conveccion natural
en la ventilacion, calefaccion y aislamiento de edificios, en la refrigeracion de equipos electrénicos,
cémaras de aire, etc.



Capitulo 1. Introduccién

Histéricamente, el punto de partida del estudio del fendmeno de conveccién natural se halla a
comienzos del siglo XX, época en la que el fisico francés Henri Claude Bénard (1874 - 1939) llevé
a cabo una serie de experimentos sobre el tema. En particular, destaca el experimento consistente
en delgadas capas de grasa de ballena (alta conductividad térmica) calentadas desde abajo, con la
superficie superior en contacto con el aire ambiental. Dadas estas condiciones, Bénard pudo apreciar
la formacién de celdas hexagonales regulares en la superficie superior, dindose un caso similar al de
un panal de abejas (figura 1.3). A continuacién, observé que la formacion de dicho patrén regular se
debia a un movimiento en forma de células convectivas, el cual, tras un periodo transitorio de corta
duracion, alcanzaba un régimen estacionario. Sus investigaciones revelaron que el fluido ascendia
por el centro de las celdas hexagonales, y se sumergia a lo largo de su perimetro, tal y como se
observa en la figura 1.3. Otras mediciones de mayor precisién permitieron observar una pequefia
depresion en el centro de la celda hexagonal, cuya formacién se debia, segiin investigaciones de
Bénard, a la tension superficial de la pelicula de fluido en contacto con el aire del ambiente. Por
otro lado, el fisico francés establecié como tamafio caracteristico de la celda la distancia media
entre los centros de dos celdas vecinas (la cual designé como A), y determiné la dependencia de
esta variable respecto a ciertos pardmetros como la profundidad de la capa de fluido (relacion de
aspecto), el flujo de calor, o la diferencia de temperatura entre las superficies inferior y superior.

Figura 1.3 Resultados del experimento de Henri C. Bénard.

Puede observarse un gran parecido entre los resultados obtenidos del experimento de Bénard y el
caso mostrado anteriormente del salar de Uyuni (figura 1.2), donde la conveccién se produce por
gradientes de densidad derivados de diferencias de concentracién. Aunque en el experimento de
Bénard dicho gradiente de densidad se produzca por variaciones de temperatura, vemos que los
resultados finales son andlogos.

Tras los descubrimientos de Bénard, que constituyeron principalmente una aproximacion cua-
litativa al fenémeno de conveccion natural, entré en escena Lord Rayleigh (1842 - 1919) con su
trabajo On Convection Currents in a Horizontal Layer of Fluid, When the Higher Temperature
Is Under Side. En este articulo Rayleigh pone de manifiesto por primera vez en la historia los
mecanismos fisicos que intervienen en el fendmeno de conveccién natural. De hecho, cuando un
fluido cuya distribucion de densidades difiere del caso hidrostatico se encuentra inmerso en un
campo gravitatorio, la fuerza gravitatoria serd mds intensa en unas regiones (las de mayor densidad)
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que en otras, ddndose en las zonas menos densas el fendmeno conocido como fuerza de flotabilidad
0 empuje de Arquimedes, el cual tiende a provocar que el fluido denso se hunda mientras las regiones
con menor densidad asciendan a la superficie. Sin embargo, a dicha fuerza se contraponen los
efectos de la friccidn (ocasionada por las fuerzas de friccion) y de la conduccion de calor, 1a cual
tiende a homogeneizar el campo de temperaturas en el seno del fluido, y por tanto, el campo de
densidades (observamos dichos efectos en la imagen 1.5).

A
Fuerza de I'|| Fuerza
Flotacion

Figura 1.4 Mecanismos fisicos en el seno del fluido.

En sus estudios, Rayleigh tomé una capa de fluido dispuesta entre dos placas infinitas en posicién
horizontal, estando la placa inferior a mayor temperatura que la superior. Su objetivo era el estudio
de la evolucién delas perturbaciones en funcién de diversos parametros, por lo que linealizé las
ecuaciones de Navier-Stockes que gobiernan el movimiento del fluido entorno al estado hidrostéitico
(situacion de equilibrio estético), de forma que aparece de forma natural el pardmetro adimensional
que llamo niimero de Rayleigh:

_ gH’BAT
T va

Ra
En esta expresion observamos los siguientes pardmetros:
* g:aceleracién de la gravedad

* H: espesor de la capa fluida (longitud caracteristica del dominio del fluido)

* [B: coeficiente de dilatacion térmica

AT: diferencia de temperatura entre las placas inferior y superior
* v: coeficiente de viscosidad cinemadtica

e «: coeficiente de difusividad térmica

Bésicamente, el nimero de Rayleigh (en adelante, Ra) representa la relacion existente entre los
efectos de las fuerzas de flotabilidad, por un lado, y los efectos de las fuerzas de viscosidad y de
conducciodn térmica, por otro. En funcién del valor que tomara dicho pardmetro podian darse dos
situaciones cuando el sistema llegaba al régimen estacionario; para valores altos de Ra, caso en que
las fuerzas de flotabilidad tienen preponderancia frente a los otros efectos, se alcanzaba un régimen
de equilibrio inestable, formandose las celdas hexagonales un dia analizadas por Bénard, es decir, se
alcanzaba un régimen caracterizado por la conveccién natural del fluido. Por otro lado, para valores
pequeiios de Ra, el caso es justamente el opuesto, y al imponerse los efectos de la friccién y la
conductividad térmica, se llegaba a un régimen de equilibrio estable, es decir, el fluido permanecia
en reposo y no se daba, en este caso, la conveccion.
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Figura 1.5 Esquematizacion de las celdas convectivas observadas en el experimento de Lord Ray-
leigh.

En base al resultado obtenido, Rayleigh descubrid la existencia de un valor caracteristico del Ra,
al que denominé niimero de Rayleigh critico (Ra,.). Dicho valor tiene la peculiaridad de que, para
valores del niimero de Rayleigh que cumplan Ra > Ra,., se da el régimen convectivo en el seno del
fluido, mientras que para Ra < Ra,, sucedia lo contrario y se alcanzaba el régimen hidrostatico.

1.3 Antecedentes y trabajos previos

Numerosos han sido los trabajos que han tratado de encontrar, al igual que hizo Lord Rayleigh en
su dia, el valor critico del Ra en funcidn del sistema considerado (tipo de fluido, condiciones de
contorno, etc.). Por ejemplo, tenemos a Jeffreys (1926), quien determiné el Ra, para el caso de
placas planas e infinitas considerado por Rayleigh (en este sistema, obtuvo Ra,. = 1708). Por otro
lado tenemos a Davis (1967), Catton (1970, 1972), Heitz y Westwater (1971) y Stork y Miiller
(1972), quienes estudiaron el valor de dicha variable para diferentes geometrias y condiciones de
contorno del sistema. Por otro lado, cabe destacar asimismo el trabajo de Batchelor (1954), quien
consider6 un recinto rectangular de dimensiones LxH, y analiz6 la evolucién del estado del fluido
en funcién de pardmetros como la relacién de aspecto, AR = L/H, el nimero de Prandtl, Pr=v/a,
que caracteriza al fluido, y el propio nimero de Rayleigh, Ra. De hecho, dicho trabajo de Batchelor
se asemeja a lo que realizaremos a lo largo de este trabajo. En cuanto a trabajos mads recientes,
tenemos Internally Heated Convection and Rayleigh-Bénard Convection de David Goluskin (2016),
donde el autor analiza, entre otros, uno de los casos que nos conciernen en el presente trabajo, el de
un recinto rectangular al que se le aplica una fuente de calor en la superficie inferior del mismo.
Utilizaremos dicho trabajo para comparar los resultados experimentales (Goluskin) con los nuestros,
obtenidos mediante el cdlculo numérico de la aplicacion directa de las ecuaciones de Navier-Stockes.
Finalmente, se ha visto dltimamente cdmo el andlisis del régimen turbulento, el cual se obtiene
para valores extremadamente altos del niimero de Rayleigh (Ra ~ 10°), ha suscitado el interés de la
comunidad cientifica, tal y como se observa en las investigaciones de D. Lohse publicadas en la
revista Annual Review of Fluid Mechanics en el afio 2010, bajo el nombre del articulo Small-Scale
Properties of Turbulent Rayleigh-Bénard Convection.

Por otro lado, también han sido varios los trabajos realizados en la Escuela Técnica Superior
de Ingenierfa de Sevilla sobre el fendmeno de conveccion de Rayleigh-Bénard, y son éstos proyectos
los que han permitido en cierto modo que este trabajo salga a la luz. Principalmente, los dos trabajos
que mads lo han influido han sido El método de colocacion para el problema de conveccion de
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Rayleigh-Bénard de Pablo Ruiz Contreras, y Estudio numérico de problemas de conveccion de
Rayleigh-Bénard en presencia de radiacion de Krishna Laxman Jamnani Jamnani.

De un lado, el primero de estos proyectos nos ha proporcionado el método de colocacién que
empleamos para resolver el sistema de ecuaciones que constituyen las ecuaciones de Saltzman,
ecuaciones que permiten obtener el campo de temperaturas y la funcién de corriente en todo el
dominio fluido. Sin embargo, este sistema nos proporciona el resultado para una infinidad de puntos,
y al ser resuelto numéricamente (en vez de analiticamente), es imposible obtener la solucién de
estas ecuaciones en todo el dominio. Debido a ello, empleamos el método de colocacién, mediante
el cual se halla la solucién de este sistema solamente en un nimero finito de puntos, y la solucién
en los demds puntos del dominio se obtiene por interpolacion de las soluciones calculadas.

Por otro lado, el trabajo de Krishna ha sido de gran utilidad, ya que él fue capaz de resolver
numéricamente las ecuaciones de Saltzman para un sistema diferente con otras condiciones de
contorno, y el estudio de sus métodos e implementacion han proporcionado un punto de partida
sobre el que se han podido hacer mejoras y se ha logrado optimizar el proceso de obtencién de
resultados. Sin una base como esa, seguramente la calidad del proyecto se habria visto afectada.

1.4 Estructura del proyecto

En este trabajo se va a realizar un estudio tedrico y numérico del fendmeno de conveccién de
Rayleigh-Bénard en dos sistemas diferentes, los cuales pretenden ser una aproximacion tedrica a
las condiciones propias de la zona convectiva del Sol, de modo que se pueda analizar el efecto de
diferentes pardmetros sobre la evolucién del mismo. Por un lado se analizara el caso de conduccién
de calor, y por otro lado, el de radiacién pura. La naturaleza del flujo de calor en ambos casos sera
totalmente distinto, por lo que veremos a su vez el efecto que esto tiene en el sistema.

Obviando el primer capitulo que acabamos de ver, en el segundo se tiene la Formulacion del
Problema. En éI realizamos el desarrollo de las ecuaciones completas de Navier-Stockes para ob-
tener finalmente las ecuaciones de Saltzman, las cuales conforman el sistema de ecuaciones que
resolveremos mds adelante. Asimismo, también analizamos las condiciones iniciales y de contorno
a las cuales estd sujeta la solucién del problema. En este capitulo distinguiremos claramente el caso
de conduccién, por un lado, del caso radiactivo, por otro, aunque los resultados de este capitulo
para ambos casos son similares.

A continuacioén, en el tercer capitulo analizaremos el método numérico empleado para imple-
mentar los resultados del segundo capitulo (ecuaciones de Saltzman y condiciones iniciales y
de contorno) en nuestro cédigo de MATLAB, y asi resolver el problema numéricamente. En este
capitulo, en el cual también hacemos distincién entre los casos conductivo y radiactivo, se analizardn
los métodos numéricos empleados tales como el método de diferencias finitas, la implementacién
del sistema de ecuaciones o la aplicacién de las condiciones de contorno.

Los capitulos cuarto y quinto se dedicardn a la exposiciéon de los resultados numéricos obteni-
dos. El cuarto se corresponde con los resultados del primer caso, esto es, el caso de conduccién
de calor, y en el quinto se muestran los resultados relacionados con el caso de radiacién pura
de calor. En estos capitulos analizamos la influencia que tienen sobre el sistema determinados
pardmetros como el nimero de Rayleigh, el nimero de Prandtl, el espesor dptico del medio, etc. De
esta forma caracterizaremos el sistema y determinaremos cudles son los pardmetros que influyen en
su desarrollo, y de qué forma lo hacen.



8 Capitulo 1. Introduccién

Finalmente, en el sexto y ultimo capitulo sacaremos las conclusiones del proyecto y abriremos
nuevas lineas de investigacion que podran seguirse a partir del presente trabajo.



2 Formulacion del problema

Tal y como se ha comentado, nuestro estudio pretende analizar el fendmeno de conveccién de
Rayleigh-Bénard en la zona convectiva del manto solar. Para ello, analizaremos primero el caso de
conduccion de calor, y posteriormente el de radiacion.

2.1 Conduccion

En primer lugar tomaremos un recinto prismdtico de seccién rectangular como el que se observa en
la figura 2.1. Dicho recinto, de dimensiones L, B, H, en las direcciones x, y, z, respectivamente, se
encuentra sometido a la accidén de un campo gravitatorio constante. La temperatura de la superficie
superior, 75, vendrd dada por la aproximacion optically thick, de la cual hablaremos mas adelante, y
en toda la base del recinto se aplica uniformemente un flujo de calor por conduccion, F.

T,
z g O Pared Fria
E.-—Y ] Pared Caliente
% [] Paredes Laterales

F

Figura 2.1 Representacion del recinto que aloja al fluido.

Este recinto de estudio pretende ser una aproximacion de una seccién concreta de la regién
convectiva del manto solar; de esta forma, la base del mismo representaria la superficie del nicleo
solar, desde el cual incide un flujo de calor por conduccién. La superficie superior del recinto seria
la superficie del Sol, y su temperatura vendria determinada por la hipétesis de suponer a dicha
estrella como un cuerpo negro. Evidentemente, el recinto descrito contiene en su interior un fluido
representativo del plasma propio de la zona convectiva solar, y las paredes de dicho recinto se
suponen impermeables.
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2.1.1 Hipdtesis y aproximaciones

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento del fluido en estas condiciones son las conocidas
ecuaciones de Navier-Stockes completas para un fluido viscoso, compresible y conductor de calor.
Sin embargo, dada la complejidad que supone la resolucién de dicho sistema, es frecuente asumir
determinadas hipétesis que permiten reducir esta complejidad y obtener un resultado, sujeto evi-
dentemente a determinados errores y condiciones. Por ejemplo, en nuestro estudio supondremos
que el valor de g permanece invariable en todo el recinto, a pesar de que las variaciones en el
caso real a lo largo de la regién convectiva del Sol resultan notables. Por otro lado, asumiremos
la aproximacion de Boussinesq, ampliamente utilizada en este tipo de anélisis. La condicién en
la que se basa esta aproximacion es que las variaciones relativas de densidad en el volumen de
control sean pequefias. Esto, evidentemente, no se cumple en la zona convectiva del Sol; de hecho,
segun los datos proporcionados por el modelo solar simplificado realizado por Dermott J. Mullan en
Physiscs of the Sun, se tendria que en la base de dicha zona convectiva, en la superficie del nicleo
solar, la densidad media es p; = 2.22e — 1g/cm?, frente a la densidad en la superficie superior de
p, = 1.14e —6g/cm>. Vemos que por tanto la variacién de densidad real es mds que significativa. Sin
embargo, dado el alcance buscado en este proyecto, daremos por vélida dicha hipétesis, asumiendo
variaciones relativas de densidad pequenas en el recinto descrito.

Continuando con el desarrollo de la aproximacion de Boussinesq, partiremos de la ecuacién de
estado del fluido p = p(p,T). Tomando el desarrollo en serie de Taylor de dicha funcién obtenemos
lo siguiente:

d d
p=rot+(52) -m)+ (L) r-m 2
P 7 po.y

Donde py, Ty y po = p(pg,T) son los valores de referencia caracteristicos del problema respecto
de los cuales las variaciones son relativamente pequefias(correspondientes al caso de equilibrio
hidrostético). A continuacién, tomando las expresiones de los coeficientes de expansion térmica, 3,
y de compresibilidad, k, dicha expresion puede ser escrita de la siguiente forma:

Bp
Po

En el caso de conveccién de Rayleigh-Bénard, puede demostrarse que la influencia de la presién
en las variaciones de densidad es despreciable frente al efecto de las variaciones de temperatura;
de esta forma, tendriamos que la expresion correspondiente para la densidad del fluido puede
aproximarse como sigue

—B(T —Ty) + x(p— po) (2.2)

Ap
%P~ —B(r—Ty) (2.3)
Po
Teniendo en cuenta que la aplicacién de la aproximacion de Boussinesq supone variaciones
relativas de densidad pequefias, deberd cumplirse que |3 (7 — T;)| < 1, concretamente tomaremos
la condicién de que la variacién relativa de densidad no supere el 10 %.

Por otro lado, haciendo una comparacion de los 6rdenes de magnitud de los términos de disi-
pacioén viscosa y de conveccién térmica de la ecuacion de la energia tenemos que

T AV v gB

pc,v-AT ¢, \| L(T—Ty)
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Puede comprobarse que, tomando los valores caracteristicos de variacién de temperatura, longitu-
des y demds parametros en el caso de la zona convectiva solar, el anterior cociente es muy pequefio,
y por tanto los efectos de disipacion viscosa resultan despreciables.

Observando todo lo comentado anteriormente, tenemos que la aceptacién de la aproximacion
de Boussinesq supone emplear las siguientes consideraciones:

* La densidad del fluido se considerara constante e igual a la de referencia, p,, en todas las
ecuaciones de Navier-Stockes, excepto en la de cantidad de movimiento, en la cual es necesario
tener en cuenta variaciones de densidad para que pueda producirse el movimiento del fluido.
En este caso, la densidad se modelard tal y como se ha descrito con anterioridad, es decir

p = po[l = B(T —Tp)] 2.4)
* Las propiedades del fluido se consideran constantes e iguales a las tomadas a la temperatura
y densidad de referencia.

* Los términos de disipacién viscosa (funcion de disipacién de Rayleigh) son, como indicamos
anteriormente, despreciables.

Aplicando estas simplificaciones a las ecuaciones completas de Navier-Stockes obtenemos el
siguiente sistema, compuesto por las ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento, y energia,
cuyas incégnitas serian el campo de velocidades, de presiones y de temperatura.

V-y=0 (2.5)

%4_ %_}_ %+ % __al+ 82VX+8ZVX+8ZVX (2.6)
Po Y ox T y 9. )7 {9 dy? 072 '

v, v, v, v, ap d%v, d*v, %,
p0< > - dy WP dy? * 022 7

2 2 2
p0<8vZ+ 8v2+vy81;+vv8vz> =% pyglt - BT~ Ty)] + <a LA S

or T ox Ty T 9z o2 oy T ag
(2.8)
oT 9T AT  IT\ ,_,
pOCp <8t+vx8x +Vy87y +VZ82> =kV-T (29)

Este sistema de ecuaciones debe resolverse sujeto a una serie de condiciones iniciales y de
contorno; en nuestro caso, como condiciones iniciales tomaremos una pequeia perturbacion sobre
el fluido en reposo, es decir, una perturbacién respecto de la situacién de equilibrio hidrostético,
sobre el campo de temperaturas y velocidades. Por otro lado, tendremos paredes rigidas e inmdviles,
siendo las verticales adiabdticas, la superior isoterma a temperatura 75, y con un flujo impuesto en
la base. La expresion formal de dichas condiciones es como sigue

e Parar=0— V(x,y,z) = Vi(x,,2) ; T=T,
oT

* Parax=0-— V=V, =v,=0 ; 8—:0
' X
aT

e Parax=L— vy=v,=v,=0 ; a—:O
X
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oT
e Paray=0— vx:vy:vzzo ; 8—)]:0
oT
e Paray=B — vx:vy:vzz() : a7}):0
oT
e Paraz=0— vy =v,=v, =0 ; F:_Tz
e Paraz=H — Vve=v,=v,=0 ; T=T,

2.1.2 Conveccion de Rayleigh-Bénard en 2D. Las ecuaciones de Saltzman

Existe un problema respecto al andlisis de la conveccion de Rayleigh-Bénard en 3D y es que, a pesar
de que Lord Rayleigh fue capaz de resolverlo en el régimen lineal, resulta muy complejo resolverlo,
incluso numéricamente, en el régimen no lineal dado por las ecuaciones anteriores. Debido a ello,
tomaremos el limite bidimensional de las ecuaciones planteadas y las desarrollaremos para obtener
un nuevo sistema de ecuaciones, equivalente al anterior, pero mds adecuado para su implementacion
numérica, las ecuaciones de Saltzman. Gracias a ello, seremos capaces de resolver el sistema con
un codigo relativamente sencillo de MATLAB, tal y como veremos en los siguientes capitulos.

De esta forma, el problema que analizaremos viene representado por la figura 2.2, donde ob-
servamos un recinto rectangular, de dimensiones L, H, en las direcciones x, z, respectivamente, la
temperatura en la superficie superior viene dada y en la base incide un flujo de calor por conduccién
constante.

L

Figura 2.2 Representacion del recinto en el caso bidimensional.

Llevando el sistema formado por las ecuaciones 2.5 - 2.9 al limite 2D es facil comprobar que se
llega al siguiente sistema de ecuaciones, donde las incégnitas serdn las dos componentes del vector
campo de velocidades, el campo de presiones y el de temperatura.

V-5=0 (2.10)
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dv, v, v, dp %v, %,
Po <8t+vx Ix +VZaZ> ——a'i‘,u ( 92 + 8z2> (211)

dvo | dv v op v P
P0<at FrgE az> =, —Posll =BT =T+ ( o5+ 55 2.12)

oT oT oT
pOCp

- - ) = 2
P 32) kV2T 2.13)

Dichas ecuaciones estardn sujetas a las siguientes condiciones iniciales y de contorno:

e Parat=0— V(x,2) = Vi(x,2) ; T=T,
aT
e Parax=0— ve=v,=0 ; — =0
dx
aT
e Parax=L — ve=v,=0 ; — =0
dx
aT
e Paraz=0— ve=v,=0 ; —k—=—=F
Jz
* Paraz=H — ve=v,=0 ; T=1,

Una vez planteado el sistema que nos disponemos a resolver, procedemos al desarrollo de las
ecuaciones y condiciones de contorno para obtener las ecuaciones de Saltzman, lo cual supondra una
reduccidn de las ecuaciones e incognitas con las que tratar a la mitad. Primeramente, introduciremos
el concepto de funcién de corriente, dado que las lineas de corriente estan relacionadas con la
trayectoria de las particulas fluidas y con el campo de velocidades. De hecho, se tiene que la funcién
de corriente cumple las siguientes relaciones:

¥ ¥

- =V v
dz

. dx ¢

Dadas estas relaciones, tenemos que la ecuacion 2.10 se cumple con la mera introduccién de

esta funcién. Por tanto, introduciendo la funcién de corriente en el sistema inicial, obtenemos el
siguiente:

0 (¥ OJY¥ d 0¥ IV I*¥ op , (0¥
Po [az <8z> +azaxaz‘axazz] = ot <8z> @19
d ¥ oV [ I°¥ ¥ od ¥ ap , (0¥
Po |:(9t (—ax) +(972 <_8x2> " ox 0z <_ax>} ——afz—Pog—FPogﬁ(T—To)—,uv <5x>
(2.15)

Poc, {aTJralPaT—a‘PaT} =kVT (2.16)
dt  dz dx Jdx dz
En este caso, vemos como las ecuaciones 2.14 y 2.15 son las ecuaciones de cantidad de movi-
miento, mientras que la restante es la ecuacion de la energia, una vez introducida la funcién de
corriente. A continuacién, y con el objetivo de simplificar el sistema a resolver, combinaremos
ambas ecuaciones de cantidad de movimiento de la siguiente forma:
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1 /0 0
— | =—(2.14) — —(2.15
w (5010 5219)
Asi, obtenemos finalmente la expresion de las ecuaciones de Saltzman, las cuales resolveremos
en adelante:

J ) T W _,. o¥a _,
g(v ¥)—-vV ‘P—i—gﬁg——ax a—Z(V ‘P)——az Z(V ¥) (2.17)
oT oWoT oWwor] . _,
L P i e e B (-18)

Este sistema es el que resolveremos, el cual estd formado por las ecuaciones de Saltzman. Ob-
servamos que hemos pasado de un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas como el
dado por las ecuaciones 2.10 - 2.13 a un sistema formado por dos ecuaciones (de Saltzman) y dos
incégnitas (funcidn de corriente y campo de temperatura).

Adimensionalizacion de las ecuaciones de Saltzman

El siguiente paso en el desarrollo de las ecuaciones es su adimensionalizacién. Este procedimiento
facilitard su resolucion al reducir el nimero de pardmetros o caracteristicas del fluido que influyen en
el desarrollo del sistema. En nuestro caso, la adimensionalizacién de variables que hemos escogido
es la que sigue:

H
x=Hx";z=Hz;t=—1";v.=/gB(T,,—T)H; ¥=v.H¥"

T,
= * — el
r=r,—-,-L)T=m,-1) [T1 7, T ]
T=(T,—T)(s—T)=(T,, - L)}

k(T1,ef —T) _ kT,
H H
Donde se tiene que v, es la velocidad caracteristica de las particulas fluidas del sistema, 7} es
lo que denominaremos en adelante temperatura total adimensional y el asterisco se adjunta a las
nuevas variables adimensionales (excepto en el caso del flujo F, donde viene dado por f. Por otro
lado, tenemos el parametro 7 - que llamaremos 7; de referencia, que representa la temperatura
que habria en la base del recinto en el caso de equilibrio hidrostatico, es decir, sin fenémeno de
conveccion.

F =

Aplicando esta adimensionalizacion a las ecuaciones de Saltzman, es decir, las ecuaciones 2.17 y
2.18, obtenemos lo siguiente

i(vzw*)—,/gv4w*—aT o 9 (V2\P*)—N J (V29¥) (2.19)

ax* _ ox* 7" 7" dx*
oT* 1 prs  OW OT* W IT*
ot /Pr RaV = ox* dz* 9z ox* (2.20)

En el desarrollo de estas ecuaciones vemos que aparecen dos pardimetros adimensionales que
afectardn al desarrollo del sistema, que son el nimero de Rayleigh, Ra, comentado con anterioridad,
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y el nimero de Prandtl, Pr = v/, que muestra la relacion entre la velocidad de difusién de la
cantidad de movimiento y de calor propia del fluido considerado.

Por otro lado, los términos no lineales de las ecuaciones 2.19 y 2.20 seran renombrados de la
siguiente forma:

O 9 gy ¥ 0

_ - N\ *
NLP = ox* 8z*( ) dz* ox*

(V29¥) (2.21)

oV* aT* JW* IT*

NLT = ox* dz* Izt ox*

(2.22)

En cuanto a las condiciones iniciales y de contorno necesarias para resolver el sistema, una vez
aplicada la adimensionalizacién adoptada, se tiene lo siguiente:

e Parat* =0 — Y =W (x*,2") ; T =T"(x*2")

e Parax* =0 — Y =0 ; aa\)l::O; 83::0
e Parax*=L/H — P* =0 ; %:I::O; (33:20
e Paraz" =0 — P* =0 ; 88‘;*:0; 3];:1
e Paraz* =H — Y =0 ; 8;’:: ; T =1

2.2 Radiacion

Como se coment6 en la introduccién, el segundo problema que resolveremos correspondera con
el caso de radiacion pura. En este caso, el planteamiento del problema resulta andlogo al caso
anterior, con la diferencia de que ahora se tiene un flujo de calor por radiacion en la base. Para no
sobredimensionar el trabajo, y al ser los dos problemas muy parecidos, se detallardn a continuacién
los cambios existentes en este nuevo problema respecto al anterior, obviando determinadas explica-
ciones y desarrollos que se vieron en el problema de conduccién de calor. Para comenzar, se hardn
determinadas aclaraciones necesarias antes de abordar el problema.
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Coronal
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Figura 2.3 Representacion de la estructura del Sol.

2.2.1 Aproximacion optically thick

Todos los cuerpos que se encuentran a cierta temperatura emiten continuamente radiacion elec-
tromagnética con cierta longitud de onda. Esto se debe al continuo movimiento de las particulas
cargadas que se encuentran en el cuerpo. La intensidad de la radiacion es dependiente de la longitud
de onda y la temperatura considerada.

Asimismo, las caracteristicas de la radiacién térmica son dependientes de la superficie del ob-
jeto desde el que se emite. Cuando el objeto emisor se encuentra en equilibrio termodindmico y
su superficie presenta una absortividad mdxima a todas las longitudes de onda, se le denomina un
cuerpo negro, el cual es a su vez un emisor perfecto, y cuya radiacién térmica emitida se llama
radiacién de cuerpo negro. Tomando esto como referencia, la relacién entre la emision de un cuerpo
cualquiera respecto de la que tendria un cuerpo negro se conoce como emisividad.

Por otro lado, la siguiente expresion representa el intercambio de radiacion térmica:

T+oa+p=1 (2.23)

Donde se tiene que 7 representa la componente de transmision, o la de absorciéon y p la de
reflexién. A modo de ejemplo, se tiene que una superficie perfectamente opaca no transmitiria la
radiacién incidente (T = 0, y por tanto o + p = 1), mientras que un reflector perfecto reflejaria toda
la radiacidn incidente (p = 1, y por tanto T = ¢ = 0). Para objetos reales, estas componentes varian
con la longitud de onda.

El andlisis de estos flujos de calor por radiacion a temperaturas elevadas (como es el caso del
Sol) resulta extremadamente complejo. De hecho, en el andlisis del flujo de radiacidon en las estrellas
suele emplearse la aproximacion de medio 6pticamente grueso, o en inglés, optically thick. Para
analizar esta cuestion, introducimos en primer lugar el concepto de profundidad 6ptica (optical
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depth), que responde a la siguiente expresion

T= / Kds (2.24)
0

Esta expresion se desprende de la siguiente figura, donde observamos los flujos de radiacién
en el interior de un elemento diferencial; la radiacion incidente se divide al penetrar en el medio.
Mientras que una parte de la intensidad es absorbida por el medio, otra fraccién es dispersada. Por
otro lado, el volumen de control también es capaz de emitir radiacion en todas las direcciones como
un cuerpo negro. Ademds, suponemos que la radiacién incidente sigue una direccién determinada

(8.

Absorption and
scattering loss:
I(a+ o )ds

Outgoing radiation
I+(dl/ds)ds

Scattering

addition o
{f:,ﬁ
i ‘f.'.'-{;.l'
Gas emission Incoming radiation (1)
(ac T*/m)ds
ds

Figura 2.4 Flujos de radiacién en el interior de un elemento diferencial.

Volviendo a la ecuacién 2.24, el factor 7 representa la cantidad de absorcién que tiene lugar
cuando la luz atraviesa un medio absorbente. Por ejemplo, en el caso 7 < 1, la intensidad de radia-
cién permanece pricticamente constante, al ser la absorciéon minima, por lo que este medio seria
considerado 6pticamente fino (optically thin). Por el contrario, si se tiene T >> 1, nos encontrariamos
ante un medio Opticamente grueso (optically thik), por lo que la intensidad de radiacion caeria
rdpidamente, ya que los fotones serian absorbidos por el medio de forma casi inmediata.

En el presente trabajo hemos decidido aplicar la aproximacién optically thick, con la que logramos
expresar el flujo de calor por radiacién como una ecuacién andloga a la de conduccién de calor en la
Ley de Fourier. De esta forma, emplearemos un modelo de difusién térmica que permite simplificar
los célculos. En este caso, se requiere de una intensidad isotrépica en el medio participativo, para lo
cual supondremos un medio Opticamente grueso con pequeiios gradientes térmicos.
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2.2.2 Flujo radiactivo

Aplicando la aproximacién de medio Opticamente grueso u optically thick, en la cual el flujo de
radiacién que atraviesa un medio recorre una corta distancia hasta que es absorbida o dispersada,
podemos hallar de una forma relativamente sencilla la expresion del flujo de radiacidn, la cual serd
necesaria para el desarrollo de las ecuaciones de Navier-Stockes, particularmente la de la energia.
En este caso, tal y como se comentd anteriormente, podemos encontrar una férmula que defina la
radiacién como una expresion andloga a la de conduccién de calor en la Ley de Fourier. El desarrollo
que realizamos de las ecuaciones de transferencia de calor por radiacién estd basado en el realizado
por Krishna Laxman Jamnani Jamnani en su trabajo Estudio numérico de problemas de conveccion
de Rayleigh-Bénard en presencia de radiacion, comenzando como veremos por la ecuacion RTE.

Como hemos comentado, partimos de la siguiente ecuacién, conocida como RTE (Radiative Transfer
Equation), 1a cual se obtiene haciendo balance respecto a los flujos de radiacién que entran y salen
de un elemento diferencial (como el de la figura 2.4).

N 8.vi——(kto)i+x+ % [ 16 a0 (2.25)
E - s T ax Jo ‘

Donde observamos diversos pardmetros, entre los que se encuentran k, que representa el coefi-
ciente de absorcién, o, que es el coeficiente de dispersion, I, la intensidad emitida por un cuerpo
negro, y finalmente ¢, que es una funcion de dispersion de fase que determina la probabilidad del
flujo de radiacion para desviarse de direccion.

Por otro lado, definimos a continuacién el coeficiente de extincién, 3, junto con otros coeficientes
que muestran la importancia relativa entre absortividad y dispersion:

O K
B=o,+x ; o=—=; l—-0o=— (2.26)
’ B B
En este caso, puede tomarse dT = 3dS, y sustituyendo en 2.25, se tiene
ol ® [
—=—1+(1-w)l,+— 19 dQ 2.27
n I0) 4
I=(1-o)l,+— 1¢ dQ (2.28)
47w Jo

Donde / se denomina como funcién de fuente. A continuacion, para seguir desarrollando la
ecuacion RTE, analizaremos la siguiente figura
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Figura 2.5 Definiciones geométricas para la ecuacion RTE: (a) placa bidimensional, (b) caso tridi-
mensional.

En virtud de esta representacion grafica del flujo radiactivo podemos determinar que dS =
dx/cos 0,y aplicando esto a la ecuacién 2.27, obtenemos

cos 6 dI(x,0)

cos 6 dI(x,0)
- “BH 9(x/H)

B ox =1(x,0) —I(x) (2.29)

=1(x,0) —(x)

Para resolver esta ecuacion diferencial, se define la intensidad / como una suma de funciones I,
(n=0,1,2,...), multiplicadas por potencias de 1/(BH) < 1, tal y como se muestra a continuacion

2
1=tot (g )1+ (g ) oo (230)

Introduciendo esta nueva expresion para la intensidad del flujo en la ecuacién 2.29, se obtiene

u [ dly 1 dI ]_

" pH | aG/H) " BH a(/H)

:I°+([31H)I‘+“‘_(1_“’)I —L’T/OM [104—([51}1)11—1—..}d9

Donde se tiene que 1 = cos 0 y se ha tomado ¢ = 1 por tratarse en nuestro problema de un caso
isotrépico. En la ecuacién anterior, eliminando los términos de menor orden, teniendo en cuenta
que 1/(BH) < 1, se tiene

(2.31)

0) iy 4
L=0-0)+-— [ IdQ (2.32)
41 Jo

Los términos de la derecha de la ecuacién 2.32 son independientes del dngulo Q, por lo que
I, también lo es. De esta forma, se resuelve la ecuacion y se obtiene que I, = I,,. Repitiendo este
proceso, teniendo en cuenta ahora los términos de la ecuacién 2.31 multiplicados por 1/(BH),
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es decir, despreciando los términos multiplicados por 1/(BH)? y érdenes inferiores, se tiene lo
siguiente

al, © [
— =1 —— I, dQ 2.33
nu' a(.X/H) 1 475 0 1 ( )
A continuacion, multiplicando esta expresion por dQQ = 27sin0 d0 = —21w du e integrando se
obtiene
81 47 4
— b / 2mcosOsinfdO =—pu b Q—— 1, dQ dQ
d(x/H)
(2 34)
Donde la integral del término central es nula, y por tanto
4z 47
0= [, dQ—w 1, dQ (2.35)
0 0
0o+l — 4ﬂl Q=0 — I, = oy (2.36)
0 1 - 1= M5~ a(X/H) .
u o1,
I=0—=—=— 2.37
b ﬁ dx ( )

A partir de esta expresion deducimos que en este caso la intensidad del flujo radiactivo depende de
la magnitud y el gradiente de la intensidad correspondiente a un cuerpo negro. Teniendo en cuenta
que los gradientes térmicos son pequeiios y que 3 > 1, el término de la derecha puede ser desprecia-
do, y por tanto se tiene que / es aproximadamente isotrépico como la intensidad del cuerpo negro, ,.

Finalmente, para calcular el flujo de calor por radiacién multiplicamos la intensidad de radia-
cién por cos OdA, y se integra para todos los dngulos sélidos. Teniendo en cuenta que la intensidad
de cuerpo negro, I, no depende de L, y por tanto se puede sacar de la integral, se tiene

T 1
gdi =27 da/ 1(6)cos Osin0 d6 — 27 d/x/ () du (2.38)
0 -1
! 2ndAdl,(x) (1, 4w dly(x)
g(x) dA — 27, (x) dA /_ s S /_ =3 o @)

Finalmente, si se integra el miembro 7, dA para todo A, se obtiene el término 6 T4, y de esta
forma llegamos a la ecuacion difusiva de Rosseland, con la que obtenemos finalmente la expresién
para el flujo de calor radiactivo que venimos buscando.

4 16677
G, =9y, = —%VT — —CT3VT (2.40)

Donde se ha definido C = 166 /(33) = cte, y por tanto el flujo de radiacién viene dado por la
siguiente expresion

— _Cyops (2.41)

- C .
Qr:_ZVT4 — V’qr_ 4
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2.2.3 Desarrollo de las ecuaciones de Saltzman 2D. Problema de radiacién pura

El desarrollo de las ecuaciones completas de Navier-Stockes hasta la obtencién de las ecuaciones
de Saltzman en dos dimensiones para el caso de radiacién pura es andlogo al realizado para el caso
de conduccion de calor, cambiando evidentemente el término para el flujo de calor conductivo por
el radiactivo. Por tanto, haciendo este desarrollo, se obtiene el siguiente sistema, andlogo al sistema
de ecuaciones dado por 2.17 y 2.18, teniéndose lo que sigue

9 IT 9% 9 IV 9

2@ _ yv4 _ 2@y 2=~ (2
8t(v YY) —vV'W+g¢f x  ox 8z(v ¥) 7z ax(V ¥) (2.42)
JdT J0¥JdT J¥YIT| C_ ,
P | 5r T oz ox ax oz 4t 249

En cuanto a las condiciones de contorno que deben cumplirse en la resolucién de dicho sistemas,
son similares a las del caso conductivo, y se muestran a continuacién

e Parar =0 — Y=Yz ; T=T,
e Parax=0— ¥Y=0 ; a—Tzo
ox
e Parax=L — ¥Y=0 ; a—T:O
ox
oT
e Paraz=0 — ¥ =0 : —CT*= =F
0z
e Paraz=H — ¥Y=0 ; T=T,

Observamos que lo Gnico que cambia es la expresion del flujo de calor, que ahora se trata de un
flujo por radiacién pura, en vez de conduccion.

A continuacién procedemos a la adimensionalizacion de las variables del problema, del mismo
modo que hicimos en el caso de conduccion. De hecho, se tomard la siguiente adimensionalizacion,
andloga a la empleada en dicho caso.

H
x=Hx";z=Hz ;t=—1";v.=/gB(Ty,, —T)H ; ¥ =v HY

T=T,, — (T, ~ )T =T+ (T, ~T)(1-T%)

T, 1
T= - —— 4+ (1-T"|=(T, ,—-T)(—+1-T*
( lref 2) [Tlrgf_T2+( ) ( lref 2)(S+ )
T, —T
F _ CT23 ( 1rej 2)
H
Donde se ha tomado lo siguiente
FH h, -1, FH

Ty, ~Ty= 3 S
et 2 ) T T
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Ademds, para abreviar la notacion de ahora en adelante se tomard s* = (1/s) 4 1. Introduciendo
estos cambios en las ecuaciones de Saltzman (2.42 y 2.43), obtenemos el sistema a resolver, en
variables adimensionales, andlogo al planteado por 2.19 y 2.20, como vemos a continuacion.

7 g\ &4*_8T*78\P*a 2*_8\11*3 2\Js*
8t*(v‘y) \/RavlP ox*  ox* 3z*(VlP) dz* 8x*(VlP) (2.44)

o " JPrRa T ox 0z oz ox

Donde se han tenido en cuenta las expresiones para los niimeros de Rayleigh y de Prandtl, vistos
para el caso de conduccién. Ademds, en el desarrollo de las ecuaciones también aparece el término
a = (CT3)/(4pyc »)» €l cual tiene dimensiones de difusividad térmica, en este caso radiactiva, y a
la que hemos identificado, como podemos ver, con «.

(2.45)

Por otro lado vemos que, evidentemente, la ecuacién de cantidad de movimiento combinada es
igual a la del caso de conduccioén ya que hemos partido de la misma ecuacién y hemos aplicado
la misma adimensionalizacién. Sin embargo, la ecuacién de la energia si se ha visto modificada;
dada la nueva expresion para el flujo de calor, ahora nos encontramos con un término que incluye el
laplaciano de la temperatura elevada a la cuarta, lo cual repercutird en ciertas complicaciones dada
la no linealidad del nuevo problema.

Estas ecuaciones (2.44 y 2.45) conforman el sistema de ecuaciones que deberemos resolver para el
caso de radiacién pura, sistema que estard sujeto a una serie de condiciones iniciales y de contorno
que mostraremos al final del apartado. Antes de ello, explicaremos el sentido fisico del pardmetro s
que aparece en las ecuaciones.

Sentido fisico del parametro s

Tal y como comentamos anteriormente, se tiene que s = (77, . T,)/T,. Por otro lado, por de-
finicién tenemos lo siguiente

FH 160
T, —T,)=——— C=— 2.46
( Lyey 2) CT23 y 3ﬁ ( )
De esta forma, se tiene
T, —T FH
gt~ 72 (2.47)
T, 6o,
—T
3B 2
Por tanto, si F = 6T, tenemos
3ﬁH (2.48)
§s=— .
16

Donde 1, = BH es el espesor 6ptico del medio. Recordemos que 3 representa el coeficiente de
absorcion del medio, es decir, es un coeficiente inversamente proporcional al camino libre de los
fotones antes de ser absorbidos. Como hemos empleado la aproximaciéon de medio épticamente
grueso (optically thick), dicho camino libre de los fotones es extremadamente reducido, y por tanto,

Ty = BH > 1. Dado que en la prictica el medio no es tan grueso Opticamente, podemos tomar que
3
s = ETO ~ O(1) aunque supongamos T, > 1.
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Condiciones iniciales y de contorno

En base a las condiciones iniciales y de contorno a las que estd sujeta la resolucién del siste-
ma, observamos que éstas son idénticas a las del caso de conduccién, y por tanto se trataran de
la misma forma, salvo por la tdnica condicién que cambia que es, evidentemente, la que se refie-
re al flujo de calor en la base del recinto, que ahora se trata de un flujo radiactivo en vez de conductivo.

Dicha condicién de contorno viene dada por

oT
7=0— —CT3 5 = F (2.49)

Aplicando la adimensionalizacion descrita anteriormente, tenemos lo siguiente

3
T, —T T, —T)9T*
cr 1Jr( Ly 2)(1—T*) (Th,,, — 1) B

T, H 07

F (2.50)

Como vimos en la adimensionalizacin con anterioridad, se ha tomado 7}, de tal forma que se
cumpla

(T, —T»)

CT23T =F (2.51)

Por tanto, tomando la definicién del pardmetro s, obtenemos la condicién de contorno a cumplir
por la temperatura en la base del recinto, que es tal y como sigue

oT*
_7%\13 _
[L+s(1 =TS =1 (2.52)

De esta forma, las condiciones iniciales y de contorno escritas en términos de variables adimen-
sionales quedan de la siguiente forma

e Parat*=0 — P =W (x*,2") ; T =T"(x*2")
oP* oT*

e Parax*=0— P =0 ; =0; =0
ox* ox*
P+ oT*

e P *=L/H — =0 ; =0; =0

ara x / e e

oP* oT*

e Paraz*=0— =0 ; ——=0; [14+s(1-THP=—=1
27" 27"
IP*

e Paraz*=H — ¥ =0 = T =1







3 Meétodo numeérico

En este capitulo analizaremos el método numérico empleado para resolver los sistemas de ecuaciones
planteados en el capitulo anterior, tanto para el caso de conduccién como el de radiacién pura.

3.1 Conduccion

Recordemos que nuestro objetivo estriba en resolver las ecuaciones de Saltzman 2.19 y 2.20, sujetas
a las condiciones de contorno correspondientes. Con ello resolveremos el problema que nos ocupa
en este caso, es decir, el andlisis del flujo 2D de un fluido alojado en un recinto rectangular de
anchura Ly altura H, cuya superficie superior se encuentra a temperatura impuesta 7,, y en la base
se aplica un flujo de calor por conduccién, F, constante y uniforme.

Comenzaremos por explicar el método empleado para la derivacién de funciones, para a continua-
cidn analizar el tratamiento de las ecuaciones y las condiciones de contorno para su implementacién
en el codigo.

3.1.1 Método de diferencias finitas

En trabajos anteriores el método de derivacién ha tenido el problema de trabajar con matrices muy
llenas, mas de lo necesario, llevando a tiempos de computacién muy largos. En nuestro caso, para
resolver este problema, emplearemos un método diferente uqge, a costa de un error muy pequefio,
hemos conseguido reducir el tiempo de cilcuo necesario de forma notable. Nos basamos en el
articulo publicado por Miguel Pérez-Saborid llamado A simple MATLAB program to compute diffe-
rentiation matrices for arbitrary meshes via Lagrangian interpolation. En este apartado haremos
un resumen del método para que sea conocido por el lector.

Partimos del método lagrangiano de interpolacién para una funcién f(x) en un mallado de M
puntos Xx,X,, ...x,, dado por la expresiéon

M
m=1

donde ¥; < x <Xy, f,, = f(X,,) y L,,(x) es el interpolante lagrangiano asociado al punto de la
malla x,,, tal que

(x—%) "’_(x_)fmfl)(x_fm+l) e (x—Xy)

B (xm _xl) ce (xm _xmfl)(xm _)Zm+1) te (xm _XM)

3.2)

25
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A pesar de su complicada apariencia, los interpolantes lagrangianos satisfacen interesantes
relaciones que pueden ser demostradas de manera sencilla. Por ejemplo, tomando f(x) =x" en 3.1
obtenemos

XLy (x) +X5Ly (x) + ... Xy Ly (x) =x" para 0<r<M-—1 (3.3)

Lo que quiere decir que la interpolacion lagrangiana dada por 3.1 puede reproducir exactamente
cualquier funcién polindmica de grado menor oigual a M — 1, siendo M el nimero de puntos tomados
en dicha interpolacién. Concretamente, para r = 0, la expresion 3.3 da la relacién 2%21 L,(x)=1,
y por tanto se tiene que

M
Y L,(x)=0 (3.4)
m=1

Resultado que serd ampliamente utilizado en el desarrollo.

En ocasiones (como es el caso) es conveniente expresar los interpolantes lagrangianos en su
forma baricéntrica, tal y como se muestra a continuacién

__alx)
Lm(X) B (x_xm)am

m=1,..M (3.5)

Donde el polinomio a(x) y la constante a,, se definen como sigue

M

=llx—%) y a,=d(x, = H (X, — %) (3.6)
k=1 ftm

La forma baricéntrica es especialmente ttil para hallar las derivadas de L,,(x) en cualquier punto
X; de la malla. De hecho, escribiendo 3.5 como

a(x) - am(x _xm)Lm (x) (3.7)

Y tomando su derivada

d(x) =a,(x—x,)L,(x)+a,L,(x) (3.8)

Ya que por la propia definicion del interpolante lagrangiano se tiene que L,,(x;) = 0 para m # i,
obtenemos directamente la expresion de la derivada de dicho interpolante en cualquier punto ;

diferente de x,,. Tomando d'(x;) = q;, se tiene

a; .
R — 39
Gy A (39)
Por otro lado, para obtener el valor de L(¥;) es conveniente emplear la expresién 3.4, de la cual
se deduce que

L:n (Xi)

M a:
Li(x) Z L&) =—Y ———— (3.10)

m=1,m#i m=1,m#i am (xi _xm)

Derivadas superiores de los operadores lagrangianos pueden obtenerse facilmente siguiendo el
mismo procedimiento, de forma que

a® (x) = a,, (x — %, )L (x) + sa, LS~ (x) (3.11)
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Donde el superindice (s) indica la s-ésima derivada. Observamos que al particularizar esta
. - . ~1 . - .
expresion en x = %,, se tiene que a(*) (x) = samLS,f >(x) param =1,...M. Asi, para X; # X, se tiene

LY (%) = G—i) %Lgs_l)(fi) Ly V@) (i#m) (3.12)

De la misma forma que antes, el valor de Ll(fY) (%;) se obtiene a partir de 3.4 como

M
) =— Y 1Y) (3.13)
m=1,m#i

Podemos observar que las expresiones 3.12 y 3.13, en el caso s = 1 se corresponden efectivamente
a las expresiones 3.9 y 3.10 si definimos L,(,? ) (x;) = 6;,, donde §,, seria la delta de Kronecker.

m>

Vemos por tanto que las expresiones 3.9 - 3.10 junto con 3.12 - 3.13 nos permiten la compu-
tacién numérica de la s-é€sima derivada de cualquier interpolante lagrangiano en cualquier punto del
mallado. Estas derivadas vienen dadas en la que denominamos s-ésima matriz de diferenciacion,
D, cuyos elementos vienen definidos por

D,(im)=LY(%) (im=1,...M) (3.14)

Observamos que de acuerdo a 3.1 y 3.14 el valor de la s-ésima derivada de una funcién f(x) en
el punto de la malla ¥; puede ser aproximado empleando D, como

M -
ZD i,m) f(%,) (3.15)

Los elementos de la matriz D, se obtienen directamente de 3.12 y 3.13 como

Ds(i,m):ﬁ j—i_s,l(i,i)—l_)s,l(i,m) (i # m) (3.16)
M
— Y Dyim) (3.17)
m=1,m#i

Mis abajo mostramos un sencillo cédigo que muestra el empleo de los resultados obtenidos
para la obtenci6n de las matrices de derivacion D, (s = 1,2,3). Matrices de derivacion superiores
pueden ser incluidas de forma trivial. Finalmente, es importante hacer notar el especial cuidado que
requiere el cédlculo de los coeficientes a;/a,, de la expresién 3.16 debido a los errores de redondeo
del programa, especialmente cuando se trata con mallados grandes y con separaciones irregulares
entre los puntos. Para resolver este problema, los factores que intervienen en el cdlculo de g; y a,,
se incorporan en los vectores F;(1: M) y F,,(1 : M) cuyos componentes son definidos como sigue

1
m(k) :im - _k (k 75 m) y Fm(k ) -1 (3.18)

Finalmente, los vectores F; y F,, se ordenan de forma ascendente en funcién del valor absoluto
de sus componentes, y el cociente @;/a,, queda computado como sigue

6 o [ER RG] (RG]
an = R @) Eall) " Fala) G-19)
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Donde [Fj(k;),F;(ky),...Fi(ky) y [Fu(ly),F,(L),-..F,(l),)] representan los vectores F; y F,,
reordenados, mientras que #; y n,, son el respectivo nimero de valores negativos. A continuacién
se muestra el c6digo anunciado, que muestra cémo se obtendrian las matrices de derivacién Dy, D,
y Ds.

El c6digo que muestra c6mo se obtendrian las matrices de derivacién D;, D, y D5 se encuentra
en el apéndice A.1, al final del trabajo.

Matrices de derivaciéon para un mallado arbitrario

Consideremos una funcién f(x) definida en una malla arbitraria de N puntos, x;,...,X;,...,Xy
por sus valores f(x;) = f;. Una matriz de derivacién de la malla, Dy, es aquella que permite apro-
ximar los valores de la s-ésima derivada de f(x) en los puntos del mallado, f*)(x;) = fl.(s) de la
siguiente forma

N
=Y Dij)f; (i=1,...N) (3.20)

j=1
Para ello, es conveniente definir una malla de M < N puntos consecutivos del mallado origi-
nal alrededor del punto x; donde queremos calcular la derivada de f(x). Hacemos esto porque al
utilizar menos puntos (la reduccién puede ser considerable) el tiempo de computacién se reduce
notablemente, y ademds puede comprobarse que los puntos del mallado cercanos a x; son los
que mds contribuyen al célculo de la derivada en dicho punto. Por poner un ejemplo, en nuestro
andlisis del fenémeno de conveccién hemos tomado en la mayoria de los casos una malla de 30x30
puntos, sin embargo, para calcular derivadas en x o en z, solamente hemos utilizado nueve puntos,
en vez de treinta, reduciendo en gran medida el tiempo de computacién y asumiendo un error infimo.

Sin embargo, en cuanto al punto x; en el que queremos calcular la derivada, podemos tener varios
casos distintos; si es un punto central de la malla, tomaremos ese punto como el centro de la malla
auxiliar de M puntos, pero si x; se encuentra cerca de un borde de la malla, evidentemente esto no
es posible. Por ello, a la hora de computarlo, hemos empleado el cédigo Dsmesh, el cual permite
seleccionar aquellos M puntos que se empleardn en el cdlculo de la derivada en el punto considerado.
Dicho cédigo se encuentra en el apéndice A.1.

Bésicamente, a la hora de seleccionar los puntos de la malla que intervendran en el cdlculo, podemos
tener tres posibilidades, tomando siempre el caso general M < N (ya que el caso M = N tomaria

toda la matriz de derivacién y no habria reduccién de tiempo de computacion), las cuales serian las
siguientes:

* 1 <i < M.,. Es decir, el punto x; se encuentra cerca del borde izquierdo de la malla. En este
caso se emplearan los M puntos mas cercanos a dicho borde, teniéndose

(X, %, Kyy) = (X1, 00, Xy) (K = ;)
Y los elementos de la matriz de diferenciacién que se corresponden con x; serian
Ds(lv.]:[lvM]):Ds(lsvm:[LM]) (lSMc)

* M. <i<N—M.,.Por tanto, el punto x; es un punto interior de la malla. En este caso se toma
el punto x; como el centro de la malla auxiliar, y entonces
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(%1, %, X)) = (im0 X2 Xipm—1)  (Kimm, = %)

Y los elementos de la matriz de diferenciacién que se corresponden con x; serian

D(ij=[i—M,+1,...i+M,—1))=D,(i,m=[1,...M]) (M, <i<N-M,)

* N—M,_ <i<N.Finalmente, el caso en que x; se encuentra proximo al borde derecho. Por
tanto, para el cdlculo de la derivada se tomaran los M puntos mds cercanos a dicho borde, y
de esta forma se tiene

(X1, %, X)) = (N1 XN —m420- - XN)  (Kimipm—nN = Xi)

Y los elementos de la matriz de diferenciacién que se corresponden con x; serian

D(i,j=[N-M+1,..N))=D,(iym=][1,...M]) (N—M,+1<i<N)

Asi queda descrita la forma empleada para calcular las derivadas espaciales de las distintas
variables. Los sencillos cédigos mostrados (Dbs.m, Dsmesh.m) son los que hemos empleado en
nuestro codigo, tomando M = 9, es decir, nueve puntos en cada cdlculo. El lector interesado puede
comprobar la efectividad del método, tanto en la considerable reduccién de tiempo (respecto al uso
de todos los puntos de la malla), como en el infimo error en el que se incurre.

Finalmente, debemos indicar que el método descrito de diferencias finitas estd destinado a mallas
unidimensionales. Sin embargo, y como se observa en los apéndices, donde vemos el c6digo com-
pleto para los casos de conduccion y radiacién, mediante el uso de la delta de Kronecker (comando
kron de MATLAB) podemos extender el método a una malla bidimensional como la que tratamos
en el presente proyecto.

3.1.2 Distribucion de temperatura hidrostatica

Aunque en otros trabajos sobre el fenémeno de conveccion de Rayleigh-Bénard ha sido recurrente
la descomposicién de la temperatura como la propia al caso hidrostatico mds una perturbacién
(T* =T, + 6%), en nuestro caso esto no es necesario ni conveniente debido a la adimensionalizacion
adoptada y a la manera de tratar las ecuaciones. Sin embargo, con el objetivo de poder conocer la
perturbacion existente respecto del caso de equilibrio hidrostdtico hemos decidido calcular dicha
distribucién de temperatura hidrostética, y asi calcular la perturbacion respecto al equilibrio como
0" =T"-T.

Debido a la adimensionalizacién adoptada y las condiciones de contorno, la temperatura hidrostética
se ha calculado de la siguiente forma. Primeramente, recordamos la adimensionalizacién empleada
para la temperatura y la altura.

T:Tl _(Tl 712)7“’< ) Z:HZ*

ref -

ref
A continuacion, se tiene que el flujo impuesto en la base toma la siguiente expresion
aT

F=—k— 3.21
0z =0 ( )
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Abhora, aplicando la adimensionalizaciéon comentada m4s arriba, se tiene

kKT, .—T,) 9T*
F= ) . (3.22)
H 9z 7*=0
Entonces, teniendo en cuenta que (7, — 7,) = FH /k, tenemos que
aT*
- =1 (3.23)
97" 7*=0

Finalmente, integrando esta expresién (la cual se corresponde con una de las condiciones de
contorno a aplicar), y teniendo en cuenta que por condiciones de contorno 7, (z* = 1) = 1, tenemos
la sencilla expresion para la temperatura hidrostatica en el caso de conduccién que mostramos a
continuacién

Ty =z (3.24)

Debido a la extremada trivialidad que supone la implementacién de la distribucion hidrostatica
de temperaturas, no se ha considerado necesario incluir el fragmento de c6digo que se destina a
ello. Al final del presente apartado se mostrard en el codigo completo.

3.1.3 Implementacion de las ecuaciones de Saltzman
Antes de comenzar con el desarrollo de las ecuaciones debemos hacer un par de aclaraciones.

Primeramente, la discretizacién del problema se realiza introduciendo en el recinto rectangular
nodos de Chebyshev, tanto en la direccion x como en la z, definidos de la siguiente forma:

Xonax T Xmin — Xmin — X (i—)rm .

X, = max2 min_ Zmin 5 max. o« |: Nx_l :| i=1,...N, (3.25)
Zmax T Zmin | Zmin — 2 (j—hr

7= max2 min 4 <min 5 max oo |:1VZ_1 :1""NZ (3.26)

Donde x,,;, ¥ Z,,i» Serdn nulos ya que se corresponden con el origen de coordenadas, y debido a
la adimensionalizacién empleada, se tiene a su vez que x,,,, = AR = L/H Yy z,,,, = 1. El siguiente
fragmento de c6digo muestra la forma en que hemos implementado esta discretizacion del recinto
objeto de estudio:

4 Nodos de Chebyshev [
AR = 2; Ja = L/H (relactidon de aspecto)
Nx = 30; xmin = 0; xmax = AR;
for i = 1:Nx
xast(i) = (xmax+xmin)/2+(xmin-xmax)/2*cos((i-1)/(Nx-1)*pi);
end
Nz = 30; zmin = 0; zmax = 1;
for p = 1:Nz
zast (p) = (zmax+zmin)/2+(zmin-zmax)/2*cos((p-1)/(Nz-1)*pi);
end
Nt = NxxNz;
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Por otro lado, se empleard un pardmetro, /, para recorrer los N, = N, * N, nodos del mallado. Esto
resulta conveniente para emplear un vector de longitud N, para recorrer todos los nodos, en vez de
una matriz espacial. Para referirse a un punto (x;,z;), se le asignard un valor tal como sigue

I=(i—1)xN,+j (3.27)

En cuanto a las derivadas temporales, se discretizardn como sigue

a(P _ q)n B ¢n—1
ol =T (3.28)

Donde se tiene que ¢, = ¢(z,) (andlogo en el case de ¢,_;) y At es el paso de tiempo escogido.

Finalmente, en el desarrollo de la implementaciéon numérica veremos determinadas matrices de
derivacion (D,,D,,DL,...), cuyos elementos han sido calculados a través del método explicado
con anterioridad. Dichas matrices de derivacion representan las derivadas espaciales respecto de x,
respecto de z, el operador laplaciano, etc.

Una vez aclaradas estas cuestiones, procederemos al desarrollo de las ecuaciones 2.19 y 2.20
para su implementacion en MATLAB. Comenzando por la ecuacién de cantidad de movimiento
combinada (2.19), se tiene lo siguiente:

v, - >k—l pr * *
D, (m) oD}« Wy~ D+ Ty = NLP, (3.29)

Donde, en virtud de la definicién dada por 2.21, se tiene

NLP, = (D, +¥;).* (D, *D; x¥;) — (D, +x¥;).* (D * Dy +¥}) (3.30)
Por otro lado, en cuanto a la ecuacién de la energia, dada por 2.20, tenemos lo siguiente

Ty =T ' p T =nNIT (3.31)
— * = .
Ar* VPr«Ra = " "
De la misma manera que antes, recordamos que el factor no lineal NLT,, viene definido por la
expresion 2.22, como sigue

NLT, = (D, x¥;).x (D, *T,) — (D, x¥;,). % (D, *T,) (3.32)

A continuacién nos encontramos con un problema a la hora de tratar de resolver el sistema. Dicha
complicacién radica en los términos no lineales, NLP y NLT, los cuales dificultan la resolucién del
sistema. Para resolver este problema se tomara la siguiente aproximacion:

NLP,~NLP, , ; NLT,~NLT, (3.33)

Valorando estos términos en la estacion precedente acarreamos un cierto error, pero permite
simplificar notablemente la resolucién del sistema, convirtiéndolo en uno lineal.

Finalmente, teniendo en cuenta los desarrollos y aproximaciones mostrados, tomando las ecuaciones
3.29 y 3.31, multiplicdndolas por Ar*, aplicando las aproximaciones sobre los términos no lineales
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y reagrupando términos, se tiene

P
D, —A*y/ R—rD% W 4 [—Ar* D] T = At* «NLP, | +Dp ¥ _, (3.34)
a
Ar b\y
Ay
Ar*

0] Wi+ |[— ————D, | T} = A «NLT, | +T" 3.35
[] n |: \/m L:| n n—1 n—1 ( )
B‘P bT

Br

Vemos que en las ecuaciones 3.34 y 3.35 ya hemos introducido la definicién de las submatrices
que conforman el sistema. Teniendo definidas estas matrices, pasamos a la expresion formal del
sistema a resolver, que es el siguiente:

Ay Ar| Y| _ |bw

e L] =[] e
_|Ay Ar|. _ by . _ |, _
T R P

Donde, como vimos con anterioridad, las submatrices del sistema vienen dadas por las siguientes
expresiones

* Pr *
Ay =D, — At 1/R—aD% Ap = —At*xD,
Ar* (3.38)
By =0 Br=I————D
¥ T v/ PrxRa
b‘{]:At**NLPn—l—i_DL*lPZfl bT:At**NLTn—l—i_];z*fl

En el programa de MATLAB empleado para analizar el desarrollo del sistema, se forman
primeramente estas submatrices tal como sigue

/ Matrices del sistema J

Apsi = DL-dt*sqrt(Pr/Ra)*DL2;

AT = -dt*Dx;

Bpsi = zeros(Nt,Nt);

BT = speye(Nt)-dt/sqrt(Pr*Ra)*DL;

A continuacién, en cada instante de tiempo considerado (para lo cual se forma un bucle), se
resuelve el sistema matricial descrito, tal y como se muestra a continuacion

4 Se forman los vectores NLP, NLT, bPsi y bT

4 se modifican con condiciones de contorno

NLP(1:Nt,1) = (Dx*psinml).*(DzDL*psinmil)-(Dz*psinmil) .*(DxDL*psinml) ;
NLT(1:Nt,1) (Dx*psinml) . * (Dz*Tastnml) - (Dz*psinml) . * (Dx*Tastnml) ;
bpsi = (NLP*dt + DL*psinml) .*FBCpsi;

bT = (NLT*dt + Tastnml).*FBCT + FBCT2 + FBCT3;

4 Resuelve para t*_n



3.1 Conduccidn

33

Asyst = [Apsi,AT;Bpsi,BT]; b = [bpsi; bT];
sol = Asyst\b;
psi(1:Nt,1) = sol(1:Nt,1); Tast(1:Nt,1) = sol(Nt+1:2%Nt,1);

Donde los factores F BCy, FBCy, F BCy, y FBCr, corresponden a la aplicacion de las condiciones
de contorno y serdn explicados en el siguiente subapartado.

3.1.4 Condiciones iniciales y de contorno

Comenzando por la implementacién de las condiciones de contorno, tal y como se comentd en

el apartado correspondiente a la formulacién del problema, deben implementarse las siguientes
condiciones:

oP* T*

e Parax* =0 — P =0 ; =0; 0 =
ox* ox*
oP* oT*

e P *=L/H P* =0 ; =0; =0

ara x /H — ; ppe ; ppe
oP* oT*

e Parazx =0 — Y =0 ; e =0; 92*:1
oV*

e Paraz* =H — P* =0 ; 8*:0; T =1

Z

Observamos que debemos aplicar un total de doce condiciones de contorno, ocho para la funcién
de corriente y cuatro para la temperatura. Estas condiciones serdn aplicadas en el contorno del recinto,
tal y como puede observarse, pero surge el siguiente problema; para las condiciones de contorno
que debemos aplicar a la funcién de corriente, debemos incluir el concepto de subcontorno, puesto
que resulta evidente que no podemos incluir las ocho condiciones en el contorno, el cual solamente
permite la aplicacion de cuatro (las cuatro paredes del recinto). El concepto de subcontorno se refiere

a los puntos del recinto inmediatamente contiguos a los puntos del contorno, y viene esquematizado
en la siguiente figura:

I = (i-1)*Nz+Nz

I = (i-1)*Nz+Nz-1
I = (Nx-2)*Nz+]j

I = (i-1)*Nz+] I = (Nx-1)*Nz+j
(I-1)*Nz+) I = (2-1)*Nz+] (Nx-1)*Nz+]

I = (i-1)*Nz+2

I = (i-1)*Nz+1

Figura 3.1 Representacion de la discretizacién del contorno (exterior) y subcontorno (interior) del
recinto.

De esta forma, para la aplicacion de la condicién de funcién de corriente nula emplearemos los
nodos del contorno, mientras que para garantizar que su derivada (respecto de x* o z*, segtn el
caso) sea nula, utilizaremos los nodos del subcontorno. La aplicaciéon formal de las condiciones de
contorno se enumera a continuacion.

¢ Para la condicion de la funcién de corriente nula en los contornos del recinto, haremos las
siguientes modificaciones: para todo elemento con indice / correspondiente a un nodo del
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contorno anulamos toda la fila I de las submatrices Ay, Ay, By y el elemento I de los vectores
by y by (para lo cual se emplean los factores FBCy y FBCy comentados anteriormente),
para después imponer que Ay (I,/) = 1. De esta forma, en el cédigo la implementacion es
como sigue

% CC en contornos horizontales (psi impuesta)
for i = 1:Nx
4 inferior
I = (i-1)*Nz+1; Apsi(I,:) = 0; Apsi(I,I) = 1;
AT(I,:) = 0; FBCT(I,1) = 0;
Bpsi(I,:) = 0; FBCpsi(I,1)

0;

4 superior
I = (i-1)*Nz+Nz; Apsi(I,:) = 0; Apsi(I,I) = 1;
AT(I,:) = 0; FBCT(I,1) = 0;
Bpsi(I,:) = 0; FBCpsi(I,1) = 0;
end

% CC en contornos werticales (psi impuesta)
for j = 2:Nz-1
/4 tzquierda
I = (1-1)*Nz+j; Apsi(I,:) = 0; Apsi(I,I) = 1;
AT(I,:) = 0; FBCT(I,1) = 0;
Bpsi(I,:) = 0; FBCpsi(I,1) = 0;

/ derecha

I = (Nx-1)*Nz+j; Apsi(I,:)

AT(I,:) = 0; FBCT(I,1) = 0;
Bpsi(I,:) = 0; FBCpsi(I,1)

= 0; Apsi(I,I) = 1;

0;
end

* En cuanto a la condicién de derivadas nulas de la funcién de corriente emplearemos el
concepto de subcontorno, tal y como comentamos con anterioridad.

— Para un nodo I perteneciente al subcontorno vertical izquierdo, anulamos las filas I de
la submatriz A7 y los elementos I del vector by. Por otro lado, sustituiremos la fila /
de Ay por la fila de la matriz D, correspondiente al nodo K =1 — N,. En el caso de la
pared opuesta, es decir, el subcontorno vertical derecho, solamente habria que tomar
K =I1+N,

— En el caso de un punto / perteneciente al subcontorno horizontal inferior, se anulan
las filas I de la matriz Ay y los elementos I del vector by. Ademds, de modo similar
al caso de los subcontornos verticales, sustituimos la fila I de la matriz Ay por la fila
de la matriz D, que se corresponde al nodo K = I — 1. Por otro lado, en el caso del
subcontorno horizontal superior, solamente habria que tomar K =17+ 1.

A continuaciéon mostramos el fragmento de c6digo destinado a la implementacion de estas
condiciones de contorno:

/ CC en subcontornos horizontales
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for i=2:Nx-1
/4 subcontorno inferior
I = (i-1)*Nz+2; K = I-1;
AT(I,:) = 0; Apsi(I,:)
FBCpsi(I,1) = 0;

o~

Dz (K, :);

/4 subcontorno superior
I = (i-1)*Nz+Nz-1; K = I+1;
AT(I,:) = 0; Apsi(I,:) = Dz(K,:);
FBCpsi(I,1) = 0;

end

/ CC en subcontornos verticales
for j=3:Nz-2
/ subcontorno izquierdo
I = (2-1)*Nz+j; K = I-Nz;
AT(I,:) = 0; Apsi(I,:) = Dx(K,:);
FBCpsi(I,1) = 0;

/ subcontorno derecho
I = (Nx-2)*Nz+j; K = I+Nz;
AT(I,:) = 0; Apsi(I,:) = Dx(K,:);
FBCpsi(I,1) = 0;

end

* En cuanto a las condiciones de contorno para la temperatura, comenzamos por aquellas que
aplicamos a los contornos verticales. Para imponer la condicién de paredes adiabdticas, es
decir, que la derivada espacial respecto de x de la temperatura sea nula, para cada nodo I per-
teneciente al contorno vertical, anulamos el elemento I del vector by, para lo que empleamos
el factor FBC;. Ademds, sustituimos la fila / de la matriz By por la fila correspondiente de la
matriz D,, quedando el c6digo como sigue

/ Condictiones de contorno para BT /
/4 Verticales (paredes adiabaticas, dT*/dr = 0)
for j = 2:Nz-1

/ izquierdo

I = (1-1)*Nz+j;

BT(I,:) = Dx(I,:); FBCt(I,1) = 0;
/. derecho

I = (Nx-1)#*Nz+j;

BT(I,:) = Dx(I,:); FBCt(I,1) = O;

end

» Finalmente, pasamos a las condiciones de contorno para la temperatura en los contornos
horizontales. En este caso, debemos hacer una aclaracién; en la aplicacién de las condiciones
de contorno anteriores, hemos impuesto que determinadas funciones fueran nulas. Para ello,
hemos empleado los vectores FBCy y FBCr, cuyos elementos en un principio eran todos
iguales a la unidad, para después anular aquellos elementos que nos interesaban. Sin embargo,
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la situacién para esta condicion de contorno y la siguiente es diferente, ya que no debemos
anular, sino igualar a la unidad determinadas funciones. En este caso, el procedimiento a seguir
serd inverso, es decir, utilizaremos los vectores FBCr, y FBCy,, los cuales son creados como
vectores nulos, para después igualar a la unidad los elementos que nos interesen, mientras
que el vector FBCy se seguird empleando de la misma forma.

Por 4

Por un lado, en la pared horizontal inferior, debemos imponer la condicién de derivada
de la temperatura respecto de z impuesta, condicién dada por el desarrollo mostrado en
3.21 - 3.23. Para ello, en cada nodo I perteneciente a este contorno, sustituimos la fila /
de la matriz By por la fila correspondiente de la matriz D, . Posteriormente, igualamos a
la unidad los elementos / del vector by, para lo cual empleamos los vectores auxiliares
FBCy y FBCy, tal y como explicamos con anterioridad.

En cuanto a la condicién sobre la temperatura en el contorno horizontal superior, donde
debemos imponer 7* = 1 (para que, dada la adimensionalizaciéon tomada, se cumpla
que T(z = H) = T,), procederemos como sigue; en cada nodo I correspondiente al
contorno horizontal superior, anulamos la fila / de la matriz By, para después imponer
Br(I,1) = 1 (andlogamente al procedimiento empleado para imponer la funcién de
corriente nula en las paredes del recinto). A continuacién, igualamos a la unidad los
elementos / del vector by, para lo cual empleamos los vectores auxiliares FBCy y FBCry,
como explicamos anteriormente.

Itimo, mostramos el c6digo de MATLAB empleado para imponer las condiciones de

contorno sobre la temperatura en los contornos horizontales.

/ Condiciones de contorno para Bt J
/4 Horizontales

for

end

i=1:Nx

/4 inferior (derivada de T* impuesta (=1))

I = (i-1)*Nz+1;

BT(I,:) = Dz(I,:); FBCt(I,1) = 0; FBCt2(I,1) = 1;

/4 superior (T* impuesta (=1))
I = (i-1)*Nz+Nz;
BT(I,:) = 0; BT(I,I) = 1; FBCt(I,1) = 0; FBCt3(I,1) = 1;

Finalmente, pasamos a las condiciones iniciales que introduciremos en el sistema. Bdsicamente,
introducimos una perturbacion inicial en el sistema para que pueda darse una situacion de equilibrio
inestable, es decir, que pueda saltar la conveccién. Aun si no introducimos dicha perturbacién inicial,

el sistema,

debido a errores de redondeo, puede alcanzar dicho régimen inestable, pero de esta

forma permitimos que el sistema se desarrolle con mayor rapidez.

De esta forma, al inicio le damos tanto a la funcién de corriente como al campo de temperaturas
unos valores distintos de aquellos correspondientes al régimen hidrostitico, que se corresponden

con la sigui

W (x

ente expresion:

* *
Sxmaxzmax

7'[2 * %
524,17 = 0) = 0.0005(x*)? (X0 — %) (2°)* (Gar — 2°)* cOS (“) (3.39)
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T*(x*,z%,t* = 0) = T,;7(z") + 0.005 % cos (W) % sin <*(ZZ:“")> (3.40)
Xmax — Xmin Zmax ~ Zmin

Se han tomado estas expresiones para la perturbacidn inicial de forma que se cumplan las condi-
ciones de contorno del problema. Por otro lado, uno podria pensar que la seleccion de estos valores
iniciales es relativamente aleatoria, y es verdad. Sin embargo, esto no supone ningiin problema, ya
que, en base al trabajo de Pablo Ruiz Contreras llamado El Método de Colocacion para el problema
de conveccion de Rayleigh-Bénard, vemos que el efecto de la perturbacién inicial seleccionada
repercute obviamente en el régimen transitorio del sistema, pero en ningtin caso afectard al régimen
estacionario que se alcanza al final del desarrollo del mismo, por lo que tomaremos como aceptables
las condiciones iniciales seleccionadas.

El c6digo completo de MATLAB empleado para resolver el problema que se plantea, es decir, el
analisis del fenémeno de conveccion de Rayleigh-Bénard en el recinto descrito, para el caso de flujo
de calor por conduccién aplicado en su base, se encuentra al final del proyecto, en el apéndice A.2.

3.2 Radiacion

En este apartado desarrollaremos el método numérico empleado para resolver el sistema dado
por las ecuaciones de Saltzman para el caso radiactivo (2.44 y 2.45), sujeto al cumplimiento de
las condiciones iniciales y de contorno descritas con anterioridad. Se tomard un orden similar al
empleado en el caso de conduccion.

Antes de proceder, aclaramos que el método de diferencias finitas explicado para el caso con-
ductivo es el mismo que se empleard en este nuevo caso, y por tanto evitamos realizar el mismo
desarrollo por segunda vez. Una vez dada esta aclaracion, pasamos al desarrollo del método numérico
para el caso de radiacion pura.

3.2.1 Distribucion de temperatura hidrostatica

En este caso la expresién adoptada por la distribucion de equilibrio estable, es decir, la situacién de
equilibrio hidrostatico, resulta mis compleja que en el caso conductivo (donde era verdaderamente
trivial, por otro lado).

Partimos de la expresion que nos proporciona la solucién hidrostatica

aT* 10
=———]1 1-T* 341
o7 = o HUST G40
Aplicando este resultado a la condicién de contorno dada por 2.52, se tiene
L 0T =1 (@ =0) 642
_— S — = = .
4s dz* <

Para la soluci6n hidrostética (7" (z*)) la constancia del flujo adimensional (= 1) se da en todo z*,
y no solo en z* = 0, por lo que integrando la expresion anterior obtenemos

[1+s(1—T7))* = —4sz* +cte (3.43)

Como 7}/ (z* = 1) = 1 tenemos que cte = 1 +4s, y por tanto

[1+s(1-T))*=1+4s(1—2z") (3.44)
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Y finalmente, despejando 7" (z*), obtenemos la expresion que utilizaremos para la distribucién
de temperatura hidrostatica

() = [ s— [Has(1 2] (3.45)

Observamos que no solo depende de z*, sino que también varia con el pardmetro s, cuyo sentido
fisico fue explicado en el anterior capitulo. La siguiente grafica nos muestra la dependencia de la
distribucién de la temperatura hidrostatica respecto al pardmetro s.

Distribucion de temperatura hidrostatica en funcion de s

5= 0.4 5l
0of s=1 /_,‘_.;-"
=2 E
08 : o
T
>
07 e i _
a4
06 // ,/
® /// 4
r 0.5 i .
.

04 s

0.3 ///
ol

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.2 Distribucién de temperatura hidrostatica frente al pardametro s.

Observamos que al aumentar el espesor 6ptico del medio (pardmetro s) se homogeneiza la
distribucion de temperaturas hidrostitica ya que, como veremos, la radiacién tiene un cardcter
estabilizador.

Finalmente, el sencillo fragmento de c6digo empleado para calcular la distribucién de temperatura
hidrostitica se muestra a continuacion.

function Th = Thyd_Rad(s,Nz,zast)
for i = 1:Nz

Th(i) = (1/s)*(1 + s - (1 + 4xs*x(1l-zast(i)))~(1/4));
end

4 plot(Th,zast)

end
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3.2.2 Implementacion de las ecuaciones de Saltzman

Primero de todo, aclararemos que tanto el método de diferencias finitas, como los nodos empleados
(de Chebyshev), como el método utilizado para las derivadas temporales, son todos idénticos a

los que vimos en el caso de conduccidn, por lo que en este apartado obviaremos su explicacion.

Asimismo, también emplearemos el pardmetro / para recorrer los nodos del recinto y tomaremos
por vélidas todas las aproximaciones anteriores (como la empleada para los factores no lineales de
las ecuaciones de Saltzman, es decir, la aproximacion 3.33).

Recordemos que el sistema de ecuaciones a resolver viene dado por las ecuaciones de Saltzman
para el caso de radiacion pura, que vienen dadas por

0 e [PFoye, OT* W D, W D,
%(v ) EV v o o a—Z*(V W) 97 or (V2w) (3.46)

oT* s, , 0P IT* Q¥ oT*
+ V(s —=T*)* = -
ot*  \/PrRa ox* dz*  dz* Jdx*
El objetivo serd, al igual que antes, llegar a un sistema como el representado por 3.36 y 3.37,

solamente que en este nuevo caso (radiacién pura) las submatrices del sistema tendrdn expresiones
diferentes a las que se muestran en 3.38, las cuales desarrollaremos en adelante.

(3.47)

Para empezar, observamos que la ecuaciéon de cantidad de movimiento combinada es idéntica
para los casos de conduccién y radiacion (ecuaciones 2.19 y 2.44), por lo que las expresiones de Ay,
A7, by y el factor no lineal NLP se implementan de la misma forma que en el caso de conduccion,

teniéndose lo siguiente
Pr
Ay =D, —At*y| —D? 3.48
v =Dp RalL (3.48)

Ay =—Ar*«D, (3.49)

by = At* «NLP, | +Dy +¥:_, (3.50)

NLP,~NLP, | = (D,«¥;_|).x(D,xDy«¥! _|)— (D, *x¥;_,).«(D,*xD;«¥: ;) (3.51)

n—1

A continuacion procedemos al desarrollo de la ecuacidn de la energia (3.47), la cual si presenta un

cambio respecto al caso conductivo, un cambio que como veremos nos trae ciertas complicaciones.

Para empezar, y de la misma forma que antes, aproximamos el término no lineal de la derecha de la
siguiente forma

NLT, ~NLT, | = (D *¥;_ ).« (DT |)— (D, *W¥!_,).« (DT> ) (3.52)

n—1 n—1

Por otro lado, el segundo término del miembro de la izquierda en 3.47 si representa un problema,
ya que nos aparecen términos no lineales que deberemos linealizar. Con ello nos referimos al
siguiente término:

3

vV Pr Ra

Vz(s* _ T*)4
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Podemos ver que mientras que en el caso conductivo el campo de temperatura al que afecta el
laplaciano estaba elevado a la unidad (por lo que no hacfia falta linealizar), en este caso se encuentra
elevado a la cuarta potencia. Para solventar este problema computacional, empezaremos por mostrar
la implementacioén inicial de esta ecuacion (3.47), diferenciando ahora las variables en el instante ¢,
de las variables en el instante anterior (¢,_;), es decir

M UprRa e (0 I = NLT, ~ LT, (3.53)

Donde recordemos que s* = (1/s) + 1 y el término NLT,_; viene dado por 3.52. A continuacién
linealizaremos paso a paso esta expresion, comenzando como sigue

T* _ T* | s3
+ Dy x|(s*—TF ) —(T;—-T"
At \/m L [( n 1) ( n n—1
Ahora debemos tener en cuenta que dado un paso de tiempo Ar* lo suficientemente peque-
flo, se tiene que 7, ~ T, |, que por tanto |7, — 7,* ;| < 1 y entonces podemos asumir que
T, =T, | < |s* —T,_,|. Este hecho nos permitird linealizar este término.

) =NLT, ~NLT,_, (3.54)

A continuacién mostraremos un desarrollo que nos resultara de utilidad; supéngase el caso en
que se quiere linealizar el término (a — b)* con |b| < |a|. Abriendo los paréntesis y desarrollando
este término obtenemos lo siguiente

(a—b)* = a* —4a*b + 6a°b* — 4ab’ + b* (3.55)

Entonces, y teniendo en cuenta que |b| < |al, despreciamos los términos con b? y con potencias
superiores, al ser éstos de un orden menor que los restantes, llegdndose a la siguiente aproximacién

(a—b)* ~a*—4a°b (3.56)
Aplicando este resultado a nuestro problema, donde a = (s* — T, )y b= (T,; — T,"_,), tenemos
(" =T = (" =T ) = (Ty = Tp P (5" = Ty ) =4 — T (T =Ty (.5D)
Aplicando este resultado a la ecuacion 3.54 obtenemos
T* _ T* q s3

Ar* * \/IWDL *[(s* =T )t = 4(s" = T, )X (T, — T,",)] = NLT, ~ NLT,_; (3.58)

Esta es la forma en que conseguimos linealizar la ecuacion de la energia. De hecho, simplemente
abriendo paréntesis, operando y reorganizando los términos obtenemos lo siguiente

4AL*s3 Ar*s?

Pr Ra v/ Pr Ra
(3.59)

De esta forma obtenemos las expresiones de los tltimos elementos del sistema que nos faltaban,
es decir

By =0 (3.60)

Dy x(s*—T* )| T =AM« NLT, | +T* | — ——=D; *[(s"—T* ) +4(s* —=T* )’T" |]
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Br=1——=D; x(s*—T" )} 3.61
T B L ( 1) (3.61)
At*s?
by =At*«NLT, | +T! | — ——=D x[(s* —T7 \)*+4(s* =T )’T" |] (3.62)

v/ Pr Ra

De esta forma, ya tenemos el sistema planteado y listo para su resolucién. De hecho, el sistema a
resolver es andlogo al del caso conductivo, y viene dado por la misma expresion:

[Blp BT] {Tn*] o [bT (3.63)
_ |Aw Ar| . _|bw] . _ Y. _
A= |:B\y BT:| ; = |:ij| DX = |:Tn*:| . Axx=b (3.64)

Donde W y T," son las incégnitas del problema (funcion de corriente y campo de temperaturas
en el instante ¢,), y el resto de submatrices y vectores del sistema vienen dados por (3.48 - 3.50)
y (3.60 - 3.62). Finalmente, recordamos que los términos no lineales del término independiente
(denominados NLP y NLT') vienen dados por 3.51 y 3.52.

Para terminar con este subapartado aclaramos que en este caso no es posible definir todas las
submatrices del sistema fuera del bucle, ya que en el caso de By, al incorporar en su calculo
términos de la estacién anterior, debe incluirse dentro del mismo. De esta forma, mostramos a
continuacién el fragmento de cédigo empleado para la definicién y resolucién del sistema.

Antes de entrar en el bucle tenemos

/4 Matrices del sistema /

4 sin B_T que se define en el bucle
Apsi = DL-dt*sqrt(Pr/Ra)*DL2;

AT = -dt*Dx;

Bpsi = zeros(Nt,Nt);

Posteriormente, dentro del bucle se tiene

4 Forma matriz BT y los vectores NLP, NLT, bPsi y bT J

/4 se modifican con condiciones de contorno

NLP(1:Nt,1) = (Dx*psinml).*(DzDL*psinml)-(Dz*psinml) .*(DxDL*psinml) ;
NLT(1:Nt,1) = (Dx*psinml).*(Dz*Tastnml)-(Dz*psinml) .* (Dx*Tastnml) ;
bpsi = (NLP*dt + DL*psinml) .*FBCpsi;

sast = (1/s) + 1;

sastTastnml = sast - Tastnml;

sastTastnml_2 = sastTastnml.*sastTastnmi;

sastTastnml_3 sastTastnml_2.*sastTastnmi;

sastTastnml_4 sastTastnml_3.*sastTastnml;

DL_1 = DLx*spdiags(sastTastnml_3,0,Nt,Nt);

DL_2 = DL*(sastTastnml_4 + 4#*sastTastnml_3.*Tastnml) ;

BT = speye(Nt) - 4*dtPrRax(s~3)*DL_1;

bT = NLT*dt + Tastnml - dtPrRax(s~3)*DL_2;
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4 (...) J Se omite la aplicacion de condiciones de contorno

4 Resuelve para t*_n

bT = bT.*xFBCT + FBCT2 + FBCT3;

Asyst = [Apsi,AT;Bpsi,BT]; b = [bpsi; bT];
sol = Asyst\b;

Observamos que en este fragmento de cédigo se ha omitido la parte en la que se implementan
las condiciones de contorno, las cuales, al formarse la matriz By dentro del bucle, también deben
implementarse dentro del mismo. El tratamiento de estas condiciones de contorno se verd en el
siguiente subapartado, donde se explicard asimismo el sentido de los factores FBCy, FBCr, FBCr,
y FBCr,, de la misma forma que en el caso de conduccion.

Por otro lado, vemos la forma en que se ha implementado el término (s* — 7, |)", conn = 1,2,3,4,
que ha sido componente a componente como podemos comprobar.

3.2.3 Condiciones iniciales y de contorno

En este caso pasamos al método numérico de implementacion de las condiciones iniciales y de
contorno. Por un lado, las condiciones iniciales son idénticas a las del caso de conduccién y se
emplean por los mismos motivos, por ello en este apartado obviaremos su explicacion para evitar que
el trabajo sea excesivamente repetitivo. Por otro lado, tal y como vimos en el capitulo correspondiente
a la formulacién del problema, las condiciones de contorno a implementar son las siguientes:

oP* oT*
e Parax*=0 — P* =0 ; —=0; — =0
ox* ox*
oP* oT*
e P *=L/H — P =0 ; =0; =0
ara x / e ppe
ov* oT*
e Paraz*=0— P =0 ; =0; [1+s(1-T%)° =1
dz* dz*
e Paraz* =H — ¥*=0 ; (?;P* =0; T =1
Z

Es facil comprobar que todas las condiciones de contorno salvo la aplicada en z* = 0 para el cam-
po de temperaturas son idénticas a las del caso de flujo conductivo, y por tanto su implementacion
numérica es exactamente igual en este nuevo caso, excepto por el hecho de que las condiciones
de contorno sobre la temperatura se aplican ahora dentro del bucle por el motivo explicado an-
teriormente (los elementos de la matriz By deben definirse dentro del bucle por su naturaleza,
ya que emplean valores de las incognitas en la estacién anterior). Es por este motivo que en este
subapartado nos dedicaremos sola y exclusivamente a explicar la implementacion de la siguiente
condicién de contorno, la inica que si cambia respecto del caso conductivo:

a1
az*

Primeramente tratamos de implementar la condicién de contorno dada por 3.65 de forma directa,
es decir, imponiendo lo siguiente

F=0— [14s(1—T%)] =1 (3.65)

aT* 1
F=0— = 3.66
oz*  [1+s(1—-T%) (3.66)
Sin embargo, al aplicar la condicién de contorno de esta forma el programa no convergia y daba
ciertos errores evidentes, ya que existia una contradiccion entre la aplicacion de esta condicién y la
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aproximacion hecha anteriormente para el término no lineal de la ecuacién de la energia (aproxi-
macién dada por 3.57). De este modo, y para ser consecuentes con esta aproximacion, decidimos
abordar la aplicacién de esta condicién de contorno de una forma diferente.

Para empezar, la condicién de contorno 2.52 puede ser escrita de la siguiente forma

Y
4 Jz*

Aplicando un desarrollo de Taylor como hicimos con anterioridad, se tiene

(s* =T*)* =1 (3.67)

(5" =T) = (s" =T ) AT (s = T )P = 4T (s = T ) (3.68)

Por tanto, aplicando este resultado a la expresion 3.67, obtenemos

8z* (S _Tn )4: (92* [(S _Tn71)4+4Tn71(s _Tn71)3]_4az* [Tn (S _Tn71)3] :_S73 (369)
Reorganizando términos se tiene
a * (oK * 3 4 8 * * 4 * * * 3
481* (T (s" =T, )] = S*3+37*[(5 =T ) AT (5" =T, )] (3.70)

De esta forma llegamos a la condicién de contorno expresada en la forma en que la vamos a
implementar, que queda tal y como sigue

oz [T (s* =T )] = 3 + ZTZ*[(S — T ) (s*+3T; )] (3.71)
Por tanto, para implementar esta condicién de contorno crearemos la matriz mbcy y el vector
vber que vendran definidos de la siguiente forma

mber = D x (spdiags((s* =T, 1)°)) (3.72)

vber = (1/4)« D, [(s* — T )3 % (s +3T7 )] (3.73)

Una vez creados estos elementos, podremos aplicar la condicién de contorno dada por 3.71 como
explicamos a continuacion.

* Para cada nodo I perteneciente al contorno horizontal inferior (I = (i — 1) *x Nz + 1, con
i=1:N,), se sustituye cada fila / de la matriz By por la misma fila de la matriz mbcy. A
continuacién se anula el elemento 7 del vector FBCy y se asigna el valor (1/s) +vbey(I) al
elemento I del vector F'BCy,. Aclaramos que los vectores de condiciones de contorno (FBCr,
FBCy, y FBCry) se emplean de la misma forma en que se hizo en el caso de conduccion.

De esta forma conseguimos implementar la nueva condicién de contorno que, como vemos, ha
resultado en ciertas complicaciones. Para terminar con este subapartado, mostramos el fragmento
de cédigo empleado para imponer esta condicién de contorno.

4 Matrices mbcT y vector vbel definidos en las notas:
"
mbcT = Dz * spdiags(sastTastnml_3,0,Nt,Nt);
vbcT (1/4) * Dz * (sastTastnml_3.*(sast+3*Tastnml));
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/ Condiciones de contorno para BT [

4 Horizontales
for i = 1:Nx
Z inferior (derivada de T* impuesta)
I = (i-1)*Nz+1;
Z mbecT y vbeT para aplicar la condicion de contorno
BT(I,:) = mbcT(I,:); FBCT(I,1) = 0;
FBCT2(I,1) = (1/873) + vbcT(I,1);
4
end
Para terminar con este apartado, y con el capitulo referente al método numérico, indicamos que,
al igual que hicimos en el caso conductivo, el cédigo completo que se ha empleado para resolver el
sistema de ecuaciones y analizar la evolucion del fluido en el caso de radiacion se encuentra en el

apéndice correspondiente (apéndice A.3).



4 Resultados numeéricos. Caso de flujo
de calor por conduccion

En este apartado del proyecto analizaremos el fendmeno de conveccién de Rayleigh-Bénard dado,
como se comentd anteriormente, el siguiente sistema:

Sea un recinto rectangular bidimensional de base L y altura H en cuyo interior se aloja un fluido
caracterizado por el niimero de Prandtl, Pr = v /a. Las paredes de dicho recinto son adiabdticas y
rigidas, en la superficie superior se tiene una temperatura T, conocida, y en la base se aplica un
flujo de calor por conduccion, F, repartido uniformemente por toda la superficie inferior.

Figura 4.1 Representacién grafica para el caso de flujo conductivo.

Los resultados se han obtenido mediante el programa de cdlculo numérico MATLAB. Tomando
como base el c6digo mostrado anteriormente, se han generado una serie de ficheros (los cuales no
se han expuesto por no extender excesivamente el documento) y se han ejecutado para obtener las

45
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diferentes graficas y cédlculos necesarios.

En los apartados en los que no se indique lo contrario, se ha tomado una relacién de aspecto
AR = L/H =2 y un ntimero de Prandtl Pr = 0.733.

4.1 Rayleigh critico

Como se indic6 con anterioridad, el nimero de Rayleigh (Ra) es un pardimetro adimensional que
aparece de forma natural al linealizar las ecuaciones de Navier-Stockes entorno a la solucién de
equilibrio correspondiente al régimen hidrostatico. Dicho pardmetro representa la relacion entre
los efectos de la fuerza de flotabilidad frente a los de viscosidad y conduccién térmica. De los
experimentos de Lord Rayleigh sobre dos placas infinitas a distinta temperatura entre las cuales se
situaba un fluido newtoniano, se desprende la existencia de un valor critico del nimero de Rayleigh
(Ra,). Para valores del Ra tales que Ra > Ra,., los efectos del empuje de Arquimedes se sobreponen
a los de friccion y conduccion y se tiene que el sistema evoluciona pasando por un corto régimen
transitorio hasta alcanzar un equilibrio inestable en el estacionario. Dicho equilibrio se caracteriza
por la formacién de células convectivas en el seno del fluido, y se dice, por tanto, que se da el régimen
de conveccion de Rayleigh-Bénard. Por el contrario, en el caso de Ra < Ra,, los efectos de la fuerza
de flotabilidad no son suficientes para contrarrestar los de viscosidad y conduccién térmica, y tras
un corto transitorio, se alcanza un régimen estacionario de equilibrio estable. En este caso no se for-
man células convectivas y, por tanto, se dice que no se alcanza el régimen de conveccion antes citado.

En el caso del experimento de Rayleigh, donde se tenian dos placas infinitas a distinta tempe-
ratura (T, rerior > Tguperior) €l cientifico ingles obtuvo el valor de Ra. = 1708, pero en nuestro caso,
al tener un sistema diferente, no solo en cuanto al recinto, sino también respecto a las condiciones
de contorno, el valor del nimero de Rayleigh critico variard en nuestro caso.

4.1.1 Método de obtencion del Rayleigh critico

Existen varias formas diferentes de determinar el Ra,.. Se podria hacer de forma cualitativa, obser-
vando la evolucion del sistema durante un tiempo suficientemente largo, para varios valores del
Ra, y comprobando si se alcanza o no el régimen de células convectivas. Por otro lado, se podria
realizar calculando el nimero de Nusselt caracteristico del sistema, el cual representa la relacion
entre el calor transferido por conduccién y conveccidn, y del cual hablaremos m4s adelante. Esta
forma de llevar a cabo el estudio resulta mds formal y exacta, aunque en este caso hemos decidido
emplear este método como comprobacidn de los resultados.

En nuestro caso, se ha propuesto el siguiente método para determinar el valor critico del Ray-
leigh, es decir, el Ra,.. Primeramente, debemos tener en cuenta que en nuestros cdlculos hemos
tomado una expresion de la temperatura adimensional, T*, tal que ésta se forma de dos componentes;
por un lado, la distribucién de temperaturas correspondiente al régimen hidrostético; por otro lado,
una perturbacién respecto a este estado de equilibrio. De esta forma, nos queda lo siguiente:

Teniendo claro este concepto, vemos que la evolucién del sistema difiere en un concepto clave en
los casos de alcanzar un equilibrio estable o inestable. De hecho, tras un transitorio inicial que suele
ser de duracion muy corta, pueden ocurrir dos casos bien diferenciados:

* 1) Para valores pequefios de Ra, donde no se alcanza la conveccion, el valor de la perturbacién
en la temperatura, 0*(t*,x*,z*), disminuye sin cesar hasta alcanzar un valor nulo. En este
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caso, que se corresponde con el de equilibrio estable, la solucién final para el campo de
temperatura, corresponde, en virtud de la ecuacién 4.1, al caso de régimen hidrostético, ya

que la perturbacién vemos que tiende a cero.

* 2) Para valores altos de Ra, donde si se alcanza la conveccidn, el valor de la perturbacién
0*(t*,x*,z*) no tiende a cero, sino que crece hasta cierto punto, donde se estabiliza y se

alcanza el régimen estacionario.

En el segundo caso, el valor que alcanza, en media, la perturbacidn, serd mayor cuanto mayor sea
el Ra, de la misma forma que, en el primer caso, la tendencia de la perturbacién a extinguirse sera

mads rdpida cuanto menor sea el Ra.

Observamos que existen tres periodos diferentes durante la evolucidn del sistema; un transito-
rio inicial, donde se forman las células de conveccién y la perturbaciéon de la temperatura se
estabiliza, de muy corta duracion, un transitorio secundario, donde puede darse unos de los dos
casos que acabamos de citar, de una duracién mayor, y finalmente el régimen estacionario, donde el

sistema alcanza el equilibrio, ya sea estable o inestable.

Para visualizar correctamente estos dos casos, vamos a mostrar la evolucién de la perturbacion
en el medio del recinto y en distintos instantes de tiempo, es decir, 0*(t* =1;,x* =L/H/2,7*), y
los isocontornos de T*, para dos valores del Ra, uno muy por debajo del Ra,., y otro muy por encima.

Primeramente, tomando Ra = 500 < Ra,. se tiene lo siguiente:

¢ en seccion x=L/2
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Figura 4.2 Representacion de la perturbacion en la temperatura en x = L/2 (izquierda) y los isocon-
tornos de la temperatura adimensional (derecha) para Ra = 500 y t* = 10.

Observamos codmo la perturbacion calculada en el centro del recinto alcanza un valor maximo
del orden de 107 al terminar el transitorio (z* = 10). A continuacién vemos cémo evoluciona el

sistema tras este instante:
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# en seccion x=L/2 Isocontornos T'
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Figura 4.3 Representacion de la perturbacion en la temperatura en x = L/2 (izquierda) y los isocon-
tornos de la temperatura adimensional (derecha) para Ra = 500 y t* = 100.

Vemos que transcurrido un cierto tiempo (alcanzamos el instante t* = 100) la perturbacién ha
disminuido considerablemente (su maximo es ahora del orden de 10~ !3). Debido a ello, las lineas de
isocontornos de 7* permanecen rectas, representacion del régimen hidrostético en el que permanece
el sistema. En este caso, evidentemente, no salta la conveccion.

A continuacién, mostramos los resultados obtenidos tomando ahora Ra = 5000 > Ra,, donde
se tiene

0 en seccién x=L/2 Isocontornos T’
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Figura 4.4 Representacion de la perturbacion en la temperatura en x = L/2 (izquierda) y los isocon-
tornos de la temperatura adimensional (derecha) para Ra = 5000 y t* = 5.

Observamos que en el instante t* = 5, donde ha pasado un corto transitorio, la magnitud de
la perturbacién respecto del caso hidrostético es muy pequeiia, del orden de 1073, y por ello los
isocontornos de T* siguen siendo lineas rectas, pues la distribucioén de temperaturas se corresponde
a la de equilibrio hidrostatico. Sin embargo, si dejamos pasar el tiempo hasta * = 100, donde se ha
alcanzado el régimen estacionario, se observa lo siguiente:
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Figura 4.5 Representacion de la perturbacion en la temperatura en x = L/2 (izquierda) y los isocon-
tornos de la temperatura adimensional (derecha) para Ra = 5000 y t* = 100.

Vemos que el valor de la perturbacién en la seccién media del recinto ha crecido considerable-
mente, siendo su méaximo del orden de 10~!. Los efectos que ello tiene sobre los isocontornos es
mads que evidente, ya que se ve una curvatura pronunciada en ellos, muestra de que efectivamente
se ha producido el fenémeno de conveccion. De hecho, esta gréfica nos indica que el flujo frio
asciende por el medio del recinto a medida que aumenta su temperatura, mientras que el flujo
caliente desciende por los laterales, enfridndose.

Para visualizar mejor este fendmeno, mostraremos, en la misma situacién (Ra = 5000, t* = 100), la
gréfica correspondiente a la funcion de corriente, ¥ (t* = 100,x*,z"), asi como el campo de veloci-

dades del fluido, representado por los vectores cuyas componentes son v,.(t* = 100,x*,z*) = d¥/dz
y v, (t* =100,x*,7") = —d¥/dx
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Figura 4.6 Representacion de la funcién de corriente (izquierda) y el campo de velocidades (derecha)
para Ra = 5000 y r* = 100.

Ahora que hemos visualizado bien los dos casos que pueden darse en funcién del ntimero de
Rayleigh, es decir, sistema en equilibrio estable e inestable, explicaremos la condicidén que se
ha tomado para hallar el valor del Ra que separa ambos casos, es decir, Ra,, el Rayleigh critico.
Teniendo en cuenta lo explicado con anterioridad, tras un corto periodo transitorio inicial, de una
duracién corta (entre t* = 1 y t* = 10, dependiendo del Ra), se alcanza el régimen transitorio
secundario, donde puede ser que la perturbacién sobre el campo de temperaturas hidrostético tienda
a cero (se alcanzaria un equilibrio estable, sin conveccion), o que dicha perturbacién crezca hasta un
valor mds o menos grande en funcién del nimero de Rayleigh. Nuestro Ra,. serd el valor del Ra para
el que la perturbacién no tienda a cero, pero que su incremento durante el transitorio secundario
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sea el minimo posible. Asi, se ha tomado como valor de referencia de la perturbacion, la media del
valor absoluto de la perturbacién en todos los nodos del sistema, ya que de esta forma tenemos en
cuenta el modo en que se desarrolla el flujo en todos los puntos del recinto. Dicha perturbacién
media se calcula a través de la siguiente expresion:

& 107 (1 x7 7))
;; NN, 4.2)

Tomando este valor como representativo de la perturbacion, se ha hecho un barrido tomando
muchos valores del Ra, y se ha determinado que el Rayleigh critico, serd el valor de Ra para el cual
la variacion relativa de la media de la perturbacién sobre el caso hidrostatico, sea minima durante
el periodo transitorio secundario. De hecho se han hecho barridos sucesivos, en cada uno tomando
rangos de Ra menores, pero con un paso proporcionalmente menor para aumentar la precision.

4.1.2 Resultado

Empleando el criterio explicado anteriormente, se ha obtenido que el Rayleigh critico, dado el
sistema planteado con flujo impuesto en la base, relacién de aspecto AR = 2, y ntimero de Prandtl,
Pr =0.733, se corresponde con el valor numérico Ra,. = 1617.6 0.1. Comparando este resultado
con el obtenido por Pablo Ruiz Contreras en el proyecto El Método de Colocacion para el problema
de conveccion de Rayleigh-Bénard, vemos que nuestro valor del Ra,. es considerablemente menor
que el suyo, correspondiente a Ra,. = 2014. La explicacion de esta diferencia en los resultados radica
en las condiciones que se imponen al sistema. En su caso, se imponia una diferencia relativa de
temperatura entre la superficie superior e inferior del recinto, mientras que en nuestro caso se impone
un flujo de calor por conduccion en la base. Observamos que una modificacién en las condiciones
de contorno del problema puede llegar a cambiar mucho sus resultados mas fundamentales (en este
caso, el valor critico del Rayleigh).

La precision tomada para el célculo de Ra, resulta mis que suficiente para satisfacer los obje-
tivos propuestos. Ademads, como veremos mds adelante, las sucesivas comprobaciones hechas en
los demds cdlculos nos aseguran que este valor de Ra,. es correcto y suficientemente preciso.

Para este valor del niimero de Rayleigh vemos la siguiente situacién cuando se alcanza el es-
tacionario:
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Figura 4.7 Representacion de la perturbacion en la temperatura en x = L/2 (izquierda) y los isocon-
tornos de la temperatura adimensional (derecha) para Ra = Ra, y t* = 50.

Observamos que, a pesar de que la perturbacién es muy pequeiia (valor maximo del orden de
10~%), ésta no tiende a disiparse (debemos tener en cuenta que en la grifica mostrada ya se ha
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alcanzado el régimen estacionario, por lo que el sistema no varia con el tiempo alcanzado este

punto). Por otro lado, al ser tan insignificante la magnitud de la perturbacién, la distribucion de
temperatura se corresponde ’casi’perfectamente a la de equilibrio hidrostatico.

4.2 Relacion de aspecto y Rayleigh critico

Como hemos visto anteriormente, para una relacién de aspecto AR = 2, tenemos que Ra, = 1617.6
(de ahora en adelante, buscando simplicidad, se obviard el margen de error). A continuacién veremos
como varia dicho valor critico del Ra en funcién de la relacion de aspecto del recinto, AR, que es
basicamente la relacién existente entre el largo del recinto frente a su altura, es decir, AR = L/H.

Empleando el mismo criterio que en el apartado anterior, y tomando un rango de valores de
la relacion de aspecto suficientemente grande para poder sacar conclusiones bien fundamentadas

(0.5 < AR < 10), obtenemos la siguiente relacion entre el Rayleigh critico frente a la relacion de
aspecto del recinto:

Rayleigh critico frente a relacion de aspecto
12000 T T T T T T T T

10000
8000 |

6000 |

Ra

aooo |

2000 X

0 1 2 3 4 5 il 7 8
AR=LH

Figura 4.8 Relacién entre el Rayleigh critico y la relacién de aspecto.

En la gréfica anterior vemos perfectamente cémo, en general, el valor critico del Ra, a partir del

cual podemos decir que se produce el fenémeno de conveccién, disminuye a medida que aumenta-
mos la relacién de aspecto. Este resultado es bastante 16gico y esperado, dado que al ser mayor la
base respecto a la altura del recinto, y debido a la forma en que se generan las células de conveccion
(dispuestas horizontalmente, una junto a la otra), dichas células disponen asi de un mayor espacio

para formarse, lo cual facilita el salto a la conveccién y, por tanto, al aumentar la AR, disminuye el
Ra,.

Por otro lado, vemos que el resultado obtenido es coherente respecto a la literatura; es intere-
sante ver que en el trabajo Internally Heated Convection and Rayleigh-Bénard Convection, de David
Goluskin, publicado en el 2016 (vemos que es un tema de actualidad), se analiza también el caso
que nos concierne, aunque ligeramente distinto. En su caso, Goluskin hace un estudio de un recinto



52

Capitulo 4. Resultados numéricos. Caso de flujo de calor por conduccion

formado por dos placas infinitas (como en el caso de Lord Rayleigh), con un fluido entre ellas, y
donde se tiene un flujo de calor constante incidente en la placa inferior. En su caso, él obtiene el
resultado Ra, = 1295.78, valor que comprobamos que es cercano al obtenido por nosotros para
AR = 10 (la mayor relacién de aspecto que hemos tomado), donde tenemos Ra, = 1320 y, viendo

la tendencia decreciente del Rayleigh critico frente a la relacion de aspecto, no extrafia que su valor
para AR — oo tienda al obtenido por Goluskin.

Sin embargo, aparte del resultado observado sobre la figura 4.8, vemos un fenémeno que sal-
ta a la vista. Vemos como cerca del punto en que AR = 2 tenemos un pequefio rango de valores de
la relacion de aspecto para los cuales se da una situacién contraria a la esperada: al aumentar AR,
en vez de disminuir, el Ra, aumenta, aunque sea levemente. Movidos por pura curiosidad y afan
investigador, tratamos de descubrir qué fendmeno es el que propicia un resultado tan inesperado
como sorprendente. Con este objetivo en mente, observamos que, en base a un andlisis posterior, tal
y como veremos en el proximo apartado (donde analizamos el nimero de células convectivas del
sistema), resulta que la zona donde aumenta el Rayleigh critico con la relacién de aspecto (AR ~ 2)),
coincide con los valores de AR para los que se pasa de tener una célula de conveccién a tener dos.
Para comprobar si estos dos sucesos (aumento de Ra, y aumento del nimero de células convectivas)

tienen efectivamente alguna relacion, decidimos reproducir la grafica de la figura 4.8, pero en el

tramo 2.5 < AR < 5.5, y con un paso menor para la relaciéon de aspecto, obteniendo el siguiente
resultado:

Rayleigh critico frente a relacion de aspecto
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Figura 4.9 Relacion entre el Rayleigh critico y la relacién de aspecto, apreciacién en el tramo
25 <AR<SS.

Necesitamos algunos resultados del siguiente apartado para poder interpretar la grafica. Como
veremos, en los puntos AR = 3.3 y AR = 4.6 es donde se pasa, para Ra = Ra.(AR), de tener dos
a tres células convectivas, y de tres a cuatro, respectivamente. Estos resultados desprenden una
relacidn interesante respecto a lo que podemos observar en la grafica anterior. Al igual que ocurre
cuando pasamos de una a dos células para Ra = Ra.(AR) (en AR = 2), en este caso vemos que,
antes de que se aumente definitivamente el nimero de células convectivas, el valor del Rayleigh
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critico aumenta levemente hasta alcanzar el punto en que se termina de formar la célula adicional,
momento en que el Ra, vuelve a disminuir, recobrando el comportamiento general que presenta
frente a la relacion de aspecto. A continuacion, el valor de AR para el que se pasa de tener n a
tener n+ 1 células, para Ra = Ra,(AR), lo denominaremos AR,,. Viendo los resultados obtenidos,
observamos que cuando AR — AR, , el Rayleigh critico aumenta levemente, mientras que para
relaciones de aspecto tales que AR > AR, y AR < AR, |, el Ra, vuelve a disminuir, siguiendo
su comportamiento general. Este efecto se debe a que, cuando AR — AR,;, se generan muchas
inestabilidades en el sistema, puesto que, aunque finalmente se formen n células, el sistema esté
muy proximo al estado en que se dan n 41, y ello hace que el transitorio inicial sea especialmente
largo y se dificulte el salto a la conveccién por pérdidas de energia derivadas de este proceso.

4.3 Numero de células convectivas

Anteriormente, cuando calculamos el Rayleigh critico (seccién 4.1), se tenfa una relacién de aspecto
AR = 2, donde observamos que se formaban dos células convectivas, tal y como podiamos apreciar
en la figura 4.6. Sin embargo, tal y como se indic6 en el apartado anterior, el nimero de células de
conveccién que se forman en el sistema depende de las caracteristicas de este. En este apartado,
analizaremos la dependencia de dicho nimero de células con dos factores: por un lado, la relacién
de aspecto, AR, y, por otro, el nimero de Rayleigh, Ra.

4.3.1 Numero de células y relacién de aspecto

A continuacién veremos la dependencia existente entre la relacién de aspecto, es decir, AR=L/H,y
el nimero de células convectivas que se dan en el sistema. Ya que este niimero, como se ha indicado
con anterioridad, depende a su vez del Ra, en todo caso tomaremos Ra = Ra,.(AR), aprovechando
el resultado obtenido en el apartado anterior.

En este caso, el método seguido consiste simplemente en ejecutar el cédigo y representar en
ciertas estaciones la funcién de corriente para ver como evoluciona a lo largo del tiempo. Con
ello, cuando el sistema alcanza el régimen estacionario, es ficil comprobar visualmente cuantas
células se forman. Hemos realizado un barrido con muchos valores de la AR con el objetivo de
hallar los puntos en que varia el nimero de células. Tal y como indicamos en el apartado anterior,
denominamos AR,, al valor de la relacién de aspecto para la que se pasa por primera vez de n a
n+ 1 células, y se ha tomado un margen de error de £0.1, lo cual se considera suficiente respecto
a los objetivos propuestos. Siguiendo este procedimiento, se obtienen los siguientes resultados,
expresados en forma de tabla:

Tabla 4.1 Valores de AR, paran <7.

AR, | 2.0
AR, | 33
AR, | 46
AR, | 58
AR5 | 7.1
AR, | 84
AR, | 9.8

Sin embargo, posiblemente el resultado se visualice mejor en forma de gréfica, por lo que a
continuacién mostramos los valores de la tabla 4.1 de esta forma:



54  Capitulo 4. Resultados numéricos. Caso de flujo de calor por conduccién

Nimero de celulas convectivas frente a relacion de aspecto
] ; ; r . r r r r r
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Figura 4.10 Namero de rollos en funcién de la relacién de aspecto para Ra = Ra.(AR).

Hemos decidido dejar el célculo al llegar a AR, pues los resultados obtenidos son suficientes
para sacar las conclusiones necesarias. Observamos que el resultado general es que al aumentar la
relacion de aspecto, AR, aumenta a su vez el nimero de células de conveccién. Este resultado es
evidente ya que, dada la forma en que se distribuyen las células (horizontalmente), al aumentar AR,
es decir, al aumentar el largo del recinto frente a su altura, estas células tienen mds espacio para
producirse y, por tanto, se forman en mayor niimero.

Finalmente, para que pueda visualizarse mejor el método empleado, asi como la formacion de
multiples células de conveccion, mostraremos en algunas graficas la funcién de corriente una vez
alcanzado el régimen estacionario, para diferentes valores de la relacién de aspecto, y tomando
Ra = Ra.(AR) en todo caso. Asi podremos ver mejor la forma que tienen de distribuirse las células
en el recinto:
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Funcioén de corriente para AR =2.5
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Figura 4.11 Funcion de corriente una vez alcanzado el régimen estacionario para Ra = Ra,(AR)
(relacién de aspecto en cada caso indicada sobre la gréfica correspondiente.

En estas graficas podemos ver como se cumple lo presentado en la tabla 4.1 y observamos ademas
como aumenta el nimero de células convectivas al incrementar la relacion de aspecto.

4.3.2 Numero de células y Rayleigh

En este subapartado analizaremos la influencia del Ra en el nimero de células que se forman una
vez alcanzado el régimen estacionario. Para estudiar dicha influencia, representaremos la funcién
de corriente en el estacionario de la misma forma que hicimos en el subapartado anterior, ya que
resulta muy sencillo e intuitivo determinar el nimero de células de conveccion al observar esta
gréfica.

El método que emplearemos en este caso serd el siguiente: para empezar, tomaremos dos va-
lores concretos de la relacion de aspecto, concretamente analizaremos los casos AR =4y AR =4.5.
Hemos elegido estos dos valores ya que, en vista de los resultados mostrados en la tabla 4.1 y en la
figura 4.9, tenemos que el caso AR = 4 representa un punto alejado de aquél en el que se aumenta
el numero de rollos (AR; = 4.6), mientras que el valor AR = 4.5 se encuentra muy cercano a este
punto. Por otro lado, para cada valor de la relacién de aspecto (AR =4 y AR = 4.5) analizaremos
para qué valor del Ra, o mejor dicho, para qué valor de la relacién Ra/Ra.(AR), se pasa a tener
una célula convectiva adicional. Dicho de otro modo, en ambos casos (AR =4 y AR =4.5), para
Ra = Ra.(AR), o lo que es lo mismo, para Ra/Ra.(AR) = 1, se forman tres células de conveccion.
En el proceso, hemos aumentado poco a poco el valor del pardmetro Ra/Ra,.(AR) hasta llegar al
estado en que se forman no tres, sino cuatro células. A dicho valor minimo de Ra/Ra,.(AR) que
hace que aparezca una célula convectiva mas le llamaremos 113% |erticos que a su vez serd funcion de
AR, como comprobaremos. El resultado que a continuacién se mostrara nos servird también para
corroborar que el valor de ARy = 4.6 es correcto y suficientemente preciso.
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Una vez ejecutado este procedimiento, hemos obtenido los siguientes resultados:

Tabla 4.2 Valor critico de Ra/Ra.(AR) para AR =4y AR =4.5.

’ AR ‘ % |Crtico ‘
4 1.734
4.5 | 1.000877

Teniendo en cuenta que AR, = 3.3 <AR=4, AR=4.5 < AR; = 4.6, vemos en este resultado
dos casos diferentes. Primeramente, tenemos el caso de AR = 4, un valor alejado de AR5, y por
tanto, un valor de la relacion de aspecto para el que tenemos que aumentar sustancialmente el Ra
respecto del Ra,. para que se forme una célula convectiva adicional; de hecho, vemos que para un
aumento del 73.4 % sobre el Rayleigh critico es cuando se pasan a tener cuatro células en vez de
tres. Por otro lado, tenemos el caso en que AR = 4.5, un valor de la relacion de aspecto muy cercano
aAR; = 4.6, por lo que en este caso el incremento necesario en el Ra respecto al Ra,. para que se
forme una célula adicional es mucho menor. De esta forma, tenemos que aumentando el niimero de
Rayleigh tan sélo un 0.0877 % aparece la cuarta célula de conveccién. Este es un sintoma de que,
efectivamente, el valor AR = 4.5 se encuentra mucho mads cerca de AR5 que el valor anterior, es
decir, AR = 4.

4.4 Numero de Nusselt

En este caso analizaremos la importancia que tiene el pardmetro adimensional conocido como
niimero de Nusselt en cuanto a su influencia sobre nuestro sistema y cémo puede caracterizarlo en
lo concerniente a la forma de transferencia de calor. Primeramente, haremos un estudio del nimero
de Nusselt (en adelante, Nu) para entender su significado y la forma de su obtencién.

Comenzaremos tomando la ecuacién de la energia para el caso que nos ataiie, es decir, flujo
de calor por conduccién impuesto en la base, con lo que se tendria lo siguiente:

oT oT oT ’T  J°T
Pocp oy +PoCyx G Py - =k | TE o (4.3)
Teniendo en cuenta que
dv dv._03¥ 0 ( 0¥\ _g
dx dz dxdz Oz ox )
La expresién 4.3 puede ser escrita de la siguiente forma:
o _, 82T+82T B I I 7 44)
pOch =\ o2 Tz Pocpa(vx ) pocpjz(vz ) .

Integrando entre x =0y x = L, y como k% =0y v, =0tanto enx =0 como en x = L, tenemos
la siguiente expresion:

2 /L T(x.2)dx| = -2 /L—kaT(t )d +/L (r,2)T(1,%,2)d 4.5)
5 s poc, T (x,z)dx| = 5 | /s 5, (1x2)dx 5 Poc,pv, (x,2)T (2,x,2)dx .
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Integrando ahora entre z = 0 y z genérico, como —k%—g (tx,z=0)=Fyv,((t,x,z=0) =0se tiene

0 z L L oT L
— [/ / pocpT(t,x,zo)dxdzo] =— / —k—=—(tx,zy = z)dx+/ poc,v(tx,z0 = 2)T (t,x,20 = z2)dx | +FL
ot |Jo Jo 0 dz 0 )

v~

Fcanduccin (I ,Z) Fconvercin (t 7Z)

(4.6)

Donde el término de la izquierda representa la variacién respecto al tiempo de la energia térmica
extendida en el dominio 0 <x < Ly 0 <z, < z. Finalmente, el dltimo término de la derecha refleja
el flujo introducido en el dominio a través de la base del recinto. Para facilitar la visualizacién de
este resultado serd conveniente observar la siguiente representacion, donde se ven los diferentes
flujos de calor que entran y salen del dominio:

F (t,2) F (t,2)

cond conv
-
Zy
a(1)/at
T z=0
X

x=0

FL

Figura 412 Esquema de los flujos de calor que interaccionan con el dominio0 <x <Ly 0<z,<z.

Donde, evidentemente, los términos F,,,; y F,,,, se refieren a los flujos de calor que salen del
dominio por conduccién y conveccidn, y se corresponden con los términos asi indicados de la
ecuacion 4.6. Asimismo, el término que aparece dentro del dominio como d(1)/dt equivale al
término de la izquierda de la ecuacién 4.6, el cual dijimos que representaba la variacion temporal de
la energia térmica extendida en el dominio. De hecho, la correlacion entre la ecuacién 4.6 y la figura
4.12 resulta evidente; la variacion temporal de la energia térmica en el dominio es igual al total
del flujo de calor que entra en él (¥'L) menos el flujo que sale (es decir, F,,,.; ¥ F.,n)- Las expre-
siones de estos términos, que se pueden visualizar en la imagen, vienen dadas en la ecuacion anterior.

A continuacién llamaremos F,,,,; = F,,,q + F.ony @l flujo total que atraviesa la seccién zy = z,
teniéndose que es la suma de los flujos que salen por conduccién y conveccién. Tomando este flujo
total promediado en x, obtenemos lo siguiente:

5ol F;f Ot [(t,Z) 1k aT 1k
Fnat2) = 22905 — o[PS ea)avr 1 [“poepeaTeaar @)

Ahora aplicaremos la adimensionalizacién empleada anteriormente, es decir:
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T=T,— (T —1)T"

v, =vi\/gB(T\ —T,)H
x = Hx*
z=HZ"

Con ello obtenemos la siguiente expresion para el promediado en x* del flujo total:

— Fopu(t*2%)  k(T)—T,) [ARJT* c AR
o) = 2] M) [ROT oy s 0= o= [ virare
L L 0o dz
(4.8)
Donde se ha tenido en cuenta que L/H = AR y que, en virtud de la ecuacién de continuidad
(‘9”‘ + az = (), tenemos esta expresion:

L
;Z/ v.dx =0
0

Ya que el término de la integral no depende de z al integrarse entre 0 y L. A continuacién, y
teniendo en cuenta las expresiones del flujo de calor introducido, es decir, F = k(T; — 1) /H, y del
nimero de Rayleigh, siendo éste Ra = g3 (T, — T,)H? /(v), se obtiene, a partir de la ecuaci6n 4.8,
lo siguiente:

— 1 AR QT AR
Froa(t,2") = 5 3 (r* x*.2*)dx* ——\/ﬁ/ VET*dx* (4.9)

Finalmente, como o2 = a5, se tiene

., AR JT* 1 AR
Fippa(t",2°) = AR = (1% x*,7")dx* _mﬁ/o ViT*dx* (4.10)
Feona(t*.27) Fom (1.2
Donde, como sabemos, v; = —d'¥/dx. Por otro lado, en el régimen estacionario Fr.u=1ya

que, en vista de la ecuacion 4.6, y como se puede deducir ficilmente de la figura 4.12, una vez
alcanzado este régimen, evidentemente la variaciéon temporal de la energia térmica en el recinto
completo es nula, y por tanto todo el flujo de calor introducido en el sistema es igual al que sale en
forma de flujo de conduccién y conveccién. Por tanto, en este régimen se tiene que la ecuacion 4.10
puede ser escrita tal como sigue:

AR JT* 1 /AR
= — * 79)dx* —v/ RaPr— *T*dx* 4.11
AR )y o7 (x*,z")dx a rAR/o v X ( )
Fjond (Z* ) F:onv (Z* )

Lo que Goluskin en su trabajo sobre conveccién de Rayleigh-Bénard con flujo de calor impuesto
denomina niimero de Nusselt, y el término que tomamos nosotros igualmente, es lo siguiente:

fol (f:mzd( < )+Fconv( 7Z*>)dZ* (412)
f() cond( < )dZ

En nuestro caso, al igual que en el de Goluskin, solamente nos interesara el valor del nimero de
Nusselt una vez alcanzado el régimen estacionario, en cuyo caso Nu no depende del tiempo y el

Nu(t) =
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numerador del término de la derecha de la ecuacién 4.12 es igual a la unidad, tal y como vimos
anteriormente. De esta forma, de la ecuacion 4.10 se tiene la siguiente expresion:

- 1 ART 1 oT™
/ Fcond(t*az*)dz* = 7 / |:/ (t*,x*,z*)dz* dx* =
0 Jo 0o dz*
AR
- / [T(* 3% 2" = 1) = T*(¢* x* 2" = 0)] dx* =
JO

=1-— [ T*rx*z"=0)dx"=1-T (t*z" =0) (4.13)

Donde se ha tenido en cuenta que 7*(¢*,x*,z* = 1) = 1 (condicién de contorno necesaria por la
adimensionalizacién tomada). Por otro lado, tenemos que el término 7 (t*,z" = 0) representa la
temperatura adimensional media en z* = 0, es decir, en la base del recinto. De esta forma, en el
régimen estacionario, tenemos que la expresién del nimero de Nusselt, en vista de las ecuaciones
4.12 y 4.13, es como sigue:

Nu= — (4.14)

Donde hemos tenido en cuenta que en el régimen estacionario el flujo total medio adimensional
toma valor unidad(ya que en el estacionario no existe variacién temporal de la energia térmica en el
recinto completo). Este pardimetro adimensional (Nusselt) representa la importancia relativa que
tiene la conveccién como mecanismo de transferencia de calor frente a 1a conduccién. De esta forma,
podemos emplearlo como un indicador de la intensidad que tiene la conveccién en el sistema una
vez alcanzado el estacionario. Serd asimismo un indicador de si alcanzamos un equilibrio estable o
inestable en el sistema.

Primeramente, ya que el nimero de Nusselt muestra la importancia relativa de la conveccién
frente a la conduccidn, serd interesante observar cémo evoluciona en funcién del niimero de Ray-
leigh, dado que, como vimos con anterioridad, este pardmetro adimensional es el que determina si
el sistema evoluciona hasta un estado de equilibrio estable (no salta la conveccién) o inestable (la
conveccion domina como mecanismo de transferencia de calor). Este resultado también sera util
para comprobar si el Rayleigh critico calculado anteriormente es correcto. Por otro lado, debemos
indicar que el nimero de Nusselt puede ser expresado de forma local, es decir, que dependa del
punto del sistema en el que se calcule, pero en nuestro caso, y con tal de dar valores representativos
al sistema completo, se ha tomado el nimero de Nusselt medio.

Para comenzar, veremos cual es el resultado de la deduccion realizada en las dltimas paginas;
por ello, mostraremos a continuacién lo que se obtiene al implementar la ecuacién 4.14 en el c6digo
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Figura 4.13 Nimero de Nusselt para AR = 2, Pr = 0.733 y Ra = 3000.

En esta gréfica vemos cémo, al contrario de lo que comentamos anteriormente, el Nu depende
del tiempo, pero este resultado necesita ser interpretado. Realmente, la expresion 4.14 solamente es
védlida cuando se alcanza el régimen estacionario, ya que es en ese momento cuando la variacién
temporal de la energia térmica en el recinto se anula, y es entonces cuando se tiene que el numerador

de la ecuacion 4.14 equivale a la unidad, tal y como comentamos antes. Por tanto, aunque en la figura

4.13 se vea como Nu depende del tiempo, realmente lo que debe interesarnos, y el inico tramo en que
esta gréfica es correcta, es el estado en que se alcanza el estacionario, es decir, el tramo final donde
se tiene Nu = 1.3673, valor independiente del tiempo (ya que se alcanza en el régimen estacionario).

Empleando este método para obtener el nimero de Nusselt, badsicamente esperando el tiempo
necesario para dejar que se alcance el régimen estacionario, obtendremos la relacién existente,
para AR =2y Pr=0.733, entre el Nu y la relacion Ra/Ra.(AR), tomando Ra.(AR =2) = 1617.6,
que es el Rayleigh critico para la relacién de aspecto tomada, resultado obtenido en el apartado

correspondiente. Siguiendo el procedimiento indicado, obtenemos el siguiente resultado:
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Figura 4.14 Numero de Nusselt en funcién de la relacién Ra/Ra,.

Para empezar, comprobamos que el valor obtenido para el Rayleigh critico en el apartado corres-
pondiente (Ra, = 1617.6) es correcto y suficientemente preciso, ya que vemos que es justo a partir
de Ra/Ra, = 1 cuando la curva de Nu comienza a crecer, lo cual denota que es el punto a partir
del cual salta la conveccidn en el sistema. Por otro lado, vemos que conforme aumenta el valor del
nimero de Rayleigh respecto al de Ra,., aumenta asimismo el Nu, lo cual indica que la conveccién
cada vez tiene mayor preponderancia frente a la conduccién como mecanismo de transmisién de
calor.

Es interesante en estos casos tratar de encontrar una férmula que pueda ajustarse a la expre-
sion del ntimero de Nusselt. En nuestro caso buscaremos una expresion sencilla que determine
Nu = Nu(Ra/Ra,). Esta férmula tendr4 la siguiente forma:

Nu—1=C(Ra/Ra.—1)* (4.15)

Por tanto, debemos hallar los valores de C y x que hacen que el Nusselt calculado de esta manera
se ajuste a la gréafica de la figura 4.15. Tras realizar el calculo, hemos obtenido que los valores que
minimizan el error son C = 0.4047 y x = 0.7072, y con ello obtenemos el resultado que se muestra
a continuacion:
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Figura 4.15 Nimero de Nusselt en funcién de la relacién Ra/Ra, frente al Nusselt calculado con la
formula (AR = 2).

Observamos que para estos valores de C y x la formula se ajusta perfectamente a los resultados
obtenidos. Asi, la férmula a la que responde el nimero de Nusselt queda de la siguiente forma:

Nu—1=0.4047 * (Ra/Ra, — 1)°7072 (4.16)

Evidentemente, esta expresion solamente es vélida para Ra/Ra, > 1, ya que por detrds de este
punto, es decir, para Ra/Ra, < 1, se tiene Nu = 1.

4.4.1 Tiempo estacionario

El célculo del Nu resulta muy conveniente a la hora de determinar el tiempo que tarda el sistema en
alcanzar el régimen estacionario. Como veremos, este tiempo, al que denominaremos ¢, dependera
del niimero de Rayleigh, ademads de otros factores como la relacién de aspecto. En concreto, nos
centraremos en este apartado en determinar la relacion existente entre el tiempo estacionario, t;, y
el Ra, para relacion de aspecto dada.

Método de obtencion

En cuanto al método que emplearemos para determinar el tiempo que tarda el sistema en alcanzar
el régimen estacionario, primero debemos analizar la figura 4.13. En esta grafica vemos que el Nu
comienza siendo igual a la unidad, posteriormente tiene un periodo de ascenso y, finalmente, se
estabiliza hasta alcanzar su valor real durante el estacionario. Vemos que aqui se pueden observar
los tres tramos de los que hemos hablado con anterioridad sobre la evolucidn del sistema, es decir,
transitorio inicial (Nu = 1), secundario (ascenso) y régimen estacionario (estabilizacién). Debemos
sefialar aqui que esta gréafica toma la forma mencionada para Ra > Ra,, mientras que para Ra < Ra,.
el valor de Nu es igual a la unidad en todo momento, ya que en este caso no salta la conveccion. Por
ello, centraremos el cdlculo del tiempo estacionario en los casos Ra > Ra,., es decir, en los casos en
que salta la conveccion.
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Nuestro objetivo es determinar el tiempo estacionario en funcién del niimero de Rayleigh pa-
ra AR =2y Pr=0.733, es decir, la curva t,(Ra), por lo cual haremos un barrido con muchos
valores del Ra, y para cada uno de ellos determinaremos el tiempo necesario para alcanzar el
estacionario. Para determinar el instante en que consideramos que se alcanza este régimen haremos
lo siguiente: para empezar, dejamos que el sistema avance el tiempo suficiente para que se alcance
el estacionario, lo cual se identifica visualmente con facilidad tal y como vemos en la figura 4.13
(aun asi imponemos una condicidn sobre la variacion del Nusselt en su tramo final, imponien-
do que se sitie por debajo de un determinado valor aceptable). A continuacion, determinamos
el valor de Nu en este régimen (en el caso de la figura serfa Nu,, = 1.3673), y fijamos el valor
Nuyi, = 140.99 % (Nu,,, — 1), el cual representara el valor del Nu a partir del cual consideramos
que comienza el régimen estacionario. Esta expresion de Nu;;,, nos quiere decir que consideramos
que el estacionario comienza cuando, al representar una grafica analoga a la de la figura 4.13, el
valor del Nu haya ascendido el 99 % del ascenso total.

Ahora mostraremos un ejemplo de este proceso para que se comprenda mejor. Nos disponemos a
calcular el tiempo estacionario para el sistema que venimos tomando para los diferentes apartados
(flujo impuesto en la base, AR =2y Pr = 0.733), para el caso de Ra = 3000, es decir, daremos
como ejemplo el célculo de t,(Ra = 3000).

Partimos de la figura 4.13, que representa basicamente el Nusselt medio en el sistema dado con
Ra = 3000. En este caso, hemos tomado t;?m = 120. Observamos que, evidentemente, se alcanza
el régimen estacionario, ya que se ve perfectamente como el valor del Nu se estabiliza en la parte
derecha de la grafica. Aun asi, para poder estar seguros de que se ha dejado transcurrir suficiente
tiempo, se calcula la variacién relativa del Nu en el tramo final (0.8 < ¢*/ tj’?in < 1)y se impone
que ésta sea suficientemente pequefia (igual o menor a 10~3). Como vimos, en este caso se tie-
ne Nu,, = 1.3673 por lo que, en base a la expresion dada para Nuy;,,, tenemos para este caso
Nuyj,, = 140.99 % (Nu,, — 1) = 1.3636. Una vez obtenidos estos dos resultados, comprobamos
cudl es el punto de la figura 4.13 en el que se da el valor limite de Nu, y asi encontramos el instante
en que comienza el régimen estacionario, ta y como vemos en la siguiente grafica:
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Figura 4.16 Visualizacién del método empleado para obtener el tiempo estacionario para Ra = 3000.

*

De esta manera tenemos que 7, (Ra = 3000) = 65.2, es decir, hemos hallado el tiempo que tarda
el sistema en alcanzar el régimen estacionario (en base a los criterios que hemos tomado) para un

nimero de Rayleigh Ra = 3000.

Resultado

A continuacién, hemos seguido este proceso para ver la variacién del tiempo estacionario en
funcién del Ra, para AR =2y Pr =0.733. Hemos tomado en cuenta solamente valores del Rayleigh

tales que Ra > Ra,. = 1617.6, ya que este método de obtener el ¢, solamente es valido con esta
condicién. El motivo es que para Ra < Ra, no existe ningtin ascenso en la gréfica, ya que el valor
de Nu es igual a la unidad en todo momento, y evidentemente el método explicado no es aplicable.

Sabiendo esto, mostramos a continuacién el resultado obtenido:
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Figura 4.17 Tiempo estacionario frente al nimero de Rayleigh del sistema para AR =2y Pr = 0.733.

Vemos que al superar el valor critico del nimero de Rayleigh el tiempo que tarda el sistema en
estabilizarse, es decir, en llegar al régimen estacionario (caracterizado por un equilibrio inestable,
puesto que se tiene Ra > Ra,), se reduce muy rdpidamente, pasando de #;,(Ra = 2000) = 132.4 a
13 (Ra =3000) = 65.2, es decir, que al pasar de Ra = 2000 a Ra = 3000, el tiempo estacionario se
reduce a menos de la mitad. Esto se debe a que al aumentar el Ra el sistema presenta una tendencia
mayor a alcanzar el régimen convectivo, la intensidad de la conveccién es mayor, y por tanto tarda
menos tiempo en estabilizarse. Viendo la tendencia que presenta en este tramo, deducimos que
conforme nos acercamos al punto en que Ra = Ra,, el tiempo que tarda el sistema en estabilizarse
tiende al infinito. Por otro lado, tras alcanzar un minimo entorno al punto Ra = 3000, el tiempo

estacionario crece a un ritmo aproximadamente constante al aumentar el Ra. Este comportamiento
se debe a que, para valores muy altos del Ra, la conveccién es excesivamente intensa, y ello hace
que se entre en un régimen cadtico y turbulento que tarda mds tiempo en aplacarse.

4.5 Numero de Prandtl

Hasta ahora hemos empleado el nimero de Prandtl (Pr) para caracterizar el fluido del interior del
recinto, por lo que en este apartado veremos la influencia que tiene en el comportamiento del sistema.

Este nimero adimensional puede expresarse como Pr = v/a, donde Vv es la viscosidad cine-
matica del fluido y & su difusividad térmica. El sentido fisico de este pardmetro es que representa
la relacién entre la velocidad de difusion de la cantidad de movimiento (viscosidad) y la difusi-
vidad térmica, y fue llamado asi en honor al ingeniero y fisico aleman Ludwig Prandtl (1875 - 1953).

Primeramente, veremos el efecto que tiene el valor de este pardmetro adimensional en el Ray-
leigh critico y en el nimero de Nusselt. Para ello calcularemos el Nu para AR = 2 y varios valores
del Pry del Ra, ya que este resultado serd suficiente para comprobar el efecto del Prandtl en ambos

valores (Ra, y Nu). Basicamente, recalcularemos el resultado visto en la figura 4.15 para varios
valores del ndmero de Prandtl, obteniendo lo siguiente:

65



66  Capitulo 4. Resultados numéricos. Caso de flujo de calor por conduccién

Musselt frente a Ra / Rac en funcion del Nusselt
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Figura 4.18 Niimero de Nusselt frente a la relacién Ra/Ra,. con Ra. = 1617.6, para AR = 2 y varios
valores del nimero de Prandtl.

En esta grafica observamos dos resultados interesantes; por un lado, tenemos que el valor del Pr no
influye en el Rayleigh critico, ya que vemos que todas las curvas tienen el punto de inflexién, donde
Nu deja de tomar valor unidad, en el mismo punto donde Ra/Ra, = 1, es decir, independientemente
del Prandtl, se tiene Ra, = 1617.2, que es el valor correspondiente a la relacién de aspecto tomada.
Por otro lado, comprobamos que la influencia del Pr sobre el nimero de Nusselt es muy pequefia y
no sigue una tendencia determinada. De hecho, si hacemos una ampliacién de la grafica anterior,
tenemos lo siguiente:
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Figura 419 Apreciacion de la figura 4.18 en su tramo final.

Como hemos comentado, la influencia del Prandtl sobre el valor del Nusselt en el estacionario es
muy pequefia, teniéndose que, para Ra/Ra, = 3.5, donde se dan las mayores diferencias en la figura
4.18, aun variando el Pr desde Pr = 0.1 hasta Pr = 10 (una variacién de dos 6érdenes de magnitud),
el Nusselt permanece acotado en el rango 1.71 < Nu < 1.75, con una diferencia relativa maxima
menor del 2%. Por otro lado, en la figura 4.19 podemos ver que la relacion entre el Prandtl y el
Nusselt no sigue un orden claro, sin embargo, lo que si podemos asegurar es la baja influencia del
uno sobre el otro.

No obstante, la principal influencia del nimero de Prandtl sobre el sistema se dard en el tiem-
po necesario para alcanzar el régimen estacionario, ¢, tal y como veremos a continuacién. De la
misma forma que se hizo en el apartado 4.4.1, calcularemos el tiempo estacionario en funcién del
Rayleigh, para AR = 2, pero en este caso, para diferentes valores del nimero de Prandtl. De hecho,
el método empleado serd andlogo al del apartado 4.4.1, pero para un cierto rango de valores del Pr,
para asi poder ver su influencia. De esta manera, obtenemos el siguiente resultado:
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Figura 4.20 Tiempo estacionario frente al nimero de Rayleigh del sistema para AR = 2 y valores
del Prandtl en el rango 0.1 < Pr < 4.

En esta grafica observamos que, en general, al aumentar el nimero de Prandtl aumenta asimismo
el tiempo requerido para alcanzar el régimen estacionario, por lo menos para valores del Ra sufi-
cientemente alejados del Rayleigh critico (recordemos que para AR = 2 tenemos Ra, = 1617.6).
Este resultado se debe a que, como comentamos anteriormente, el Prandtl representa la relacién
entre la velocidad de difusion de la cantidad de movimiento (viscosidad) y la difusividad térmica, y
es un parametro que caracteriza al fluido. De esta forma, para nimeros de Prandtl bajos, tenemos
una preponderancia de la difusividad térmica y una baja viscosidad, por lo cual el fluido presenta
menos resistencia al movimiento y es capaz de alcanzar el régimen de conveccién més rapido. Si
por el contrario, tenemos un Pr alto, la viscosidad serd mayor frente a la difusividad térmica, por lo
que existird una menor velocidad de transmision de la cantidad de movimiento y, evidentemente, se
tardard mds tiempo en alcanzar el régimen estacionario. Por otro lado, el hecho de que para nimeros
de Rayleigh cercanos al critico el tiempo estacionario aumenta rdpidamente para Pr bajo (como
es el caso para Pr = 0.1 que vemos en la figura 4.20) se debe a que, como hemos comentado, un
Prandtl reducido supone una viscosidad baja, y por tanto, las perturbaciones que se producen para
Ra cercano al critico tardan mds tiempo en extinguirse.

Por otro lado, debemos comentar que en vista de los resultados obtenidos y de la evolucién del
sistema durante las simulaciones, vemos que el principal efecto del nimero de Prandtl sobre el
sistema radica en el tiempo requerido para alcanzar el régimen estacionario y, en general, en la
velocidad de la evolucion del sistema. Bdsicamente, al variar el Prandtl, hemos visto que la evolucién
del sistema no cambiaba (ntimero de células, Rayleigh critico, Nusselt, etc.) excepto por la velocidad,
la cual aumentaba al reducir este pardmetro.

4.6 Analisis del mecanismo de transferencia de calor

Para terminar con el caso conductivo, analizaremos algunos resultados de interés que se dan en el
sistema en funcién de si se alcanza el régimen convectivo (equilibrio inestable) o no (equilibrio
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estable). Para ello, observaremos cémo se comportan determinadas variables en ambos casos.
4.6.1 Temperatura media

En este apartado, definiremos una variable del sistema que llamaremos temperatura media. Esta
variable, que escribiremos como T*(*,z"), se define mediante la siguiente expresion:

T*(r*,z*) = REVl T*(x*, 2" ¢*)dx* (4.17)
AR Jo

Esta variable determina la temperatura media en cada seccién z* (para 0 < z* < 1), en funcién del
tiempo. A continuacién veremos cémo se comporta esta variable frente a la temperatura hidrostética
(dada por la expresion 3.24), para dos casos diferentes, uno en el que se alcanza un equilibrio estable
en el sistema (no salta la conveccién), y otro en el que se obtiene un equilibrio inestable (salta
la conveccién). En ambos casos tomaremos una relacién de aspecto AR = 2 y nimero de Prandtl

Pr=0.733.

Comenzando por el primer supuesto, tomaremos Ra = 1000 < Ra,, de forma que evidentemente
no saltard la conveccién. Con ello obtenemos el siguiente resultado:

03 04 05 06 07 08 09 1
Temperatura

Figura 4.21 Temperatura media y distribucién de temperatura hidrostética para Rayleigh bajo.

Sin importar el tiempo que dejemos transcurrir la simulacion, éste es el resultado que obtenemos,
ya que hemos tomado un valor del nimero de Rayleigh considerablemente bajo frente al valor
critico. Observamos que, como era de esperar, para un valor del Rayleigh tal que Ra < Ra,., no salta
la conveccidn, y por tanto la distribucién de temperaturas (y por tanto la temperatura media) tienden
a la distribucion hidrostética.

A continuacién mostramos el mismo resultado, pero ahora tomando Ra = 3000, el cual es un
valor de aproximadamente el doble del valor critico. Estamos por tanto ante un caso en el que si
saltard la conveccién en el sistema, y por tanto es interesante mostrar la evolucion del mismo con el
tiempo.



70

Capitulo 4. Resultados numéricos. Caso de flujo de calor por conduccion

t=20 t =40

08 ]
07

06

04 1

0.3 /
02

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 ¢ 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1
Temperatura Temperatura
=55 t =80
1 . 1 T ! :
T 1
0.9 T"‘“‘ £ 1 09 T"“*‘
* *
| h % | L h
0.8 % 0.8
* *
0.7 [ 0.7 *
* *
06 * 0.6 -
* i L * /
N 0.5 * N 0.5 *
041 ¥ 1 04r *
* *
0af * 03 *
* *
* *
0.2 % 0.2 %
* *
F * 1 F *
0.1 o 0.1 o
ot o
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Temperatura Temperatura

Figura 4.22 Temperatura media y distribucién de temperatura hidrostética para Rayleigh alto y
varios instantes de tiempo (* = 20,40,55,80).

Observamos que en un inicio la temperatura media se ajusta a la distribucién hidrostética de
temperaturas, pero conforme avanza el tiempo de simulacién la temperatura media tiende a ho-
mogeneizarse y alejarse cada vez mds de la situacién de equilibrio (hidrostatico). Gracias a este
resultado podemos concluir que el fenémeno de conveccién de Rayleigh-Bénard y, en general, la
transferencia de calor por conveccién, tiende a homogeneizar el campo de temperaturas.

De hecho, podemos comprobar esta caracteristica de la conveccién aumentando el valor del nimero
de Rayleigh; en la figura 4.22 tomamos un Rayleigh Ra = 3000, y a continuacién mostraremos el
caso correspondiente a un Rayleigh mayor:
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Figura 4.23 Temperatura media y distribucién de temperatura hidrostatica para Rayleigh Ra = 5000.

En esta grafica mostramos la temperatura media del sistema respecto a la hidrostatica para
Ra = 5000, una vez alcanzado el régimen estacionario. Comparando con la figura 4.22, vemos
que al aumentar el Rayleigh llegamos a un sistema con mayor homogeneidad en el campo de
temperaturas, ya que al aumentar el nimero de Rayleigh, aumenta la intensidad de la conveccion.

4.6.2 Flujos de calor

Recordamos que en el desarrollo de la simulacién conviven dos formas de transferencia de calor;
por un lado, tenemos la transferencia de calor por conduccioén, y por otro lado, la transferencia por
conveccion. Ya en el apartado que dedicamos a la obtencién del nimero de Nusselt (apartado 4.4)
hallamos las expresiones que permiten obtener estos dos flujos. A su vez, calculamos el flujo medio
(por conduccién y por conveccion) en cada seccion z* en funcién del tiempo, tal como se muestra a
continuacion:

—x . 1 AR JT'* . .

Fconduccin(Z i ): zﬁ 0 TZ*(X pve )dx 4.18)
— 1 (AR

Fconveccin(z*7t*) = _mﬁ/o V;T*dx* (419)

Ademads, definimos el flujo total medio como la suma de los dos anteriores:

==k

—%
Ftotal =F

F.
conduccin + conveccin

(4.20)

Finalmente, como premisa para la obtencion de la expresion del nimero de Nusselt (ecuacién
4.14) asumimos que, una vez alcanzado el régimen estacionario, la variacion temporal de la energia
térmica contenida en el sistema debia anularse, y por tanto se tenia, en régimen estacionario, que

=% =% =%

Flotal = Fconduccin +Fc0nveccin =1 (421)
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Esta suposicion nos permitié obtener la expresion del nimero de Nusselt, la cual no era vélida,
evidentemente, hasta alcanzar el régimen estacionario. A continuacién analizaremos la evolucion de
los flujos medios (por conduccién, conveccion y el total) en dos casos diferentes (uno con Rayleigh
bajo, sin que salte la conveccion, y otro con un valor alto del Rayleigh, para ver el efecto del régimen
convectivo), y comprobaremos que la premisa dada por 4.21 para el régimen estacionario se cumple
siempre. Ademads, analizaremos en cada caso la importancia relativa de la transferencia de calor por
conduccién y conveccion en todo el recinto. En ambos casos se tomard AR =2y Pr=0.733,y se
cambiard el nimero de Rayleigh.

Primeramente, analizaremos el caso en que no salta la conveccién. Para ello, tomaremos Ra = 1000
y calcularemos los flujos de calor medios, tanto por conduccién, como por conveccién, como el
total. De esta forma obtenemos el siguiente resultado:
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Figura 4.24 Flujos de calor medios por conduccién, conveccion y total para Rayleigh bajo.

Primeramente, aclaramos que en la leyenda se han omitido las barras que representan al flujo
medio y los asteriscos que denotan las variables adimensionales, y las palabras conduccién y con-
veccion se han contraido para una mejor visualizacion de la frafica.

Por otro lado, independientemente del tiempo que dejemos transcurrir, la situaciéon se mantie-
ne constante, ya que al tomar un valor tan bajo del Rayleigh (respecto al valor critico) el sistema
permanece en equilibrio estable (hidrostatico). En esta situaciéon podemos ver cémo el flujo de
calor medio transmitido por conveccion es nulo, mientras que el flujo por conduccion es méximo.
Asimismo observamos cémo se cumple la condicién de flujo total medio igual a la unidad una vez
alcanzado el estacionario (en este caso concreto, se cumple durante toda la simulacién).

A continuacién analizaremos un caso mds interesante, en el cual tomaremos Ra = 3000 , para
el cual salta la conveccidn, y por tanto serd conveniente mostrar la evolucién del sistema a lo largo
de la simulacion. Para ello, al igual que hicimos en el caso de la temperatura media, mostraremos
las graficas correspondientes a distintos instantes de tiempo:
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Figura 4.25 Flujos de calor medios por conduccion, conveccion y total para Rayleigh alto y varios
instantes de tiempo (+* = 20,40, 55, 80).

En la figura 4.25 podemos observar la evolucién de los flujos medios en el sistema. Inicialmente
se tiene una situacion de equilibrio hidrostatico (sin conveccion), tras la cual se produce un proceso
de transicion en el que el flujo de calor medio por conveccién aumenta en el centro del recinto,
mientras que disminuye la conduccién de calor. Finalmente, se alcanza un estado de equilibrio
nuevo en el que la conveccion de calor domina en el centro del recinto, mientras que cerca de las
superficies superior e inferior prevalece el flujo conductivo. Por otro lado, comprobamos que una
vez alcanzado el régimen estacionario la suma de ambos flujos medios (el flujo total medio) equivale
a la unidad en todo el recinto, muestra de que efectivamente se ha alcanzado el estacionario y la
variacion temporal de energia térmica del sistema es nula.

Finalmente, veremos cémo evoluciona el sistema con un nimero de Rayleigh mayor. A conti-
nuacién, tomaremos Ra = 5000 (en vez de Ra = 3000, como en la figura 4.25), y veremos la
evolucion de los distintos flujos de calor medios:
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Figura 4.26 Flujos de calor medios por conduccion, conveccion y total para Rayleigh Ra = 5000 y
varios instantes de tiempo (* = 15,30,40, 100).

Comparando estas ultimas graficas con la figura 4.25 podemos determinar la influencia que
tiene un aumento del nimero de Rayleigh para los flujos de calor medios. Como era previsible, al
aumentar el Rayleigh aumenta a su vez la intensidad de la conveccidn, y por tanto aumenta también
el flujo de calor medio por conveccidn, conllevando ello una disminucion en la transferencia de calor
por conduccioén. Por otro lado, al haberse tomado un valor del nimero de Rayleigh tan alto, vemos
como al sistema le cuesta aplacar el estado de intensa conveccién por el que transcurre durante el
transitorio (nétese que en la figura 4.26, para t* = 30, la escala es diferente), y por tanto el tiempo
que se tarda en alcanzar el régimen estacionario es mayor. Este resultado también justifica por qué
al aumentar el nimero de Rayleigh aumenta el Nusselt (figura 4.15), ya que el flujo medio de calor
por conveccién aumenta frente a la conduccién de calor.
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En este capitulo analizaremos el problema de radiacién pura, en el cual resolveremos las ecuacio-
nes de Saltzman para el caso radiactivo, sujetas a las correspondientes condiciones iniciales y de
contorno, tal y como se coment6 en el capitulo correspondiente a la formulacion del problema. De
esta forma, tenemos el siguiente planteamiento:

Sea un recinto bidimensional rectangular de base L y altura H en cuyo interior se aloja un fluido
caracterizado por el niimero de Prandtl, Pr = v /o. Las paredes del recinto son adiabdticas y
rigidas, la superficie superior se encuentra a una temperatura T, conocida, y en la base se aplica
un flujo de calor por radiacion, F, uniformemente repartido por toda la superficie inferior.

L

Figura 5.1 Representacién grafica para el caso de radiacién pura.

Los resultados que se mostrardn a continuacién se han obtenido con el programa de célculo
numérico MATLAB, mediante el c6digo mostrado en el capitulo sobre el método numérico (caso
radiactivo). A partir de este c6digo se han generado una serie de ficheros que no mostraremos por
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no extender excesivamente el proyecto.

Por otro lado, este capitulo serd mds breve que el anterior, dado que muchos conceptos (como el de
nimero de Rayleigh critico, Ra,, régimen transitorio inicial y secundario, régimen estacionario,
etc.) ya han sido explicados con anterioridad y los métodos de obtencién de los diferentes resultados
son andlogos a los del caso conductivo. Por ello, y con el objetivo de no hacer el trabajo excesiva-
mente repetitivo, se indicard en cada caso donde pueden consultarse los métodos y conceptos que
trataremos refiriéndonos al apartado concreto del capitulo anterior.

Finalmente, en los apartados en que no se indique lo contrario, se tomara relacién de aspecto
AR =2 y ndmero de Prandtl Pr = 0.733, al igual que en el caso de conduccion.

5.1 Rayleigh critico

Tal y como indicamos en el apartado 4.1, el Rayleigh critico, Ra,, es el valor del nimero de Rayleigh
a partir del cual se alcanza un régimen estacionario en equilibrio inestable, es decir, un régimen
dominado por el efecto de la conveccion de calor. Frente a esto, tenemos que para valores del
Rayleigh por debajo del critico, las perturbaciones frente a la distribucién hidrostatica de tempe-
raturas tienden a anularse, y por tanto se alcanza un equilibrio estable, hidrostético, en el estacionario.

Ya en el caso de conduccién de calor vimos la inmensa importancia del Ra., y cémo su andli-
sis permite predecir el comportamiento del sistema una vez alcanzado el estacionario. Vimos el
efecto del nimero de Rayleigh sobre la evolucién del fluido y cémo determinaba la aparicién o no
del régimen convectivo. Asimismo, vimos la influencia de diferentes pardmetros, como el Pardtl,
Pr, o la relacién de aspecto, AR = L/H, sobre el valor del Rayleigh critico. De hecho, comproba-
mos que Ra, = Ra.(AR), ya que este valor resultaba independiente del Prandtl, y vimos la curva
correspondiente al Rayleigh critico frente a la relacién de aspecto.

En este nuevo caso entra en juego un nuevo pardmetro, s, que caracteriza el espesor Optico del medio,
y cuyo sentido fisico fue explicado en el apartado correspondiente del capitulo sobre la formulacién
del problema (apartado 2.2.3). A continuacion veremos el efecto que tiene este pardmetro sobre la
evolucién del sistema y, concretamente, sobre el valor del Rayleigh critico. Para ello, hemos tomado
un recinto con relacién de aspecto AR = 2 y Prandtl Pr = 0.733, que es el caso que hemos tomado
como estdndar. A continuacién, hemos calculado el Ra, para varios valores de s comprendidos en el
rango 0.4 < s <2, ya que buscdbamos valores del pardmetro que no se distanciaran excesivamente
de la unidad, y asi respetar las aproximaciones realizadas (en concreto, aproximacion optically thick).
Antes de mostrar los resultados obtenidos, nos detendremos a analizar el método empleado, que
presenta una importante diferencia respecto del anterior, ya que ha permitido optimizar el proceso.

5.1.1 Método de obtencion del Rayleigh critico

El método empleado en este caso no es sustancialmente diferente del que vimos en el apartado 4.1.1
para el caso de conduccién de calor. Al igual que entonces, hemos tomado un valor de referencia
para la perturbacién del campo de temperaturas frente al caso hidrostdtico (la media del valor
absoluto de la perturbacion en todos los nodos), y hemos analizado para cada valor del Rayleigh
c6mo era su evolucion, es decir, si esta perturbacién media (dada por 4.2) se mitigaba, y por tanto
se alcanzaba un régimen de equilibrio estable (no saltaba la conveccion), o si por el contrario esta
perturbacion media evolucionaba hasta tomar algtn valor, mayor cuanto més se aumentara el Ra
(saltaba la conveccion). En este sentido, el método empleado es idéntico. Sin embargo, ha habido
un cambio en el procedimiento, bdsicamente se ha optimizado el barrido de los diferentes ntimeros
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de Rayleigh para hacerlo mucho mds rdpido, y con una precisién similar.

Primeramente, detallaremos el método de barrido que explicdbamos antes, y posteriormente co-
mentaremos como funciona el nuevo. En ambos casos nos encontramos ante un sistema con unas
condiciones dadas (una determinada relacién de aspecto, nimero de Prandtl, y en el caso radiactivo,
un valor concreto del pardmetro s). En este sistema, realizamos un barrido con diferentes valores
del Ra, hasta encontrar el valor critico, Ra,., en funcion de la evolucién que presente la perturbacién
respecto de la distribucién hidrostatica de temperatura.

En el caso conductivo, empezdbamos por encontrar dos valores del Rayleigh, Ra,,;, y Ra,,,,
que nos acotaban la busqueda, ya que Ra,,;, se correspondia con un valor muy bajo del Ra para el
que no saltaba la conveccion, mientras que Ra,,,, representaba un valor del Ra muy por encima del
Ra, y para el que, por lo tanto, si saltaba la conveccion. Posteriormente, se hacia un barrido para
todos los valores del Rayleigh comprendidos entre Ra,,;, y Ra,,,,, con un paso p (precisién), y se
determinaba, en funcién de la evolucién de las perturbaciones, el valor mas préximo al critico, Ra,,.
Entonces, se redefinian los valores de Ra,,;, y Ra,,,, siendo Ra,,;, = Ra,,; — p y Ra,,,. = Rag, + p,
y se cambiaba también el nuevo valor del paso o precision, reduciéndolo en un orden de magnitud
(p < p/10). De esta forma, se repetia el proceso, y asi una y otra vez hasta alcanzar la precision
que se buscaba en el momento.

El problema del proceso comentado es que se debian hacer demasiados célculos, ya que se conside-
raban muchos valores del nimero de Rayleigh. En contraposicidn, ahora en el caso radiactivo hemos
buscado un método mds eficiente, basado en el método de la biseccion, tal y como explicaremos a
continuacion.

Ahora, para el caso de radiacién pura, empezamos buscando, al igual que antes y con el mis-
mo significado, los valores de Ra,,;, y Ra,,,, que nos acotan el rango de biisqueda del Rayleigh
critico. Sin embargo, mientras que antes compardbamos la evolucién del sistema con diferentes Ra,
buscando el valor para el que las variaciones en la perturbacién durante el transitorio secundario
fueran minimas (Ray,,), ahora establecemos un criterio para determinar si salta o no la conveccion.
Este criterio se basa en que la variacion de la perturbacién media durante el transitorio secundario no
sobrepase del 20 %, y que el valor medio de esta perturbacién en el estacionario no fuera superior a un
maximo (8%, = 0.002). Estos valores pueden parecer una aleatoriedad, pero no lo son. Estos valores
se han tomado al hacer un estudio exhaustivo de cémo evolucionaban las sistemas en el caso con-
ductivo para Ra = Ra,., y se ha comprobado que en el peor de los casos se cumplian las restricciones.

Volviendo al método de barrido en el caso de radiacion, y aplicando los criterios arriba men-
cionados para determinar si salta o no la conveccion, se valora la evolucién de la perturbacién media
para el Rayleigh medio (Ra,,.q = (Ra,;, + Ra,,.)/2). Si salta la conveccidn, se actualiza el valor
del Rayleigh maximo como Ra,,,, = Ra,,.;, y Si, por el contrario, no salta la conveccién, se toma
Ra,,, = Ra,,,,, estrechando de esta forma el cerco a la mitad. Asi, el niimero de etapas a realizar en
la buisqueda del valor critico del Rayleigh se reduce considerablemente.

Finalmente, para comprobar la validez de este nuevo método de barrido respecto del anterior
que, a pesar de ser mds lento es mds fiable (al no emplear un criterio "artificial" para la determi-
nacion de si salta o no la conveccién, sino que se compara la evolucién del fluido en cada caso
respecto de los demds), se ha calculado el valor del Ra, en el caso radiactivo con los dos métodos,
para multiples sistemas diferentes (variando los valores de AR y s), comprobandose que ambos
métodos daban valores del Ra, muy similares, en ningtin caso superando una diferencia relativa
del 1 %. Por tanto, damos por valido este nuevo método que, aunque traiga un mayor error, éste es
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despreciable frente al gran ahorro computacional y de tiempo.
5.1.2 Resultado

Una vez expuesto el método de obtencién del Rayleigh critico, procedemos sin mds dilacion a la
exposicion de los resultados. Como se comentd anteriormente, se ha calculado el Ra, en funcién de
s, para AR =2y Pr=0.733, obteniéndose lo siguiente:

.10? Rayleigh critico frente al parametro s para AR =2
7 . : . ; : :

Figura 5.2 Rayleigh critico en funcién del pardmetro de radiacion.

Observamos que al aumentar la opacidad del medio (pardmetro s) aumenta a su vez el valor
critico del Rayleigh a partir del cual salta la conveccion, viendo ademads que la relacion entre Ra,. y
s es aproximadamente lineal.

La conclusion que sacamos de este resultado es el efecto estabilizador de la radiacién; al au-
mentar el valor de s, es decir, el espesor optico del medio, la transferencia de calor por radiacion es
mads efectiva, el campo de temperaturas se vuelve mas homogéneo (como veremos en el apartado
5.5.1), y por tanto aumenta la dificultad de que salte la conveccion. Es por ello que el valor critico
del Rayleigh aumenta con el pardmetro s, es decir, con la opacidad del medio.

Ademads, debemos tener en cuenta que la conveccion de calor y la radiacion tienen efectos opuestos.
Por un lado, la conveccion tiende a mezclar los perfiles de temperaturas de forma que homogeneiza
la distribucién en cada seccidn, es decir, la conveccién tiene una propiedad homogeneizadora. Por
otro lado, la radiacién presenta una tendencia opuesta, consiguiendo disminuir el movimiento del
fluido, y acercando su evolucién al régimen hidrostético. Podemos decir por tanto que la radiacién
tiene un cardcter estabilizador, lo que hace que aumente el Ra.. Una prueba de este resultado es el
aumento del orden de magnitud del Ra, frente al caso de conduccién de calor. Mientras que en el
caso anterior se tenfa O(Ra,) ~ 103, ahora tenemos O(Ra,) ~ 10%, lo cual resulta un aumento més
que considerable del Rayleigh critico en el caso de radiacion frente al de conduccidn.
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5.2 Relacion de aspecto y Rayleigh critico

Siguiendo con un orden similar al del capitulo anterior, pasamos a ver como afecta la relacién
de aspecto, AR = L/H, al valor critico del Rayleigh. El procedimiento es andlogo al del caso
conductivo, solo que en este caso se realizard el cdlculo para varios valores de la opacidad del
medio,caracterizada por s, y asi ver la influencia conjunta de este parametro con la relacién de
aspecto sobre el Ra,.

Como veremos a continuacién, se ha calculado el Ra, para valores de la relaciéon de aspecto
comprendidos en el rango 0.5 < AR < 10 al igual que en el capitulo anterior. Por otro lado, este
calculo se ha hecho para varios valores del pardametro s (s = 0.4,1,2). Se muestra a continuacion el
resultado obtenido.

- 108 Rayleigh critico frente a relacion de aspecto

Ra

151 | ]

05

0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
AR=LH

Figura 5.3 Rayleigh critico frente a relacién de aspecto en funcién del pardmetro de radiacién s.

En cuanto a la relacién entre Rayleigh critico y relacién de aspecto, podemos sacar conclusiones
andlogas a las del caso conductivo. Ahora, al igual que entonces, vemos un comportamiento similar,
en el que el Ra,. disminuye al aumentar AR. De la misma forma, se observan determinados puntos
en los que Ra, aumenta, puntos que se corresponden, como vimos en el capitulo anterior, con los
valores de AR para los que aumenta el nimero de células en el estacionario. El andlisis de este
fenémeno se ha desarrollado suficientemente en el capitulo correspondiente a los resultados del
caso conductivo, por lo que ahora no nos extenderemos més.

Por otro lado, se observa que la tendencia que vimos en el apartado anterior se mantiene para
todos los valores de la relacion de aspecto. En la figura 5.3 podemos observar que el Ra, aumenta
de forma proporcional al pardmetro s, ya que al doblar el valor de este pardmetro, se dobla también
el valor de Ra,., no solo para AR = 2 como vimos en la figura 5.2, sino también para valores de la
relacion de aspecto en el rango considerado (0.5 < AR < 10), lo que resulta una muestra mas que
significativa.
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5.3 Numero de células convectivas

En este caso trataremos de determinar la relacion existente entre el pardmetro de radiacion, s, y el
ndmero de células convectivas que se forman en el sistema una vez alcanzado el régimen estaciona-
rio. Para ello, reproduciremos el resultado mostrado en la figura 4.10, es decir, el nimero de células
en funcién de la relacion de aspecto (para Ra = Ra.(AR)), para varios valores de s, concretamente
los valores que tratamos en el apartado anterior. Sin embargo, no reproduciremos la relacién entre
el ndmero de rollos y el valor del nimero de Rayleigh, como hicimos en el caso de conduccién de
calor, pues este resultado no ilustra adecuadamente la relacion existente entre la opacidad del medio
y la formacién de mds o menos células de conveccion.

Emplearemos el mismo procedimiento y la misma notacién que en el capitulo anterior (corres-
pondiente al caso conductivo). Recordemos, por otro lado, que denominamos AR,, al valor de la
relacién de aspecto para el que se presentan por primera vez n+ 1 células de conveccion, es decir, es
el punto en el que se pasa de tener n a n+ 1 rollos (para Ra = Ra.(AR)). Adoptando esta notacion,
se ha obtenido el siguiente resultado, andlogo al mostrado en la tabla 4.1, pero en este caso para
varios valores de s.

Tabla 5.1 Valores de AR, para n <7 en funcién del pardmetro s.

’ ‘s:OA‘s:l‘s:Z‘

AR, | 2.0 20 |20
AR, | 33 33 |33
AR, | 45 45 |45
AR, | 5.8 58 |58
AR5 | 6.9 68 |67
AR, | 83 83 | 8.0
AR, | 95 96 |93

Comentamos que la precision que se ha tomado en este caso, al igual que cuando confeccionamos
la tabla 4.1, ha sido de AAR = 0.1, es decir, el paso que se ha empleado en el célculo.

Por un lado, podemos ver que los resultados correspondientes al caso de radiacién pura (tabla
5.1) no difieren de forma significativa de los obtenidos para el caso conductivo (tabla 4.1). Se
muestran a continuacion estos mismos resultados, pero expresados en forma de gréfica:
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Nimero de celulas convectivas frente a relacion de aspecto
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Figura 5.4 Numero de células convectivas frente a relacién de aspecto. Caso conductivo y de
radiacién pura para varios s.

Aqui vemos més claramente como el niimero de células de conveccién varia muy poco entre el
caso conductivo y radiactivo. De la misma forma, el efecto de la intensidad de radiacién, dada por el
pardmetro s, tiene una influencia escasa sobre el nimero de células. Por otro lado, observamos que
para una relacién de aspecto baja no existen diferencias al variar s, diferencias que si se muestran
para relaciones de aspecto mayores, aunque con una influencia que no da ninguna tendencia clara
de la evolucién del nimero de células con el pardmetro de radiacion.

Concluimos por tanto que el efecto de la opacidad del medio sobre el nimero de células con-
vectivas del sistema es poco significativo e irregular, y que dicho nimero de células depende
principalmente de la relacién de aspecto.

5.4 Numero de Nusselt

En este apartado analizaremos el sistema en funcién del valor del niimero de Nusselt al igual que
hicimos en el caso conductivo. En dicho caso, el Nusselt representaba la importancia relativa de
la conveccion como mecanismo de transferencia de calor frente a 1a conduccion. En este caso, el
sentido fisico del Nu serd andlogo, pero mostrard la relacion de importancia entre la conveccion y
la radiacién de calor (en vez de la conduccién), y por tanto su expresion serd diferente.

A continuacién mostraremos un desarrollo andlogo al del caso de conduccién con el que ob-
tendremos la expresion del nimero de Nusselt para el caso radiactivo.

En este caso partiremos de la ecuacion 4.6, cambiando el flujo de calor por conduccién por la
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expresion correspondiente al flujo radiactivo, teniéndose la siguiente expresion.

d 7 L
ot |:/0 /0 pOCPT(t7xyzo)dxdz0 =

. o7 5 (5.1)
— / —CT3£(t,x,z0 = z)a’x+/ poc,v,(tx,29 = 2)T (t,x,29 = z)dx | +FL
JO 0 0

Fmdiacin (I,Z) Fconveccin (172)
El sentido fisico de la ecuacién 5.1 puede ser explicado con la siguiente figura; en ella pueden

verse la entrada y salida de los distintos flujos de calor en el dominio, asi como la variacién de
energia térmica en el fluido:

* (t,2) F (t,2)

-
Zy
a(1)/at
T z=0
X

x=0

FL

Figura 5.5 Esquema de los flujos de calor que interaccionan con el dominio 0 <x <Ly 0 <z, <z.

En esta figura vemos que se trata un dominio fluido que abarca el recinto para 0 < x < Ly
0 < zy < z, es decir, hasta una altura genérica. En este dominio, vemos cdmo la diferencia entre el
flujo incidente en la base y el flujo que escapa por la superficie superior (una parte en forma de ra-
diacidn y otra por conveccion) da lugar a la variacion de energia térmica en el volumen de fluido que
se trata (el término d(1)/dr de la figura se corresponde con el miembro izquierdo de la ecuacién 5.1).

De ahora en adelante llamaremos F,,,,; = F,,q + F.,,, al flujo de calor total que atraviesa la sec-
cioén z = z, es decir, la suma de los flujos que salen por radiacién y conveccién. De esta forma,
promediando la ecuacién 5.1 en x, se tiene

— F, .1, 1 (L oT 1 (L
Fpa(t,2) = fomlL(Z) = Z/o —CT387Z(t,x,z)dx+ Z/o poc,V(t,x,2)T (t,x,2)dx (5.2)

El siguiente paso es aplicar la adimensionalizacion de las variables segin lo expuesto con
anterioridad, es decir
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T=T—(-T)T" = (T, -)(s" = T")
v, =viVeB(T —T)H

x = Hx*

z=H7

Aplicando esta adimensionalizacién a la ecuacién 5.2 obtenemos la siguiente expresion:

T * % F, [(t*,Z*)
Flotul(t < ) = mmT -

AR
(1% x*, 7% )dx* — poc—\/gﬁTl T,) / ViT*dx*

(5.3)

C(Tl—T2)4/AR o 30T
L 0 (S T) Jz*

Donde se ha tenido en cuenta que L/H = AR y que, en base a la ecuacién de continuidad,

L
<9az/ v,dx =0
0

A continuacién, dividimos la ecuacion 5.3 entre (sC T24 /H) para adimensionalizar el flujo total.
Ademads, debemos tratar los coeficientes de la ecuacion resultante. Para ello, tendremos en cuenta
las siguientes expresiones, empleadas durante la formulacion del problema:

L/H = AR
T,-T, FH
T, CT4

= (CT3)/(4poc,)

. 3

Ra— gB(T, —T,)H
Vo
Pr=v/a

Aplicando estas expresiones, llegamos a la siguiente ecuacion del flujo total adimensionalizada:

3 AR 0
T* % s * *
Fraalt ) = o [ (7= 777

T* 1 AR
t* x* 2*)dx* —/RaP —/ ST 5.4
AR Jo Z*(xz)x ar4ARO ViT*dx 5.4)

Fmd (t* #Z*) Fﬁonv (t* 7Z*)
z . . . . <z =t
En régimen estacionario tenemos, al igual que en el caso de conduccién de calor, que F,,,,; = 1
ya que una vez alcanzado este régimen, la variacion de energia térmica en el sistema se hace nula, y

por tanto todo el flujo de calor introducido en el sistema se escapa en forma de flujo de calor por
radiacién y conveccién. De esta forma se tendria

AR T AR
AR/ (t X2 )dx* —\/RaPr4AR/ viT*dx* (5.5)

Fmd (t* 72*) Fcanv (I* 72*)
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Al igual que en el caso anterior, tomamos la expresion de Goluskin sobre el nimero de Nusselt,
que sigue la siguiente expresion

Jo (Fraa(t* &) + F ooy (1 2°) )"

N”(t) = 1=—=*
fO Frad(t*7z*)dZ*

(5.6)

Por lo visto anteriormente, en régimen estacionario el numerador de la expresion 5.6 es igual a
la unidad. Por tanto, a continuacién desarrollaremos la expresion del denominador, teniéndose lo
siguiente

1—* S3 AR 1 38T*
Jy Pt = 3 [ [ G =

! oT* 1 [lo(s*—T1%)* 1
* _ x)\3 ¥ K k(% 4 (F_E( 4
RGeS [ RG]

A continuacion, teniendo en cuenta que por condiciones de contorno se tiene que 7*(z* = 1) = 1
y que s* fue definido como s* = (1/s) + 1, tenemos

1 oT* 1
* k3 * __ E AL O 4
/0 (s*=T%) ¥r dz =1 [(s T*(z*=0)) S4] (5.9

Introduciendo este resultado en 5.7 se obtiene

1_, $3 AR A 1
/o FlLqt*,2")dz :m/o [(s —T*(z"=0)) —S“]dx =

s3 AR 1
= m/0 (s* —T*(z* = 0))*dx* — — (5.10)

4s
Recogiendo este resultado y aplicdndolo a la expresion que tomamos para el Nusselt, obtenemos
la expresion que finalmente implementamos en el cédigo para calcular el nimero de Nusselt en el
caso de radiacion pura:

—1

S3 AR 4 1
Nu LAR/O (5" =T (1" = em,2" = 0)dx" — - 5.11)

Como ya sabemos, este pardmetro adimensional caracteriza la importancia relativa de la convec-
cién como mecanismo de transferencia de calor frente a la radiacién pura de calor. De esta manera,
lo emplearemos como un indicador de la intensidad de la conveccién de calor en el sistema una vez
alcanzado el régimen estacionario (recordemos que esta expresion del Nusselt solamente es vélida
en el régimen estacionario, ya que es entonces cuando la variacion temporal de la energia térmica
del sistema se anula, y por tanto es entonces cuando la expresion 5.11 es vélida).

Si, por ejemplo, implementamos la expresién 5.11 en nuestro programa para relacién de aspecto
AR =2, Prandtl Pr =0.733, s = 0.4 y nimero de Rayleigh Ra = 30000 (punto en el que hemos
comprobado que salta la conveccidn), obtenemos el siguiente resultado:
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Figura 5.6 Nimero de Nusselt para AR =2, Pr = 0.733, s = 0.4 y Ra = 30000.

Vemos que este resultado es andlogo al correspondiente al caso de conduccién. Si hubiéramos
tomado los pardmetros del sistema de tal forma que no saltara la conveccién (por ejemplo, tomando
Ra = 3000 en el caso dado por la figura 5.6), el nimero de Nusselt tomaria valor unidad hasta
el final de la simulacién. En este caso, el representado en la figura 5.6), el valor del nlimero de
Nusselt para esta configuracion del sistema seria Nu = 1.5217, ya que es el valor para el que se
estabiliza al alcanzar el régimen estacionario. Basicamente, el nimero de Nusselt, tal y como lo
hemos definido, debe tratarse de la misma forma que en el caso conductivo, tomando solamente su
valor en el estacionario como vélido.

Con este método, hemos observado cdmo para un sistema con unas caracteristicas determinadas

(AR=2, Pr=0.733, s = 0.4 y Ra = 30000), se ha obtenido un niimero de Nusselt Nu = 1.5217.

Asi pues, hemos seguido este procedimiento para obtener el valor del Nusselt para varios valores
del pardmetro s, es decir, de la opacidad 6ptica del medio, y en funcién del nimero de Rayleigh (o
mejor dicho, de su relacion con el Rayleigh critico, el cual depende a su vez del pardmetro s). El
resultado obtenido se muestra en la siguiente figura:
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Nimero de Nusselt frente a Ra.FRac paras=04,1,2
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Figura 5.7 Numero de Nusselt en funcién de Ra/Ra,. para varios valores de s.

Aclaramos que los resultados se han calculado para relacién de aspecto AR = 2 y Prandtl
Pr = 0.733 dados. Por otro lado, los valores del Rayleigh critico en funcién de s han sido ob-
tenidos con anterioridad, y se mostraron en la figura 5.2, en el apartado correspondiente al calculo
del Rayleigh critico.

Al igual que en el caso conductivo, vemos que el Nusselt permanece equivalente a la unidad
hasta que se supera el valor critico del nimero de Rayleigh, lo cual indica que este valor critico fue
calculado adecuadamente, ya que por debajo de este valor del Rayleigh se tiene Nu = 1, y por tanto
no salta la conveccién.

Por otro lado, en la figura 5.7 observamos que al aumentar el valor de s, es decir, al aumentar
la opacidad del medio, el nimero de Nusselt también aumenta para una misma relacién Ra/Ra,, lo
cual era previsible, ya que al aumentar la opacidad del medio las particulas dejan pasar el calor en
menor medida y, por tanto, la intensidad del flujo de conveccién es mayor.

5.4.1 Tiempo estacionario

El tiempo estacionario, £, es el tiempo (adimensional) que tarda el sistema en alcanzar el régimen
estacionario para una configuracién dada del mismo. Su significacion, definicién y método de
obtencidn se explicaron detalladamente para el caso conductivo (apartado 4.4.1), por lo que en este
caso nos centraremos en la exposicion de los resultados.

En este caso, hemos calculado el tiempo estacionario del sistema, ,;;, en funcién de la relacion
Ra/Ra, (siendo Ra, una funcién de s), para varios valores de s (de la opacidad del medio). Los
célculos se han realizado para un sistema con relacién de aspecto AR = 2 y nimero de Prandtl
Pr =0.733, obteniéndose lo siguiente:



5.5 Anadlisis del mecanismo de transferencia de calor

87

Tiempo estacionario frente a Ra.FRac para varios valores de s
350 T T T T T T T T T
s=0.4

—s=1

300 [ 5=

250
200 |
150 |- | -
o0k |\ i

50 F b = L

1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 5.5 6
Rza;“RaE

Figura 5.8 Tiempo estacionario en funcién de Ra/Ra, para varios valores de s.

En esta figura observamos, para empezar, un comportamiento similar al del caso conductivo;
al aumentar el nimero de Rayleigh se tiene una rdpida disminucién del tiempo estacionario hasta
alcanzar un minimo, a partir del cual comienza a aumentar suavemente. El motivo de este compor-
tamiento, tal y como indicamos en el caso conductivo, se debe a que al aumentar el Ra la intensidad
de la conveccidn es mayor, y por tanto tarda menos tiempo en estabilizarse. Sin embargo, para
nimeros de Rayleigh muy altos, la conveccidn se vuelve excesivamente intensa, y ello hace que se
entre en un régimen cadtico y turbulento que tarda un mayor tiempo en aplacarse.

Por otro lado, en la figura 5.8 vemos que al aumentar la opacidad del medio, es decir, al au-
mentar el valor del pardmetro s, aumenta a su vez el tiempo estacionario para una relacion Ra/Ra,.
dada. Este comportamiento se debe a que al aumentar s el medio es mds opaco, y por tanto la
transferencia de calor entre unas zonas y otras del recinto es més dificil y se da con mayor lentitud.

5.5 Analisis del mecanismo de transferencia de calor

Al igual que en el caso conductivo, analizaremos la evolucién de la temperatura media y de los
flujos de calor medios en el sistema. Entonces, analizamos estas variables para un caso en el que
saltara la conveccion y para otro en el que no. En vista del escaso interés que suponia el caso de
equilibrio hidrostético, en este apartado analizaremos la influencia de la opacidad del medio, es
decir, del pardmetro s, y en todos los casos que analizaremos a continuacién se tomard un nimero
de Rayleigh lo suficientemente alto como para asegurar que salte la conveccién. En el andlisis, al
tratarse de casos con Ra > Ra,, podria ser de interés mostrar la evolucion de las distintas variables a
lo largo del tiempo, pero esto solamente se hard en aquellos casos cuyo régimen transitorio muestre
alguna particularidad especial.
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5.5.1 Temperatura media

La temperatura media fue definida en el capitulo anterior (apartado 4.6.1), y fue definida tal y como
sigue

- 1 [AR

T*(t*,7") = — T*(x*,2"t%)dx* (5.12)

AR Jo
Podemos ver que se trata del campo de temperaturas promediado en x* para cada instante de

tiempo. En este apartado analizaremos la influencia que tiene la opacidad del medio (pardmetro s)
tanto en la distribucidn de temperatura media, como para la de temperatura hidrostética. Tal y como
pudimos comprobar en el caso de conduccién, para nimeros de Rayleigh lo suficientemente bajos no
salta la conveccion, y por tanto se alcanza un estado de equilibrio estable (hidrostitico) en el que la
distribucién de temperatura media coincide con la hidrostitica. Por otro lado, también observamos
que en el caso en que salta la conveccidn, al aumentar el nimero de Rayleigh se intensificaba la
conveccién y, por tanto, aumentaba la homogeneidad del campo de temperaturas. Es por estos
motivos que, en este nuevo caso, tomaremos para todas las representaciones Ra = 2 x Ra,.(s), donde
el Rayleigh critico es a su vez una funcién de la opacidad del medio, y nos centraremos en el efecto
que tiene sobre el sistema el espesor 6ptico del medio.

Sin mas predmbulos, mostramos la distribucién de temperatura media frente a la distribucion
hidrostatica para tres valores de s (s = 0.4,1,2), una vez alcanzado el régimen estacionario:
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Figura 5.9 Distribucién de temperatura media y distribucion hidrostatica de temperatura para s =
0.4,1,2 y Ra=2%Ra_(s).

Las gréficas de la figura 5.9 han sido calculadas con relacién de aspecto AR =2 y niimero de
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Prandtl Pr = 0.733, y nos permiten comprobar el efecto que tiene el espesor 6ptico del medio sobre
la distribucién de temperatura media y la distribucién hidrostatica para un caso en el que salta la
conveccion (es decir, para Ra > Ra,(s)).

Por un lado, respecto a la distribucién de temperaturas hidrostitica, ya observamos en el apartado
3.2.1 la influencia del espesor 6ptico. Podemos ver que al aumentar el pardmetro s la distribucién
se hace mas homogénea, dado que al ser el medio mds opaco, la transferencia de calor entre unas
zonas y otras del recinto es mds dificil.

Por otro lado, en cuanto a la distribucién de temperatura media, sufre dos efectos diferentes. De una
parte, el efecto de aumentar la opacidad del medio es el mismo que para la distribucién hidrostatica;
de hecho, si no saltara la conveccién ya sabemos que ambas distribuciones de temperatura coincidi-
rian. De otra parte, sufre asimismo el efecto del fenémeno de conveccién que, de igual modo que
el aumento del espesor 6ptico, tiende a homogeneizar el campo de temperaturas. Basicamente, el
campo de temperaturas medias sufre el efecto del espesor Optico del medio y la conveccién de calor,
y ambos efectos tienden a homogeneizar dicha distribucién de temperaturas.

5.5.2 Flujos de calor

En este apartado analizaremos la influencia del pardmetro s (espesor 6ptico del medio) en la
distribucién de flujos de calor medios. Recordaremos que, tal y como se defini6 en el apartado sobre
el nimero de Nusselt (apartado 5.4), los flujos medios por radiacién y por conveccion vienen dados
por las siguientes expresiones:

* % ok S3 AR * * 38T* * % *

F radiacin(Z"5t ):zﬁ/o (s =T7) 97 (x*,2%)dx (5.13)
. 1 (AR
Fconveccin(Z*vt*) = _\/WM/O ng*dx* (5.14)

Por otro lado, definimos el flujo total medio como la suma de los dos anteriores:

=k =% =1
Ftotal = Fconduccin + Fconveccin (5 15)
Vemos que, de un modo similar a como hicimos con la distribucién de temperatura media, estas
variables representan el flujo de calor medio en cada seccién z* (flujo de calor promediado en x*),
para cada instante de tiempo.

Al igual que en el apartado anterior, no repetiremos algunos resultados que ya pudimos comentar en
el caso conductivo. En dicho caso vimos, por un lado, la diferencia entre un caso en que saltaba la
conveccién (Ra > Ra,), y otro en el que no (Ra < Ra,). Observamos que el caso en que no saltaba
la conveccidn no mostraba gran interés, ya que las distribuciones de flujos medios no evolucionaban,
y en definitiva en el régimen estacionario el flujo de calor medio por conveccién era nulo. Sin
embargo, cuando saltaba la conveccién surgian zonas en las que dominaba el flujo de calor por
conveccién, mientras que en otras prevalecia la conduccién de calor. Por otro lado, vimos que al
aumentar el nimero de Rayleigh se intensificaba la conveccion, y por tanto el flujo medio de calor
por conveccioén aumentaba.

Refiriéndonos al caso con radiacidn, no existen diferencias relevantes en cuanto a la evolucion de
los flujos de calor medios en funcién del nimero de Rayleigh (concretamente, en relacién con el
Rayleigh critico), salvo porque, evidentemente, en este caso tenemos un flujo de calor por radiacién
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en vez de conduccién. Cambiando el flujo conductivo por el radiactivo, todos los resultados ob-
tenidos en el caso anterior (caso de conduccién de calor, apartado 4.6.2) pueden ser aplicados a
este nuevo sistema con radiacion pura de calor. Debido a ello, en este apartado nos limitaremos a
observar el efecto que tiene la opacidad del medio (pardmetro s) en la distribucién de los flujos.

La evolucién que sufren los distintos flujos medios a lo largo de la simulacién es andloga a la
que puede observarse en las figuras 4.25 y 4.26, por lo que en este caso mostraremos solamente el
resultado final, lo que se obtiene al final de la simulacion, durante el régimen estacionario. En todos
los casos se ha tomado Ra = 2 x Ra,.(s) para garantizar que salte la conveccion y que esta sea de una
intensidad similar, relacién de aspecto AR = 2 y nimero de Prandtl Pr = 0.733. A continuacién se
muestran los resultados obtenidos:
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Figura 5.10 Distribucién de flujos de calor medios (por radiacién, conveccién y total) para s =
0.4,1,2y Ra=2x*Ra,(s).

Podemos ver que, aunque el cambio no sea especialmente significativo, al aumentar la opacidad
del medio (parametro s), aumenta a su vez la intensidad de la conveccidn, ya que al aumentar el
espesor Optico las particulas dejan pasar el calor en menor medida y, por tanto, el flujo de calor
medio por conveccion aumenta y el flujo de radiacién disminuye.
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En vista de todo el desarrollo realizado y de los resultados obtenidos hemos podido obtener con-
clusiones de interés que comentaremos a continuacién. Ademads, haremos una recapitulacion del
proyecto, analizando el procedimiento que se ha seguido desde un inicio.

Primeramente, comenzamos por hacer una extensa introduccién al fenémeno de conveccién de
Rayleigh-Bénard. En ella, explicamos en qué consiste dicho fendmeno, cudles son las causas fisicas
de que se produzca en un determinado sistema, ademds de comentar en qué han consistido los
principales experimentos e investigaciones sobre el tema.

A continuacion, dedicamos un capitulo a expresar formalmente el problema a resolver y al desarrollo
de las ecuaciones de Navier-Stockes hasta obtener el sistema ofrecido por las ecuaciones de Saltzman,
con una reduccidn considerable de la complejidad del problema a resolver. Aqui observamos cdmo
aparece de forma natural el nimero de Rayleigh en las ecuaciones, pardmetro del que analizariamos
mads adelante su influencia. De la misma forma, en el caso del flujo de radiacién, definimos el
pardmetro s, y mds adelante justificamos su significado. De esta forma, en capitulos posteriores pudi-
mos analizar la influencia del espesor 6ptico del medio sobre las variables que caracterizan el sistema.

En el tercer capitulo explicamos el método de implementacién numérica de las ecuaciones y
condiciones del problema, explicamos el método de resolucién y las distintas aproximaciones
que se adoptaron para reducir su complejidad. El resultado obtenido en este capitulo, los cédi-
gos de MATLAB que se muestran en €l, son uno de los resultados fundamentales del trabajo, ya
que los resultados obtenidos en los capitulos posteriores se consiguieron ejecutando estos programas.

Finalmente, en el cuarto y quinto capitulo analizamos los dos sistemas objeto de estudio (flujo por
conduccion y por radiacién) y obtuvimos numerosos resultados de interés. La primera variable
que analizamos fue el nimero de Rayleigh critico; demostramos cémo, tal y como establecia Lord
Rayleigh, existia un valor critico de este pardmetro a partir del cual el fenémeno de conveccion
se desarrollaba en el sistema. Vimos cémo los resultados tedricos de Rayleigh se corresponden
con la implementacién numérica de sus resultados, y como éstos se corresponden a su vez con los
resultados experimentales de otros cientificos. Observamos la influencia que tienen la relacion de
aspecto o la opacidad del medio, sobre el Rayleigh critico. Por otro lado, definimos el niimero de
Nusselt y lo empleamos para caracterizar el sistema. Comprobamos la correlacion existente entre
los resultados obtenidos anteriormente para el Rayleigh critico y los nuevos, y pudimos dar un
calculo del tiempo que duraba el régimen transitorio en funcién de diversos parametros. Finalmente,
el estudio de la temperatura media y los flujos de calor nos permitié analizar el efecto que tiene
la conveccidén, mas o menos intensa, en los mecanismos de transferencia de calor, asi como en la
distribucién de temperaturas en el sistema.
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En definitiva, este proyecto nos ha permitido mostrar la potencia de las herramientas de calculo
numérico y los métodos numéricos empleados al abordar problemas complejos, y la capacidad que
tienen para obtener numerosos resultados de interés sin un alto coste computacional ni de tiempo.
Estos métodos pueden ser empleados en andlisis mds precisos sobre el interior de las estrellas.
Ademads, hemos dado validez a las hipétesis adoptadas (como, por ejemplo, la aproximacion de
Boussinesq) al haber obtenido resultados perfectamente justificables y, a veces, hasta previsibles
mediante la aplicacién de estas reducciones y su cdlculo numérico. Por otro lado, tenemos el método
de diferencias finitas empleado, el cual se aplica sobre mallas arbitrarias y, por tanto, permite
una mayor precision en aquellas zonas donde sea necesaria. En cuanto a la no linealidad que ha
introducido en el problema, no solo el fendmeno de conveccidn, sino el término radiactivo, se
ha resuelto mediante un método aparentemente nuevo que permitia linealizar las ecuaciones y
resolverlas con un bajo coste computacional. Téngase en cuenta que la radiacion introduce términos
no lineales tanto en las ecuaciones como en las condiciones de contorno.

Finalmente, al igual que han hecho numerosos cientificos en el dltimo siglo, hemos caracteri-
zado el sistema abordado, analizando los diferentes pardmetros que afectan a la evolucion del
sistema, y estableciendo relaciones entre ellos, de forma que hemos podido analizar un fenémeno
real a través del cdlculo computacional.

Por dltimo, hablaremos de las distintas posibilidades que existen para desarrollar un proyecto
a partir del presente. Realmente, el fendmeno de conveccion de Rayleigh-Bénard tiene todavia
mucho contenido por analizar, por no hablar de las posibilidades que ofrece (cada vez en mayor
medida) el cdlculo numérico. Una posibilidad seria realizar un andlisis del fenémeno pero en un
recinto con diferente geometria o con otras condiciones de contorno. De esta forma podria compro-
barse la influencia de la morfologia del sistema en los resultados. Sin embargo, ya que el presente
trabajo pretende analizar un proceso que ocurre en el Sol, serfa muy interesante realizar un andlisis
del fenémeno en una corona esférica y sin adoptar reducciones del problema como la aproximacién
de Boussinesq. De esta forma, el estudio serfa m4s fiel a la realidad, y podrian sacarse conclusiones
directamente aplicables a la zona convectiva del Sol. Por otro lado, introduciendo modelos de
turbulencia adecuados, podria analizarse el régimen turbulento que se da para valores altos del
Rayleigh, y aplicar estos resultados a atmdsferas altamente estratificadas como es el caso del Sol.



Apéndice A
Cédigos MATLAB empleados

A.1 Método de diferencias finitas

function [D_1 D_2 D_3] = Dsmesh (N,x,M)

for i = 1:N,

if M == N,

D_1 = zeros(N,N); D_2 = zeros(N,N); D_3 = zeros(N,N);
xb = x; i_s = 1i;

[D_1(i,1:M) D_2(i,1:M) D_3(i,1:M)] = Dbs(i_s,xb,M);
else

D_1 = sparse(N,N); D_2 = sparse(N,N); D_3 = sparse(N,N);
M_c = (M+1)/2;

if i < M_c,

xb = x(1:M); i_s = i;

[D_1(i,1:M) D_2(i,1:M) D_3(i,1:M)] = Dbs(i_s,xb,M);
end

if i >= M_c & i <= N-M_c,

xb = x((i-M_c+1):(i+M_c-1)); i_s = M_c;
[D_1(i,(i-M_c+1):(i+M_c-1)) D_2(i, (i-M_c+1):(i+M_c-1))
D_3(i,(i-M_c+1):(i+M_c-1))] = Dbs(i_s,xb,M);

end

if i > N-M_c,

xb = x((N-M+1):N); i_s = i+M-N;

[D_1(i, (N-M+1):N) D_2(i, (N-M+1):N) D_3(i,(N-M+1):N)] = ...
Dbs(i_s,xb,M);

end

end

end

function [db_1 db_2 db_3] = Dbs (i,xb,M)

4 Computamos los coeficientes a_i/a_m

aiam = zeros(1,M);

F_i = xb(i) - xb; F_i(i) = 1; n_i = length(find(F_i<0));
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for m = 1:M,

if abs(m - i) > O,

Fm=xb(m) - xb ; Fm(m) = 1; n.m = length(find(F_m < 0));
aiam(m) = (-1)~(n_i-n_m)*prod(sort(abs(F_i))./sort(abs(F_m)));
end

end

VA

4 Matrices de diferenciacion :

Db_1 = zeros(M,M); Db_2 = zeros(M,M); Db_3 = zeros(M,M);

A s = 1:

for m = 1:M

if abs(m - i) > O,

Db_1(i,m) = aiam(m)/(xb(i)-xb(m));

end

end

Db_1(i,i) = -sum(Db_1(i,:));

/s =2

for m = 1:M

if abs(m - i) > O,

Db_2(i,m) = 2/(xb(i)-xb(m))*(aiam(m)*Db_1(i,i)-Db_1(i,m));
end

end

Db_2(i,i) = -sum(Db_2(i,:));

4 s =23

for m = 1:M

if abs(m - i) > O,

Db_3(i,m) = 3/(xb(i)-xb(m))*(aiam(m)*Db_2(i,i)-Db_2(i,m));
end

end

Db_3(i,i) = -sum(Db_3(i,:));

VA

4 Salida

db_1 = Db_1(i,:); db_2 = Db_2(i,:); db_3 = Db_3(i,:);

A.2 Flujo de calor por conduccion

X%%% PROBLEMA DE CONVECCION DE RAYLEIGH-BENARD Ji4J
A%%__ Problema de conduccidon __JL%

clc; clear all; close all;

4 Nodos de Chebyshev [

AR = 4.5; J AR = L/H (relacion de aspecto)

Nx = 30; xmin = 0; xmax = AR;
for i = 1:Nx



A.2 Flujo de calor por conduccion 95

xast(i) = (xmax+xmin)/2+(xmin-xmax)/2*cos((i-1)/(Nx-1)*pi);
end
Nz = 30; zmin = O0; zmax = 1;
for p = 1:Nz

zast(p) = (zmax+zmin)/2+(zmin-zmax)/2*cos((p-1)/(Nz-1)*pi);

end

Nt = Nx*Nz;

A MATRICES____7
M= 9;

I

4 With finite differences

[dx d2x d3x]=Dsmesh(Nx,xch,M);

[dz d2z d3z]=Dsmesh(Nz,zch,M);

A

Dx=kron(dx,speye(Nz)) ; Dz=kron(speye(Nx),dz);
D2x=kron(d2x,speye(Nz)); D2z=kron(speye (Nx),d2z) ;
D3x=kron(d3x,speye(Nz)); D3z=kron(speye(Nx),d3z) ;
DL=D2x+D2z ; DL2=DL*DL;

DxDL=Dx*DL;

DzDL=Dz*DL;

4 Creacion de matrices y vectores del sistema [

psi = zeros(Nt,1); Jvector de \psi (funcidn de corriente)

Tast = zeros(Nt,1); Jvector de temperaturas T

psinml = zeros(Nt,1); Jvector de condiciones iniciales para \psi

Tastnml = zeros(Nt,1); Jvector de condictiones iniciales para T

Asyst = sparse(2#Nt,2*Nt); Jmatriz que engloba el sistema con
submatrices AP, AT, BP, BT

Apsi = sparse(Nt,Nt);

AT = sparse(Nt,Nt);

Bpsi = sparse(Nt,Nt);

BT = sparse(Nt,Nt);

bpsi = zeros(Nt,1); Jvector de terminos independientes para \ps?

bT = zeros(Nt,1); Jvector de terminos independientes para T

FBCpsi = ones(Nt,1);

FBCt = ones(Nt,1);

FBCt2 = zeros(Nt,1);

FBCt3 = zeros(Nt,1);

4 Propiedades del fluido e incremento de tiempo

Pr = 0.733;
Ra = 2000;
dt = 0.1; /JIncremento de tiempo que se wva a tomar

Ntime = 3000; / Limite de n, siendo t* = n*dt

4 Calculo de Th* [
Th = Thyd_NoRad(zast) ;
for j = 1:Nz
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for i = 1:Nx
I = (i-1)#Nz+j;
TH(I,1) = Th(j);
end
end

/ Perturbacidn inicial /
for i = 1:Nx
for j = 1:Nz
I = (i-1)*Nz+j;

psinm1(I,1) = 0.0005%xch(i) ~2*(xmax-xch(i)) ~2*zch(j)~2*...

(zmax-zch(j)) ~2*cos (pi~2*xch (i) *zch(j) /xmax/zmax/5) ;
Tastnml1(I,1) = TH(I,1) + 0.005%cos(2*pi*(xch(i)-xmin)/...
(xmax-xmin) ) *sin(2*pix*(zch(j)-zmin) / (zmax-zmin) ) ;
end
end

/4 Matrices del sistema /|

Apsi = DL-dt*sqrt(Pr/Ra)*DL2;

AT = -dt*Dx;

Bpsi = zeros(Nt,Nt);

BT = speye(Nt)-dt/sqrt (PrxRa)*DL;

4 Condiciones de contorno [
4 CC en contornos horizontales (psi impuesta)
for i = 1:Nx
/ inferior
I = (i-1)#Nz+1; Apsi(I,:) = 0; Apsi(I,I) = 1;
AT(I,:) = 0; FBCT(I,1) = 0;
Bpsi(I,:) = 0; FBCpsi(I,1)

0;

X superior

I = (i-1)*Nz+Nz; Apsi(I,:)
AT(I,:) = 0; FBCT(I,1) = 0;
Bpsi(I,:) = 0; FBCpsi(I,1)

= 0; Apsi(I,I) = 1;

0;
end

4 CC en contornos wverticales (psi impuesta)

for j = 2:Nz-1
4 izquierda
I = (1-1)#Nz+j; Apsi(I,:) = 0; Apsi(I,I) = 1;
AT(I,:) = 0; FBCT(I,1) = O;
Bpsi(I,:) = 0; FBCpsi(I,1)

0;

/ derecha

I = (Nx-1)*Nz+j; Apsi(I,:)
AT(I,:) = 0; FBCT(I,1) = 0;
Bpsi(I,:) = 0; FBCpsi(I,1)

= 0; Apsi(I,I) = 1;

0;
end
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/4 CC en subcontornos horizontales
for i=2:Nx-1
4 subcontorno inferior
I = (i-1)*Nz+2; K = I-1;

I~

AT(I,:) = 0; Apsi(I,:) = Dz(K,:);
FBCpsi(I,1) = 0O;

4 subcontorno superior

I = (i-1)*Nz+Nz-1; K = I+1;

AT(I,:) = 0; Apsi(I,:) = Dz(K,:);
FBCpsi(I,1) = 0;
end

/4 CC en subcontornos verticales
for j=3:Nz-2
4 subcontorno izquierdo
I = (2-1)*Nz+j; K = I-Nz;
AT(I,:) = 0; Apsi(I,:) = Dx(K,:);
FBCpsi(I,1) = 0;

/4 subcontorno derecho
I = (Nx-2)*Nz+j; K = I+Nz;
AT(I,:) = 0; Apsi(I,:) = Dx(K,:);
FBCpsi(I,1) = 0;

end

4 Condiciones de contorno para Bt /|
4 Horizontales
for i = 1:Nx
4 infertor (derivada de T* impuesta (=1))
I = (i-1)*Nz+1;
BT(I,:) = Dz(I,:); FBCt(I,1) = 0; FBCt2(I,1) = 1;

4 superior (T* impuesta (=1))

I = (i-1)*Nz+Nz;

BT(I,:) = 0; BT(I,I) = 1; FBCt(I,1) = 0; FBCt3(I,1) = 1;
end
4 Verticales (paredes adiabaticas, dT*/dz = 0)
for j = 2:Nz-1

4 izquierdo

I = (1-1)*Nz+j;

BT(I,:) = Dx(I,:); FBCt(I,1) = O;
/ derecho

I = (Nx-1)*Nz+j;

BT(I,:) = Dx(I,:); FBCt(I,1) = 0;

end

dtPrRa = dt/sqrt(Pr*Ra); / para facilitar notacion
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4 Resolucion del problema de conveccion /|
for n = 1:Ntime

t = nxdt;

[n t]

4 Se forman los vectores NLP, NLT, bPsi y bT

4 se modifican con condiciones de contorno

NLP(1:Nt,1) = (Dx*psinml).*(DzDL*psinml)-(Dz*psinml) .* (DxDL*psinml) ;
NLT(1:Nt,1) = (Dx*psinml).*(Dz*Tastnml)-(Dz*psinml) .* (Dx*Tastnml) ;
bpsi = (NLP*dt + DL*psinml) .*FBCpsi;

bT = (NLT*dt + Tastnml) .*FBCT + FBCT2 + FBCT3;

/ Resuelve para t*_nm

Asyst = [Apsi,AT;Bpsi,BT]; b = [bpsi; bT];

sol = Asyst\b;

psi(1:Nt,1) = sol(1:Nt,1); Tast(1:Nt,1) = sol(Nt+1:2%Nt,1);

for j=1:Nz
xmat(1:Nx,j) = xast(1l:Nx);
zmat (1:Nx,j) = zast(j);

psimat (1:Nx,j) = psi(((1:Nx)-1)*Nz+j,1);
Thmat (1:Nx,j) = TH(((1:Nx)-1)*Nz+j,1); Z matriz de Th*
Tastmat (1:Nx,j) = Tast(((1:Nx)-1)*Nz+j,1); / matriz de T*
thetamat (1:Nx,j) = Tastmat(l:Nx,j) - Thmat(1:Nx,j); 7/ Matriz
para theta*, la perturbacion de la temperatura respecto del
caso hidrostatico
end

/4 Pasa al instante sigutiente
Tastnml = Tast; psinml = psi;
Tastmat’; Thmat = Thmat’;

Tastmat
end
AUAN___FUNCIONES___JIX%

function [db_1 db_2 db_3] = Dbs (i,xb,M)

4 Computamos los coeficientes a_i/a_m

aiam = zeros(1,M);

F_i = xb(i) - xb; F_i(i) = 1; n_i = length(find(F_i<0));
for m = 1:M,

if abs(m - i) > O,

Fm=xb(m) - xb ; Fm(m) = 1; n.m = length(find(F_m < 0));
aiam(m) = (-1)~(n_i-n_m)*prod(sort(abs(F_i))./sort(abs(F_m)));
end

end

A

4 Matrices de diferenctacion :

Db_1 = zeros(M,M); Db_2 = zeros(M,M); Db_3 = zeros(M,M);

A s =1:



A.2 Flujo de calor por conduccion 99

for m = 1:M
if abs(m - i) > O,
Db_1(i,m) = aiam(m)/(xb(i)-xb(m));

end

end

Db_1(i,i) = -sum(Db_1(i,:));
4 s =2

for m = 1:M

if abs(m - i) > O,
Db_2(i,m) = 2/(xb(i)-xb(m))*(aiam(m)*Db_1(i,i)-Db_1(i,m));

end

end

Db_2(i,i) = -sum(Db_2(i,:));
s =3

for m = 1:M

if abs(m - i) > O,

Db_3(i,m) = 3/(xb(i)-xb(m))*(aiam(m)*Db_2(i,i)-Db_2(i,m));
end

end

Db_3(i,i) = -sum(Db_3(i,:));

V4

/4 Salida

db_1 = Db_1(i,:); db_2
end

Db_2(i,:); db_3 = Db_3(i,:);

function [D_1 D_2 D_3] = Dsmesh (N,x,M)
D_1 = sparse(N,N); D_2
for i = 1:N,

if M == N,

xb = x; i_s = 1i;
[D_1(i,1:M) D_2(i,1:M) D_3(i,1:M)]
else

M_c = (M+1)/2;

if i < M_c,

xb = x(1:M); i_s = i;

[D_1(i,1:M) D_2(i,1:M) D_3(i,1:M)]
end

if i >= M_c & i <= N-M_c,

xb = x((i-M_c+1):(i+M_c-1)); i_s = M_c;

[D_1(i, (i-M_c+1):(i+M_c-1)) D_2(i, (i-M_c+1):(i+M_c-1))
D_3(i,(i-M_c+1):(i+M_c-1))] = Dbs(i_s,xb,M);

end

if i > N-M_c,

xb = x((N-M+1):N); i_s = i+M-N;

[D_1(i, (N-M+1):N) D_2(i,(N-M+1):N) D_3(i,(N-M+1):N)] = ...
Dbs(i_s,xb,M);

end

end

end

end

sparse(N,N); D_3 = sparse(N,N);

Dbs(i_s,xb,M);

Dbs(i_s,xb,M);
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function Th = Thyd_NoRad(zast)
Th = zast;
end

A.3 Flujo de calor por radiacion

AXX% PROBLEMA DE CONVECCION DE RAYLEIGH-BENARD J /L%
A41__ Problema de radiacidn pura __JXJ)
clc; clear all; close all;

4 Nodos de Chebysheuv [
AR = 2; J AR = L/H (relacion de aspecto)

Nx = 30; xmin = 0; xmax = AR;
for i = 1:Nx

xast (i) = (xmax+xmin)/2+(xmin-xmax)/2*cos((i-1)/(Nx-1)*pi);
end
Nz = 30; zmin = 0; zmax = 1;
for p = 1:Nz
zast(p) = (zmax+zmin)/2+(zmin-zmax)/2*cos((p-1)/(Nz-1)*pi);
end
Nt = NxxNz;
YA MATRICES____J
M= 9;

IV I I IIIIIA

4 With finite differences

[dx d2x d3x]=Dsmesh(Nx,xast,M);

[dz d2z d3z]=Dsmesh(Nz,zast,M);

4

Dx=kron(dx,speye(Nz)) ; Dz=kron(speye(Nx),dz);
D2x=kron(d2x,speye(Nz)); D2z=kron(speye(Nx),d2z);
D3x=kron(d3x,speye(Nz)); D3z=kron(speye(Nx),d3z);
DL=D2x+D2z ; DL2=DL*DL;

DxDL=Dx*DL;

DzDL=Dz*DL;

4 Creacion de matrices y wvectores del sistema /

psi = zeros(Nt,1); Jvector de \pst (funcidn de corriente)
Tast = zeros(Nt,1); Jvector de temperaturas T

psinml = zeros(Nt,1); Jvector de condiciones iniciales
Tastnml = zeros(Nt,1);

Asyst = sparse(2xNt,2*Nt); /matriz que engloba el sistema con
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/submatrices AP, AT, BP, BT

Apsi = sparse(Nt,Nt);

AT = sparse(Nt,Nt);

Bpsi = sparse(Nt,Nt);

BT = sparse(Nt,Nt);

bpsi = zeros(Nt,1); Jvector de terminos independientes para \ps<
bT = zeros(Nt,1); Jvector de terminos independientes para T
FBCpsi = ones(Nt,1);

FBCT = ones(Nt,1);

FBCT2 = zeros(Nt,1);

FBCT3 = zeros(Nt,1);

4 Propiedades del fluido e incremento de tiempo

Pr = 0.733;
Ra = 27100;
s = 1;

dt = 0.1; / Incremento de tiempo que se va a tomar
Ntime = 10000; / Limite de m, siendo t* = nxdt

/4 Calculo de Th* [
Th = Thyd_Rad(s,Nz,zast);
for j = 1:Nz
for i = 1:Nx
I = (i-1)*Nz+j;
TH(I,1) = Th(j);
end
end

4 Perturbacién inicial
for i = 1:Nx
for j = 1:Nz
I = (i-1)*Nz+j;
psinm1(I,1) = 0.0005%xch(i) ~2*(xmax-xch(i))~2*zch(j) 2*...
(zmax-zch(j)) ~2*cos (pi~2*xch(i)*zch(j)/xmax/zmax/5) ;
Tastnm1(I,1) = TH(I,1) + 0.005*cos(2*pi*(xch(i)-xmin)/...
(xmax-xmin) ) *sin(2*pi* (zch(j)-zmin) / (zmax-zmin) ) ;
end
end

4 Matrices del sistema [

/4 sin BT que se define en el bucle
Apsi = DL - dt*sqrt(Pr/Ra)+*DL2;

AT = -dtx*Dx;

Bpsi = zeros(Nt,Nt);

4 Condiciones de contorno [
4 CC en contornos horizontales (psi impuesta)
for i = 1:Nx

4 inferior

I = (i-1)*Nz+1; Apsi(I,:) = 0; Apsi(I,I) = 1;
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AT(I,:) = 0; FBCpsi(I,1) = 0;
Bpsi(I,:) = 0; FBCT(I,1) = 0;

4 superior

I = (i-1)#Nz+Nz; Apsi(I,:) = 0; Apsi(I,I) = 1;

AT(I,:) = 0; FBCpsi(I,1)

Bpsi(I,:) = 0; FBCT(I,1)
end

0;
0;

4 CC en contornos verticales (psi impuesta)
for j = 2:Nz-1
Aizquierda
I = (1-1)*Nz+j; Apsi(I,:) = 0; Apsi(I,I) = 1;

AT(I,:) = 0; FBCpsi(I,1) = 0;

Bpsi(I,:) = 0; FBCT(I,1) = 0;

/derecha

I = (Nx-1)*Nz+j; Apsi(I,:) = 0; Apsi(I,I) = 1;
AT(I,:) = 0; FBCpsi(I,1) = 0;

Bpsi(I,:) = 0; FBCT(I,1) = 0;

end

4 CC en subcontornos horizontales (vz=0 en cont horiz)
for i=2:Nx-1

/Asubcontorno inferior

K = (i-1)*Nz+2; AT(K,:) = 0;

Apsi(X,:) = Dz(K-1,:);

FBCpsi(K,1) = 0;

/subcontorno superior
K = (i-1)*Nz+Nz-1; AT(K,:) = 0;
Apsi(X,:) = Dz(K+1,:);
FBCpsi(K,1) = 0;

end

4 CC en subcontornos wverticales (vz=0 en cont wvert)
for j=3:Nz-2

/subconjunto izquierdo

K = (2-1)*Nz+j; AT(XK,:) = 0;

Apsi(X,:) = Dx(K-Nz,:);

FBCpsi(K,1) = 0;

/Asubconjunto derecho
K = (Nx-1-1)*Nz+j; AT(X,:) = 0;
Apsi(X,:) = Dx(K+Nz,:);
FBCpsi(K,1) = 0;

end

dtPrRa = dt/sqrt(Pr*Ra); / para facilitar notacidn
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/4 Resolucion del problema de conveccion /|
for n = 1:Ntime

t = nxdt;

[n t]

4 Forma matriz BT y vectores bTl, bpsi, NLP y NLT /

4 se modifican con condiciones de contorno

NLP(1:Nt,1) = (Dx*psinml) .*(DzDL*psinml) - (Dz*psinml) .* (DxDL*psinml) ;
NLT(1:Nt,1) = (Dx*psinml).*(Dz*Tastnml) - (Dz*psinml) .* (Dx*Tastnml) ;
bpsi = (NLP*dt + DL*psinml) .*FBCpsi;

sast = (1/s) + 1;

sastTastnml = sast - Tastnmi;

sastTastnml_2 = sastTastnml.*sastTastnml;

sastTastnml_3 sastTastnml_2.*sastTastnml;

sastTastnml_4 = sastTastnml_3.*sastTastnml;

DL_1 = DLx*spdiags(sastTastnml_3,0,Nt,Nt);

DL_2 = DL*(sastTastnml_4 + 4x*sastTastnml_3.*Tastnml);

BT = speye(Nt) - 4*dtPrRax(s~3)*DL_1;

bT = NLT*dt + Tastnml - dtPrRa*(s~3)*DL_2;

V4
/4 Matrices mbeT y wvector vwbeTl definidos en las motas:
X

mbcT = Dz*spdiags(sastTastnml_3,0,Nt,Nt);

vbcT = (1/4)*Dz*(sastTastnml_3.*(sast+3*Tastnml)) ;
A

4 Condiciones de contorno para BT
4 Horizontales
for i = 1:Nx
4 inferior (derivada de T* impuesta (=1)). Se usan las filas y
4 componentes I
I = (i-1)*Nz+1;
4 mbeT y vbeT para aplicar la condicidn de contorno
BT(I,:) =mbcT(I,:); FBCT(I,1) = 0;
FBCT2(I,1) = 1/s"3+vbcT(I,1);

4 superior (T* impuesta (=1))

I = (i-1)*Nz+Nz; BT(I,:) = 0; BT(I,I) = 1;

FBCT(I,1) = 0; FBCT3(I,1) = 1;
end
4 Verticales (paredes adiabaticas, dT*/dz = 0 para =z = 0 y =z = L/H)
for j = 2:Nz-1

Aizquierdo

I = (1-1)*Nz+j; BT(I,:) = Dx(I,:); FBCT(I,1) = 0;

Jderecho
I = (Nx-1)*Nz+j; BT(I,:) = Dx(I,:); FBCT(I,1) = O;
end

A#Resuelve para theta*_n (se suprimen asteriscos en theta*)
bT = bT.*xFBCT + FBCT2 + FBCT3;
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Asyst = [Apsi,AT;Bpsi,BT]; b = [bpsi; bT];
sol = Asyst\b;
psi(1:Nt,1) = sol(1:Nt,1); Tast(1:Nt,1) = sol(Nt+1:2*Nt,1);

for j=1:Nz
xmat(1:Nx,j) = xast(l:Nx);
zmat (1:Nx,j) = zast(j);
psimat (1:Nx,j) = psi(((1:Nx)-1)*Nz+j,1);
Thmat (1:Nx,j) = TH(((1:Nx)-1)*Nz+j,1); / matriz de Th*
Tastmat (1:Nx,j) = Tast(((1:Nx)-1)*Nz+j,1); / matriz de T*
thetamat (1:Nx,j) = Tastmat(1:Nx,j) - Thmat(1:Nx,j); / matriz de
theta*

end

/# Pasa al instante sigutiente
Tastnml = Tast; psinml = psi;
Tastmat = Tastmat’; Thmat = Thmat’;

end

AUUN__ _FUNCIONES___JIA%

function [db_1 db_2 db_3] = Dbs (i,xb,M)

4 Computamos los coeficientes a_i/a_m

aiam = zeros(1,M);

F_i = xb(i) - xb; F_i(i) = 1; n_i = length(find(F_i<0));
for m = 1:M,

if abs(m - i) > O,

F_m = xb(m) - xb ; Fm(m) = 1; n_m = length(find(F_m < 0));
aiam(m) = (-1)~(n_i-n_m)*prod(sort(abs(F_1i))./sort(abs(F_m)));
end

end

VA

4 Matrices de diferenciacion :

Db_1 = zeros(M,M); Db_2 = zeros(M,M); Db_3 = zeros(M,M);

A s =1:

for m = 1:M

if abs(m - i) > O,

Db_1(i,m) = aiam(m)/(xb(i)-xb(m)) ;

end

end

Db_1(i,i) = -sum(Db_1(i,:));

4 s =2

for m = 1:M

if abs(m - i) > O,

Db_2(i,m) = 2/(xb(i)-xb(m))*(aiam(m)*Db_1(i,i)-Db_1(i,m));
end

end

Db_2(i,i) = -sum(Db_2(i,:));

As =3
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for m = 1:M

if abs(m - i) > O,

Db_3(i,m) = 3/(xb(i)-xb(m))*(aiam(m)*Db_2(i,i)-Db_2(i,m));
end

end

Db_3(i,i) = -sum(Db_3(i,:));

A

/ Salida

db_1 =Db_1(i,:); db_2 = Db_2(i,:); db_3 = Db_3(i,:);
end

function [D_1 D_2 D_3]
D_1 = sparse(N,N); D_2
for i = 1:N,

if M == N,

xb = x; i_s = 1i;
[D_1(i,1:M) D_2(i,1:M) D_3(i,1:M)]
else

M_c = (M+1)/2;

if i < M_c,

xb = x(1:M); i_s = i;

[D_1(i,1:M) D_2(i,1:M) D_3(i,1:M)]
end

if i >= M_c & i <= N-M_c,

xb = x((i-M_c+1):(i+M_c-1)); i_s = M_c;
[D_1(i,(i-M_c+1):(i+M_c-1)) D_2(i, (i-M_c+1):(i+M_c-1))
D_3(i,(i-M_c+1):(i+M_c-1))] = Dbs(i_s,xb,M);

end

if i > N-M_c,

xb = x((N-M+1):N); i_s = i+M-N;

[D_1(i, (N-M+1):N) D_2(i, (N-M+1):N) D_3(i,(N-M+1):N)] = ...
Dbs(i_s,xb,M);

end

end

end

end

Dsmesh (N,x,M)
sparse(N,N); D_3 = sparse(N,N);

Dbs(i_s,xb,M);

Dbs(i_s,xb,M);

function Th = Thyd_Rad(s,Nz,zast)
for i = 1:Nz

Th(i) = (1/s)*(1 + s - (1 + 4xsx(1-zast(i)))~(1/4));
end

4 plot(Th,zast)

end
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