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Resumen

Los elementos de Scott-Vogelius son unos elementos finitos disefiados para la resolucién de las ecuaciones de
Navier-Stokes. El interés de estos elementos es que poseen divergencia nula para las velocidades satisfaciendo
automadticamente la ley de conservacién de masa.

En el presente trabajo se analiza la eficiencia computacional de los elementos de Scott-Vogelius frente a otros

elementos de divergencia no nula acompafiados de métodos de estabilizacién (elementos de Taylor-Hood con
estabilizacion grad-div).






Abstract

The Scott-Vogelius finite elements are a family of finite elements designed to solve the Navier-Stokes equa-
tions. The main interest of these elements is that they provide divergence-free velocities which automatically
verify mass conservation.

This work studies the computational efficiency of Scott-Vogelius finite elements and its comparison with
non-divergence-free finite elements with stabilization methods (Taylor-Hood finite elements with grad-div
stabilization).
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Notacion

Matriz de coeficientes lineales.
Campo vectorial de la conveccién en el problema de Oseen.
En caso contrario.
Dimensi6n del dominio de definicién Q.
Infimo.
Interior.
Campo vectorial de las aceleraciones debidas a las fuerzas
externas que actdan sobre el fluido.
Espacio vectorial generado por.
Maximo didmetro del mallado.
Espacio de funciones cuadrado integrables.
Espacio de funciones cuadrado integrables de media nula.
Numero de subdivisiones.
Dimensién asociada a una componente del espacio V.
Nuimero de nodos.
Numero de tridngulos.
Conjunto de los nimeros naturales.
Dimensi6n del espacio Q"
Orden de convergencia.
Campo escalar de la presion.
Espacio de elementos finitos polinomiales de grado k.
Coeficiente de la [-ésima funcién base del espacio Q".
Espacio de campos escalares definidos sobre €.
Subespacio de Q de dimension finita al que se restringe la
solucién numérica aproximada de la presion.
Conjunto de los nimeros reales.
Supremo.
Soporte.
Variable temporal.
Producto tensorial del tensor de tercer orden 7" := T} ; ; con
los vectores X, y definido como: ZTi,j,kxj)’k-
J.k
Tridngulo de referencia.
Elemento triangular.
Triangulacién, conjunto de tridngulos.
Campo vectorial de la velocidad.
Componente de la velocidad u en la direccién OX.
Coeficiente de la componente de la velocidad en la direccion
OX en la j-ésima funcién base del espacio V"
Componente de la velocidad u en la direccién OY .
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Espacio de campos vectoriales definidos sobre Q.
Subespacio de V de dimensién finita al que se restringe la
solucién numérica aproximada de la velocidad.
Coeficiente de la componente de la velocidad en la direccién
OY en la j-ésima funcion base del espacio vh,
Vector de incdgnitas.

Constante del término de reaccién adicional.
Pardametro de la estabilizacion grad-div.

Operador laplaciano.

Funcién test de la presion.

Pardmetro de escala de la presion.

Viscosidad cinematica del fluido.

Densidad, masa por unidad de volumen del fluido.
Funcién test de la velocidad.

Componente en la direccion OX de ¢.
Componente en la direccion OY de @.

Dominio de definicién de los campos.

Clausura de Q.

Frontera de Q.

Interseccion.

Para todo.

Perteneciente a.

Operador gradiente.

Operador divergencia.

Derivada parcial respecto de ¢.
Derivada parcial respecto de x.

Derivada parcial respecto de y.

Conjunto vacio.
Producto escalar en L2, integral del producto.
Determinante.

1/2
Norma del espacio L o norma do, |[u|[ ;2 = (/ u-u dQ> .
Q
Tal que.



1 Introduccion

Los elementos de Scott-Vogelius son unos elementos finitos disefiados para la resolucién de las ecuaciones
de Navier-Stokes que rigen la dindmica de un fluido. El interés de estos elementos es que poseen divergencia
nula para las velocidades satisfaciendo automédticamente la ley de conservacién de masa.

En este trabajo se analizan la eficiencia computacional y la convergencia del error de forma experimental de
los elementos finitos de Scott-Vogelius frente a otros elementos de divergencia no nula: los elementos de
Taylor-Hood con y sin estabilizacién grad-div.

Este trabajo consta de las siguientes secciones:

1.

En el capitulo 2 se presentan las ecuaciones de Navier-Stokes y los tres problemas de aplicacion derivados
de estas ecuaciones: el problema de Stokes, el problema de Oseen y las ecuaciones estacionarias de
Navier-Stokes.

. Encel capitulo 3 se describe el método de elementos finitos, empleado para obtener una solucién aproximada

de un sistema de ecuaciones diferenciales.

. En el capitulo 4 se definen los elementos finitos de Scott-Vogelius y Taylor-Hood, asi como las condiciones

suficientes para garantizar la existencia y unicidad de solucién.

. Los capitulos 5, 6, 7 tratan los problemas ordenados de menor a mayor complejidad (problema de Stokes,

problema de Oseen y ecuaciones estacionarias de Navier-Stokes), exponiendo y analizando los resultados
obtenidos.

. Al final de este trabajo se encuentran dos apéndices. El Apéndice A recoge los resultados numéricos

obtenidos de los errores cometidos en el calculo de la velocidad, la divergencia de la velocidad y la presién
y del tiempo de ejecucion de los algoritmos. En el Apéndice B se proporcionan los cédigos de MATLAB®
empleados.






2 Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes consisten en un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que rigen el
movimiento de los fluidos.

En el caso de fluidos newtonianos (con viscosidad constante independiente de la velocidad del fluido), en
flujos isotérmicos e incompresibles (a temperatura y densidad del fluido constantes en todo el espacio fluido)
estas ecuaciones son

Vu=0 2.1

d 1
M (u-V)u=——Vp+vAutf 2.2)
ot p
donde u es la velocidad y p la presion del fluido definidas en cada punto del espacio y cada instante de tiempo,
p es la densidad, v es la viscosidad cinematica (ambas constantes) y f son las aceleraciones debidas a las

fuerzas externas que actiian sobre el fluido en cada punto e instante de tiempo.

du
Si se considera ademds un flujo en régimen estacionario entonces — = 0 y las ecuaciones de Navier-Stokes

ot
Vou=0 2.3)

pueden simplificarse

(u-V)u= —%Vp—&—vAu—i—f 2.4)

Si ademads la velocidad del fluido es pequefia, el término no lineal de fuerzas de inercia es despreciable frente
al término de las fuerzas viscosas y el sistema se reduce al llamado problema de Stokes:

Vu=0 (2.5)

1
O:fEVp+vAu+f (2.6)

Si no puede hacerse esta aproximacion porque el término de fuerzas de inercia no sea despreciable, para
simplificar el problema numéricamente se puede considerar el problema de Oseen:

V-u=0 2.7)

(b-Viu= —%VervAquf (2.8)

donde b es una funcién de divergencia nula V- b = 0 que es una aproximacion de la solucién para la u.






3 Meétodo de los Elementos Finitos

Las ecuaciones de Navier-Stokes constituyen un problema cuya solucién estéd definida en una regién Q C R”
con int(Q) # @, de un espacio de funciones de dimensién infinita.

Para poder obtener una solucién numérica aproximada se usan conjuntamente el método de elementos finitos
para discretizar el espacio de definicién y el método de Galerkin para reducir la dimensién del espacio de
funciones a uno de dimension finita que permita resolver el sistema de ecuaciones diferenciales de forma
aproximada.

El método de elementos finitos requiere dividir la clausura del dominio de definicién Q en elementos,
usualmente simplices' o prismas. El conjunto de elementos .# (Q) es tal que

int(C)Nint(D) =@ VYC,De .#(Q): C#D.

En el presente documento, se van a considerar solo dominios bidimensionales © C R? por lo que los
recubrimientos también seran bidimensionales 2. El mallado seleccionado es una malla uniforme triangular
con diagonales en direccion suroeste a noreste (SWNE). Dado un nimero natural n € N, el mallado viene
dado por la triangulacién {7, } con s € {1,..,ny} donde ny es el nimero de tridngulos.

21 22 23 24 25
T26 T28 T30 T32

16~ T25 |77 T27 |18" T29 [19" T31 |20

T18 T20 T22 T24

147 T17 12" T19 13" T21 |14” T23 |15

T10 T12 T14 T16

6 T9 |7/ T11 |s/ T13 |9/ T15 |10

T2 T4 T6 T8

1 T1 |2 T3 |3 T5 |4 T7 |5

Figura 3.1 Malla triangular uniforme SWNE para n = 4.

En este tipo de mallado el nimero de tridngulos viene dado por ny = 2n* y el niimero de nodos o vértices
porn, = (n+1)2.

El didmetro de un simplice se define como la médxima distancia entre dos puntos pertenecientes a dicho
simplice. Los resultados tedricos de convergencia del error de la solucién se suelen expresar respecto del

! Sea un subconjunto abierto Q € Rd, un simplice en dicho espacio se define como la envolvente convexa de d + 1 puntos de Q no
habiendo tres de ellos alineados. En el caso R* un simplice es un tridngulo y en R® un tetraedro. [7]
% Se define el espacio de definicién Q como un cuadrado de lado unidad Q = [0, 1]2.



Capitulo 3. Método de los Elementos Finitos

maximo didmetro del mallado, denotado por 4. Este pardmetro es inversamente proporcional al niimero de
subdivisiones 7.

3.1 Descripcion del método

Para aplicar el método de elementos finitos al problema de interés es necesario realizar los siguientes dos
pasos:

1. Obtener la formulacién débil del problema.

2. Restringir el espacio solucion a un subespacio de dimension finita de funciones polinémicas a trozos a fin
de obtener la solucién aproximada.

La obtencidn de la forma débil requiere primero establecer la integral del producto de la funcién test por el
residuo. Para las ecuaciones de Navier-Stokes estas integrales se pueden escribir en coordenadas cartesianas
como:

/ 0 [ut, + v, — vy, + p, — f7] A9 G.1)
Q

/Q v [uvx +vvy = Vv +py— fy] aQ (3.2)
/Q 1 [, +v,] dQ (33)

donde ¢ y v son las funciones test para la velocidad y 7 la funcién test para la presion, u = (u,v) es la
velocidad, p la presion y f = (f*,f”) las fuerzas externas y los subindices denotan las derivadas parciales
respecto a las coordenadas correspondientes.

Después es necesario relajar la derivada, a fin de eliminar los componentes con derivadas segundas. Para
ello, en el ejemplo anterior, teniendo en cuenta que u,, = Au =V - (Vu) y la relacién

V-(¢Vu) =V -Vu+¢V-(Vu),
se puede desarrollar la integral de ¢ Au como
/ (j)AudQ:/ V.- (0Vi)— V- Vu dQ
Q Q
por lo que la expresion (3.1) resulta
/Q ¢ [un, + ity + py — 1] dQ+ v/Q (G, + ¢yuy) dQ— v/Q (V- (¢Vu))dQ. (3.4)
Aplicando el teorema de la divergencia a la tercera integral se obtiene
/Q () [uux +vu, +p, —fx] dQ+ V/Q ((l)xux + (])yuy) dQ— v/aQ OVu-nds. 3.5

Teniendo en cuenta que u = 0 en dQ, la funcidn test verifica que ¢,y = 0 en dQ, por lo que la Gltima integral
es nula quedando

/Q ¢ [un, +vuy+p, — f*] dQ+ v/Q (¢pu,+ Oyu,) dQ. (3.6)

Ademds, teniendo en cuenta que ¢p, + Yp, = (3) -Vp=V. [p (3’/)} —pV- <$,) , integrando en todo

el espacio y aplicando el teorema de la divergencia

/§2¢px+wy dQZ/Q(:D-Vpdﬂz/‘ggp@)-nds—/gpv-(ﬁ) dQ. 3.7



3.1 Descripcion del método

Como ¢,y = 0 en dQ, la primera integral del segundo término se anula
/¢px+wpydsz——/pv<¢>d9—/¢xp+wypdsz. (3.8)
Q Q 14 Q

Ademds, esta igualdad debe ser cierta para ¢,y cualesquiera, en particular para ¥ = 0, quedando la ecuacién
3.6 como:

/Q ¢ (uuy +vu,) dQ+v /Q (Ptty + 9yu1,) dQ — /Q o.pdQ— /Q O FrdQ. (3.9)

Operando de forma andloga para la expresion (3.2) y teniendo en cuenta que la expresion (3.3) no tiene
derivadas de orden dos, el problema consiste en encontraru € V, p€ QconV = H& (Q)z, 0= L%(Q) 3 tales
que verifiquen:

/ 0 (e, + v, ) dQ+ v / (Qutty +0y10,) A — / 0.p dQ — / 0£2dQ
Q Q Q Q
/Ql[/(uvx—i—vvy) dQ+v/Q(1//xvx+u/yvy)dQ—/Ql//yp dQ:/Ql//fde

3.10
/Qn[ux+vy}d9:0 310

u=20 en dQ

para todo ¢ = <$> €V, 1 € Q definidas en Q con ¢,y =0 en JQ.
A este problema se le conoce como forma débil de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Tal y como se ha comentado anteriormente al inicio de la seccidn, el segundo paso consiste en establecer
un subespacio de funciones de dimension finita Vi c v, 0" c O del cual obtener la solucién aproximada
u' eV phe

Estos espacios V", Q" tienen por elementos funciones continuas, polinémicas a trozos y de grado fijo en
cada elemento. En este documento se considera un espacio de funciones cuadraticas para la velocidad (para
V') y lineales para la presién (para Q").

Como V", 0" son espacios de funciones de dimensién finita, se pueden generar a partir de una base fini-

ta. Un conjunto de funciones ¢" = {(%1) , <%> yeees <¢6”> , <$ ) , (l/? ) Jeees (yf) )} :gen(¢") =V"
1 2 ny

se denomina como conjunto de funciones base de la velocidad. Andlogamente, un conjunto de funciones
n"={n, Moo Ty } - gen(n") = Q" se denomina como conjunto de funciones base de la presién.

Por ejemplo, para un espacio de funciones cuadraticas en dos dimensiones una base es el conjunto {x2 ,y2 vy},
pues cualquier funcién cuadrética puede escribirse como combinacién lineal de las seis funciones de la base,
h(x,y) = ax* + by* + cxy +dx+ey+ f con a,b,c,de,f € R.

3 Sea el espacio de funciones cuadrado integrables LZ(Q) = {f Q=R [y do < 00}.

Se define L(z)(Q) = {q € Lz(Q) 1(g,1) = O}.

Se define HO1 (Q)2 = {v e{fel?(Q):Df e LZ(Q)}2 : supp(V) es compacto} como el conjunto de funciones en dos dimensiones

cuyas componentes son cuadrado integrables con primera derivada cuadrado integrables que se anulan en Q.



8 Capitulo 3. Método de los Elementos Finitos

e (U ny
De esta forma el problema se reduce a encontrar u* = ( ) = Z (V/Iij ) evVhiyph= ZPmI € Q" con
j=1 \"Jj*r]j =1

UV, e RVje{l,..n,},1 €{1,....m,} tales que
Lo eviid)aory [ (ondi+ o) a@— [ o.pae= [ g,
/Ql//l ulvi 4l )dQ—i—V/ (l//,xvx+l[/l), h )dQ— /y/l}de /l//lfde

3.11
/an[ufz+v;’]d§2:0 (1D

u'=0 en dQ

paratodoi € {1,....n,} y para todo k € {1,...,m;} ya que gracias a la linealidad de las integrales y de las
derivadas basta con que se cumpla para las funciones base.

Este problema es no lineal. Si en lugar de las ecuaciones de Navier-Stokes se considera el problema de Oseen
conb = (b,c) € V (El caso no lineal se trata en el capitulo 7) el problema finalmente se puede escribir como

ny

ZU/ b¢l¢}x+c¢l¢]y+v¢1x¢;x+v¢ly¢]x dQ ZPl/d’szlldQ:/Q‘szde

ny my
Zl V; /Q (bYW + VW, + VLG + VLY | dQ— 121 4] /Q Y, MdQ = /Q v, fdQ
j= =
It (3.12)

i

ZU% vaj_o en 0Q

de forma que el problema se reduce a encontrar los coeficientes U;,V;, P, € RVje{l,.n,}, le{l,..m}
satisfaciendo las ecuaciones lineales anteriores Vi € {1,...,n,}, k € {1,...,m; }. Es decir, se ha obtenido un
sistema de 2n;, + m,, ecuaciones lineales con 2n,, + m,, incognitas.

De aqui en adelante se considerard la misma base de funciones para las velocidades en x y en y, es decir,
. Y
v, =¢; Vie{l,..n,}ysedenotard 9" = {¢,,,....4, }.

3.2 Expresion del problema en forma matricial

El sistema a resolver, al ser lineal, puede escribirse en la forma Ax = f, de forma que conocidas A y f, la
solucién x puede obtenerse mediante cualquier método de eliminacién gaussiana. A partir del sistema (3.12)



3.3 Transformacion afin de los elementos al tridangulo de referencia

9

A, x y f se definen como:

A, 0 —DI 0 U,
0 Unh
0 A, —DrI 4 £,
A= X= : f= :V (3.13)
Vi, p
P, 0
-D, -D, 0 M, :
my
T
0 0 M, 0
donde la submatriz A; a su vez se puede descomponer como A, = vVS+ D con:
s::sl.’j:/g[¢ix¢jx+¢>,-y¢jy] aQ Vij e {1,..n,} (3.14)
D:= d,-7j:/g[b¢i¢jx+c¢i¢jy] dQ Vi,j € {l,...n,} (3.15)
D, ::d;;j:/gnk%dg ke {Loom b€ (Lo} (3.16)
D, ::d,f’j:/gnkq)jydﬂ Vke {1,...m,},j€{1,....n;} (3.17)
mp,
M, ::mf:l;./gnknldg Vk € {1,..my) (3.18)
£, ::f;’:/ 0.f5dQ vie {1} (3.19)
Q
f, = f;:/ 0. f7dQ Vie {1,..,n,} (3.20)
Q
f,:=f=0 Vk e {1,...,m;,} (3.21)

Debido a que las ecuaciones de Navier-Stokes no dependen de la presion, sino inicamente de su gradiente,
no pueden definirse valores para la presidn ya que si se afiade una constante al valor de las presiones estas
seguirdn verificando las ecuaciones de Navier-Stokes.

Esto significa que las 2n;, +m;, ecuaciones del sistema (3.12) no son independientes y por tanto el sistema no
tiene una sino infinitas soluciones.

La tdltima de las ecuaciones impone que la media de la presion sea nula ampliando el sistema de ecuaciones a
2n;, +my, + 1 y haciéndolo determinado al establecer una condicién sobre los valores de las presiones.

Para mantener la simetria de la matriz del sistema se afiade la inc6gnita R cuyo valor serd nulo.

3.3 Transformacion afin de los elementos al triangulo de referencia

Para reducir la cantidad de calculos de la matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones (3.12) se realiza
una transformacién afin de cada elemento triangular 7 al tridngulo de referencia 7,.; definido por los vértices
(0,0), (0.1) y (1,0).
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X3

X4

y
L xz
M 0 1 £

Figura 3.2 Transformacion afin al tridngulo de referencia.

Como {T,} es un recubrimento de Q cuya interseccién dos a dos es de medida nula

/QfdQ:ZY’/TSfdQ

donde la integral en 7;

[ renda =y [ rEn)sEmee
T Tret

siendo |/, el determinante del jacobiano de la transformacion del tridgngulo de referencia 7, en el tridngulo

T
)= (M X=X x3—xp\ (&
<Y) a (y1> " ()’2—}’1 )’3—y1) (n) (3.22)

Esto es especialmente dtil en el caso de que las funciones ¢;,m; Vi € {1,..,n;,}.,k € {1,...,m;,} sean no nu-
las en un nimero reducido de tridngulos 7. Se denotan los conjuntos 7, ; = {s € {1,....np} : ¢;|7; Z0} y

Thi= {se{l,...np}:nely, # 0}

De esta forma, las matrices definidas en la seccion 3.2 toman la forma

Si=sij= Y W[ [0t 0,0,] a2 Vije (L) (3.23)
s€Ty NTy Tret
D:=d ;= ) |JS|/ (09,0, +c9;0;,] dQ Vi,je{l,...n,} (3.24)
SET¢JQT¢7J~ Tret
Dx = dl/:,j = Z ‘Js|/ nk¢jde Vk € {17~-~7mh}aj € {la-"anh} (3.25)
s€Ty xNTp, Tref
Dy=d,= Y \JS|/ M¢6;,d9 ke {Lom}j € (1o} (3.26)
T seTy Ty, Trer
my
M,=m;=Y ) |Js|/ NN dQ Vk e {1,..m;} (3.27)
=1 SETn,kQTn,l Trer
f,=fi= Y |]S|/ 0./"dQ vie {1} (3.28)
S€T¢.i T}Bf
£, ==Y |Js|/ 0.17dQ Vie {1} (3.29)
SETQDJ Tfﬂf
f,:=f'=0 Vk € {1,....m,} (3.30)

Unicamente es necesario calcular las integrales en el tridngulo de referencia, lo cual permite reducir el niimero
de integrales a calcular.



4 Elementos de Scott-Vogelius y
Taylor-Hood

En el presente documento se estudia la eficiencia computacional de los elementos de Scott-Vogelius frente a
otros elementos de divergencia no nula (elementos de Taylor-Hood).

A continuacién se definen los elementos de Taylor-Hood y los de Scott-Vogelius y se dan los requisitos de
existencia y unicidad de solucién para ambos espacios de elementos finitos.

4.1 Espacio de elementos finitos de Taylor-Hood

Dado un recubrimiento triangular 7, de un dominio de funciones. Se define P, como el espacio de fun-
ciones continuas definidas a trozos por funciones polinomiales de grado k en cada elemento del recubrimiento.

El espacio de elementos finitos de Taylor-Hood asigna a los espacios V" ,Q" como V# = P, xP,, o' = P,
para algtn k > d con d la dimensién del dominio de definicion.

En este caso el dominio de definicién es bidimensional d = 2 y se ha considerado el espacio de elementos
finitos més sencillo k = 2.

La base asociada al espacio de velocidades Vhesel conjunto de funciones definidas a trozos, cuadréticas en
cada tridngulo que se anulan en todos los puntos dados por los vértices y los puntos medios de las aristas de
los tridngulos salvo en uno.

Figura 4.1 Funcién base de V' = P,.

La base asociada al espacio de presiones Q" es el conjunto de funciones definidas a trozos, lineales en cada
tridngulo que se anulan en todos los vértices de los tridngulos excepto en uno.

11
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Figura 4.2 Funcion base de Q" = P,.

Una base para las funciones cuadréticas definidas en el tridngulo de referencia es

o' ={(1-&-m(1-25-2m), E2E~1), n(2n—1), 4E(1-& —n), 4n, 4n(1-E—m)} 4D

y para las funciones lineales
nh:{l_é_nvéan}' (4’2)

Haciendo uso de la transformacién afin definida en la seccién 3.3, las funciones base en los espacios de
velocidades y presiones se pueden obtener a su vez como combinacion lineal de transformaciones inversas
apropiadas de las funciones base en el tridngulo de referencia.

Las ecuaciones (3.12) son la forma débil de las ecuaciones de conservacién del momento lineal por lo que
obtener la solucién del sistema no es resolver el problema de Oseen ya que la divergencia de las velocidades
puede no ser nula, es decir, no se verifica la conservacion de masa.

Para garantizar la conservacion de masa es necesario utilizar un espacio de elementos finitos de divergencia
nula (por ejemplo, el de Scott-Vogelius) o métodos de estabilizaciéon como la estabilizacién grad-div.

4.1.1 Método de estabilizacion grad-div

Este método propuesto en [4] consiste en afiadir un término a las ecuaciones (3.10) obteniendo las ecuaciones
siguientes

/Qq)(uux+vuy)d§z+v/9(¢xux+¢yuy)d9+y/9¢x (ux+vy)dg—/g¢xpdsz=/9¢fxm
/Ql//(uvx—l—vvy)dﬂ—&—v/g)(l//xvx—kl//yvy)dﬂ—i—}//gl//y(ux—i—vy)dQ—/Qy/yde:/wade

43
/Q” [, +v,]dQ =0 @)

u=20 en dQ

El pardmetro y que pondera el término de estabilizacién grad-div tiene las mismas unidades que la viscosidad
V.

El término anadido incluye el residuo de la ecuacién de continuidad de masa, controlando asi el valor de la
norma dos de la divergencia.

4.2 Espacio de elementos finitos de Scott-Vogelius

El espacio de elementos finitos de Scott-Vogelius es un espacio de elementos finitos de divergencia nula que
asigna yh = P, x P, o' = Pg‘_scl con Pg‘sc el espacio de funciones, no necesariamente continuas, definidas a
trozos por funciones polinomiales de grado k en cada elemento del recubrimiento.

Para el caso considerado, k=2, la base en el tridngulo de referencia utilizada es la dada en (4.1) para las
velocidades y

n"={1,26+n—-1,2n+&—1} (4.4)



4.3 Existencia y unicidad de solucion
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para las presiones [7].

Y

Figura 4.3 Funcion base de Q" = Pisc,

Es evidente que P;_; C Pgifﬁ por lo que la dimensién del espacio de presiones de Scott-Vogelius es mayor
que la del espacio de presiones de Taylor-Hood. El espacio de presiones de Taylor-Hood tiene asociada una
funcién base por cada nodo mientras que el espacio de presiones de Scott-Vogelius para cada nodo hay tantas
funciones base como tridngulos que contengan dicho vértice.

4.3 Existenciay unicidad de solucion

A la hora de definir un problema es necesario conocer si tiene solucién y, en caso de tenerla, si dicha solucién
es unica.

Una condicién que garantiza la existencia y unicidad de la solucién del presente problema es la condicién
inf-sup, también conocida como condicién LBB.

vV-v'g"
inf  sup %
greQvneyiyn [V - V![12]l¢"| 2

> Bo 4.5)
con f3, > 0.

Los elementos de Taylor-Hood son inf-sup estables. Sin embargo, los elementos de Scott-Vogelius no verifican
esta condicion en general sino tinicamente en algunos casos particulares. Se ha demostrado en [9] que para
los casos d = 2,3 con una malla refinada en el baricentro, los elementos de Scott-Vogelius si verifican la
condicién inf-sup.

Figura 4.4 Malla refinada en el baricentro para n = 4.
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Se ha demostrado en [7] que en ocasiones es necesario introducir un término de reaccion adicional a las
ecuaciones 3.10 siendo las ecuaciones resultantes:

/(])(uux+vuv)dﬂ+v/ (¢Xux+¢yuy)d§2+a/ ¢udg—/ ¢Xde:/ 0 fdQ
Q i Q Q Q Q
/l//(uvx—l—vvy)dﬂ—&-v/ (l/lxvx—&—l//yvy)dQ—Fa/ l/lde—/ v,p sz/ v dQ
Q Q - Q Q Q

4.6)
,/Q” [, +v,]dQ =0

u=20 en 0Q

Este término, ponderado por el pardmetro o > 0, permite garantizar la existencia y unicidad de solucién en
determinados problemas numéricos o mejorar la eficiencia de resolucion.

4.4 Cambio de formulacion de elementos de Taylor-Hood a elementos de Scott-
Vogelius

Para reformular el problema escrito en el espacio de elementos finitos de Taylor-Hood como uno sobre el
espacio de elementos finitos de Scott-Vogelius es necesario realizar los siguientes cambios:

1. Sustituir la base de funciones del espacio de elementos de Taylor-Hood por la de Scott-Vogelius.

2. Expandir el sistema de ecuaciones obtenido a partir de las funciones base de las presiones del nimero de
nodos (para una malla refinada en el baricentro (n+ 1)2 +2n?) a tres veces el niimero de tridngulos (para
una malla refinada en el baricentro 18n7).



5 Problema de Stokes

En este capitulo y los dos capitulos siguientes (6, 7) se realizan una serie de experimentos para analizar
la convergencia y realizar una comparativa entre los distintos métodos empleados: elementos finitos de
Taylor-Hood con y sin estabilizacion grad-div frente a elementos finitos de Scott-Vogelius.

A partir de los c6digos programados con MATLAB® para la resolucién de los problemas de Stokes y Oseen
con elementos finitos de Taylor-Hood se ha programado la resolucién de ambos problemas con los elementos
de Scott-Vogelius y la resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes estacionarias con ambos elementos.

En esta seccidn se analiza el resultado obtenido del problema de Stokes para mallados con diferente niimero
de subdivisiones (n = 6,12,24,48,96) para el caso de un fluido de baja viscosidad v = 107°. Las condiciones
de contorno de Dirichlet y el término independiente f se han seleccionado para obtener como solucién exacta:

_ < 8sen®(mx) y(1—y)(1—2y) (1.240.8cos(4t)) )
—87(y(1 —y))? sen(mx) cos(mx) (1.2+0.8cos(4r))

p = A sen(mx)cos(my) (0.5 (1.2+0.8cos(4¢)))

donde A es un pardmetro utilizado para escalar las presiones y ¢ = 0. El pardmetro ¥ de la estabilizacién
grad-div se ha fijado en 0.05 [3].

v=10"°% a=0 A=0

¥ T
—4A— Taylor-Hood
A —+— Taylor-Hood grad-div
5\ —©— Scott-Vogelius
102 \ 1
103 F e :
5
5]
10% £
105
1 O.e L L
6 12 24 48 96

numero de subdivisiones n

Figura 5.1 Convergencia del error en la velocidad u frente al nimero de subdivisiones, 7.

La figura 5.1 muestra que las respectivas soluciones ul! convergen a la solucién exacta del problema para

los tres espacios de elementos finitos ya que el error decrece al aumentar la dimensién de dichos espacios.
Ademds, el orden de convergencia dado por la pendiente de la grificaes &'(1/ n3). La figura 5.2 muestra que

1 . . h . s h
Las conclusiones que se obtienen para la componente v son equivalentes a los obtenidos para u .
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las soluciones para la presién p” convergen de forma cuadrética, ¢'(1/n%). Ambos resultados coinciden con
el resultado tedrico (véase [7]).

—&— Taylor-Hood
—+— Taylor-Hood grad-div
—&— Scott-Vogelius

error
S
(S

10-3 b

10

12

24 48
numero de subdivisiones n

Figura 5.2 Convergencia del error en la presion p frente al nimero de subdivisiones, n.

Se han realizado los experimentos para valores de A =0, A =10y A = 100. Las gréficas 5.1 y 5.2 se conside-
ran representativas de todos los casos de velocidades y presiones obtenidos en cuanto al orden de convergencia.

v=10" a=0 A=0

v=10"% a=0 A=10

v=10"% a=0 A=100

107" 10* 10°
—4A— Taylor-Hood —4A— Taylor-Hood —4A— Taylor-Hood
4 —+— Taylor-Hood grad-div —+— Taylor-Hood grad-div —+— Taylor-Hood grad-div
102 —&— Scott-Vogelius 102 —6— Scott-Vogelius —=S— Scott-Vogelius
107 10°
5 5 5
: R
107 102
10 10
10 108 10
10° 102 10° 102 10° 102
tiempo (s) tiempo (s) tiempo (s)
i v=10"0 a=0 A=0 6 v=10" a=0 A=10 i v=10" a=0 A=100
107 10 10
—4A— Taylor-Hood —4— Taylor-Hood —4A— Taylor-Hood
—+— Taylor-Hood grad-div —+— Taylor-Hood grad-div —+— Taylor-Hood grad-div
108 —O— Scott-Vogelius 4 —E— Scott-Vogelius 4 —O— Scott-Vogelius
10
- i i
S o S
E i = =
[} 3} 5]
107
10°®
10°
10° 10? 10° 102 10° 102
tiempo (s) tiempo (s) tiempo (s)

Figura 5.3 Evolucién del madximo error (arriba, error en velocidad u; abajo, error en presién p) y el tiempo
de computacién para distintos valores del pardmetro A de las presiones para diferentes mallados

(n=6,12,24,48,96).



17

La figura 5.3 recoge los resultados obtenidos para el problema de Stokes para diferentes valores de A
(A =0,10,100). De esta figura se extrapolan los siguientes resultados:

1. Para gradientes de presiones medios y bajos, el uso de los elementos de Taylor-Hood es la opcién mas
eficiente desde el punto de vista computacional. El principal inconveniente de estos elementos es el
elevado error del término de la divergencia de las velocidades (véase figura 5.4). Sin embargo, se observa
que el empleo de un método de estabilizacion (en este caso estabilizacion grad-div) corrige este defecto,
mejorando los valores obtenidos para gradientes de presiéon no nulos.

v=10"" a=0 n=296

—&— Taylor-Hood 4
—+— Taylor-Hood grad-div

10

102_

100_

error

Figura 5.4 Error de la divergencia en norma dos, ||V - (u—u")||,2, para distintos valores del pardmetro A.

2. Los elementos de Scott-Vogelius no aproximan los valores de las presiones tan bien como los elementos
de Taylor-Hood debido a la discontinuidad de estos elementos. Sin embargo, para gradientes elevados
de presiones, los elementos de Scott-Vogelius son los que mejor aproximan la solucién exacta de las
velocidades por lo que en estos casos resulta muy recomendable su uso.






6 Problema de Oseen

En esta seccion se analiza el resultado obtenido en el problema de Oseen para mallados con diferente nimero
de subdivisiones (n = 6,12,24,48) para el caso v = 107°. Las condiciones de contorno de Dirichlet y el
término independiente f se han seleccionado para obtener como solucion exacta:

_ ( 8sen”(mx) y(1—y)(1—2y) (1.240.8cos(4t)) )
—87(y(1—7y))? sen(mx) cos(mx) (1.240.8cos(4t))

p = A sen(mx)cos(my) (0.5 (1.2+0.8cos(4¢)))

donde A es un pardmetro utilizado para escalar las presiones y ¢ = 0. Asimismo el coeficiente b es

b < 8sen®(mx) y(1—y)(1—2y) (1.240.8cos(4t)) )
—87(y(1—y))? sen(mx) cos(mx) (1.2+0.8cos(4)) )

Notese que el coeficiente b coincide con u, lo que implica que la solucion exacta elegida para el problema de
Oseen es también una solucion exacta para el problema de Navier-Stokes estacionario.

En el problema de Oseen las soluciones también convergen a la solucién exacta y lo hacen con orden &(1/n?)
para las velocidades y para las presiones (véase [7]).

r=10"" a=0 A=10

—&— Taylor-Hood
2‘1-;"” r —+— Taylor-Hood grad-div
10° ¢ kv —&— Scoti-Vogelius

By memersAfn?

error
3
4
/
i
/
/
/
/
/
/
/
|
// [
- 4, |

6 12 24 48
nimero de subdivisiones n

Figura 6.1 Convergencia del error en la velocidad u frente al nimero de subdivisiones, .

En las figuras 6.1 y 6.2 se refleja el orden de convergencia de los errores. Para los elementos de Taylor-Hood
y de Scott-Vogelius se verifica el resultado teérico de convergencia cuadritica. El hecho de que los elementos
de Taylor-Hood con estabilizacién grad-div converjan con un orden ligeramente inferior a dos puede deberse
a que el ndmero de subdivisiones no es suficientemente alto para observar la tendencia tedrica.
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v=10"°% a=0 A=100

error

—4&— Taylor-Hood
—+— Taylor-Hood grad-div

_\_7_‘9‘\‘_ —&— Scott-Vogelius

o A

12 24
numero de subdivisiones n

48

Figura 6.2 Convergencia del error en la presion p frente al nimero de subdivisiones, n.

Se han realizado los experimentos para valoresde A =0, A = 10y A = 100. Las gréficas 5.1 y 5.2 se conside-
ran representativas de todos los casos de velocidades y presiones obtenidos en cuanto al orden de convergencia.

La figura 6.3 recoge los resultados obtenidos para el problema de Stokes para diferentes valores de A4

(A =0,10,100).

v 0% @=0 =0

v=10" a=0 A=10

v=10"% a=0 A=100

10° 10*
—~A— Taylor-Hood —A— Taylor-Hood —~A— Taylor-Hood
101 —+— Taylor-Hood grad-div —+— Taylor-Hood grad-div —+—— Taylor-Hood grad-div
—6— Scott-Vogelius 102 —6— Scott-Vogelius 103 —©— Scott-Vogelius
10 10! 10%
] 8 &
© ® © ,
10° 10
107
107" 10°
-2
10 102 107!
10° 102 10 10° 10 102 10° 102
tiempo (s) tiempo (s) tiempo (s)
v=10"°% a=0 A=0 v=10" a=0 A=10 v=10" a=0 =100
—4A— Taylor-Hood 1 —~A— Taylor-Hood —~A— Taylor-Hood
1 01 —+—— Taylor-Hood grad-div 10 —+—— Taylor-Hood grad-div 1 02 —+—— Taylor-Hood grad-div
—©O— Scott-Vogelius —O— Scott-Vogelius K —O©— Scott-Vogelius
1
10° 10
i L 10° i
e e e
5 @ 5
0
107" 10
107"
-1
102 10
10° 102 10° 102 102 10° 102
tiempo (s) tiempo (s) tiempo (s)

Figura 6.3 Evolucién del madximo error (arriba, error en velocidad u; abajo, error en presién p) y el tiempo
de computacién para distintos valores del pardmetro A de las presiones para diferentes mallados

(n=6,12,24,48).
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De la figura anterior se extraen conclusiones similares a las observadas en el problema de Stokes:

1. Para gradientes de presiones nulos, el uso de los elementos de Taylor-Hood es la opcién mas eficiente
desde el punto de vista computacional.

2. Para gradientes de presiones medios y bajos, el uso de los elementos de Taylor-Hood resulta poco eficiente
debido al elevado error de la divergencia de las velocidades (véase figura 6.4). Sin embargo, se observa
que el empleo de un método de estabilizacion (en este caso, estabilizacion grad-div) corrige este defecto,
mejorando los valores obtenidos para gradientes de presion no nulos y siendo el método més eficiente en
estos casos.

v=10"% a=0 n=148

3 —&— Taylor-Hood
107 F —+— Taylor-Hood grad-div | ]
=l

error

Figura 6.4 Error de la divergencia en norma dos, ||V - (u —u”)||,2, para distintos valores del parametro A.

3. Los elementos de Scott-Vogelius no aproximan los valores de las presiones tan bien como los elementos
de Taylor-Hood debido a la discontinuidad de estos elementos. Sin embargo, para gradientes elevados
de presiones, los elementos de Scott-Vogelius son los que mejor aproximan la solucién exacta de las
velocidades por lo que en estos casos resulta muy recomendable su uso.






7 Problema de Navier-Stokes estacionario

En este capitulo se trata el problema de Navier-Stokes estacionario.

& U;
Recordando el problema dado por las ecuaciones (3.11), con y” = ¢" y sustituyendo u" = Z ( g’ ) €
Vi9;

Vhxvhy ph = ZPZT]Z € Q" se obtiene
I=1

p mp

Ur 993 U0+ Vi) 49 LUy [ (000 0403] 492~ L7 [ gumia = [ girae

jrl

my

LV [0 (Ut Vi01) dQ+vZV Jo 00+ 0,0] @@= Y1 [ ounag= [ o.7ae

Uj /Q N9, dQ+V; /Q Nk9;,dQ =0

i

Zuq)] ZV(])]_O en 0Q (7.1)

paratodoi=1,...,n, y paratodo k = 1,....m,,

Este problema no es lineal sino cuadratico y por tanto, a diferencia de los problemas anteriores, no se puede
resolver mediante eliminacién gaussiana. Es necesario otro método, en este caso, el método de Newton.

7.1 Método de Newton

El método de Newton es un método iterativo para el cdlculo de una solucién de una ecuacién no lineal. Este
método se basa en la obtencién de un cero de una funcidn, que representa la ecuacion a resolver, y de su
diferencial.
La funcién F considerada para la resolucién mediante el método de Newton es

F(x) =L(x,x) +Ax—f (7.2)

donde A, x y f son la matriz de coeficientes lineales, el vector de incégnitas y el término independiente
definidos en (3.13) (con D = 0 ya que este término es sustituido por el término no lineal) y L es un tensor de
tercer orden definido como
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/g’z(pi—’ti(bj—fj(b(r—fr)xdg si l7.] S 2”]17 r S ny
b=t / Ot 0O )ydQ s 1) < 2my, my, <1 <2my, Vijor € {Lees 2y my + 1}
Q 1 r
0 c.c.

(7.3)
con

0 si i<n, .
Ti = . . Vie {1,...,2nh} (74)
n, si n,<i<2n,

7.2 Resultados numéricos

En este apartado se analiza el resultado obtenido en el problema de Navier-Stokes estacionario para mallados
con diferente nimero de subdivisiones (n = 3,6,12,24) para el caso v = 107°. Las condiciones de contorno
de Dirichlet y el término independiente f se han seleccionado para obtener como solucién exacta la del
problema de Oseen (capitulo 6).

Los pardmetros usados para establecer el fin de la iteracién del método de Newton han sido la tolerancia
relativa rol, = 103, la tolerancia absoluta tol, = 1073 y el nimero méximo de iteraciones it = 100.

En el problema de Navier-Stokes estacionario los errores de u y p convergen con orden &'(1/ n2) [3].

v=10"°% a=10 A=100

error

3 6 12 24
numero de subdivisiones n

Figura 7.1 Convergencia del error en la velocidad u frente al nimero de subdivisiones, .

En las figuras 7.1 y 7.2 se refleja el orden de convergencia de los errores. Para los elementos de Taylor-Hood
con estabilizacién grad-div y de Scott-Vogelius se verifica el resultado tedrico de convergencia cuadrética.

En el caso de los elementos de Taylor-Hood sin estabilizacion grad-div se observa que los errores no convergen
para ningun caso distinto de A = 0, donde los errores convergen con orden &'(1/ nz) (véase figura 7.3).

Adicionalmente se han realizado los experimentos para valores de A = 0 y A = 10. Sin embargo, se ha
decidido no incluir estos casos al no haber diferencias significativas en cuanto a la convergencia del error
frente al caso mostrado anteriormente.
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v=10"% a=10 A= 100

error
-
o
N
T

—4A— Taylor-Hood

—5— Scott-Vogelius

—+— Taylor-Hood grad-div | 3

numero de subdivisiones n

Figura 7.2 Convergencia del error en la presion p frente al niimero de subdivisiones, 7.

La figura 7.3 recoge los resultados obtenidos para el problema de Navier-Stokes estacionario para diferentes
valores de A (A = 0,10, 100).

error

10°

102

v=10% a=10 A=0

—~A— Taylor-Hood
—+— Taylor-Hood grad-div
—6— Scott-Vogelius

tiempo (s)

v=10°% a=10 A=0

—4A— Taylor-Hood
—+— Taylor-Hood grad-div
—&— Scott-Vogelius

10° 10?

tiempo (s)

error

error

v=10"% a=10 A=10

v=10"% a=10 A =100

10*
" —4&— Taylor-Hood —4— Taylor-Hood
10 —+— Taylor-Hood grad-div —+— Taylor-Hood grad-div
—O— Scott-Vogelius 10° —O— Scott-Vogelius
oA A
A
10* 10°
g 10"
102 °®
10°
10°
107"
1072 102
102 10° 102 102 10° 10
tiempo (s) tiempo (s)
v=10"° a=10 A=10 v=10" a=10 X\ =100
—4A— Taylor-Hood —~4A— Taylor-Hood
—+— Taylor-Hood grad-div —+— Taylor-Hood grad-div
10° —6— Scott-Vogelius —&— Scott-Vogelius
- A\/A
10*
8 402
5
102
0
10
10° \\ B\
1072 102
102 10° 102 102 10° 102
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 7.3 Evolucién del médximo error (arriba, error en velocidad u; abajo, error en presién) y el tiempo
de computacién para distintos valores del pardmetro A de las presiones para diferentes mallados
(n=3,6,12,24). .

De la figura anterior se extraen conclusiones similares a las observadas en los problemas de Stokes y Oseen:
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1. Para gradientes de presiones nulos, el uso de los elementos de Taylor-Hood sin estabilizacion grad-div es
la opcién mas eficiente desde el punto de vista computacional.

2. Los elementos de Taylor-Hood suelen presentar elevado error de la divergencia de las velocidades (véase
figura 7.4). Sin embargo, se observa que el empleo de un método de estabilizacion (en este caso, estabili-
zacion grad-div) disminuye el error de la divergencia, mejorando los valores obtenidos para gradientes
de presién no nulos y siendo el método mas eficiente en para casos con gradientes de presiones bajos y
medios.

v=10"°% a=10 n=12

A— Taylor-Hood
—+— Taylor-Hood grad-div
—&— Scott-Vogelius

error
=
>
\
.
i

Figura7.4 Error de la divergencia en norma dos, ||V - (u —u")||,2, para distintos valores del pardmetro A.

3. Los elementos de Scott-Vogelius no aproximan los valores de las presiones tan bien como los elementos
de Taylor-Hood con estabilizacion grad-div debido a la discontinuidad de estos elementos. Atin asi, los
elementos de Scott-Vogelius son los que mejor aproximan la solucién exacta de las velocidades para
valores de A altos, por lo que su uso estd indicado para gradientes de presiones elevados.



8 Conclusiones Finales

Los elementos de Taylor-Hood son una opcién habitual en problemas derivados de las ecuaciones de Navier-
Stokes en el caso de presion constante debido a su bajo coste computacional.

Sin embargo, en casos en los que los gradientes de presion no son despreciables y debido a que los elementos
de Taylor-Hood no son de divergencia nula, la aproximacion hecha en (3.7) no es vélida y el error cometido
por estos elementos aumenta considerablemente.

El error cometido al usar los elementos de Taylor-Hood en casos de gradientes de presiones no nulos se
puede reducir mediante la implementacion de un método de estabilizacién como la estabilizacion grad-div.

Los elementos finitos de Scott-Vogelius presentan un error mayor que los de Taylor-Hood para las presiones
debido a la discontinuidad. En cambio, estos elementos si son de divergencia nula y en casos de gradientes
de presiones muy elevados resultan mds eficientes que los de Taylor-Hood si se pretende obtener una buena
solucidn para las velocidades.
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Apéndice A
Resultados numéricos

En este apéndice se recogen los resultados numéricos de los experimentos realizados para los problemas de
Stokes, Oseen y las ecuaciones estacionarias de Navier-Stokes.

A.1 Problema de Stokes

A.1.1  Taylor-Hood sin estabilizacion grad-div

Tabla A1 Taylor-Hood, n =6 y=0.

A t max error L7 error
0 7.99¢e-02 0.0228 0.0157 2.78e-07 4.86e-03 5.30e-03 3.57e-01 6.18e-08
10 7.57e-02 3642.9 3402.1 0.309 1.18e+03  1.14e+03  7.70e+04 1.41e-01
100 7.71e-02 36429 34021 3.090 1.18e+04  1.14e+04 7.70e+05 1.41e+00
Tabla A.2 Taylor-Hood, n =12 y=0.
A t max error 1% error
0 1.26e-01 0.0029 0.0022 4.66e-08 5.80e-04  6.31e-04 1.01e-01 8.25e-09
10 1.50e-01 4179 405.03  0.0825 1.33e+02  1.32e+02 1.83e+04 3.61e-02
100 1.12e-01 4179 4050.3 0.8254 1.33e+03 1.32e+03 1.83e+05 3.61e-01
Tabla A.3 Taylor-Hood, n =24 y=0.
l t max error L2 error
0 8.23e-01 0.00037 0.00029  1.19e-08 7.10e-05  7.71e-05  2.63e-02 1.65e-09
10 3.65e-01 50.427 49.955 0.0210 1.59e+01  1.59e+01 4.49e+03  9.09e-03
100 2.99¢-01 504.27 499.55 0.2100 1.59e+02  1.59¢+02 4.49¢+04  9.09e-02
Tabla A.4 Taylor-Hood, n =48 y=0.
}L t max error L2 error
0 1.34e+00 4.70e-05 3.83e-05 3.76e-09 8.82e-06 9.57e-06  6.66e-03 4.21e-10
10 1.35e+00 6.2394 6.2238 0.00527 1.97e+00 1.97e+00 1.11e+03 2.28e-03
100 1.31e+00 62.394 62.238 0.05273 1.97e+01 1.97e+01 1.11e+04 2.28e-02
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Tabla A.5 Taylor-Hood, n =96 y=0.
A t max error L? error
0 7.67e+00 5.93e-06 4.88e-06 1.05e-09 1.10e-06  1.19e-06  1.67e-03  1.07e-10
10 7.81e+00 0.77785  0.77735  0.0013197 2.46e-01  2.46e-01 2.78e+02  5.70e-04
100 7.15e+00 7.7785 7.7735 0.013197 2.46e+00 2.46e+00 2.78e+03  5.70e-03
A.1.2 Taylor-Hood con estabilizacién grad-div
Tabla A.6 Taylor-Hood, n =6 y=0.05.
A t max error L? error
0 1.94e-01 0.0696  0.0628 1.58e-06 2.21e-02  2.29e-02  5.80e-05  3.90e-07
10 1.54e-01 0.4629 0.5065 0.323 1.27e-01 1.30e-01  1.79e+00  1.40e-01
100 1.33e-01 4.6062 5.0654 3.230 1.25e+00 1.28e+00 1.79e+01  1.40e+00
Tabla A.7 Taylor-Hood, n =12 y=0.05.
A t max error L7 error
0 2.02e-01 0.0105 0.0099  3.36e-07 2.77e-03  2.87e-03  2.09e-05  7.36e-08
10 1.98e-01 0.0178 0.0191 0.08305 5.64e-03  5.62e-03  4.39e-01  3.60e-02
100 2.02e-01 0.1368 0.1517 0.8305 4.92e-02 4.84e-02  4.39e+00 3.60e-01
Tabla A.8 Taylor-Hood, n =24 y=0.05.
l t max error L2 error
0 4.86e-01 0.00145 0.00142  6.96e-08 3.17e-04 3.31e-04 6.32e-06 1.19e-08
10 2.84e-01 0.00218  0.00233  0.0209 6.16e-04 6.22e-04 1.09e-01  9.07e-03
100 3.23e-01 0.01625 0.01658  0.2090 6.16e-03  5.28e-03  1.09¢+00  9.07e-02
Tabla A.9 Taylor-Hood, n =48 y=0.05.
A, t max error L2 €rror
0 1.52e+00 1.89e-04 1.93e-04 1.86e-08 3.72e-05 3.92e-05 1.97e-06 2.04e-09
10 1.44e+00 0.00218  0.00029  0.00523 7.53e-05 7.63e-05 2.72¢-02  2.27e-03
100 1.41e+00 0.01625  0.00205  0.05233 6.56e-04 6.56e-04 2.72e-01 2.27e-02
Tabla A.10 Taylor-Hood, n =96 y=0.05.
A, t max error L2 €rror
0 1.59e+01 2.44e-05 2.51e-05 4.73e-09 4.54e-06 4.80e-06 3.73e-06 4.19e-10
10 1.60e+01 3.38e-05 3.70e-05  0.00131 9.35e-06 9.48e-06 6.78e-03  5.68e-04
100 1.51e+01 0.000253  0.000256  0.01308 8.19e-05 8.19e-05 6.78e-02  5.68e-03
A.1.3 Scott-Vogelius
Tabla A.11 Scott-Vogelius, n = 6.
A, t max error L2 €rror
0 8.18e-02 0.0697 0.0628  1.79e-05 2.21e-02  2.29e-02  3.17e-06
10 8.40e-02 0.5106 0.5607 0.4733 1.17e-01 1.23e-01 1.63e-01
100 9.20e-02 5.084 5.6072  4.7329 1.15e+00 1.21e+00 1.63e+00
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Tabla A.12 Scott-Vogelius, n = 12.

A t max error 1% error
0 1.55e-01 0.0011 0.0099 6.65e-06 2.77e-03 2.87e-03 1.09e-06
10 1.55e-01 0.0125 0.0136 0.12096 3.47e-03 3.58e-03 4.14e-02
100 1.48e-01 0.0906 0.0947 1.2096 2.11e-02  2.16e-02 4.14e-01
Tabla A.13 Scott-Vogelius, n = 24.
Zv t max error L2 error
0 6.14e-01 0.0015 0.0015 1.90e-06 3.17e-04 3.32e-04 3.22e-07
10 6.52e-01 0.0015 0.0015 0.0305 3.19e-04 3.33e-04 1.04e-02
100 6.39¢e-01 0.0019 0.0020 0.3041 4.72e-04  4.85e-04 1.04e-01
Tabla A.14 Scott-Vogelius, n = 48.
;L t max error L2 error
0 6.35e+00 0.00019  0.00019  5.22e-07 3.72e-05 3.92e-05 8.58e-08
10 6.41e+00 0.00019 0.00019 0.00761 3.72e-05 3.92e-05 2.60e-03
100 6.63e+00 0.00020 0.00020 0.07612 3.76e-05 3.96e-05 2.60e-02
Tabla A.15 Scott-Vogelius, n = 96.
A t max error L2 error
0 1.23e+02 2.44e-05 2.51e-05 1.36e-07 4.54e-06  4.80e-06  2.19e-08
10 1.24e+02 2.44e-05 2.51e-05 0.0019 4.54e-06  4.80e-06 6.50e-04
100 1.25e+02 2.45e-05 2.52e-05 0.0190 4.54e-06 4.80e-06 6.50e-03
A.2 Problema de Oseen
A.2.1 Taylor-Hood sin estabilizacion grad-div
Tabla A.16 Taylor-Hood,n=6 y=0.
A t max error L7 error
0 2.47e-02 6.0192 4.7195 1.2757 9.40e-01 8.84e-01 4.06e+01  4.98e-01
10 2.62e-02 182.82 147.87 6.8071 1.26e+01 1.56e+01 1.62e+03 1.1942
100 2.45e-02 1774 14345 66.222 1.26e+02  1.56e+02 1.62e+04 1.09e+01
Tabla A.17 Taylor-Hood, n =12 y=0.
2, t max error L2 error
0 1.71e-01 0.374 0.3185 0.0497 4.31e-02  3.93e-02 4.47e+00 1.65e-02
10 1.68e-01 39.414 43.237 3.5073 3.7027 4.9738 6.17e+02  3.43e-01
100 1.69¢-01 390.92 429.87 34.933 3.72e+01 4.97e+01 6.17e+03  3.4306
Tabla A.18 Taylor-Hood, n =24 y=0.
A, t max error L2 error
0 2.1588 0.0471 0.0453 0.0197 1.19¢-02 1.19e-02 1.4031 7.14e-03
10 2.1787 6.8543 7.6112 0.3862 4.91e-01 6.58e-01 1.68e+02  3.33e-02
100 2.1676 68.276  75.704  3.7409 491e+00 6.58¢e+00 1.68e+03  3.25e-01
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Tabla A.19 Taylor-Hood, n =48 y=0.

A t max error L7 error

0 5.52e+01 0.0078 0.0078 0.00803 2.68e-03  2.70e-03  4.30e-01 2.51e-03
10 5.58e+01 0.8225 1.1162 0.04143 6.52e-02 8.02e-02 4.65e+01 4.95e-03
100 5.25e+01 8.2201 11.147 0.41381 6.51e-01 8.0le-01 4.65e+02 4.27e-02

A.2.2 Taylor-Hood con estabilizacién grad-div

Tabla A.20 Taylor-Hood, n =6 y=0.05.

A t max error 17 error

0 3.57e-02 0.2581 0.2786 0.245 1.12e-01  1.12e-01 2.16e-01 2.30e-02

10 3.19e-02 0.5832 0.6009 0.364 1.26e-01 1.26e-01 1.72e+00 1.70e-01

100 1.04e-01 4.6852 4.8182 2.999 5.87e-01 5.87e-01 1.70e+01 1.43e+00

Tabla A.21 Taylor-Hood, n =12 y = 0.05.

A t max error L% error

0 1.85e-01 0.1653 0.159 0.19808 6.82e-02 6.81e-02 5.14e-02  6.67e-02
10 1.81e-01 0.2227 0.288 0.20772 7.00e-02  7.00e-02  4.19e-01 7.58e-02
100 1.83e-01 1.9586 2270 0.83115 1.72e-01 1.77e-01 4.16e+00 3.67e-01

Tabla A.22 Taylor-Hood, n =24 y = 0.05.

A t max error L7 error

0 2.6657 0.05572  0.05502  0.0468 2.13e-02  2.17e-02  1.35e-02  1.94e-02
10 2.7428 0.06652  0.08147  0.0542 2.17e-02  2.21e-02  1.04e-01  2.14e-02
100 2.7275 0.58377 0.52259 0.2144 4.65e-02  4.74e-02  1.03e+00  9.26e-02

Tabla A.23 Taylor-Hood, n =48 y = 0.05.

A t max error L% error

0 3.96e+01 0.02054  0.02067 0.03163 6.39e-03  6.45e-03  3.55e-03  2.68e-03
10 3.67e+01 0.02255 0.02125 0.03163 6.47e-03  6.52e-03 2.58e-02  6.12e-03
100 3.72e+01 0.01173  0.1248 0.05405 1.19e-02  1.16e-02  2.56e-01  2.34e-02

A.2.3 Scott-Vogelius

Tabla A.24 Scott-Vogelius, n = 6.

A t max error L% error

0 4.55e-02 8.571 8.1928 11.2 3.7374 3.7806 4.3668
10 3.24e-02 85752 8.1972 11.373 37374 3.7806 4.3698
100 3.28e-02 8.6126 8.2263 12.922 3.7376  3.7808  4.6625

Tabla A.25 Scott-Vogelius, n = 12.

A t max error L7 error
0 3.20e-01 1.3314 13512 0.76542 2.44e-01 2.53e-01 2.37e-01
10 3.61e-01 1.3325 1.3523  0.80839 2.44e-01 2.23e-01 241e-01

100 3.47e-01 1.3424 13622 1.509 2.44e-01 2.53e-01 4.77e-01
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Tabla A.26 Scott-Vogelius, n = 24.

A t max error 17 error
0 5.4353 0.6476  0.7306 0.8277 2.20e-01  2.19e-01  2.90e-01
10 5.4396 0.6476 0.7306 0.8294 2.20e-01  2.19e-01  2.90e-01
100 5.5667 0.6466 0.6306 0.8879 2.20e-01  2.19e-01  3.08e-01
Tabla A.27 Scott-Vogelius, n = 48.
A max error L? error
0 4.49¢+01 0.09613 0.09984 0.07368 2.15e-02  2.23e-02 1.57e-02
10 5.34e+01 0.09613  0.09984 0.07403 2.15e-02 2.23e-02  1.59e-02
100 4.28e+01 0.09613 0.09984 0.09781 2.15e-02  2.23e-02  3.04e-02

A.3 Ecuaciones de Navier-Stokes estacionarias

A.3.1 Taylor-Hood sin estabilizacion grad-div
Tabla A.28 Taylor-Hood,n=3 y=0.
l t max error L2 error
0 2.12e-02 0.1141 0.1753 0.0664 3.09e-02 3.98e-02 2.395 1.98e-02
10 2.91e-02 2.2493  2.9767 4.3496 5.04e-01 5.27e-01 2.44e+01  7.27e-01
100 2.93e-01 231.95 19225 33274 4.67e+01  4.59e+01 1.92e+03  9.44e+02
Tabla A.29 Taylor-Hood,n=6 y=0.
A t max error 1% error
0 4.06e-01 0.0401 0.0483 0.0160 7.66¢e-03 7.94e-03 9.38e-01 3.57e-03
10 6.6522 85.796 82.083 488.4 1.45e+01 1.42e+01 1.30e+03  1.14e+02
100 6.7661 300.28 19521 879.75 3.40e+01 3.06e+01 3.07e+03 2.22e+02
Tabla A.30 Taylor-Hood, n =12 y=0.
A t max error L7 error
0 8.5636 0.0013 0.0012 0.0022 1.79¢-03 1.74e-03 3.71e-01 4.31e-04
10 1.54e+02 48677 29439  2.11e+05 2.83e+03  2.77e+03  5.04e+05 2.29e+04
100 1.33e+02 329.22 2829 6926.4 3.87e+01 3.78e+01 6.43e+03 1.12¢+03

A.3.2 Taylor-Hood con estabilizacién grad-div

Tabla A.31 Taylor-Hood, n =3 y=0.05.

A t max error L7 error

0 2.62e-02 0.16981  0.20904 0.16189 4.18e-02  4.53e-02  1.02e+00 4.12e-02
10 2.86e-02 0.61076  0.54925 1.3119 1.73e-01  1.53e-01  4.80e+00 4.51e-01
100 5.23e-02

5.9775 4.8919 26.094 1.59e+00 1.37e+00 4.44e+01  6.02e+00
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Tabla A.32 Taylor-Hood, n =6 y=0.05.

A t max error 1% error
0 3.41e-01 0.05527 0.04871 0.03046 1.17e-02  1.03e-02 2.37e-01 6.39¢-03
10 4.27e-01 0.12569 0.10432 0.28895 3.09e-02 2.90e-02 1.53e+00 1.36e-01
100 3.18e-01 1.208 0.85456  2.8681 2.87e-01 2.76e-01 1.51e+01  1.32e+00
Tabla A.33 Taylor-Hood, n =12 y = 0.05.
A t max error 12 error
0 7.63e+00 0.01717 0.01149 0.00488 2.87¢-03 2.41e-03 5.53e-02  6.58¢-04
10 7.97e+00 0.03651 0.03214 0.07979 5.98e-03 5.51e-03 4.05e-01 3.59¢-02
100 5.39e+00 0.26359 0.23821 0.80983 5.27e-02  4.99e-02 4.01e+00 3.59¢-01
Tabla A.34 Taylor-Hood, n =24 y=0.05.
A, t max error L2 error
0 2.41e+02 0.00496 0.00369 6.78e-04 6.86e-04 5.88e-04 1.33e-02  7.18e-05
10 2.38e+02 0.01152 0.01032 0.02065 1.37e-03  1.20e-03  1.02e-01 9.05e-03
100 1.79e+02 0.07274 0.07129 0.20675 1.19e-02 1.05e-02 1.02e+00 9.05e-02
A.3.3 Scott-Vogelius
Tabla A.35 Scott-Vogelius, n = 3.
l t max error L2 error
0 2.86e-02 0.44653 0.39499 1.148 1.13e-01 1.07e-01  3.12e-01
10 3.26e-02 0.44761 0.39607 2.6464 1.13e-01 1.07e-01 6.92e-01
100 2.36e-02 0.45732 0.40579 18.44 1.13e-01  1.08e-01  6.18e+00
Tabla A.36 Scott-Vogelius, n = 6.
A t max error 17 error
0 5.60e-01 0.12345 0.09873 0.27149 2.64e-02 2.27e-02 4.99¢-02
10 5.45e-01 0.12347 0.09878 0.66403 2.64e-02 2.27e-02 1.71e-01
100 4.28e-01 0.12368 0.09925 4.8741 2.64e-02 2.27e-02 1.63e+00
Tabla A.37 Scott-Vogelius, n = 12.
A t max error L% error
0 1.65e+01 0.04277 0.03332  0.04907 5.88e-03 5.38¢-03 9.15e-03
10 1.39e+01 0.04277 0.03333 0.15582 5.88e¢-03 5.38e-03 4.24e-02
100 1.06e+01 0.04279 0.03335 1.233 5.88e-03 5.38e-03 4.14e-01
Tabla A.38 Scott-Vogelius, n = 24.
A t max error L7 error
0 6.54e+02 0.01195 0.00899 0.01088 1.37¢-03  1.31e-03 2.01e-03
10 6.29e+02 0.01195 0.00899 0.03899 1.37e-03 1.31e-03  1.06e-02
100 4.97e+02 0.01199 0.00892 0.30862 1.38¢-03 1.31e-03  1.04e-01




Apéndice B
Programas de MATLAB®

B.1 Problema de Stokes

Cadigo B.1 Cilculo de las matrices de los coeficientes, caso Scott-Vogelius. makronvg.m.

function [A,M,Dx,Dy,Mp,Sp,J,Se,Me]l=makronvq(T,z,epsilon)

INPUT

T ne z nt matriz con los vértices de cada tridngulo T(%,7),
©=1,2,3, j=1,...,nt es el i-ésimo vértice del
tridngulo nimero j. nt=2*N*N

z nn T 2 matriz con las coordenadas xy de los vértices de
la triangulacion. z(n,1) y z(n,2), son las
coordenadas = e y del n-ésimo nodo. nn=(N+1)*(N+1)

epstlon pardmetro de difusion

SR IR IR I I A A

OUTPUT

4 nn z nn Matriz de la forma bilineal. epsilon*(grad(phi_i),grad(phi_j))

M nn z nn Matriz de masa

Dz, Dy nl ¢ nn matrices de las formas bilineales:
(\psi_i, partial_z\phi_j), (\psi_i, partial_y\phi_j)
con 1=1,2,...,n1, j5=1,2,...,nn,
(divergencia de la veloctidad)

J nt x 1 vector con las jacobianas de los elementos.

Se ne*nt = ne matrices elementales de a(u,v)= (grad(u), grad(v))

Me ne*nt = ne matrices elementales de masa

Mp nlznl matriz de masa para las presiones lineales.

Sp nlznl matriz de rigidez para las prestiones lineales.
(grad(phi_i),grad(phi_j))

SR IR R DR DR D D A D e A A

/ modos de cuadratura

ci1=[1 11/3;

c2=(6+sqrt (15))*[1 1]1/21;
c3=[(9-2*sqrt (15)), (6+sqrt(15))]1/21;
c4=[c3(2) c3(1)];

c5=(6-sqrt (15))*[1 1]1/21;
c6=[(9+2%sqrt (15)), (6-sqrt(15))]1/21;
c7=[ c6(2) c6(1)];
c=[c1;c2;c3;c4;c5;c6;c7]’;
cx=(c(1,:));

35



36  Capitulo B. Programas de MATLAB®

cy=(c(2,:));

/ pesos en los modos de cuadratura
wl=0.1125;

w2=(155+sqrt (15))/2400;

w3=w2;

wi=w2;

wb=(155-sqrt (15))/2400;

w6=wb;

w7=wb;

w=[wl w2 w3 w4 wb w6 w7]’;

/ funciones base en los nmodos de cuadratura

Nc=[(1-cx-cy) .*(1-2%cx-2*cy); cx.*x(2*cx-1); cy.*(2*cy-1);
4xcx.*x(l-cx-cy); 4*cx.*cy; 4*cy.*(l-cx-cy)]l;

Nexi=[-(1-2xcx-2*cy)-2*%(1-cx-cy); 4*cx-1; zeros(size(cx));...
4% (1-cx-cy)-4*cx; 4*cy; -4*cyl;

Ncet=[-(1-2*cx-2*cy)-2*(1-cx-cy); zeros(size(cx)); 4*cy-1;...
-4xcx; 4*cx; 4*x(l-cx-cy)-4*cyl;

ne=6; ne0=3; Jveloctdades cuadrdticas y presiones lineales

nt=size(T,2); nn=size(z,1);
x1=z(:,1);y1=2(:,2) ;x=x1(T?) ; y=y1(T?);
clear x1 y1;/ b=reshape(b,2,1);

% Derivadas parciales de = e y con respecto a zi y esta
xxi=x(:,2)-x(:,1); xet=x(:,3)-x(:,1);
yxi=y(:,2)-y(:,1); yet=y(:,3)-y(:,1);

/. Jacobiano
J=(x(:,2)-x(:,1)) .*(y(:,3)-y(:,1))-(x(:,3)-x(:,1)) .*x(y(:,2)-y(:,1));

/ Derivadas parciales de zt y eta con respecto a T e y
xix=(y(:,3)-y(:,1))./J; xiy=(x(:,1)-x(:,3))./J;
etx=(y(:,1)-y(:,2))./3; ety=(x(:,2)-x(:,1))./J;

/A MATRICES ELEMENTALES
Z Derivadas parciales con respecto a zi y eta de las funciones base
u=[-11 0]’; v=[-1 0 1]’; e=ones(ne,1);

S1=[

310-400

130-400

0000O0O

-4 -40800

00008 -8

0000 -88]/6; Z(\partial_zi phi_i,\partial_zi phi_j)
S2 =[

044 -88 -8
-4 0 -4 8 -88]/6; 1 S12+512°
S3 =[
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0 -4
00
0

O O O W
O O O O O
O O W O =

0 O O O
O O B

-8
-8 8
-4 0 -4 0 0 8]/6; Z(\partial_eta phi_%, \partial_eta phi_j)
S12 =[

30100 -4

10-1-440

000000O

-4 004 -44

004 -44 -4

00 -4 4 -4 41/6; J(\partial_zi phi_<, \partial_eta phi_j)

S4=[ ...

6
-1
-1

0
-4

0

-1 -10 -4 0;
6 -1 0 0 -4;

-1 6 -4 0 0;

0 -4 32 16 16;

0 0 16 32 16;

-4 0 16 16 321/360; % (phi_i,phi_j)

Se=(kron(abs(J) .*(xix. 2+xiy."~2),S1)+...
kron(abs(J) .x(etx. 2+ety.”~2),S3)+. ..
kron(abs(J) . *(xix.*etx+xiy.*ety),S52));

Ae=epsilon*Se;

/ Matriz elemental de masa

A

Me=kron (abs (J) ,S4) ;Me=reshape (Me, (ne~2) *nt,1) ;

/ indices
Il=reshape(T(1l:ne,:) ,ne*nt,1);
I=I1*e’; Ji=kron(T(l:ne,:)’,e);
I=reshape(I,ne*ne*nt,1); Jl=reshape(J1l,ne*ne*nt,1);

MATRICES FEN

A=sparse(I,J1,Ae,nn,nn); M=sparse(I,J1,Me,nn,nn);
Me=reshape (Me ,,ne*nt ,ne) ;

/ Divergencia

ne0=3;
NOc=[ones(1,size(cx,2)); 2xcx+cy-1; 2*cy+cx-1]; eO=ones(ne0,1); nnO=neO*nt;
Dxi=[-1 1 0 0 4 -4
1 1 0 -2 0 0
1 0 0 -1 1 -11/6;
Det=[-1 0 1 -4 4 0
1 0 0 -1 1 -1
1 0 1 0 0 -21/6;

I101= (1:(neO*nt))’; Jreshape(T(1:nel,:),nt*neld,1);
I01=reshape(kron(IIO1,e’) ,nt*ne0*ne,1);

JO1=reshape (kron(T(1l:ne,:)’,e0) ,ne0*ne*nt, 1) ;
Dxe=kron(abs (J) .*xix,Dxi)+kron(abs(J) .*etx,Det) ;
Dye=kron (abs (J) . *xiy,Dxi)+kron(abs(J) .*ety,Det) ;
Dx=sparse(I01,J01,reshape(Dxe,numel (Dxe),1) ,nn0,nn);
Dy=sparse(I01,J01,reshape(Dye,numel(Dye),1) ,nn0,nn);
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/ PRESION

/4 Matriz de masa de la presidn

S04=(1/24)*[12 0 0;0 2 1; 0 1 2];
MOe=kron (abs (J),S04) ;

I10=(1: (ne0*nt))’;

JO=kron(reshape(I10,ne0,nt)’,e0);
IIg=reshape(I10*e0’ ,numel (I10)*numel (e0),1);
JJg=reshape (JO,numel (JO),1);
Mp=sparse(IIq,JJq,reshape(MOe,numel (MOe),1) ,nn0,nn0) ;

/A Matriz de rigidez para la presion
ex0=[0 2 1]°; ey0=[0 1 2]7;
S01=0.5*ex0*ex0’; S03=0.5%eyO*ey0’; S02=0.5%ex0*ey0’ + 0.5%eyO*ex0’;

SOe=(kron(abs(J) .*(xix. 2+xiy.~2),S01)+...
kron(abs(J) .*x(etx. " 2+ety.”~2),S03)+. ..
kron(abs(J) . *(xix.*etx+xiy.*ety) ,S02));

Sp=sparse(IIq,JJq,reshape(SOe,numel (SOe),1) ,nn0,nn0) ;

Codigo B.2 Resolucién Problema de Stokes, caso Scott-Vogelius. pruesto2d.m.

N=96; /4 miumero de subdivisiones n
uex=Qbwinb; / solucidn ezxacta

force=@forceb; / término independiente
epsilon=1e-6; [ pardametro de difusion

alpha=0; / constante del término de reaccion adicional
lambda=100; 4 constante para escalar las presiones
t£=0;

global LANU

global ELALPHA

global ELLAMBDA

LANU=epsilon; ELALPHA=alpha; ELLAMBDA=lambda;

/. MALLADO
[T1,z1,is1,1dir]=swne(N); / mallado regular con diagonales sune
[Tib,z1bl=red_sv(T1l,z1); / mallado refinado en el baricentro

[T,z,is]=datosq(T1b,z1b’,isl’,isl’);
z=z’; is=is’;

x=z(:,1); y=2(:,2);

X=x(is(1:1dir,:)); Y=y(is(1l:1dir,:));
uis=zeros(size(is(1:1dir,:))); vis=uis;
[u00,v00] =uex(x,y,0);

u0=u00; vO0=v00;
ne0=3; nt=size(T,2);

4 Indices necesarios para representacion presiones en Scott-Vogelius
Ip=reshape(T(1:ne0,1:nt) ,nt*nel,1);
z1p=z1b(Ip,:);
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/ Resolucion

tic;
[u,v,p,rho,Mn,Mp,Se,Me]=st02d_steady(T,z,is,ldir,epsilon,force,uis,vis,alpha);
t_gal=toc

TT=[T([1 4 61,:),T([2 5 4],:), T([3 6 51,:), T([4 5 6],:)];

) REPRESENTACIUN Y ERRORES
figure(1); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),u); / solucidén u
figure(2); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),v); / solucidén v

[ue,vel=uex(x,y,tf); [7,7,pel=uex(zlp(:,1),z1p(:,2),tf);
ex=abs (u-ue); ey=abs(v-ve);

figure(3); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),logl0(ex)); / error u
figure(4); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),logl0(ey)); 4 error v

nt=length(p)/3;

Tp=(1:3%*nt) ’;

Tp=reshape(Tp,3,nt) ;

Iph=kron(ones(7,1),3*(1:nt)’)-2+[zeros(3*nt,1) ;ones(2*nt,1) ;2*ones (2*nt,1)];

Jph=kron(ones(7,1),3*(1:nt)’)-2+[zeros(nt,1) ;ones(nt, 1) ; 2*¥ones(nt,1) ;zeros(nt
,1) ;ones(nt,1) ;zeros(nt,1) ;2*ones(nt,1)];

ph=sparse(Iph,Jph, [ones(nt,1);-ones(2*nt,1);ones(4*nt,1)])*p;

figure(7); clf; h=trimesh(Tp’,zlp(:,1),z1p(:,2),ph, ’FaceColor’, [0.85 0.85
0.85]); % solucion p

/. Mdxzimo error
format short g;
maxe=[max (abs (ex)) ,max (abs(ey)) ,max(abs(pe-ph))], format short e

Il=reshape(T(1:6,:),6*size(T,2),1); I=kron(ones(6,1),I1);
J1=kron(T(1:6,:)’,ones(6,1)); J=reshape(J1,numel(J1),1);
S=sparse(I,J,Se,length(z),length(z));
ex=ue-u; ey=ve-v; ep=pe-ph; uv=[u;v];

/4 Error en u, v y p
ERRSL2=[sqrt (ex’*(Mn*ex)), sqrt(ey’*(Mn*ey)), sqrt(ep’*(Mp*ep))]

B.2 Problema de Oseen

Codigo B.3 Calculo de las matrices de los coeficientes, caso Scott-Vogelius. makronvq.m.

function [A,M,Dx,Dy,Mp,Sp,J,Se,Me,Xi,Eta,bC,D,De]=makronvq(T,z,epsilon,bvar,t)

INPUT
T ne z nt matriz con los vértices de cada tridngulo T(%,7),
1=1,2,3, j=1,...,nt es el i-ésimo vértice del
tridngulo niumero j. nt=2*N+N
z nn T 2 matriz con las coordenadas zy de los vértices de
la triangulacion. z(n,1) y z(n,2), son las

SR AR A A A
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A coordenadas z e y del n-ésimo nodo. nn=(N+1)*(N+1)
A epstlon parametro de difusion

A bvar funcion [bz,by]=bvar(z,y,t) con la velocidad.

A t parametrTo necesario para bvar

s OUTPUT

4 nn z nn matriz con la forma bilineal epstilon*(grad(phi_<),grad(phi_j))
M nn x nn matriz de masa
Dz,Dy, n1 = nn matrices con las formas bilineales:
(\psi_%, partial_z\phi_j), (\psi_i, partial_y\phi_j)
1=1,2,...,n1, 7=1,2,...,nn, (divergencia de la velocidad)
J nt 1 vector con las jacobianas de los elementos.
Se ne*nt x ne matriz elemental de a(u,v)= (grad(vw), grad(v))
Me ne*nt  me matriz elemental de masa

Mp nizni matriz de masa presiones lineales.

Sp niznli matriz de rigidez con las presiones lineales.
(grad(phi_i), grad(phi_j))

D nn = nn matriz bilineal del término convectivo.
D(%,7) es (phi_i, bz*(phi_j)_z + by*(phi_j)_y)
phi_i, 2=1,...,nn son las funciones base en los nodos.

ST ST IR IR IR R L ST DL e S S S e e

De nexnt © me matriz elemental con la forma bilineal D

/ modos de cuadratura

cl=[1 11/3;

c2=(6+sqrt(15))*[1 1]/21;
c3=[(9-2*sqrt (15)), (6+sqrt(15))1/21;
c4=[c3(2) c3(1)];

c5=(6-sqrt(15))*[1 1]1/21;
c6=[(9+2*sqrt (15)), (6-sqrt(15))]1/21;
c7=[ c6(2) c6(1)];
c=[c1;c2;c3;¢c4;c5;c6;c7]’;
cx=c(1,:);

cy=(c(2,:));

% pesos en los nodos de cuadratura
wl=0.1125;

w2=(155+sqrt (15)) /2400;

w3=w2;

wi=w2;

wb=(155-sqrt (15))/2400;

w6=wb;

w7=wb;

w=[wl w2 w3 w4 w5 w6 w7l’;

4 funciones base en los nodos de cuadratura

Nc=[(1-cx-cy) .*(1-2%cx-2*cy); cx.*x(2*cx-1); cy.*(2*cy-1);
4xcx.*x(1l-cx-cy); 4*cx.*cy; 4*cy.*(l-cx-cy)]l;

Nexi=[-(1-2*cx-2*cy)-2*(1-cx-cy); 4*cx-1; zeros(size(cx));...
4% (1-cx-cy)-4*cx; 4*cy; -4*cyl;

Ncet=[-(1-2*cx-2*cy)-2*(1-cx-cy); zeros(size(cx)); 4*cy-1;...
-4xcx; 4*cx; 4*x(l-cx-cy)-4*cyl;

ne=6; ne0=3;

nt=size(T,2); nn=size(z,1);
x1=z(:,1);y1=2(:,2) ;x=x1(T’) ;y=y1(T’);
clear x1 y1;/ b=reshape(b,2,1);
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/ Derivadas parciales de © e y con respecto a =i y eta
xxi=x(:,2)-x(:,1); xet=x(:,3)-x(:,1);
yxi=y(:,2)-y(:,1); yet=y(:,3)-y(:,1);

/, Jacobiano
J=(x(:,2)-x(:,1)) .*(y(:,3)-y(:,1))-(x(:,3)-x(:,1)) .*x(y(:,2)-y(:,1));

% Parciales de xi y eta con respecto a = e y
xix=(y(:,3)-y(:,1))./7; xiy=(x(:,1)-x(:,3))./J;
etx=(y(:,1)-y(:,2))./7; ety=(x(:,2)-x(:,1))./J;

/A MATRICES ELEMENTALES
/ parciales con respecto a zt y eta de funciones base
u=[-11 0]’; v=[-1 0 1]’; e=ones(ne,1);

S1=[

310-400

130-400

000000O0

-4 -40800

00008 -8

00O0O0 -8381/6; /(\partial_zi phi_1, \partial_zi phi_j).
S2 =[

611-40 -4

10-1-440
1-1004 -4
-4 -4 08 -88
044 -88 -8
-4 0 -4 8 -88]/6; % S12+512’

S3 =[

30100 -4

000000O

10300 -4

0008 -80

000 -880

-4 0 -4 00 81/6; Z(\partial_eta phi_z,\partial_eta phi_j).
S12 =[

30100 -4

10-1-440

0000O00O0

-4 004 -44

004 -44 -4

00 -4 4 -4 41/6; J(\partial_zi phi_<, \partial_eta phi_j).
S4a=[ ...

6 -1 -10-4 0; ...

-1 6 -1 0 0 -4;

>

-1 -16-40 O0;

0 0 -4 32 16 16;

-4 0 0 16 32 16;

0 -4 0 16 16 32]/360; 7 (phi_%,phi_j).

% (grad(phi_<),grad(phi_j)).

Se=(kron(abs(J) .*(xix. 2+xiy.~2),S1)+...
kron(abs(J) .*(etx. 2+ety."2),S3)+. ..
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kron(abs (J) . *(xix.*etx+xiy.*ety) ,S52));

/ Conveccion
xc=x(:,1)*ones(size(cx))+xxi*cx+xet*cy; yc=y(:,1)*ones(size(cx))+yxi*cx+yet*
cy;
if nargin>3
[bx,byl=bvar(xc,yc,t); eb=ones(size(w’)); bC=[bx,by];

bxi=bx.*(xix*e6) + by.*(xiy*e6); bet =bx.*(etx*e6) + by.*(ety*e6);
bxi3=kron(bxi,ones(size(Nc,1),1)) ;bet3=kron(bet,ones(size(Nc,1),1));
bxiN=(kron(abs(J) ,Nc) .*bxi3)*diag(w) ; betN=(kron(abs(J),Nc).*bet3)*diag(w);
Ae=epsilon*Se+bxiN*Ncxi’+betN*Ncet’;
De=bxiN*Ncxi’+betN*Ncet’;

else

De=zeros(size(Se)); bxi=[]; bet=[]; bxi3=[]; bet3=[];
Ae=epsilonx*Se;
bC=zeros( nt , 2*length(w));

end

/ Matriz elemental de masa
Me=kron (abs (J) ,S4) ;Me=reshape (Me, (ne~2) *nt, 1) ;

/ indices
Il=reshape(T(1l:ne,:) ,ne*nt,1);
I=I1*e’; Ji=kron(T(l:ne,:)’,e);
I=reshape(I,ne*ne*nt,1); Jl=reshape(J1l,ne*ne*nt,1);

/. MATRICES FEM

A=sparse(I,J1,Ae,nn,nn); M=sparse(I,J1,Me,nn,nn);
D=sparse(I,J1,De,nn,nn);

Me=reshape (Me,ne*nt ,ne) ;

De=reshape (De,ne*nt ,ne) ;

Xi=[xix,xiy];

Eta=[etx,ety];

% Divergencia

ne0=3;

NOc=[ones(1,size(cx,2)); 2*cx+cy-1; 2*cy+cx-1]; eO=ones(ne0,1); nnO=neO*nt;
Dxi=[-1 1 0 0 4 -4

1 1 0 -2 0 0

1 0 0 -1 1 -11/6;
Det=[-1 0 1 -4 4 0

1 0 0 -1 1 -1

1 0 1 0 0 -21/6;

II01=(1:(nel*nt))’;

I01l=reshape(kron(II01,e’) ,nt*nel*ne,1);
JO1l=reshape(kron(T(1l:ne,:)’,e0) ,ne0*ne*nt,1);
Dxe=kron(abs(J) .*xix,Dxi)+kron(abs(J) .*etx,Det) ;
Dye=kron(abs(J) . *xiy,Dxi)+kron(abs(J) .*ety,Det) ;
Dx=sparse(I01,J01,reshape (Dxe,numel (Dxe),1) ,nn0,nn);
Dy=sparse(I01,J01,reshape(Dye,numel (Dye),1) ,nn0,nn) ;

X PRESION
/4 Matriz de masa de las presiones lineales
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S04=(1/24)*[12 0 0;0 2 1; 0 1 2];
MOe=kron(abs(J),S04) ;

I10=(1: (neO*nt))’;

JO=kron(reshape(I10,ne0,nt)’,e0);
IIg=reshape(I10*e0’ ,numel (I10) *numel (e0),1);
JJg=reshape (JO,numel (JO),1);
Mp=sparse(IIq,JJq,reshape(MOe,numel (MOe),1) ,nn0,nn0) ;

/ Matriz de rigidez de las presiones lineales
ex0=[0 2 1]’; ey0=[0 1 2]’;
S01=0.5%ex0*ex0’; S03=0.5%eyO*ey0’; S02=0.5%ex0O*ey0’ + 0.5*eyO*ex0’;

SOe=(kron(abs(J) .*(xix. 2+xiy.~2),S01)+. ..
kron(abs(J) .*(etx. 2+ety."2),S03)+. ..
kron(abs(J) . *(xix.*etx+xiy.*ety),S502));

Sp=sparse(IIq,JJq,reshape(SOe,numel (SOe),1) ,nn0,nn0) ;

Codigo B.4 Resolucién Problema de Oseen, caso Scott-Vogelius. prueose2d.m.

clear,close all,clc

N=6; /. numero de subdivisiones n
bvar=@bwinb; / término convectivo
uex=0bwinb; / solucidn ezacta

force=@forceb; / término independiente
epsilon=1e-6; /[ pardmetro de difusion

alpha=0; / constante del término de reaccion adicional
lambda=100; 4 pardmetro para escalar las presiones
t£=0;

global LANU

global ELALPHA

global ELLAMBDA

LANU=epsilon; ELALPHA=alpha; ELLAMBDA=lambda;

/ Mallado
[T1,z1,is1,1dir]=swne(N); / mallado regular con diagonales swne
[Tib,z1bl=red_sv(T1,z1); / mallado refinado en el baricentro

[T,z,is]=datosq(T1b,z1b’,isl’,isl1’);
z=z’; is=is’;

x=z(:,1); y=z(:,2);

X=x(is(1:1dir,:)); Y=y(is(1:1dir,:));
Aluis,vis]=bvar(X,Y,0);
uis=zeros(size(is(1:1dir,:))); vis=uis;
[u00,v00] =uex(x,y,0);

u0=u00; vO0=v00;

ne0=3; nt=size(T,2);
Ip=reshape(T(1:ne0,1:nt) ,nt*ned,1);
z1p=z1b(Ip,:);

tic;
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[u,v,p,rho,Mn,Mp,Se,Me]=0se2d_steady(T,z,is,ldir,epsilon,bvar,force,uis,vis,
alpha) ;
t_gal=toc

TT=[T([1 4 6],:),T([2 5 4],:), T([3 6 5],:), T([4 5 6],:)];

figure(1); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),u); Z solucion u

figure(2); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),v); / solucidn v

[ue,vel=uex(x,y,tf); [uel,vel,pe]l=uex(zip(:,1),z1p(:,2),tf);

ex=abs (u-ue); ey=abs(v-ve);

figure(3); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),logl0(ex)); / error u

figure(4); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),logl0O(ey)); / error w

nt=length(p)/3;

Tp=(1:3%*nt)’;

Tp=reshape (Tp,3,nt) ;

Iph=kron(ones(7,1),3*(1:nt)’)-2+[zeros(3*nt,1) ;ones(2*nt,1) ;2*ones(2*nt,1)];

Jph=kron(ones(7,1) ,3*(1:nt)’)-2+[zeros(nt,1) ;ones(nt,1) ; 2*xones(nt,1) ;zeros(nt
,1);ones(nt,1) ;zeros(nt,1) ;2*ones(nt,1)];

ph=sparse(Iph,Jph, [ones(nt,1);-ones(2*nt,1);ones(4*nt,1)])*p;

figure(7); clf; h=trimesh(Tp’,zlp(:,1),z1p(:,2),ph, ’FaceColor’, [0.85 0.85
0.85]); /Z representacion solucion p

figure(8); clf; hw=trimesh(Tp’,zlp(:,1),zlp(:,2),pe, ’FaceColor’, [0.85 0.85
0.85]); Z representacion solucion exacta de p

/4 Mdzimos errores

format short g;

maxe=[max (abs(ex)) ,max(abs(ey)) ,max(abs(pe-ph))], format short e
Il=reshape(T(1:6,:),6*size(T,2),1); I=kron(ones(6,1),I1);
J1=kron(T(1:6,:)’,ones(6,1)); J=reshape(J1l,numel(J1),1);
S=sparse(I,J,Se,length(z),length(z));

4Ss=sparse(I,J,SSe, length(z),length(z));

ex=ue-u; ey=ve-v; ep=pe-ph; uv=[u;v];

/A Error de u, v y p
ERRSL2=[sqrt (ex’* (Mn*ex)), sqrt(ey’*(Mn*ey)), sqrt(ep’*(Mp*ep))]

B.3 Ecuaciones de Navier-Stokes estacionarias

Cédigo B.5 Cadlculo de las matrices, caso Taylor-Hood. makronvq.m.

function [A,M,Dx,Dy,Mp,Sp,GD11,GD12,GD22,J,Se,Me,NLx,NLy]l=makronvq(T,z,epsilon)

/nodos de cuadratura

cl=[1 11/3;

c2=(6+sqrt(15))*[1 1]1/21;
c3=[(9-2*sqrt(15)), (6+sqrt(15))]1/21;
c4=[c3(2) c3(1)];

c5=(6-sqrt(15))*[1 1]/21;
c6=[(9+2*sqrt (15)), (6-sqrt(15))]1/21;
c7=[ c6(2) c6(1)];
c=[cl;c2;c3;c4;c5;c6;cT7]’;
cx=c(1,:);

cy=(c(2,:));
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/ pesos en los nodos de cuadratura
wl=0.1125;

w2=(155+sqrt (15))/2400;

w3=w2;

wid=w2;

w5=(155-sqrt (15))/2400;

w6=w5;

w7=wh;

w=[wl w2 w3 w4 whb w6 w7l’;

/ funciones base en los nodos de cuadratura

Nc=[(1-cx-cy) .*(1-2*%cx-2*cy); cx.*(2*cx-1); cy.*(2*xcy-1);
4xcx.*x(1l-cx-cy); 4*xcx.*cy; 4*cy.*(l-cx-cy)]l;

Nexi=[-(1-2*cx-2*cy) -2*%(1-cx-cy); 4*cx-1; zeros(size(cx));...
4x(1-cx-cy)-4*cx; 4xcy; -4xcyl;

Ncet=[-(1-2xcx-2*cy) -2*(1-cx-cy); zeros(size(cx)); 4*cy-1;...
-4xcx; 4*cx; 4*(l-cx-cy)-4*cyl;

ne=6; nel0=3;

nt=size(T,2); nn=size(z,1);
x1=z(:,1);y1=2(:,2) ;x=x1(T’) ; y=y1(T’) ;
clear x1 y1;/ b=reshape(b,2,1);

/ Derivadas parciales de © e y respecto a zi y eta
xxi=x(:,2)-x(:,1); xet=x(:,3)-x(:,1);
yxi=y(:,2)-y(:,1); yet=y(:,3)-y(:,1);

/, Jacobiano
J=(x(:,2)-x(:,1)) .*(y(:,3)-y(:,1))-(x(:,3)-x(:,1)) . *x(y(:,2)-y(:,1));

/ Derivadas parciales de zi y eta con Tespecto a T e y
xix=(y(:,3)-y(:,1))./J; xiy=(x(:,1)-x(:,3))./J;
etx=(y(:,1)-y(:,2))./7; ety=(x(:,2)-x(:,1))./J;

/. MATRICES ELEMENTALES
u=[-1 1 0]?; v=[-1 0 1]’; e=ones(ne,1);

S1=[

310-400

130-400

0000O00O0

-4 -40800

00008 -8

00O0O0 -881/6; /(\partial_zi phi_i, \partial_zi phi_j).
S2 =[

611-40 -4

10-1-440

1-1004 -4

-4 -4 08 -88

044 -88 -8

-4 0 -4 8 -8 8]/6; / S12+S512°
S3 =[

0
00
0

O O O W
O O O © O
O O W o+~
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-4 0 -4 00 8]/6; Z(\partial_eta phi_%, \partial_eta phi_j).
S12 =[

30100 -4

10-1-440

000000O0

-4 004 -414

004 -44 -4

00 -4 4 -44]1/6; J(\partial_zi phi_<, \partial_eta phi_j).

S4=[ ...
6 -1 -10-4 0; ...
-1 6 -1 0 0 -4;

-1 -16-4 0 0;
0 0 -4 32 16 16;
-4 0 0 16 32 16;
0 -4 0 16 16 32]1/360; X (phi_%,phi_j).

Se=(kron(abs(J) .*(xix. 2+xiy.~2),S1)+...
kron(abs(J) .*x(etx. 2+ety.~2),S83)+. ..
kron(abs (J) .*(xix.*etx+xiy.*ety),S2));

Ae=epsilon*Se;

Me=kron (abs (J) ,S4) ;Me=reshape (Me, (ne~2) *nt, 1) ;

4 Indices
Il=reshape(T(1l:ne,:) ,ne*nt,1);
I=I1*e’; Ji=kron(T(l:ne,:)’,e);
I=reshape(I,ne*ne*nt,1); Jl=reshape(Jl,ne*ne*nt,1);

/. MATRICES FEM
A=sparse(I,J1,Ae,nn,nn); M=sparse(I,J1,Me,nn,nn);
Me=reshape (Me,ne*nt ,ne) ;

/A GRAD-DIV

GD1le=(kron(abs(J) .*(xix.~2),S1)+...

kron(abs(J) .*(etx.~2),83)+...

kron(abs(J) .*x(xix.*etx),S2));
GD11=sparse(I,J1,reshape(GDlle,numel(GD1le),1) ,nn,nn);

GD22e=(kron(abs (J) .*(xiy.~2),S1)+. ..
kron(abs(J) .*(ety."2),S3)+...
kron(abs (J) .*x(xiy.*ety),S2));
GD22=sparse(I,J1,reshape(GD22e,numel (GD1le),1) ,nn,nn);

GD12e=(kron(abs (J) .* (xix.*xiy) ,S1)+...
kron(abs(J) .*(etx.*ety) ,S3)+. ..
kron(abs(J) . *x(xix.*ety) ,S12)+. ..
kron(abs(J) . *x(xiy.*etx),S12°));
GD12=sparse(I,J1,reshape(GD12e,numel (GD12e),1) ,nn,nn);

/. DIVERGENCIA

ne0=3;

NOc=[1-cx-cy; cx; cyl; eO=ones(ne0,1); nnO=max(max(T(1:nel,:)));
Dxi=[-1 0 0 1 1 -1

0 1 0 -1 1 -1

0 0 0 0 2 -21/6;
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Det=[-1 0 0 -1 1 1
0 0 0 -2 2 0
0 0 1 -1 1 -11/6;

IT01=reshape(T(1:ne0,:) ,nt*nel,1);
I01l=reshape(kron(IIO1,e’) ,nt*ne0*ne,1);

JO1l=reshape (kron(T(1:ne,:)’,e0) ,ne0*ne*nt,1) ;
Dxe=kron(abs(J) .*xix,Dxi)+kron(abs(J) .*etx,Det) ;
Dye=kron (abs(J) . *xiy,Dxi)+kron(abs(J) .*ety,Det) ;
Dx=sparse(I01,J01,reshape (Dxe,numel (Dxe),1) ,nn0,nn) ;
Dy=sparse(I01,J01,reshape(Dye,numel (Dye),1) ,nn0,nn);

4 PRESION

S04=(1/24)*[2 1 1;1 2 1; 1 1 2];
MOe=kron (abs (J),S04) ;

I10=reshape(T(1:ne0,1:nt) ,nt*nel,1);
JO=kron(T(1:ne0,1:nt)’,e0);
IIg=reshape(I10*e0’ ,numel (I110) *numel (e0),1);
JJg=reshape (JO,numel (JO),1);
Mp=sparse(IIq,JJq,reshape(MOe,numel (MOe),1) ,nn0,nn0) ;

ex0=[-1 1 0]’; eyO=[-1 0 1]°;
S01=0.5*%ex0*ex0’; S03=0.5*%eyO*ey0’; S02=0.5%exO*ey0’ + 0.5*eyO*xex0’;

SOe=(kron(abs (J) .*(xix. 2+xiy."2),S01)+...
kron(abs(J) .*(etx. 2+ety.~2),S03)+. ..
kron(abs(J) . *x(xix.*etx+xiy.*ety) ,S02));

Sp=sparse(IIq,JJq,reshape(SOe,numel (SOe),1) ,nn0,nn0) ;

4 TERMINO NO LINEAL

/4 (phi_<i,phi_j phi_kz) (phi_i, phi_j phi_ky)

matxi=[-13/420 -1/140 0 4/105 1/105 -1/105;
1/280 -1/280 0 0 1/630 -1/630;
1/280 11/2520 0 -1/126 -2/315 2/315;
-2/105 -4/315 0 2/63 -2/315 2/315;
-1/210 -1/126 0 4/315 -2/105 2/105;
-2/105 -2/315 0 8/315 -4/315 4/315;
1/280 -1/280 0 0 1/630 -1/630;
1/140 13/420 0 -4/105 1/105 -1/105;
-11/2520 -1/280 0 1/126 -2/315 2/315;
4/315 2/105 0 -2/63 -2/315 2/315;
2/315 2/105 0 -8/315 -4/315 4/315;
1/126 1/210 0 -4/315 -2/105 2/105;
1/280 11/2520 0 -1/126 -2/315 2/315;
-11/2520 -1/280 0 1/126 -2/315 2/315;
1/140 -1/140 0 0 1/21 -1/21;
1/126 -1/126 0 0 -2/315 2/315;
2/315 -4/315 0 2/315 2/105 -2/105;
4/315 -2/315 0 -2/315 2/105 -2/105;
-2/105 -4/315 0 2/63 -2/315 2/315;
4/315 2/105 0 -2/63 -2/315 2/315;
1/126 -1/126 0 0 -2/315 2/315;
-4/63 4/63 0 0 16/315 -16/315;
-2/315 2/63 0 -8/315 16/315 -16/315;

-2/63 2/315 0
-1/210 -1/126
2/315 2/105 0

8/315 16/315 -16/315;
0 4/315 -2/105 2/105;
-8/315 -4/315 4/315;
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2/315 -4/315 0 2/315 2/105 -2/105;
-2/315 2/63 0 -8/315 16/315 -16/315;
4/105 4/63 0 -32/315 16/105 -16/105;
-2/315 2/315 0 0 8/105 -8/105;

-2/105 -2/315 0 8/315 -4/315 4/315;
1/126 1/210 0 -4/315 -2/105 2/105;
4/315 -2/315 0 -2/315 2/105 -2/105;
-2/63 2/3156 0 8/315 16/315 -16/315;
-2/315 2/315 0 0 8/105 -8/105;

-4/63 -4/105 0 32/315 16/105 -16/105];

mateta=[-13/420 0 -1/140 -1/105 1/105 4/105;
1/280 0 11/2520 2/315 -2/315 -1/126;
1/280 0 -1/280 -1/630 1/630 0;
-2/105 0 -2/315 4/315 -4/315 8/315;
-1/210 0 -1/126 2/105 -2/105 4/315;
-2/105 0 -4/315 2/315 -2/315 2/63;
1/280 0 11/2520 2/315 -2/315 -1/126;
1/140 0 -1/140 -1/21 1/21 0;
-11/2520 0 -1/280 2/315 -2/315 1/126;
4/315 0 -2/315 -2/105 2/105 -2/315;
2/315 0 -4/315 -2/105 2/105 2/315;
1/126 0 -1/126 2/315 -2/315 0;
1/280 0 -1/280 -1/630 1/630 0;
-11/2520 0 -1/280 2/315 -2/315 1/126;
1/140 0 13/420 -1/105 1/105 -4/105;
1/126 0 1/210 2/105 -2/105 -4/315;
2/315 0 2/105 4/315 -4/315 -8/315;
4/315 0 2/105 2/315 -2/315 -2/63;
-2/105 0 -2/315 4/315 -4/315 8/315;
4/315 0 -2/315 -2/105 2/105 -2/315;
1/126 0 1/210 2/105 -2/105 -4/315;
-4/63 0 -4/105 -16/105 16/105 32/315;
-2/315 0 2/315 -8/105 8/105 0;
-2/63 0 2/315 -16/315 16/315 8/315;
-1/210 0 -1/126 2/105 -2/105 4/315;
2/315 0 -4/315 -2/105 2/105 2/315;
2/315 0 2/105 4/315 -4/315 -8/315;
-2/315 0 2/315 -8/105 8/105 0;
4/105 0 4/63 -16/105 16/105 -32/315;
-2/315 0 2/63 -16/315 16/315 -8/315;
-2/105 0 -4/315 2/315 -2/315 2/63;
1/126 0 -1/126 2/315 -2/315 0;
4/315 0 2/105 2/315 -2/315 -2/63;
-2/63 0 2/315 -16/315 16/315 8/315;
-2/315 0 2/63 -16/315 16/315 -8/315;
-4/63 0 4/63 -16/315 16/315 0];
matxi=reshape (matxi’,size(matxi))’;
mateta=reshape(mateta’,size(mateta))’;
NLxe=kron(abs(J) .*xix,matxi)+kron(abs(J) .*etx,mateta) ;
NLye=kron(abs(J) .*xiy,matxi)+kron(abs(J) .*ety,mateta);

IONL=reshape(T,ne*nt,1)*ones(1,ne"2);
JONL=kron(e’ ,kron(T’,e))+nn*kron(T’-1,ones(ne));

NLx=sparse (IONL, JONL,NLxe) ;
NLy=sparse (IONL, JONL,NLye) ;
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Codigo B.6 Calculo de la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes estacionarias. ns2d_steady.m.

function [u,v,p,rho,Mn,Mp,Se,Me,GDn]=ns2d_steady(T,z,is,ldir,epsilon,...
bvar,force,uis,vis,alpha,gamma)

nn=length(z) ;

t=0;

[An,Mn,Dxn,Dyn,Mp,Sp,GD11n,GD12n,GD22n,J,Se,Me,NLx ,NLy]=makronvq(T,z,epsilon) ;
/X matrices

[fn,fxc,fycl=fkronq(T,z,force,J,0);

ne=6; / numero de modos por elemento para velocidad cuadrdtica

nbe=3; / numero de nodos por elemento para bc

Ilong=ones(length(z),1); u=zeros(length(z),1); v=u;

for j=1:nbe
Ilong(is(1:1dir,j))=0;
u(is(1:1dir,j))=uis(:,j);
v(is(1:1dir,j))=vis(:,j);

end

I=find(Ilong); IO=find("Ilong);

Aln=An+alpha*Mn;

ff=fn;

A1=A1n(I,I);

Dx=Dxn(:,I); Dy=Dyn(:,I);

Mpe=Mp*ones (size(Mp,2),1); / this is to obatain zero-mean presures

GD=[GD11n(I,I), GD12n(I,I); GD12n(I,I)’, GD22n(I,I)];

GDn=[GD11n, GD12n; GD12n, GD22n];

A=[A1,sparse(1,1,0,size(A1,1),size(A1,2)),-Dx’,sparse(1,1,0,size(A1,1),1);...
sparse(1,1,0,size(A1,1),size(A1,2)),Al1,-Dy’,sparse(1,1,0,size(A1,1),1);...
-Dx,-Dy,sparse(1,1,0,size(Dx,1) ,size(Dx,1)) ,Mpe;
sparse(1,1,0,1,2*size(A1,2)) ,Mpe’,0];

A(1:2x1length(I),1:2*length(I))=A(1:2xlength(I),1:2*length(I))+gamma*GD;

/ Matriz NL

jcut=kron(ones(length(I),1),I);
mcut=kron(I,ones(length(I),1));

jecut=jcut+nn*(mcut-1) ;

NLxc=NLx (I, jcut);

NLyc=NLy (I, jcut);

NL=sparse(1,1,0,size(A,1) ,4*1length(I)"2);
Zs=sparse(1,1,0,size(NLxc,1),size(NLxc,2));
NL(1:2*length(I),:)=[NLxc Zs NLyc Zs; Zs NLxc Zs NLyc];

K=I+nn;
if norm(uis)~=0 || norm(vis) =0
f£f(I)=f£(I)-A1n(I,I0)*u(I0) - gamma*(GD11n(I,I0)*u(I0) + GD12n(I,IO0)*v(IO0))

f£f(K)=£f£f(K)-A1n(I,I0)*v(I0) - gamma*(GD12n(IO0,I)’*u(I0) + GD22n(I,I0)*v(IO)
bE
ffp=(Dxn(:,I0)*u(I0) + Dyn(:,I0)*v(I0));
else
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ffp=zeros(size(Dxn,1),1);
end
b=[££([I;K]);£fp;0];

/ Resolucién método de Newton
fval=0(x)value(A,NL,x,length(I),b);
dfval=@(x)dvalue(A,NLxc,NLyc,x,length(I));
aux=zeros(size(A,1),1);

[x,iflag,iter ,normf]=newton(fval,dfval,aux) ;
u(I)=x(1:length(I)); v(I)=x(length(I)+1:2%length(I));

p=x(2xlength(I)+1:1length(x)-1);
rho=x(length(x));

Codigo B.7 Resolucién ecuaciones estacionarias de Navier-Stokes, Taylor-Hood. pruste2d.m.

clear, close all, clc

N=24; / numero de subdivisiones

bvar=@bwinb; /. término de conveccidn

uex=0Qbwinb; /. solucion ezxacta

force=@forceb; /1 término independiente

epsilon=1e-6; 4 pardmetro de difusion

alpha=10; 4 constante del término de reaccion adicional
lambda=100; 4 pardmetro para escalar las presiones
gamma=0.05; 4 pardmetro del método de estabilizacion grad-div
t£=0;

global LANU

global ELALPHA

global ELLAMBDA

LANU=epsilon; ELALPHA=alpha; ELLAMBDA=lambda;

/ Mallado
[T1,z1,is1,1dir]=swne(N); / mallado regular con diagonales sune
[T1b,z1bl=red_sv(T1,z1); / mallado Tefinado en el baricentro

[T,z,is]=datosq(T1b,z1b’,isl’,isl’);
z=z’; is=is’;

x=z(:,1); y=2(:,2);

X=x(is(1:1dir,:)); Y=y(is(1:1dir,:));
uis=zeros(size(is(1:1dir,:))); vis=uis;
[u00,v00] =uex(x,y,0);

u0=u00; vO0=v00;

tic;

[u,v,p,rho,Mn,Mp,Se,Me,GDn]ns2d_steady(T,z,is,ldir,epsilon,bvar,force,uis,vis,
alpha,gamma) ;

t_gal=toc

Y GRAFICAS
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figure(1); clf; trimesh(T1’,z1(:,1),z1(:,2),u(l:1length(z1)));
TT=[T([1 4 6],:),T([2 5 4],:), T([3 6 5],:), T([4 5 6],:)];
figure(2); clf; trimesh(T1’,z1(:,1),z1(:,2),v(1:1length(z1)));
[ue,vel=uex(x,y,tf); [uel,vel,pe]l=uex(zib(:,1),z1b(:,2),tf);
ex=abs (u-ue) ; ey=abs(v-ve);

figure(3); clf; trimesh(T’,z(:,1),z(:,2),ue);

figure(4); clf; trimesh(T’,z(:,1),z(:,2),ve);

figure(6); clf; trimesh(T1’,z1(:,1),z1(:,2),logl0(abs(p-pe)))

format short g;
maxe=[max (abs(ex)) ,max(abs(ey)) ,max(abs(pe-p))], format short e

Il=reshape(T(1:6,:),6*size(T,2),1); I=kron(ones(6,1),I1);
J1=kron(T(1:6,:)’,ones(6,1)); J=reshape(J1,numel(J1),1);
S=sparse(I,J,Se,length(z),length(z));

ex=ue-u; ey=ve-v; ep=pe-p; uv=[u;v];

/ Error en u, v, divergencia, presion

ERRSL2=[sqrt (ex’* (Mn*ex)), sqrt(ey’*(Mnxey)), sqrt(uv’*(GDn*uv)), sqrt(ep’*(Mp*
ep))]

Codigo B.8 Cailculo de las matrices, caso Scott-Vogelius. makronvq.m.

function [A,M,Dx,Dy,Mp,Sp,GD11,GD12,GD22,J,Se,Me,NLx,NLy]=makronvq(T,z,epsilon)
# INPUT y OUTPUT idem que para el caso de Taylor-Hood

/nodos de cuadratura

ci1=[1 11/3;

c2=(6+sqrt(156))*[1 1]1/21;
c3=[(9-2*sqrt (15)), (6+sqrt(15))]1/21;
c4=[c3(2) c3(1)1;

c5=(6-sqrt (15))*[1 1]/21;
c6=[(9+2*sqrt (15)), (6-sqrt(15))]1/21;
c7=[ c6(2) c6(1)]1;
c=[c1;c2;c3;c4;c5;c6;c7]’;
cx=c(1,:);

cy=(c(2,:));

/ pesos en los nodos de cuadratura
wl=0.1125;

w2=(155+sqrt (15))/2400;

w3=w2;

wa=w2;

w5=(155-sqrt (15)) /2400;

w6=wbh;

wi=wh;

w=[wl w2 w3 w4 whb w6 w7l’;

/4 funciones base en los nodos de cuadratura

Ne=[(1-cx-cy) .*(1-2%cx-2*cy); cx.*(2xcx-1); cy.*(2*cy-1);
4xcx.*x(1l-cx-cy); 4*cx.*cy; 4*cy.*(l-cx-cy)]l;

Ncxi=[-(1-2%cx-2*cy)-2*(1-cx-cy); 4*cx-1; zeros(size(cx));...
4x(1-cx-cy)-4*cx; 4*cy; -4xcyl;

Ncet=[-(1-2%cx-2*cy)-2x(1-cx-cy); zeros(size(cx)); 4*cy-1;...
-4xcx; 4*cx; 4*x(l-cx-cy)-4x*cyl;

ne=6; ne0=3;
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nt=size(T,2); nn=size(z,1);
x1=z(:,1);y1=2(:,2) ;x=x1(T?) ; y=y1(T’);
clear x1 y1;/ b=reshape(b,2,1);

/ Parciales de © e y con respecto a =i Yy eta
xxi=x(:,2)-x(:,1); xet=x(:,3)-x(:,1);
yxi=y(:,2)-y(:,1); yet=y(:,3)-y(:,1);

4 JACOBIANO
J=(x(:,2)-x(:,1)) .*x(y(:,3)-y(:,1))-(x(:,3)-x(:,1)) .*x(y(:,2)-y(:,1));

4 Parciales de zi y eta con respecto a = e y
xix=(y(:,3)-y(:,1))./3; xiy=(x(:,1)-x(:,3))./J;
etx=(y(:,1)-y(:,2))./J; ety=(x(:,2)-x(:,1))./J;

/. MATRICES ELEMENTALES
u=[-1 1 0]’; v=[-1 0 1]°; e=ones(ne,1);

S1=[

310-400

130-400

0000O0O

-4 -40800

00008 -8

000 O0 -881/6; Z(\partial_zt phi_i, \partial_zi phi_j).
52 =[

611-40 -4

10-1-440
1-1004 -4
-4 -408 -88
044 -88 -8
-4 0 -4 8 -8 81/6; % S12+512’

S3 =
30100 -4
0000O00O
10300 -4
0008 -80
000-880
-4 0 -4 0 0 8]/6; %(\partial_eta phi_i, \partial_eta phi_7j).

S12 =[
30100 -4
10-1-440
0000O0O
-4 004 -414

004 -44 -4
00 -4 4 -4 41/6; J(\partial_zi phi_t, \partial_eta phi_j).

sa=[ ...
6 -1 -1 0 -4 0;
-1 6 -1 0 0 -4;
-1-16-4 0 0;
0 0 -4 32 16 16;
-4 0 0 16 32 16;
0 -4 0 16 16 32]1/360; % (phi_i,phi_j).

/ DIFUSION (grad(phi_i),grad(phi_j)).
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Se=(kron(abs(J) .*(xix. 2+xiy.~2),S1)+...
kron(abs(J) .x(etx. 2+ety.”~2),S3)+. ..
kron(abs(J) .*(xix.*etx+xiy.*ety),S2));

Ae=epsilon*Se;

7 MASA

Me=kron (abs (J) ,S4) ;Me=reshape (Me, (ne~2) *nt,1) ;

4 Indices
Il=reshape(T(1l:ne,:) ,ne*nt,1);
I=I1*e’; Ji=kron(T(l:ne,:)’,e);
I=reshape(I,ne*ne*nt,1); Jl=reshape(J1l,ne*ne*nt,1);

/ MATRICES FEM
A=sparse(I,J1,Ae,nn,nn); M=sparse(I,J1,Me,nn,nn);

Me=reshape (Me ,,ne*nt ,ne) ;
/ GRAD-DIV

GD11le=(kron(abs(J) .*(xix."2),S1)+...

kron(abs(J) .*x(etx.~2),S3)+...

kron(abs(J) .*(xix.*etx),S2));
GD11=sparse(I,J1,reshape(GDile,numel(GD1le),1) ,nn,nn);

GD22e=(kron(abs(J) . *(xiy."2),S1)+...
kron(abs(J) .x(ety.~2),S3)+...
kron(abs(J) . *(xiy.*ety),S2));
GD22=sparse(I,J1,reshape(GD22e,numel (GD11le),1) ,nn,nn);

GD12e=(kron(abs(J) .*(xix.*xiy),S1)+. ..

kron(abs(J) .*x(etx.*ety) ,S3)+. ..

kron(abs(J) .*x(xix.*ety) ,S12)+. ..

kron(abs(J) .*x(xiy.*etx),S512%));
GD12=sparse(I,J1,reshape(GD12e,numel (GD12e),1) ,nn,nn);

/, DIVERGENCIA

ne0=3;

NOc=[ones(1,size(cx,2)); 2*cx+tcy-1; 2*cy+cx-1]; eO=ones(ne0,1); nnO=neO*nt;
Dxi=[-1 1 0 0 4 -4

1 1 0 -2 0 0

1 0 0 -1 1 -11/6;
Det=[-1 0 1 -4 4 0

1 0 0 -1 1 -1

1 0 1 0 0 -21/6;

II01=(1:(neO*nt))’;

I01l=reshape(kron(IIO1,e’) ,nt*ne0*ne,1);
JO1l=reshape(kron(T(1:ne,:)’,e0) ,ne0*ne*nt,1);
Dxe=kron(abs(J) .*xix,Dxi)+kron(abs(J) .*etx,Det) ;
Dye=kron(abs (J) . *xiy,Dxi)+kron(abs(J) .*ety,Det) ;
Dx=sparse(I01,J01,reshape (Dxe,numel (Dxe),1) ,nn0,nn);
Dy=sparse(I01,J01,reshape(Dye,numel (Dye),1) ,nn0,nn) ;
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/ PRESION

S04=(1/24)*[12 0 0;0 2 1; 0 1 2];
MOe=kron (abs (J),S04) ;

I10=(1:(ne0*nt))’;

JO=kron(reshape(I10,ne0,nt)’,e0);
IIg=reshape(I10*e0’ ,numel (I10)*numel (e0),1);
JJg=reshape (JO,numel(JO),1);
Mp=sparse(IIq,JJq,reshape(MOe,numel (MOe),1) ,nn0,nn0) ;

ex0=[0 2 1]’; ey0=[0 1 2]°;
S01=0.5%ex0*ex0’; S03=0.5%eyO*xey0’; S02=0.5*ex0*ey0’ + 0.5*eyO*ex0’;

SOe=(kron(abs(J) .*x(xix. 2+xiy.~2),S01)+. ..
kron(abs(J) .*(etx. 2+ety."2),S03)+. ..
kron(abs (J) .*(xix.*etx+xiy.*ety),502)) ;
Sp=sparse(IIq,JJq,reshape(SOe,numel (SOe),1) ,nn0,nn0);

% TERMINO NO LINEAL

X (phi_%,phi_j phi_kz) (phi_i, phi_j phi_ky)

matxi=[-13/420 -1/140 0 4/105 1/105 -1/105;
1/280 -1/280 0 0 1/630 -1/630;
1/280 11/2520 0 -1/126 -2/315 2/315;
-2/105 -4/315 0 2/63 -2/315 2/315;
-1/210 -1/126 0 4/315 -2/105 2/105;
-2/105 -2/315 0 8/315 -4/315 4/315;
1/280 -1/280 0 0 1/630 -1/630;
1/140 13/420 0 -4/105 1/105 -1/105;
-11/2520 -1/280 0 1/126 -2/315 2/315;
4/315 2/105 0 -2/63 -2/315 2/315;
2/315 2/105 0 -8/315 -4/315 4/315;
1/126 1/210 0 -4/315 -2/105 2/105;
1/280 11/2520 0 -1/126 -2/315 2/315;
-11/2620 -1/280 0 1/126 -2/315 2/315;
1/140 -1/140 0 0 1/21 -1/21;
1/126 -1/126 0 0 -2/315 2/315;
2/315 -4/315 0 2/315 2/105 -2/105;
4/315 -2/315 0 -2/315 2/105 -2/105;
-2/105 -4/315 0 2/63 -2/315 2/315;
4/315 2/105 0 -2/63 -2/315 2/315;
1/126 -1/126 0 0 -2/315 2/315;
-4/63 4/63 0 0 16/315 -16/315;
-2/315 2/63 0 -8/315 16/315 -16/315;
-2/63 2/315 0 8/315 16/315 -16/315;
-1/210 -1/126 0 4/315 -2/105 2/105;
2/315 2/105 0 -8/315 -4/315 4/315;
2/315 -4/315 0 2/315 2/105 -2/105;
-2/315 2/63 0 -8/315 16/315 -16/315;
4/105 4/63 0 -32/315 16/105 -16/105;
-2/315 2/315 0 0 8/105 -8/105;
-2/105 -2/315 0 8/315 -4/315 4/315;
1/126 1/210 0 -4/315 -2/105 2/105;
4/315 -2/315 0 -2/315 2/105 -2/105;
-2/63 2/315 0 8/315 16/315 -16/315;
-2/315 2/315 0 0 8/105 -8/105;
-4/63 -4/105 0 32/315 16/105 -16/105];

mateta=[-13/420 O -1/140 -1/105 1/105 4/105;
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1/280 0 11/2520 2/315 -2/315 -1/126;
1/280 0 -1/280 -1/630 1/630 0;
-2/105 0 -2/315 4/315 -4/315 8/315;
-1/210 0 -1/126 2/105 -2/105 4/315;
-2/105 0 -4/315 2/315 -2/315 2/63;
1/280 0 11/2520 2/315 -2/315 -1/126;
1/140 0 -1/140 -1/21 1/21 0;
-11/2520 0 -1/280 2/315 -2/315 1/126;
4/315 0 -2/315 -2/105 2/105 -2/315;
2/315 0 -4/315 -2/105 2/105 2/315;
1/126 0 -1/126 2/315 -2/315 0;
1/280 0 -1/280 -1/630 1/630 0;
-11/2520 0 -1/280 2/315 -2/315 1/126;
1/140 0 13/420 -1/105 1/105 -4/105;
1/126 0 1/210 2/105 -2/105 -4/315;
2/315 0 2/105 4/315 -4/315 -8/315;
4/315 0 2/105 2/315 -2/315 -2/63;
-2/105 0 -2/315 4/315 -4/315 8/315;
4/315 0 -2/315 -2/105 2/105 -2/315;
1/126 0 1/210 2/105 -2/105 -4/315;
-4/63 0 -4/105 -16/105 16/105 32/315;
-2/315 0 2/315 -8/105 8/105 0;
-2/63 0 2/315 -16/315 16/315 8/315;
-1/210 0 -1/126 2/105 -2/105 4/315;
2/315 0 -4/315 -2/105 2/105 2/315;
2/315 0 2/105 4/315 -4/315 -8/315;
-2/315 0 2/315 -8/105 8/105 0;
4/105 0 4/63 -16/105 16/105 -32/315;
-2/315 0 2/63 -16/315 16/315 -8/315;
-2/105 0 -4/315 2/315 -2/315 2/63;
1/126 0 -1/126 2/315 -2/315 0;
4/315 0 2/105 2/315 -2/315 -2/63;
-2/63 0 2/315 -16/315 16/315 8/315;
-2/315 0 2/63 -16/315 16/315 -8/315;
-4/63 0 4/63 -16/315 16/315 0] ;
matxi=reshape (matxi’,size(matxi))’;
mateta=reshape(mateta’,size(mateta))’;
NLxe=kron (abs(J) .*xix,matxi)+kron(abs(J) .*etx,mateta);
NLye=kron(abs(J) .*xiy,matxi)+kron(abs(J) .*ety,mateta) ;

IONL=reshape(T,ne*nt,1)*ones(1,ne"2);
JONL=kron (e’ ,kron(T’,e))+nn*kron(T’-1,ones(ne)) ;

NLx=sparse (IONL, JONL,NLxe) ;
NLy=sparse (IONL, JONL,NLye) ;

Codigo B.9 Resolucién ecuaciones estacionarias de Navier-Stokes, caso Scott-Vogelius. pruste2d.m.

clear, close all, clc

N=12; / numero de subdivisiones n
bvar=@bwinb; / término de conveccion
uex=0@bwinb; / solucidon ezxacta

force=Q@forceb; / término independiente
epsilon=1e-6; / pardmetro de difusidn
alpha=10; 4 constante del término de reaccion adicional
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lambda=100; 4 pardmetro para escalar la presion
gamma=0; / pardmetro de estabilizacion grad-div
t£=0;

global LANU

global ELALPHA

global ELLAMBDA

LANU=epsilon; ELALPHA=alpha; ELLAMBDA=lambda;

4 MALLADO

[T1,z1,is1,1dir]=swne(N); / mallado regular con diagonales swne
[Tib,z1bl=red_sv(T1,z1); / mallado refinado en el baricentro
[T,z,is]=datosq(T1b,z1b’,isl1’,is1’);

z=z’; is=is’;

x=z(:,1); y=2(:,2);

X=x(is(1:1dir,:)); Y=y(is(1:1dir,:));
uis=zeros(size(is(1:1dir,:))); vis=uis;
[u00,v00] =uex(x,y,0) ;

u0=u00; vO0=v00;

ne0=3; nt=size(T,2);
Ip=reshape(T(1:ne0,1:nt) ,nt*nel,1);
z1p=z1b(Ip,:);

tic;

[u,v,p,rho,Mn,Mp,Se,Me,GDn]=ns2d_steady(T,z,is,ldir,epsilon,bvar,force,uis,vis,
alpha,gamma) ;

t_gal=toc

TT=[T([1 4 6],:),T([2 5 4],:), T([3 6 5],:), T([4 5 6],:)];

figure(1); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),u); / representacion u

figure(2); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),v); / representacidon v
[ue,vel=uex(x,y,tf); [uel,vel,pel=uex(zip(:,1),z1p(:,2),tf);
ex=abs (u-ue) ; ey=abs(v-ve);

figure(3); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),logl0(ex)); / representacidn error

U
figure(4); clf; trimesh(TT’,z(:,1),z(:,2),loglO(ey)); / representacidén error
v

nt=length(p)/3;

Tp=(1:3%*nt)’;

Tp=reshape(Tp,3,nt);

Iph=kron(ones(7,1),3*(1:nt)’)-2+[zeros(3*nt,1) ;ones(2*nt,1) ;2*%ones (2*nt,1)];

Jph=kron(ones(7,1),3*(1:nt)’)-2+[zeros(nt,1) ;ones(nt,1) ;2*ones(nt, 1) ;zeros(nt
,1);ones(nt,1) ;zeros(nt,1) ;2*ones(nt,1)];

ph=sparse(Iph,Jph, [ones(nt,1);-ones(2*nt,1);ones(4*nt,1)])*p;

figure(7); clf; h=trimesh(Tp’,zlp(:,1),z1p(:,2),ph, ’FaceColor’, [0.85 0.85
0.85]); Z grdfica solucion p

figure(8); clf; hw=trimesh(Tp’,zlp(:,1),z1p(:,2),pe, ’FaceColor’, [0.85 0.85
0.85]); /% grdfica solucidn p exacta

format short g;
maxe=[max (abs (ex)) ,max (abs(ey)) ,max(abs(pe-ph))], format short e
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Il=reshape(T(1:6,:),6*size(T,2),1); I=kron(ones(6,1),I1);
J1=kron(T(1:6,:)’,ones(6,1)); J=reshape(J1,numel(J1),1);
S=sparse(I,J,Se,length(z),length(z));
ex=ue-u; ey=ve-v; ep=pe-ph; uv=[u;v];

/# Error en u, v, divergencia y p
ERRSL2=[sqrt (ex’* (Mn*ex)), sqrt(ey’*(Mnxey)), sqrt(uv’*(GDn*uv)), sqrt(ep’*(Mp*
ep))]

Codigo B.10 Cilculo de F. value.m.

function fval=value(A,NL,x,n,f)

u=x(1:n);

v=x(n+1:2%*n) ;
x2=[kron(u,u) ;kron(u,v) ;kron(v,u) ;kron(v,v)];
fval=A*x+NL*x2-f ;

end

Codigo B.11 Célculo de DF. dvalue.m.

function dfval=dvalue(A,NLxc,NLyc,x,n)

NLxk=reshape (NLxc’,n,n"2)’;

NLxj=reshape (NLxc,n~2,n) ;

NLyk=reshape (NLyc’,n,n"2)’;

NLyj=reshape(NLyc,n"~2,n) ;

J11=reshape (NLxj*x (1:n) +NLyj*x(n+1:2+%n) ,n,n)+reshape (NLxk*x(1:n) ,n,n)’;
J12=reshape (NLyk*x(1:n) ,n,n)’;

J21=reshape (NLxk*x (n+1:2%n) ,n,n)’;

J22=reshape (NLyj*x (n+1:2*n)+NLxj*x(1:n) ,n,n) +reshape (NLyk*x (n+1:2%n) ,n,n)’;
J=zeros (length(x));

J(1:2%n,1:2*n)=[J11 J12; J21 J22];

dfval=A+J;

end

Codigo B.12 Método de Newton. makronvq.m.

function [x,iflag,iter,normf]=newton(fun,jac,x0)
TOLr=0.001; /7 tol. relativa

TOLa=0.001; / tol. absoluta

maxit=100; / numero mdxrimo de iteracciones

x0 = x0(:);
x = x0; iter = 0; err = 2 * (TOLa + TOLr*norm(x)); iflag = 0;

while (err > TOLa + TOLr*norm(x)) && iter < maxit
iter = iter + 1;

f = fun(x);
J = jac(x);
e =J\ f;

X =X - e;
err = norm(e);
end

if err > TOLa + TOLr*norm(x); iflag = 1; end



58  Capitulo B. Programas de MATLAB®

normf = norm(fun(x));
end
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