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Resumen

1 FVM (Finite Volume Method) es un método extendidamente utilizado en CFD (Computational
E Fluid Dynamics) para la resolucién de problemas en Mecénica de Fluidos. Este proyecto
pretende constituir un primer paso para el desarrollo de un cédigo CFD en MATLAB que, aunque
simplificado, contenga los ingredientes basicos para permitir entender a los estudiantes el funciona-
miento interno de cddigos CFD comerciales mucho mds complejos (Fluent, Start CCM, etc.), que
tienen que ser utilizados como “cajas negras” por el usuario. Con este objetivo, en este Trabajo Fin
de Grado se analizard y valorard el método FVM para problemas de conveccién-difusion térmica en
geometrias bidimensionales, usando mallas tanto estructuradas como no estructuradas. De particular
interés resultard la implementacién del mallado y la subsecuente obtencion a partir del mismo de la
informacién geométrica necesaria para resolver el problema, asi como de los diferentes métodos
upwind de diferentes 6rdenes necesarios para tratar el término convectivo de forma estable.






Abstract

he FVM (Finite Volume Method) is a widely used method in CFD (Computational Fluid
Dynamics) for solving problems in Fluid Mechanics. This project aims to constitute a first
step towards the development of a preliminary CFD code in MATLAB that contains basic notions
to allow students understanding the internal workings of much more complex commercial CFD
codes (Fluent, Start CCM, etc.), which have to be used as “black boxes” by the user. Focusing on
this purpose, this Final Degree Project will analyze and evaluate the FVM for thermal convection-
diffusion problems in two-dimensional geometries, using both structured and unstructured meshes.
Particularly interesting will be the implementation of the mesh and the subsequent geometrical
information obtained thereof needed to solve the problem, as well as the different upwind methods
of different orders necessary to treat the convective term in a stable manner.
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Notacion

Densidad [kg/m’]

Temperatura [K o °C]

Vector velocidad [m/s]

Presion [Pa]

Viscosidad cinemética [m? /s]

Vector de fuerzas masicas [N/ m3]

Energia interna especifica [J/kg]

Término de disipacion de energia interna
Potencia calorifica (radiacién) por ud. de vol. [W/ m3]
Potencia calorifica (quimica) por ud. de vol. [W /m?]
Constante universal de los gases [J//KgK]
Coeficiente de dilatacion adiabatica [—]
Calor especifico a presion constante [J/kg K]
Calor especifico a volumen constante [J/kg K]
Conductividad térmica [W /mK]

Campo escalar genérico

Divergencia de ¢

Gradiente de ¢

Vector normal

Vector tangente

Vector saliente del plano x —y (75 =7 x7)
Area [m?]

Volumen de control

Término “fuente” relativo a generacion de ¢
Nodo central

Nodo norte

Nodo sur

Nodo este

Nodo oeste

Nodo superior

Nodo inferior

Cara norte

Cara sur

Cara este

Cara oeste
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Cara superior

Cara inferior

Nodo oeste con respecto a W

Nodo este con respecto a E

Longitud de celda [m]

Distancia entre el nodo W y la cara w [m]
Distancia entre la cara w y el nodo P [m]
Distancia entre el nodo Py la cara e [m]
Distancia entre la cara e y el nodo E [m]
Distancia entre el nodo W y el nodo P [m]
Distancia entre el nodo Py el nodo E [m]
Coeficiente de difusién genérico
Propiedad ¢ evaluada en el nodo W
Propiedad ¢ evaluada en el nodo P
Propiedad ¢ evaluada en el nodo E
Propiedad ¢ evaluada en el nodo WW
Propiedad ¢ evaluada en el nodo EE
Coeficiente de ¢y,

Coeficiente de ¢p

Coeficiente de ¢

Coeficiente de ¢y g

Coeficiente de @y

Coeficiente independiente referido a fuentes
Generacion media

Volumen de la celda [m3]

Término difusivo en la cara w

Término difusivo en la cara e

Término convectivo en la cara w

Término convectivo en la cara e
Backslash (comando MATLAB)
Componente x de la velocidad [m/s]
Componente y de la velocidad [m/s]
Nuamero de Peclet [—]

Paso de integracion [s]

Parametro de ponderacién [—]

Propiedad ¢ evaluada en el nodo W en el instante anterior
Propiedad ¢ evaluada en el nodo P en el instante anterior
Propiedad ¢ evaluada en el nodo E en el instante anterior
Longitud caracteristica en direccion x [m]
Longitud caracteristica en direccion y [m]
Numero de nodos (en direccion x)
Numero de nodos (en direccion y)
Longitud de celda en direccién x (2D) [m]
Longitud de celda en direccién y (2D) [m]
Propiedad ¢ evaluada en el nodo S
Propiedad ¢ evaluada en el nodo N
Coeficiente de ¢g

Coeficiente de @y

Término difusivo en la cara s

Término difusivo en la cara n
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SIMPLE
QUICK

Término convectivo en la cara s

Término convectivo en la cara n

Velocidad media en direccién x [m/s]

Numero de caras (f) de la celda P

Numero total de celdas

Numero total de caras

Numero total de vértices

Numero total de caras en la frontera
Coordenadas de los nodos [m]

Coordenadas de los centros de las caras [m]
Coordenadas de los vértices [m]

Numero total de caras de cada celda

Numero total de vértices de cada celda

Numero total de vértices de cada cara

Matriz de conectividad Celda-A-Cara [n,, 3]
Matriz de conectividad Cara-A-Celda [n,2]
Matriz de conectividad Celda-A-Vértice [n,,3]
Matriz de conectividad Cara-A-Vértice [n 2]
Vector de conectividad Cara-A-CaraFrontera [1,7]
Vector de conectividad CaraFrontera-A-Cara [1,n »]
Componente x del vector normal a la cara f
Componente y del vector normal a la cara f
Componente x del vector tangente a la cara f
Componente y del vector tangente a la cara f
Funcién interpolante para las caras

Funcién interpolante para los vértices

Distancia normal entre dos nodos adyacentes [m]
Vector que une dos nodos adyacentes

Flujo tangencial

Gasto mdsico [kg/s]

Computational Fluid Dynamics

Partial Differential Equation

Control Volume Method

Finite Difference Method

Finite Element Method

Finite Volume Method

First Order Upwind

Second Order Upwind

Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations
Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kine-
matics
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1 Introduccion

a Dindmica de Fluidos Computacional, extendidamente conocida bajo el nombre de CFD
(siglas de su voz inglesa, Computational Fluid Dynamics) es una rama de la Mecénica de
Fluidos que aborda el andlisis numérico de problemas relacionados con el flujo de fluidos y la
transferencia de calor, asi como otros fenémenos intrinsecamente relacionados con éstos y de mayor
complejidad como pueden ser la turbulencia, la radiacién o las reacciones quimicas en motores
de combustion. Mediante potentes algoritmos y herramientas de cdlculo numérico embebidas en
robustos softwares es posible resolver problemas fluidodinamicos de diversa indole, abarcando
campos como la aerodindmica, la hidrodindmica, el estudio de turbomdquinas y motores o la inge-
nieria eléctrica, electrénica e incluso biomédica. Asi, con el paso de los afios los cédigos CFD se
han convertido en una herramienta de vital importancia en el desarrollo de numerosos productos
industriales. Tanto es asi, que el disefio actual de aeronaves, automéviles, cohetes, submarinos y, en
general, casi cualquier vehiculo mévil seria impensable sin el uso de CFD.

En este capitulo se detallardn los pilares sobre los que se sustenta todo cédigo CFD, se describird
su evolucidn a lo largo de la historia y se expondran sus ventajas y desventajas frente a otras técnicas
de andlisis.

1.1 Fundamentos del CFD

Lo que hoy en dia se entiende por cddigos comerciales CFD no es mds que un conjunto de algoritmos
disefiados para resolver complejas expresiones matemadticas no lineales que definen las ecuaciones
fundamentales del flujo de fluidos y el transporte de calor: las ecuaciones de Navier-Stokes. Estas
ecuaciones se resuelven iterativamente usando dichos algoritmos embebidos en softwares de CFD.
De esta forma, se obtiene la solucion numérica de una expresion abstracta cuyo significado en papel
solo puede ser interpretado por unos pocos expertos en la materia. Asi, con una representacion de
la solucién apropiada a través de graficas, campos vectoriales, c6digos de colores o animaciones, se
obtiene un resultado mucho m4s revelador, intuitivo y fécil de interpretar.

Para comprender las bases del CFD hay que entender que este tipo de anélisis tiene su raiz en el uso
de ciertos principios fisico-matemadticos que establecen una relacion de causa-efecto en el sistema
objeto de estudio. Esta relacién de causalidad, que se materializa en un modelo matemético (que por
definicion relaciona entradas y salidas), puede manifestarse en forma de una simple ecuacion o en
forma de algo mucho mas complejo. El pindculo de complejidad serfa un conjunto de ecuaciones di-
ferenciales en derivadas parciales (conocidas como PDEs, del inglés Partial Differential Equations)
como son las ecuaciones de Navier-Stokes, que describen el comportamiento de los fluidos y que se
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sustentan en leyes dogmadticas como las de conservacion de masa, cantidad de movimiento o energia.

Estas PDEs, que normalmente surgen de modelos basados en la fisica, son capaces de predecir la
evolucién espacio-temporal de una cantidad fisica de interés dentro de un sistema. Sin embargo, la
capacidad de encontrar soluciones analiticas estd limitada por las restricciones que subyacen a los
métodos conocidos para su obtencién (regularidad de la geometria, linealidad de las ecuaciones,
coeficientes constantes...). Esto restringe la aplicabilidad de los métodos analiticos a un pequefo
conjunto de problemas casi irrelevante, sin permitir abordar la gran mayoria de situaciones de
interés que se dan en la practica. Es por esto que surge la necesidad de elaborar métodos numéricos
que posibiliten afrontar satisfactoriamente este amplio rango de problemas.

Los métodos que se emplean para obtener soluciones numéricas en CFD se clasifican principal-
mente en dos: deterministas y estocasticos. L.os métodos deterministas son aquellos en los que
dada una entrada la salida siempre es la misma, independientemente de cudntas veces se realice
la operacién o en qué condiciones. Por contra, los métodos estocdsticos se basan en principios
estadisticos y dependen del niimero de ensayos realizado, es decir, del tamafio de la muestra. Debido
a la presencia del error inherente a la naturaleza de los métodos estocdsticos, en este documento se
estard interesado Unicamente en el andlisis numérico con métodos deterministas.

Dentro de las técnicas de resolucion numérica deterministas de PDEs, los métodos mds populares
son el método de las diferencias finitas (FDM), el método de los voliimenes finitos (FVM) y el
método de los elementos finitos (FEM). A continuacion se resumen sucintamente los fundamentos
de cada uno, aunque en este Trabajo Fin de Grado se estard inicamente interesado en el FVM.

1.1.1 Método de las Diferencias Finitas

En este método se impone que el conjunto de PDEs que gobierna el sistema se satisfaga en un
conjunto de puntos establecidos en el dominio fluido denominados nodos. La unién de dichos
puntos entre si genera una malla, y se dice por ende que en este método los nodos se localizan en
los vértices de la misma. Las condiciones de contorno se satisfardn por tanto en nodos localizados
en el contorno del dominio. El nombre del método se debe a que las derivadas parciales de la
ecuacion diferencial se estiman mediante aproximaciones diferenciales, derivadas normalmente de
los desarrollos en serie de Taylor. En [6] se analiza este método con exhaustiva profundidad.

1.1.2 Método de los Volimenes Finitos

Este método toma su nombre de la particularidad de que las ecuaciones que gobiernan el sistema
se satisfacen en voliimenes de control de tamafio finito en lugar de en puntos. Asi, el dominio de
computacion queda dividido en celdas o células, normalmente de forma poligonal y cuyas aristas
reciben el nombre de caras.

El primer paso a realizar en este método consiste en integrar la PDE en cada celda del dominio,
obteniendo un conjunto de ecuaciones discretas. Esto establece una clara diferencia entre este
método y el anterior, pues mientras en el método de las diferencias finitas la PDE se calculaba
directamente, en este método primero se integra, después se aproxima y por ultimo se resuelve.
Ademds, como usualmente se elige el centroide del volumen de control como punto donde almacenar
la informacién de la celda, es evidente que ninguno de estos centroides ocupard el contorno del
dominio, por lo que las condiciones de contorno no podran satisfacerse exactamente como si ocurria
en el método anterior. Se dice por tanto que la solucién obtenida estd en su forma débil, mientras
que antes se obtuvo en su forma fuerte.
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Pero sin duda la mayor diferencia que presenta este método frente al resto es la conservatividad
inherente su naturaleza. Sin entrar en detalle, esta caracteristica viene a decir que la ecuacién que
gobierna el método de los volimenes finitos es, en esencia, una ecuacién de balance. En capitulos
posteriores se detallardn las repercusiones que este hecho tiene y por qué lo convierte en el método
predilecto cuando se habla de CFD.

1.1.3 Método de los Elementos Finitos

Al igual que el método de los volimenes finitos, el método de los elementos finitos determina la
forma débil de la solucién al PDE. Sin entrar en mucho detalle, pueden distinguirse dos pasos
en la aplicacion de este método. En primer lugar, se transforma la forma fuerte de la PDE en la
forma débil. Para ello, se multiplican las ecuaciones por una funcién de prueba y se integra en el
dominio. La eleccion de los valores de la funcién de prueba vendra determinada por las condiciones
de contorno. En segundo lugar y previo a la aplicacién del método, se discretiza el dominio de
computacion en elementos convexos de tamaiio finito (normalmente, poligonos en el caso 2D o
poliedros en el caso 3D). Una vez llegados a este punto, se define la solucién y la funcién de prueba
como una combinacion lineal de funciones de forma (tantas como nodos haya). Sustituyendo en la
PDE pueden obtenerse los coeficientes de la combinacion lineal y, por tanto, la solucion (para una
funcién de forma escogida).

Histéricamente, el método de los elementos finitos se ha utilizado en la resolucién de problemas
de la mecdnica de sdlidos, mientras que el método de las diferencias finitas y el método de los
volimenes finitos se han usado tradicionalmente para resolver problemas de flujo y transmisién
de calor. No obstante, la flexibilidad que presenta el método de los elementos finitos a la hora de
elegir las funciones de forma y su grado permite refinar la precisién de la solucién hasta en las
geometrias mds complejas. Esta atractiva caracteristica ha suscitado la tendencia de buscar nuevos
métodos de elementos finitos que pudiesen ser extrapolados a los problemas de dindmica de fluidos
y transmisién de calor, en los que la propiedad de conservatividad es la prioridad. La inexistencia de
mecanismos que garantizasen la conservacion (local y global) en los métodos de elementos finitos
motivo el desarrollo de métodos como el CVFEM, un método hibrido entre el FVM y el FEM capaz
de asegurar conservacién y altamente empleado en los cédigos comerciales actuales. Sin embargo,
su estudio queda fuera del alcance de este proyecto, centrandose los esfuerzos tnicamente en el
FVM.

1.2 Historia del CFD

Desde las civilizaciones mds primigenias, el movimiento de los fluidos siempre ha suscitado gran
interés en la humanidad. El flujo del metal fundido, la corriente de agua en un rio o el azote del viento
han sido siempre cuna de fascinacién. En la Antigua Grecia, célebres cientificos como Arquimedes
comenzaron a sentar las bases de la hidrostdtica y desarrollaron los primeros métodos para calcular
densidades y volimenes. Durante el Renacimiento, Leonardo Da Vinci hizo grandes aportaciones
a la mecdnica de fluidos estudiando la superficie del agua y las olas. Ya en el S. XVII con la
llegada de Sir Isaac Newton se produjo un gran salto cualitativo en el entendimiento del movimien-
to fluidico, gracias a aportaciones como las Leyes de Newton y el concepto de viscosidad newtoniana.

Los siglos posteriores supusieron un avance mayusculo en este campo gracias al esfuerzo titdnico
de intentar describir matematicamente el movimiento de los fluidos. En el S. XVIII Bernoulli formu-
16 su célebre ecuacion, y Euler aporté las ecuaciones de flujo ideal (sin viscosidad) y sentd las bases
de la teoria potencial. Durante el S. XIX, el francés H. Navier y el irlandés G. Stokes postularon las
famosas ecuaciones de Navier-Stokes al introducir los términos viscosos en las ecuaciones de Euler.
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Estas expresiones en forma diferencial son las bases de la industria CFD moderna y conforman una
caracterizacién completa del movimiento fluidico, incluyendo la turbulencia. Este sistema altamente
no lineal y cuyas ecuaciones se encuentran fuertemente acopladas es extraordinariamente dificil de
resolver, y no ha sido hasta los afios 60 con el avance de las tecnologias digitales que ha sido posible
obtener soluciones vélidas a problemas de flujo en un tiempo computacional razonable. También en
el S. XX se hicieron grandes progresos en la dindmica de fluidos, con aportaciones como la teoria
de capa limite de L. Prandtl o la formulacién de distintos modelos turbulentos.

Con todo esto, la primera aplicaciéon CFD (en el sentido moderno) fue a manos del inglés L.
Richardson, quien desarrollé en 1922 un sistema numérico de prediccion climatoldgica basado en
celdas y diferencias finitas (que, desgraciadamente, result6 siendo un fracaso). Durante los afios 60 la
NASA contribuyé con numerosos métodos de calculo numérico que atn se usan actualmente en los
codigos CFD. En los afios 70 se propusieron métodos de diferenciacién como el upwind, asi como
ciertos modelos de combustion. En 1980 se publicé el libro Numerical Heat Transfer and Fluid Flow
de V. Patankar, posiblemente la obra mds influyente que existe a dia de hoy en lo que a CFD se refiere.

Ya entrados los afios 80, los cédigos comerciales CFD comenzaron a lanzarse al mercado de forma
masiva. Las grandes empresas adquirieron las licencias de ciertos softwares CFD y comenzaron a
incluir esta prictica en sus estrategias de disefio. Asi ha continuado siendo hasta dia de hoy, donde el
CFD forma parte del conjunto de herramientas esenciales dentro del marco de la ingenieria asistida
por ordenador. El desarrollo acelerado de los microprocesadores, a la par que la compactacién
del hardware y el abaratamiento de su fabricacién, han mejorado la velocidad de computacién de
manera exponencial, permitiendo obtener en segundos resultados andlogos a los que se obtendrian
en un tinel de viento y empleando inicamente un dispositivo versatil y al alcance de la mayoria.

1.3 Estado del arte en CFD

Para acometer la tarea de resolucién numérica de problemas relacionados con la dindmica de fluidos,
se necesitan potentes algoritmos implementados en softwares que permitan transformar las leyes
fisicas constituidas por las complejas ecuaciones de flujo en derivadas parciales en ecuaciones
algebraicas més sencillas y resolverlas de manera significativamente eficiente y rdpida. Como ya
se ha comentado, el alto potencial de esta herramienta hace que su uso se extienda por un amplio
rango de dreas de aplicacién, en particular aquéllas relacionadas con la industria aeroespacial,
siendo primordial en el estudio aerodindmico de aeronaves y turbomdquinas. El objetivo final de
los desarrollos en CFD es proporcionar una competencia comparable a la de otras herramientas
de ingenieria asistida por ordenador, como los c6digos de andlisis de tensiones. No obstante, la
tremenda complejidad de la fisica que subyace al andlisis CFD impide obtener resultados lo su-
ficientemente completos en un tiempo aceptable, aunque dicha tendencia estd cambiando en las
ultimas décadas con el desarrollo de supercomputadores de ltima tecnologia a precio asequible
y la implementacién de interfaces mas sencillas para el usuario. Estas nuevas caracteristicas han
provocado un reciente aumento del interés en este campo, introduciendo de lleno el CFD en la
comunidad industrial actual.

El alto potencial de este tipo de softwares comerciales justifica el elevado coste que supone adquirir
las licencias que permiten su uso, tipicamente rondando los $30.000. Sin embargo, este precio no
es comparable al que supondria reproducir experimentalmente muchos de los estudios o andlisis
que los cédigos CFD permiten realizar. La capacidad de estudiar sistemas mds alld de sus limites
nominales de operacién, reproducir condiciones peligrosas sin riesgos, el significativo decremento
del tiempo de anélisis o la gran facilidad para realizar estudios paramétricos y de optimizacién de
alta calidad sin costes adicionales son algunas de las ventajas Gnicas que convierten a los c6digos
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CFD en una herramienta muy atractiva en detrimento de la experimentacién. No obstante, y como
se verd mds adelante, la complejidad de este campo requiere que los usuarios de estos softwares
estén altamente cualificados y sean expertos en la materia para modelar correctamente el problema
objeto de estudio, y evaluar y discutir correctamente los resultados.
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Figura 1.1 Ejemplo de una simulacién CFD para el andlisis de una aeronave (imagen extraida de

[7D.

1.4 Estructura de los cédigos CFD

Para comprender como trabaja un software de CFD es necesario analizar internamente la estruc-
tura que lo forma. Cuando se realiza una simulacion, se han de llevar a cabo una serie de pasos
secuenciados que guardan relacion entre si. Tipicamente, pueden distinguirse tres elementos bien
diferenciados: pre-procesador, solver y post-procesador. A continuacién se describen detalladamente
cada una de las fases asociadas a estos elementos cuando se trata del FVM. Importante destacar que
la exposicion de las mismas se ha realizado fiel a [4].

1.4.1 Pre-procesador

En esta fase de la simulacién han de establecerse las bases del problema que se quiere resolver. En
primer lugar, es necesario definir el dominio computacional que impone la geometria del problema.
Seguidamente, se discretiza espacialmente dicho dominio en volimenes de control, que no son
mds que celdas en las que las ecuaciones del sistema deben satisfacerse. Por dltimo, habrd que
caracterizar fisicamente el problema estableciendo las propiedades del fluido en cuestién, impo-
niendo las condiciones iniciales y de contorno y teniendo en cuenta los fenémenos fisicos que
han de modelarse (turbulencia, radiacion, reacciones quimicas, etc.). Resulta interesante destacar
que esta tarea consume la mayor parte del tiempo de la simulacién. Todo paquete comercial debe
incluir una interfaz sofisticada que permita aprovechar al maximo el potencial de los cédigos CFD.
Simultdneamente, debe ser una interfaz intuitiva para que el usuario pueda caracterizar el problema
de la forma mds sencilla posible, definiendo correctamente todo lo anterior. El pre-procesador debe
poder transformar esta entrada de datos en una forma apropiada y legible para el solucionador.
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Es importante destacar que la variable en cuestién que se pretenda calcular como solucién al
problema de flujo objeto de estudio (temperatura, velocidad...) se obtiene en nodos ubicados en cada
volumen de control definido. Asi, la precision del método estard supeditada al nimero de celdas en
que se divide el domino, lo que es equivalente a decir que la solucién serd generalmente mas precisa
cuanto m4s fino sea el mallado propuesto. No obstante, un mallado més refinado requiere un mayor
nimero de operaciones y por tanto un mayor coste computacional. Para llegar a un compromiso
entre tiempo de computacion y precision de la solucion serd necesario definir un mallado adecuado.

De forma general, existen dos maneras de realizar el mallado: de forma estructurada y de forma
no estructurada.

e Mallado estructurado. Consiste en emplear elementos tipicamente cuadrildteros que con-
formen un disefio simple y adaptado a la geometria del problema en la divisién del dominio
computacional. Normalmente, las celdas de los mallados estructurados pueden ser ficilmente
identificadas por la terna {i,j,k}. Esto facilita enormemente los algoritmos al estar las celdas
vecinas igualmente identificadas de forma sencilla. Otra ventaja es que la manera en que se
guarda la informacién suele ser mds directa y sencilla que en el caso no estructurado. Ademads,
el hecho de disponer los elementos de forma alineada con la direccién del flujo facilita la
convergencia del solver. El principal problema radica en que un mallado estructurado puede
no adaptarse correctamente a la geometria cuando esta es compleja. En la Figura 1.2 puede
encontrarse un ejemplo de un mallado estructurado, ficilmente reconocible por presentar un
patrén que se repite en toda la malla.
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Figura 1.2 Ejemplo de mallado estructurado para un perfil aerodindmico (imagen tomada de [3]).

e Mallado no estructurado. Cuando resulta dificil realizar un mallado estructurado debido a la
complejidad de la geometria, es necesario recurrir a mallados no estructurados. Tipicamente
estan conformados por celdas triangulares que no siguen un patrén fijo, y cuyas vecindades
locales se disponen de manera arbitraria, inhabilitando la posibilidad de definirlas mediante
la terna {7, j,k}. Esto provoca que el almacenamiento de la informacién sea mas costoso, pues
aparece la necesidad de guardar en la memoria la conectividad de las celdas. Ademds, al no
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estar alineadas con la direccién del flujo, la convergencia suele ser més lenta. En la Figura
1.3 puede observarse un mallado no estructurado. Son los més usuales en las aplicaciones
CFD gracias a su adaptabilidad frente a geometrias complejas.
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Figura 1.3 Ejemplo de mallado no estructurado para un perfil aerodindmico (imagen tomada de

[4D.

Existe otro tipo de mallado que busca el compromiso entre los estructurados y los no estructu-
rados. Son los conocidos como mallados estructurados por bloques, en los que el dominio se
divide arbitrariamente en sub-regiones que, internamente, se comportan como mallados estruc-
turados. Aunque se trata de una disposicidn de gran utilidad, queda fuera del alcance de esta memoria.

En definitiva, algo comtn a cualquier estructura es que el mallado 6ptimo debe ser no uniforme,
con una mayor densidad de nodos en las regiones donde la variable fluida de interés tiene variaciones
grandes, y mas espaciados cuando dichas variaciones son pequeiias.

La tendencia actual estd enfocada al desarrollo de c6digos con una capacidad de adaptabilidad
automadtica en funcién de las condiciones del problema, delegando en el propio cédigo algunas de
las decisiones que el usuario debe tomar en la definicién del sistema, y que normalmente abarcan la
mayor parte del tiempo en la industria del CFD.

1.4.2 Solucionador

Usualmente conocido por su voz inglesa, solver, es el nicleo de la estructura de los cédigos CFD y
donde se encuentran embebidos los métodos numéricos que permiten lidiar con los problemas de
flujo. Dentro de las técnicas de resoluciéon numérica pueden distinguirse tres vertientes, ya descritas
en el Capitulo 1.1: método de las diferencias finitas, método de los volimenes finitos y método de
los elementos finitos. Como ya se ha comentado, se centrardn los esfuerzos en el método de los
volimenes finitos (FVM), también denominado método de los volimenes de control (CVM), un
tipo de formulacién en diferencias finitas de extendido uso en los c6digos CFD habituales y cuyo
algoritmo consta de los siguientes pasos:
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e Integracion de las ecuaciones que gobiernan el problema en todos los volimenes de control
en los que se ha dividido el dominio fluido. Es este paso el que distingue al método de los
voliimenes finitos de otras técnicas empleadas en CFD. La diferencia radica, como se ha
comentado en otras ocasiones, en la relacion entre el algoritmo numérico y los principios de
conservacion de la fisica del problema.

e Discretizacion de las ecuaciones integrales para generar un sistema de ecuaciones algebraico.
Como se verd mds adelante, existen numerosas técnicas que implementan los c6digos CFD
para el tratamiento de los términos convectivos, difusivos y transitorios.

e Resolucion del sistema de ecuaciones algebraico mediante el uso de métodos iterativos.
Existe toda una rama de las matemaéticas dedicada al estudio de algoritmos que optimizan la
resolucion de sistemas de ecuaciones algebraicos. No obstante, este andlisis queda fuera del
alcance de este documento.

En efecto, la prevalencia de este método frente a otras técnicas CFD estriba en la integracion
sobre los volimenes de control, estableciendo la conservacién de las magnitudes de interés en cada
célula que compone el mallado. Asi, el algoritmo empleado no es mds que una manifestacion de los
principios fisicos de conservacién subyacentes, lo que facilita la comprension de este método en
comparacién con los métodos diferenciales o de elementos finitos. La conservacion de una variable
fluidica genérica (que en adelante se denominard por la letra ¢) en un volumen de control puede
entenderse como un balance neto entre los procesos que tienden a incrementar la variable y los que
tienden a disminuirla. Sin pérdida de generalidad, este balance puede expresarse (con palabras) de
la siguiente forma (véase [4]):

Tasa de cambio Incremento neto Incremento neto Incremento neto
de ¢ conrespecto de ¢ debido a de ¢ debido a N de ¢ debido a
al tiempo en el conveccion en el difusién en el generacion en el
volumen de control volumen de control volumen de control volumen de control

Dentro de los cédigos CFD se encuentran embebidos las técnicas y modelos apropiados para el
tratamiento de los fenémenos de transporte, a decir: conveccién (transporte asociado al flujo),
difusion (transporte asociado a las variaciones de ¢ entre diferentes puntos), generacion (transporte
asociado a la creacion o destruccion de la magnitud ¢) y el transporte asociado a la tasa de cambio
con respecto al tiempo. Estos modelos usualmente requieren resolver sistemas lineales mediante
métodos iterativos. Son muchos y variados los algoritmos que proporcionan resultados adecuados a
la hora de resolver este tipo de sistemas, y su desarrollo abarcaria un capitulo completo. Por ello,
no se ahondard en el presente informe en el estudio de dichos algoritmos, sino que se emplear4 el
comando \ de MATLAB para resolver los sistemas del tipo Ax = b = x = A\b. Esto puede hacerse
sin cavilaciones puesto que MATLAB posee algoritmos internos para detectar automéaticamente la
estructura de la matriz A y aplicar el método méds apropiado.

1.4.3 Post-procesador

Una vez llevada a cabo la simulacidn, el paso tltimo del andlisis CFD consiste en la adquisicion,
tratamiento e interpretacion de la informacién obtenida. Para poder extraer conclusiones relevantes
en relacion con el estudio llevado a cabo es de vital importancia la eleccién de las variables que se
quieren graficar. De forma parecida a lo comentado en el pre-procesamiento, el post-procesador de-
berd contar con aptitudes similares, disponiendo de potentes herramientas gréaficas de visualizacién
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de datos que faciliten la interpretacion de los resultados y la exportacién de los mismos para su
uso mads alla de los codigos. Asi, es imprescindible que el post-procesador cuente con la capacidad
de manipular las superficies 2D o 3D generadas y mostrar su mallado o representar los resultados
mediante campos vectoriales apoyados en cédigos de colores o isolineas, entre otras funciones.

Aunque, como ya se ha comentado, mds del 50 % del tiempo empleado en la industria de los
c6digos CFD se consume en la generacion del mallado y la definicién de la geometria, esta actividad
compete enteramente al usuario y estard condicionada por la experiencia y habilidad que éste
presente en el manejo de pre-procesadores y post-procesadores CFD. Como este asunto queda
fuera de alcance, en este documento se estard particularmente interesado en el solver, por ser el
elemento en el que se encuentran embebidos los algoritmos que permiten la resolucién numérica
del problema.

1.5 Ecuacion de transporte

Las ecuaciones que gobiernan el flujo de fluidos se infieren de las ecuaciones de conservacién
paradigmadticas de la fisica:

¢ Conservacion de la masa. La masa de fluido se conserva.

¢ Conservacion de la cantidad de movimiento. La variacion de la cantidad de movimiento es
igual a la suma de todas las fuerzas en la particula fluida (Segunda Ley de Newton).

* Conservacion de la energia. La variacion de la energia es igual a la suma de las variaciones
de calor y trabajo en la particula fluida (Primera Ley de la Termodindmica).

El desarrollo fisico-matematico de dichas expresiones aplicado a una particula fluida lleva a la
formulacién del sistema de ecuaciones que gobierna el problema tridimensional de transferencia de
flujo y calor en fluidos newtonianos compresibles, las extendidamente conocidas ecuaciones de
Navier-Stokes. Dicha formulacién es vilida siempre que se conciba el fluido como continuo. Esto
es, la descripcion del comportamiento del fluido segtin sus propiedades macroscépicas (densidad,
velocidad, presion, temperatura...), ignorando los efectos de estructura y movimiento molecular.
Asfi, una particula fluida serd el elemento de fluido més pequeiio posible cuyas propiedades macros-
cOpicas no se ven influenciadas por el comportamiento molecular.

Sin entrar en su demostracidn, las ecuaciones de Navier-Stokes presentan la siguiente forma para
un fluido newtoniano compresible (véase [2]):

Ecuacion de continuidad:

dp
—+V-(p¥)=0 1.1
5 TV (pY) (1.D)

Ecuacion de cantidad de movimiento:

W - 2
pE—va'Vv:—Vp—l-V-(‘qu)—t-pfm (1.2)
Ecuacion de la energia:
de B

pE—va-Ve:—pV-v—i—g.Vv—i—Q,—i—Qq—i—V-(kVT) (1.3)

Adicionalmente bajo la suposicion de fluido ideal y equilibrio termodindmico, se tiene:
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Ecuacion de los gases ideales:

=p(p,T) e=e(p,T) — nggT e=c,T (1.4)

En estas expresiones, ¢ denota el tiempo, fm es el vector de fuerzas madsicas, c, es la capacidad ca-
lorifica del gas a volumen constante, k su conductividad térmica, 7’: Vv es el término de disipacién
de energia cinética interna, 0, y O, son las potencias calorificas que, por unidad de volumen, recibe
el fluido por radiacién y reaccion quimica, respectivamente, R, = Mim =cp,—c,=¢ (y—1),Res
la constante universal de los gases, ¢, la capacidad calorifica del gas a presion constante, e es la
energia interna del ﬂuido M,, la masa molecular del gas y 7y el coeficiente de dilatacién adiabdtica

(para el aire, R, = 287 ¢ 1( zyy=14).

Asi, se conforma un sistema de siete ecuaciones (debido a que la ecuacién de cantidad de mo-
vimiento es una ecuacién vectorial que equivale a tres ecuaciones escalares) y siete incégnitas
(p,T,p,V,e) alas que, adicionalmente, habrd que imponer unas condiciones iniciales y de contorno
adecuadas.

Debido a la similitud que presentan entre si las ecuaciones de Navier-Stokes, es posible reescri-
birlas en una Unica ecuacidn que representa la evolucién de una magnitud o propiedad genérica,
denotada por ¢. Se llega asi a lo que se conoce como ecuacion de transporte para la propiedad ¢:

a(gt¢) +V-(p9F) =V (T'V9) +5, (1.5)

En el primer miembro aparecen los términos de variacién temporal y transporte convectivo, y en el

segundo los términos de transporte difusivo y generacion, respectivamente. Esta ecuacidn constituye

un punto de partida para los algoritmos computacionales convencionales en el FVM. El paso clave

de este método consiste en integrar dicha expresion en un volumen de control tridimensional (en el
caso mas genérico), resultando:

/VC <gt¢ dV+/ V- (p¢v)dV = /V (T'V¢) dV+/ SpdV (1.6)

Reescribiendo los términos convectivo y difusivo como integrales de superficie cerrada (aquélla
que contiene al volumen de control) mediante la aplicacién del Teorema de la Divergencia de Gauss,
la ecuacién (1.6) puede reescribirse como:

a i i — 7
at( ch¢dv> +/An'(p¢")dA—/An (I'Vo)dA+ VCS¢dV (1.7)

Esta expresion tiene un claro significado fisico que puede ser facilmente interpretado analizando
individualmente cada uno de los términos. El primero de ellos representa la tasa de cambio total
de la cantidad de propiedad ¢ que hay en el volumen de control. El producto escalar 7i - (p§V)
expresa la componente de flujo de ¢ en la direccién de la normal exterior de la superficie que
encierra al volumen de control. Asi, el segundo término estd asociado al decremento neto de ¢ en
el elemento fluido debido a conveccién. El flujo difusivo es por definicion positivo en la direccién
negativa del gradiente, por lo que el producto 7i- (['V¢9) = —ii- (—I'V¢) puede interpretarse como
la componente del flujo difusivo positivo en la direccién del vector normal interior de la superficie
del volumen de control. Por tanto, el primer término del segundo miembro representa el incremento
neto de ¢ en el elemento fluido debido a difusion. El dltimo término de la expresién simboliza
el incremento de ¢ debido a las fuentes de generacién de ¢ internas en el elemento fluido. Esto
pone de manifiesto con mayor claridad lo que ya se habia declarado con anterioridad: la integracién
de la ecuacion de transporte equivale a una ecuacién de conservacion de la propiedad fluida ¢ en
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un volumen de control macroscépico y finito. Este elemento fluido puede caracterizarse segin la
siguiente figura:

OX

I
—

P
°

(2, y,2)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
4 1

Figura 1.4 Definicion del volumen de control.

El caso mds general posible es un volumen de control cibico acotado por seis caras. Siguiendo la
nomenclatura de obras como [1] o [4], se denotardn estas caras por N, S, E, W, T y B, haciendo
referencia a North, South, East, West, Top y Bottom, respectivamente. Esta denominacién se hace
segtin la direccién positiva de los ejes cartesianos, también representada en la Figura 1.4. Cuando
se haga referencia a una celda dentro de un mallado, se usara P para nombrar al nodo de la celda
en cuestion, N, S, E, W, T y B para denotar a los nodos de las celdas vecinas, y n, s, e, w, t y
b para las caras entre ellas. Es interesante resaltar que P = (x,y,z) estard ubicado normalmente
en el baricentro del volumen de control de forma que la magnitud de dicha celda sea lo més
representativa posible. Cabe destacar ademds que todas las propiedades fluidas son funcién del
tiempo y del espacio, por lo que estrictamente hablando habria que escribir ¢ = ¢ (x,y,z,¢) en todo
momento. No obstante, por economia de la escritura, se dard por hecho dicha dependencia funcional
sin necesidad de expresarla. En los capitulos venideros se aplicardn las expresiones desarrolladas a
problemas convectivo-difusivos pricticos y se obtendrdn y analizardn los resultados.

Es necesario destacar la fuerte influencia que en adelante tendrdn las obras de Versteeg ([4]) y
Mazumder ([6]) a la hora de explanar los principales capitulos de este proyecto. Sin embargo, una
aportacion importante de este TFG ha sido el desarrollo de programas en MATLAB propios que
permiten refinar arbitrariamente el mallado en los problemas y ejemplos mostrados. Los cédigos
m4s representativos se han incluido en la memoria, mientras que los que pueden resultar redundantes
o captan menos fielmente la esencia del FVM estdn contenidos en el Apéndice ??. Ademds, para
poder comparar los resultados de los programas propios con los de la literatura, se han reproducido
en ocasiones algunos de los problemas (con los mismos datos) que se incluyen en estas obras.






2 FVM para problemas
convectivo-difusivos en 1D

na vez definida la naturaleza de la ecuacién de transporte se va a desarrollar el método numérico
basado en su integracidn, a decir, el FVM. Primeramente va a considerarse el proceso de
transporte mds simple posible: difusion estacionaria pura en el caso unidimensional. Posteriormente
y de forma progresiva, se irdn introduciendo los términos convectivos y no estacionarios hasta llegar
al estudio de un problema de cardcter general para el caso unidimensional. Es de vital importancia
resaltar la fuerte influencia que ha tenido la obra de Versteeg y Malalasekera ([4]) en el orden de
exposicion del capitulo, las ilustraciones mostradas y los ejemplos exhibidos.

2.1 Problema difusivo, estacionario y unidimensional

En el caso estacionario y en ausencia de conveccion, la integracion de la ecuacion de transporte

queda:
/ﬁ’~ F@Ex dA+/ SedV =0 2.1
A dx vC

Para caracterizar y resolver el problema hay que realizar fundamentalmente tres pasos: generacién
del mallado, discretizacion de las ecuaciones y resolucion del sistema. A continuacion se describirdn
sucintamente cada una de estas etapas. Aunque para ilustrar esta explicacion servird de ejemplo el
caso estacionario sin conveccion, este desarrollo es extrapolable al resto de problemas. La razén
es que la estructura, que no es més que un mero reflejo de la que se expuso en el Capitulo 1.4, es
idéntica en todos los problemas.

2.1.1 Mallado del dominio unidimensional

En primer lugar, es necesario dividir el dominio en volimenes de control finitos en los cuales
discretizar las ecuaciones. En el caso unidimensional, cada uno de ellos quedard completamente
caracterizado por un nodo y dos caras laterales. En casos multidimensionales, de forma tradicional
bastard con un nodo y cuatro o seis caras laterales si se utilizan cuadrildteros o hexaedros, res-
pectivamente. Es habitual definir los volimenes de control ubicados en los extremos del dominio
de forma que sus caras laterales coincidan con los limites fisicos del dominio, facilitando asf la
implementacion de las condiciones de contorno.

Existen distintas préicticas para disponer estos elementos segin se quiera generar un mallado
uniforme o no uniforme. Como ya se ha comentado anteriormente, lo mds usual en la resolucién

13
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de la mayoria de problemas en ingenieria es el empleo de mallas no estructuradas, con mayor
refinamiento en regiones donde las variaciones de la variable en estudio son mds acusadas. Adn en
mallas estructuradas, la disposicion de las caras y los nodos puede prescindir de homogeneidad en
busca de una malla mds eficiente, refinada en zonas con gradientes elevados. Citando [1], son dos
los procedimientos méds habituales para la generacién de mallas no homogéneas:

* Procedimiento A. Se definen primero los nodos y después se localizan las caras de los
volimenes de control en los puntos medios entre nodos. Este procedimiento se ilustra en la
Figura 2.1.

\ Volumen de control \

dzww ‘ dxwp 0T pe ‘ 0Ter
\

Szwp drpp

4

- =0
——

m——

——

0xww = 0Twp 0z pe = 6Tep

Figura 2.1 Mallado no homogéneo segtn el procedimiento A.

* Procedimiento B. Se ubican primero las caras de los volimenes de control y después se
colocan los nodos en los puntos medios entre caras. Este procedimiento se ilustra en la Figura
2.2.

Volumen de control

0xwp = 0T pe

Figura 2.2 Mallado no homogéneo segtn el procedimiento B.

Es m4s recomendable optar por la prictica B en detrimento del primer procedimiento cuando se
quiere trabajar con mallas no uniformes. La justificacion de dicha eleccidn, junto con un andlisis
detallado de las ventajas y desventajas de ambos métodos, puede encontrarse en [1]. Sin pormenorizar
los detalles, puede decirse que en la practica A los métodos de aproximacién mediante diferencias
centradas para computar los valores de una propiedad en las caras son mds precisos que en la préctica
B, pues las caras se encuentran en los puntos medios entre nodos. Por otro lado, en la practica
B los valores de ¢ en los nodos son mas representativos al localizarse el nodo en el centro de la
celda, cosa que no sucede en la practica A. No obstante, por simplicidad, los capitulos venideros se
desarrollardn en base a una malla uniforme (nodos equiespaciados).

2.1.2 Discretizacion de las ecuaciones

El siguiente paso consiste en particularizar la ecuacion integral de transporte para cada uno de los
volimenes de control, resultando:
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d¢
' A —

d [ _do do
= (re= =T An,—
/Avdx< dx)dV+ | 4V =TAn

+SAV =0 (2.2)
e w
Esta expresion pone de manifiesto la caracteristica antolégica y de fécil interpretacion fisica que
diferencia al método de los volimenes finitos del resto de métodos numéricos y que ya ha sido
citada en ocasiones anteriores; la expresion (2.2) representa una ecuacion de balance en el volumen
de control.

Nétese que, aunque la solucién del problema se obtiene en los nodos, éstas ecuaciones discre-
tizadas requieren evaluar los parametros caracteristicos del sistema y los gradientes en las caras
de los volimenes de control. Para ello, es necesario desarrollar un modelo que permita aproximar
correctamente estos valores. La forma mds simple de acometer esta tarea pasa por utilizar una
interpolacion lineal entre nodos para determinar los valores en las caras. Definiendo las funciones
de interpolacién g,, y g,. estos valores pueden expresarse de la siguiente manera:

X, — X
L, :gwrP+(1 _gw>rW donde 8w = w W (2.3)
Xp —Xw
Xr — X
,=g,Ip+(1-g)Tg  donde g, =-E—"¢ (2.4)
XE —Xp

En el caso de trabajar con una malla uniforme, g,, = g, = 0.5 y el valor en las caras no serd mas
que la semisuma de los valores en los nodos adyacentes a la cara. Es decir:

Ip+T I'p+T'
r,= _PTW r,= _PTE (2.5)
2 2
Asimismo, para el caso de los términos difusivos se empleara lo que se conoce como método de
las diferencias centradas, una aproximacién de segundo orden (solo si la malla es uniforme) que da
buenos resultados gracias a la propia naturaleza de la difusién, que se transporta homogéneamente

en todas direcciones. Asi, estos términos pueden expresarse como:

9| 9p— oy 9| 9 —p

_ = 2.6
dx|, xp—xy dx|, xp—xp 2.6)
Introduciendo estas expresiones en la ecuacion (2.2) se obtiene:
—FeAeneM - rWAWnWM =SAV 2.7)
Xg —Xp Xp — Xy

Definiendo D, =T ,An,/(xg —xp) y D,, =T, A, n,,/(xp — xy ) como términos asociados al flujo
difusivo y reordenando se llega a:

DW¢W+(D€_DW)¢P_D€¢E:§AV (2.3)

Que puede expresarse como:

ay Py +ap Op + ag Oy = agp (2.9)

El término agp depende del modelo de fuente que se utilice. Es importante resaltar que esta
ecuacion discretizada representa la expresion tipica alrededor de la cual girardn todos los modelos
que se desarrollardn a lo largo de la memoria.
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2.1.3 Resolucidn del sistema

La expresion genérica a la que se ha llegado en el subapartado anterior es aplicable a todos los nodos
internos (aquéllos cuyas caras no coinciden con los limites fisicos del problema). Para los volimenes
de control limitrofes, la ecuacién general debe modificarse para incluir las condiciones de contorno
del problema en cuestién. Asi, se llega a un sistema de ecuaciones algebraico lineal de la forma
Ax =b 6 Ap = b cuya solucidn serd el valor de la propiedad ¢ en cada uno de los nodos. A continua-
cion se describe el ensamblaje de la matriz de coeficientes A y el vector de términos independientes b.

En primer lugar, se define el indice I para recorrer las celdas del dominio, de forma que para las
celdas interiores (/ =2 : N — 1) debe verificarse la siguiente expresion:

aw (1) ow (1) +ap(I) ¢p(I) +ag(I) g (1) = agp() (2.10)

Esto puede representarse en términos de la matriz A y del vector de incdgnitas ¢ de la siguiente
forma:

ALT=1)0(I—1)+AI ) ¢(I)+AUI+1) (I +1) = b(I) (2.11)

En la ecuacion (2.11) se ha tenido en cuenta que ay (1) = A(I,I—1), ap(I) = A(L,1), ag(I) =
ALI+1), o0 (1) =0(I—1),0p(I) =¢(I), o (I) = ¢(I+ 1) y agp(I) = b(I). Asi, puede decirse
que cada fila de la matriz A representa una celda, y los valores no nulos de cada fila representan o la
influencia de dicha celda sobre si misma (elementos diagonales de A) o de las celdas adyacentes
sobre la celda en cuestion (elementos extradiagonales de A).

Las celdas fronterizas del dominio requieren un tratamiento particular para incluir las condiciones
de contorno. A lo largo de esta memoria Unicamente se van a considerar dos tipos de condiciones de
contorno: la condicién de contorno de Dirichlet, que se corresponde con la situacion de ¢ impuesto,
y la condicién de contorno de Neumann, que equivale a imponer un flujo (d¢/dx). Existe una
tercera denominada condicién de contorno de Robin, que no es mds que una composicién de las
dos anteriores, y que no se incluird en esta memoria por simplicidad (hace engorrosas las ecuaciones).

Por tanto, para la condicién de contorno izquierda (I = 1), se tiene la siguiente expresion:

AL 6(1)+A(1,2)9(2) = b(1) (2.12)

Segtin el escenario, los coeficientes simbolizardn unas expresiones u otras. Para el caso de tem-

peratura impuesta, se tiene que A(1,1) =ap(1),A(1,2) =ag(1) y b(1) = agp(1) — ay (1) ¢. Por

contra, para la situacién de flujo impuesto se tendria que A(1,1) = ay (1) +ap(1), A(1,2) = ag(1)
y b(1) = asp(1) +aw (1) g /D, (1).

Por otro lado, para la condicion de contorno derecha (I = N), se tiene la siguiente expresion:

A(N,N—1)¢(N —1)+A(N,N)¢(N) = b(N) (2.13)

De nuevo, los coeficientes adoptardn unas expresiones u otras segun el escenario. Para el caso
de temperatura impuesta, se tiene que A(N,N — 1) = ay (N), A(N,N) =ap(N) y b(N) = agp(N) —
ag(N) ¢g. Por contra, para la situacién de flujo impuesto se tendria que A(N,N — 1) = ay (N),
A(N.N) = ap(N) +ag(N) y b(N) = agp(N) — ap(N) 4g/D,(N).

La expresiones (2.11)-(2.13) tomadas de forma conjunta dan lugar a un sistema de ecuaciones
lineales tridiagonal cuya solucién son los valores ¢ (1),9(2),...,¢(N), que denotan los valores de
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¢ en los nodos de las celdas I = 1 : N. Existe una rama completa de las matemdticas dedicada
especificamente a la resolucién de un sistema matricial de esta naturaleza. No obstante, las diferentes
técnicas aplicables quedan fuera del alcance de este proyecto. Se empleard el comando \ de MATLAB
para resolver este tipo de sistemas.

2.1.4 Aplicacion practica 1D

Como aplicacion ilustrativa del FVM en este capitulo, se considera como problema paradigmatico
(basado en [4]) uno de los casos mds sencillos posible, y que se describe a continuacion.

Considérese una placa de espesor L = 3 ¢m como la mostrada en la Figura 2.3, donde se asume
que sus dimensiones a lo largo de las coordenadas y y z son lo suficientemente grandes como
para tener en cuenta Gnicamente los gradientes en la direccién x. Se supondra que la placa esta
fabricada en un material cuya conductividad térmica es k = 0.75W /m K, que una resistencia interna
proporciona una generacion volumétrica de calor de valor g = 1500kW /m?® y que las paredes A y B
se encuentran a un temperatura de 7y = 50C° y Ty = 250C°, respectivamente.

o T 1
w
| Jz/2 ox | oz Jz/2 |

Figura 2.3 Representacion del problema descrito.

En estas condiciones, se sabe que la ecuaciéon que gobierna este problema es la siguiente:

d (. dT
— | k— =0 2.14
dx< dx>+q (214

Considérese el dominio dividido en diez voliumenes de control uniformemente distribuidos.

Integrando sobre cada volumen de control se obtiene:

d ( dT dT
— | k— | dV SdV = k,An,—
/AVi dx < dx ) + AV; efelte’ gy

Notese que el resultado es idéntico al que se obtuvo en la formulacién general con la salvedad de
que el coeficiente de difusion (I'), la propiedad escalar (¢) y el término de generacion media )
genéricos han sido sustituidos por el coeficiente de conductividad térmica (k), l1a temperatura (7)) y la
generacion volumétrica (g), respectivamente. Aproximando los gradientes mediante interpolaciones
lineales se llega a la siguiente expresion:

AV, =0 (2.15)

w

T
+kAnd—
x

WWWd

e

Ty - T, Tp—T,
—k,A,n,E—L _k A n,L—Y =gAV, (2.16)
Xg —Xp Xp — Xy
Pare este problema en particular se tiene que k, = k,, =k, A, =A, =A,n,=1yn, = —1 por

lo que reordenando y definiendo D, = kA/(xz —xp), D,, = —kA/(xp —xyy) y AV, = A (x, — x,,) de
forma equivalente al caso genérico presentado en el subapartado anterior, se obtiene:
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D, Ty + (D, —D,)Tp—D,Ty = qAV, (2.17)

Que puede expresarse como:

aW TW +apr+aE TE :aSP (218)

Esta ecuacién serd vilida para los nodos intermedios (i = 2,3,...,9). Paralosnodosi=1ei= 10
serd necesario implementar las condiciones de contorno. Para la frontera izquierda (i = 1), se tiene
que:

Ty —T, Tp—T,
—k,Agn,~E—L _k,Ayn, L—2 = 4AV, (2.19)
XE—XP XP—XA

Reordenando términos y simplificando segtin las condiciones del problema:

kA kA kA kA
)Tp— Tg =qAV, +
Xg —Xp Xp — Xy Xg —Xp Xp — Xy

T, (2.20)

Que puede expresarse de forma equivalente al caso de nodos intermedios, dando lugar a la
ecuacion discretizada que permite calcular las variables en el primer nodo:

apl TP -i-aE] TE = Clspl - aW] TA (221)

De forma similar, para la frontera derecha (i = 10), se tiene que:

Ty —Tp Tp— Ty
—kgAgng—— —k,A =qAV, 2.22
B BanB_xP w WanP_xW qAV1o (2.22)

Reordenando términos y simplificando segtn las condiciones del problema:

kA kA kA kA
+ )Ip— Ty = qAV)p+
Xp —Xp Xp — Xy Xp — Xy Xp —Xp

Ty (2.23)

Que puede expresarse de forma equivalente al caso de nodos intermedios, dando lugar a la
ecuacion discretizada que permite calcular las variables en el dltimo nodo:

anO TW +Clpl0 TP = asplo —aElo TB (224)

Una vez obtenido el conjunto de ecuaciones discretizadas que caracterizan cada uno de los nodos,
se estd en condiciones de resolver el sistema lineal por cualquiera de los métodos convencionales y,
en el caso particular de esta memoria, a través del comando \ de MATLAB concebido para dicha
finalidad.
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Figura 2.4 Solucién proporcionada por el FVM para el problema descrito.
Para evaluar la precision del método desarrollado lo ideal es comparar los resultados obtenidos

numéricamente con la solucién analitica del problema. Esto no siempre es posible, pues segin la
naturaleza del problema puede existir o no dicha solucién. No obstante, la ecuacion diferencial

(2.14) que gobierna el problema planteado es sencilla de resolver por los métodos tradicionales.

Integrando dos veces con respecto de x y aplicando las condiciones de contorno, se llega a:

Ts —T,
T(x)= BL A+2ik(L—x) x+T, (2.25)

Se muestra a continuacién una tabla que contiene el error relativo cometido con la solucién
numérica que proporciona el FVM (discretizando el dominio en 5 volimenes fluidos), asi como
una comparacién gréfica. Puede observarse que, incluso empleando un mallado poco refinado la
precision que se obtiene es mds que aceptable. Si se quisiese mejorar la precision de los resultados,
bastaria con aumentar el nimero de volimenes de control, tal y como muestra la Figura 2.6.

Tabla 2.1 Valores del campo de temperaturas y error relativo cometido por el FVM empleando 5
nodos equiespaciados.

Nodo 1 2 3 4 5
Solucién FVM (°C) 160 308 384 388 320
Solucién Exacta (°C) 151 299 375 379 311
Error Relativo (%) 5.9603 3.0100 2.4000 2.3747 2.8939
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Campo de Temperaturas
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Figura 2.5 Comparacion entre la solucion exacta y la obtenida mediante el FVM empleando 5 nodos
equiespaciados.
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Figura 2.6 Comparacion entre la solucion exacta y la obtenida mediante el FVM empleando 25
nodos equiespaciados.
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Estos resultados han sido obtenidos con un nimero N de nodos distribuidos de forma equiespa-
ciada. No obstante, para ilustrar el concepto de mallas no homogéneas presentado en la Seccién
2.1.1, se exponen a continuacién dos generaciones de malla alternativas para resolver el problema.
Ambas seran obtenidas mediante el procedimiento B descrito en la Figura 2.2. En primer lugar,
considérese el caso en que la ubicacién de las caras se establece de forma aleatoria a lo largo del
dominio. En tal escenario, se obtienen los siguientes resultados:

Tabla 2.2 Valores del campo de temperaturas y error relativo cometido por el FVM empleando 5
nodos ubicados aleatoriamente.

Nodo 1 2 3 4 5
Soluciéon FYM (°C)  56.55  238.35 351.16 380.72 400.91
Solucién Exacta (°C) 56.51  214.55 347.23 378.49 359.08
Error Relativo (%) 0.0564 11.0918 1.1336 0.5877 11.6493

Campo de Temperaturas
450 \ \ \

400 1

350 - 1

300 [ 1

200 1

150 - 1

100 - —©6— Solucién con FVM 1

Solucién exacta

50 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

m

Figura 2.7 Comparacion entre la solucién exacta y la obtenida mediante el FVM empleando 5 nodos
ubicados aleatoriamente.

Si se comparan los valores presentados en la Tabla 2.1 y la Tabla 2.2 puede comprobarse que una
distribucién arbitraria dard como resultado, por lo general, un error absoluto maximo mayor que en
el caso homogéneo, siendo por tanto preferible elegir esta distribucion frente a la aleatoriamente
inhomogénea.

Otra opcidén para generar un mallado no uniforme consiste en realizar el cambio de variable
x=L/2(1—cosB), donde x denota la posicién de las caras y 6 se malla uniformemente en el
intervalo [0, 7). Este cambio de variable tiene como consecuencia la generacién de una malla
con mayor densidad de nodos en los extremos del dominio, lo cual puede ser beneficioso para
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reproducir correctamente posibles gradientes elevados de ¢ en dichos limites (por ejemplo, su uso
es fundamental en el estudio de la capa limite). Esto se ejemplifica a continuacion:

Campo de Temperaturas
400 T T T T T

T

350

300

250

T(°0)

T

200

150

100 -

—6— Solucién con FVM

Solucién exacta

50 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
m

Figura 2.8 Comparacion entre la solucién exacta y la obtenida mediante el FVM empleando 50
nodos con mayor concentracion en los extremos.

Para que sirva de ejemplo al lector, se introduce a continuacién el c6digo MATLAB desarrollado
para resolver el problema descrito. En dichas lineas puede apreciarse ficilmente la construccién
de la matriz A segun lo establecido en la Seccién 2.1.3, asi como la generacién de la malla, el
post-procesamiento y la gestién de la informacion.

%% PROBLEMA DE DIFUSION PURA

1
2

3 clear all; close all; clc
4

5 TablaErrores = [];

6

7 % MALLADO

8

L = 0.03; % Longitud placa (m)
= 5; % Numero de Nodos

5 = 3
=

caras = linspace(0,L,N+1); 7 Nodos Equiespaciados

13

14 % caras_theta = linspace(0,pi,N+1); % Nodos Concentrados en Extremos
15 % caras = L/2%(1 - cos(caras_theta));

17 % rng = [0,L*rand(1,N-1),L]; % Nodos Aleatorios
18 % caras = sort(rng);

20 for i = 2:length(caras)
21 nodos(i-1) = (caras(i) - caras(i-1))/2 + caras(i-1);
22 end
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80
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% DATOS

Gamma_w = 0.75*ones(N,1); % Conductividad Térmica (W/(m*K)) -> CTE
Gamma_e = 0.75%ones(N,1); Y’ Conductividad Térmica (W/(m*K)) -> CTE
Aw = 1xones(N,1); % Area Transversal (m~2) -> CTE

Ae 1*xones(N,1); % Krea Transversal (m~2) -> CTE

nw = -ones(N,1); % Vector Normal (nw=-1 cte para caras west)

ne ones(N,1); % Vector Normal (ne=1 cte para caras east)

Fw = zeros(N,1); % Flujo (F=0 por ser problema de difusidén pura)
Fe = zeros(N,1); % Flujo (F=0 por ser problema de difusién pura)
q = 1500e3+*ones(N,1); % Generacidn Volumétrica de Calor (W/m~3)

TA = 50+273; % CdC Izquierda: phi impuesto (K)

TB = 250+273; % CdC Derecha: phi impuesto (K)

% COEFICIENTES

for

end

I=2:
gw(I)
ge(I)
Dw(I)
De(I)
aW(I)
aP(I)
akE(I)

aSP(I) = q(I)*Ae(I)*(caras(I+1) - caras(I)); % Término Asociado a la Generacidn

N

-1

(caras(I) - nodos(I-1))/(nodos(I) - nodos(I-1)); % Factor Interpolacidn
(caras(I+1) - nodos(I+1))/(nodos(I) - nodos(I+1)); 7’ Factor Interpolacidn

= Gamma_w(I)*nw(I)*Aw(I)/(nodos(I) - nodos(I-1));
= Gamma_e (I)*ne(I)*Ae(I)/(nodos(I+1) - nodos(I));

Fw(I)*(1 - gw(I)) + Dw(I); ' Coeficiente phi_W
Fu(I)*gw(I) + Fe(I)*ge(I) - Dw(I) + De(I); % Coeficiente phi_P
Fe(I)*(1 - ge(I)) - De(I); % Coeficiente phi_E

A(I,I-1) = aW(D);

ACT,I)

= aP(I);

A(I,I+1) = aE(I);

b(I) =

aSP(I);

% CONDICIONES DE CONTORNO

% LEFT

phil = TA; % Temperatura en Cara Izquierda (K)

gw(l) = 0;

ge(1) = (caras(2) - nodos(2))/(nodos(1) - nodos(2));
Dw(1) = Gamma_w(1)*nw(1)*Aw(1)/(nodos(1) - caras(1));
De(1) = Gamma_e(1)*ne(1)*Ae(1)/(nodos(2) - nodos(1));
aW(1) = Fw(1)*(1 - gw(1)) + Dw(1);

aP(1) = Fw(1)*gw(1) + Fe(1)*ge(1) - Dw(1) + De(1);
aE(1) = Fe(1)*(1 - ge(1)) - De(1);

aSP(1) = q(1)*Ae(1)*(caras(2) - caras(1));

A(1,1) = aP(1);

A(1,2) = aE(1);

b(1) = aSP(1) - aW(1)*phiL;

% RIGHT

phiR = TB; 7 Temperatura en Cara Derecha (K)
gw(N) = (caras(N) - nodos(N-1))/(nodos(N) - nodos(N-1));

ge ()
Dw (N)
De(N)
aW (N)
aP(N)
aE(N)
aSP(N)
A(N,N-
A(N,N)
b(N) =

1

= 0;

Gamma_w (N) *nw (N) *Aw (N) / (nodos (N) - nodos(N-1));
Gamma_e (N) *ne (N) *Ae (N) / (caras(end) - nodos(N));
Fu(M*(1 - gw(N)) + Dw(N);

Fu(N)*gw(N) + Fe(N)*ge(N) - Dw(N) + De(N);
Fe()*(1 - ge(N)) - De(N);

= q(N)*Ae(N)*(caras(end) - caras(end-1));

) = aW();

= aP(N);

aSP(N) - aE(N)#*phiR;
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86

87 % SOLUCION

88

g0 phi = A\b> - 273

90 phiexact = @(x) (((TB - TA)/L + q(1)/2/Gamma_e(1)*(L-x)) .*x+TA - 273);

plot([0,nodos,L], [TA - 273;phi;TB - 273],’ro-’,’MarkerIndices’,2:length(nodos) + 1,’
linewidth’,1.2)

92 hold on

93 x = 0:0.0002:L;

94 plot(x,phiexact(x),’k’,’linewidth’,1.5)

95 hold on

96 xlabel(’$m$’,’ Interpreter’,’latex’)

97 ylabel(’$T(~\circ C$)’,’Interpreter’,’latex’)

98 title(’Campo de Temperaturas’,’Interpreter’,’latex’)

99 legend({’Soluci\’’on con FVM’,’Soluci\’’on exacta’},’Interpreter’,’latex’,’Location’,’

9

Southeast’)
100
101 for i = 1:N
102 TablaErrores = [TablaErrores;i,phi(i),phiexact(nodos(i)),...
103 abs((phi(i) - phiexact(nodos(i)))/phiexact(nodos(i)))*100];
104 end
105
106 disp(’ Nodo Sol. FVM Sol. Exacta Error(%)?’)
107 disp(’ ?)

108 disp(TablaErrores)

En el siguiente capitulo, se introducirédn los efectos de adveccidén (mas comtinmente conocido
como conveccion) a los problemas de flujo y se implementaran y discutirdn las diferentes técnicas
de modelizacidn que existen a la hora de implementarlos en el FVM.

2.2 Problema convectivo-difusivo, estacionario y unidimensional. Esquemas
de discretizacion

Hasta ahora se han estudiado Gnicamente los problemas difusivos, aquellos en los que no existe
flujo de fluido. Sin embargo, en la naturaleza son de mucha mayor abundancia los sistemas en los
que difusién y conveccién ocurren simultdneamente, por lo que surge la necesidad de desarrollar
nuevos métodos que permitan predecir correctamente ambos efectos en consonancia y aumentar
la aplicabilidad del FVM. Por ello, en adelante se analizardn sistemas en los que el flujo de fluido
juega un papel significativo y se describirdn las distintas técnicas que pueden emplearse para tratar
los términos convectivos que, como se verd, dan lugar en ocasiones a inestabilidades en la solucién.

La integracion de la ecuacién de transporte para el caso convectivo-difusivo estacionario y
unidimensional sobre el volumen de control (que representa un balance de flujo sobre éste) resulta:

[ dd
/An-(p(j)v)dA—/An <Fdx ex> dA+/VCS¢dV (2.26)

El principal problema en la discretizacién de los términos convectivos de la ecuacién radica en la
determinacion de la propiedad ¢ en las caras de los volimenes de control y en el cdlculo de los
flujos a través de éstas. En el andlisis del problema difusivo se introdujo el método de las diferencias
centradas para evaluar los términos difusivos en las caras y se demostr6é que funcionaba bien incluso
para un bajo nimero de celdas, por lo que puede resultar 16gico extender su uso a los términos
convectivos. No obstante, existe una diferencia importante que limita la extension de este método y
que se describe a continuacion.
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Mientras que en los procesos difusivos la distribucién de la propiedad ¢ es transportada de
forma homogénea en todas las direcciones, en los procesos de conveccién la influencia se limita a
la direccién del flujo. Como se comprobard mds adelante, esta disimilitud se materializa en una
restriccion en el nimero de celdas necesarias para obtener una solucién valida si se usa el método
de las diferencias centradas para modelar la conveccién. Dicho nimero estd sujeto a la importancia
relativa que tengan los términos convectivos frente a los difusivos, siendo necesario un mallado
mds fino para tratar fuertes convecciones. Es por ello que se presentardn métodos alternativos para

obtener soluciones estables sin necesidad de un mallado tan restrictivo, que no siempre es posible.

Adicionalmente, se supondrdn conocidos los campos de velocidades en las caras de los volimenes
de control y, por tanto, los flujos.

La forma de resolver el problema es conceptualmente idéntica al caso de difusién pura, por lo
que se omitird el desarrollo exhaustivo de las fases para evitar ser redundantes. Se compone de
los mismos tres pasos: mallado, discretizacidn y resolucion. Una vez definidos los volimenes de
control, integrando sobre cada uno de ellos se llega a la siguiente ecuacién:

o —9¢ Op — Oy
Py uwAwnw ¢w + Pe ueAe ne(Pe - FeAe ne £ 1—‘wAwnw £

Xgp —Xp Xp — Xy

=SAV 2.27)

Donde se ha utilizado la diferenciacion central para tratar los gradientes difusivos. Ademds, el
flujo debe cumplir la ecuacién de continuidad (ecuacién de conservacion). Es decir:

/ﬁ~(p\7)dA:0 = F,+F,=0 (2.28)
A

Para obtener el sistema de ecuaciones discretizadas que gobierna el problema de forma mds
compacta resulta conveniente definir F,, = p,,u,, A, n, y F, = p,u,A,n, como términos asociados
al flujo convectivoy D,, =T, A, n,,/(xp —xw)y D, =T,A,n,/(xg — xp) asociados al transporte
difusivo. Asi, la ecuacion que debe satisfacerse en cada nodo sera:

Fe¢e+Fw¢w_De(¢E_¢P)_Dw(¢P_¢W):gAV (229)

Que puede expresarse facilmente como la ecuacién (2.18) sin mds que reagrupar términos.

Las préximas secciones se dedicardn al desarrollo, andlisis, implementacién y valoracién de
algunos de los distintos métodos que eminentemente se utilizan en los cédigos comerciales para
evaluar la propiedad ¢ en las paredes de los volimenes de control. Se sefialardn las ventajas y
desventajas de cada uno de ellos, y las limitaciones que han llevado a la necesidad de recurrir a
nuevos métodos. Para dar cierta linealidad a la exposicion y siendo fiel a [4], éstos serdn presentados
en el orden l6gico en que fueron surgiendo.

2.2.1 Esquema de las diferencias centradas

Este método ya ha sido presentado anteriormente, pues es el que se estd usando por defecto para
evaluar los términos difusivos. Su fundamento no es otro que el de interpolar linealmente los valores
de los nodos adyacentes a la cara que se quiere evaluar. Para una malla no uniforme, las expresiones
serian andlogas a las expuestas en (2.3) y (2.4), siendo necesario el cdlculo de las funciones de
interpolacién g,, y g,,- Para un mallado uniforme, las expresiones que resultan son nuevamente la
semisuma de los valores:

Oyt 9p
2

_ op+ O

¢w 2

. (2.30)
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Sustituyendo dichas expresiones en la ecuacion (2.29), se obtiene:

F F,+F F _
<2W +DW> O + (W; +De—DW> Op + <2 —De) 0p = SAV (2.31)

Puede reconocerse facilmente la misma estructura general que en (2.18).

A modo ilustrativo y para que sirva de comparacion entre los diferentes métodos, en adelante se
tomara como problema de conveccién-difusién paradigmatico el que se describe a continuacion,
esencialmente idéntico al presentado en [4]. Sea una propiedad ¢ transportada por medio de difusion
de cantidad de movimiento (difusién viscosa) y conveccion a través de un dominio unidimensional
de longitud L = 1m. La ecuacién que gobierna este sistema sera:

d _d (_.d
7(Pu¢) = <Fdx> (2.32)

Sujeto a las condiciones de contorno ¢y = 1 enx =0y ¢, =0enx = L. La velocidad se considerara
uniforme y de valor conocido u € [0.1,3] (m/s). Como se verd mas adelante, el valor de u serd
determinante para caracterizar la aplicabilidad de los distintos métodos, pues a mayor velocidad,
mayor serd la conveccion. La difusién vendra caracterizada por I' = 0.1kg/(ms). Ademads, se
considerard que el fluido en cuestién es agua (p = 1kg/m?). Utilizando las herramientas adecuadas
de la teorfa de resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias, puede demostrarse que la solucién
analitica de dicha ecuacion es:

epux/F -1
ePuL/T _ 1

O (x) = ¢y + (¢, — 9) (2.33)

Se muestra a continuacién una comparacion entre la solucién exacta y la solucién que proporciona

el FVM (utilizando diferenciacion central para tratar los términos convectivos y difusivos en las
caras) bajo distintas condiciones.

Distribucién de ¢
T T T

T T T

—©— Solucién con FVM
Solucién exacta B

0.8 J

0.7 [ ]

<051 1

0.3 1

0.2 1

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
m

Figura 2.9 Comparacion entre la solucién exacta y la obtenida mediante el FVM para u = 0.1m/s
empleando 5 nodos equiespaciados y usando el método de las diferencias centradas.
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Distribucién de ¢
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Figura2.10 Comparacién entre la solucion exacta y la obtenida mediante el FVM para u = 3m/s
empleando 5 nodos equiespaciados y usando el método de las diferencias centradas.
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Figura 2.11 Comparacién entre la solucion exacta y la obtenida mediante el FVM para u = 3m/s
empleando 20 nodos equiespaciados y usando el método de las diferencias centradas.

Son varios los comentarios interesantes que pueden hacerse acerca de estas representaciones.
En primer lugar nétese cémo, para un valor bajo de la velocidad del campo fluido, un mallado
poco refinado es suficiente para obtener una buena aproximacién de la solucién. A medida que
la velocidad se incrementa, el término convectivo prepondera sobre el difusivo, apareciendo unas
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oscilaciones en la solucidn aproximada que la hacen diferir notablemente de la solucion analitica.
Para resolver esta problematica, puede comprobarse cémo un aumento en el nimero de celdas es
suficiente para que la solucién numérica sea razonablemente parecida a la exacta.

La conclusion que puede inferirse de este andlisis es que a medida que el flujo convectivo
cobra importancia sobre el difusivo, que es equivalente a decir que la relacién F /D aumenta, la
diferenciacion centrada produce resultados cada vez menos precisos. Esta disparidad se materializa
en oscilaciones sobre la solucién exacta, que pueden atenuarse si se disminuye el ratio /D, por
ejemplo, refinando la malla. La razén de que aparezcan estas oscilaciones y la influencia que tiene
en ello el factor F/D serd tratado a continuacion.

2.2.2 Propiedades de los esquemas de discretizacion

Para poder desarrollar el resto de métodos de discretizacion de forma inteligible, es necesario
estudiar en profundidad las razones por las que la diferenciacion centrada no proporciona buenos
resultados bajo determinadas condiciones en problemas convectivo-difusivos. Mds atin, aunque
los resultados numéricos deben coincidir exactamente con la solucién analitica para un ndmero de
celdas infinitamente grande (independientemente del método de discretizacién utilizado), esto no
es posible en la practica. La necesidad de obtener resultados fisicamente realistas incluso con un
nimero limitado de celdas induce a analizar ciertas propiedades que subyacen a los métodos de
discretizacién y que éstos deben tener. Algunas de estas propiedades fundamentales son: conser-
vatividad, delimitacion y transportividad. Estas caracteristicas serdn explicadas a continuacion.
Destacar que la exposicion y las ilustraciones han sido fuertemente influenciadas por [4].

Conservatividad

Tal y como se ha comentado en ocasiones anteriores, la conservatividad es uno de los pilares que
sustenta la formulacién del FVM. La integracion de la ecuacion de transporte sobre cada volumen
de control lleva a un conjunto de ecuaciones de conservacion de la propiedad ¢. Para garantizar
dicha conservacion, tanto global como localmente, el flujo de ¢ saliente a través de una determinada
cara del volumen de control debe ser idéntico al flujo entrante en el volumen de control adyacente
a través de la cara fronteriza entre ambos. Esto se consigue representando los valores de flujo de
manera consistente y univoca. Para ejemplificar esto, considérese el siguiente problema de difusién
pura sin generacidn, estacionario y unidimensional:

Gradiente = (¢ — ¢1)/0z

o1 @3

[ S Gy e L S
............ o -:f:4

qa 1 2 : 3 4 aB
— f - = —»
b1/2 . b5/2

o ‘ ox ox ‘ /

Figura 2.12 Problema paradigmatico para ejemplificar la propiedad de conservatividad.

Empleando las diferencias centradas para tratar los gradientes difusivos y sumando las ecuaciones
discretizadas en cada volumen de control, se llega a la ecuacién de balance neto global:

0, — ¢ 03— ¢ 0, — 9,
|:Fe1 T —qA] + |:Fe2 ox _Fw2 Sx :| +
{F 04— @3

< Sx

(2.34)
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Teniendo en cuentaque I', =1°, ., =1, yI,, =T, los flujos a través de las caras se
cancelan dos a dos en el balance neto global, quedando tinicamente los términos de flujo en los
limites del dominio fluido (g4 y gp). Esta consistencia en la formulacién asegura la conservacion de
la propiedad ¢ cuando se usan las diferencias centradas. Puede ocurrir que una formulacién con otro
tipo de interpolacion (por ejemplo, cuadritica) lleve a inconsistencias en la conservacion. Los flujos
en las caras pueden ser desiguales si los gradientes de las pardbolas en dichas caras son distintos
entre si, de forma que los términos no se cancelarian y la conservacién global no se satisfaria. No
obstante, existen esquemas cuadraticos perfectamente consistentes y que se usan en la actualidad,
como el QUICK scheme, aunque su estudio queda fuera del alcance de este proyecto.

Delimitacion

La resolucién del sistema de ecuaciones algebraico se lleva a cabo por métodos iterativos que
persiguen la convergencia de la solucién. En el marco de este proyecto, solo interesa saber que dichos
métodos estdn embebidos en el comando \ de MATLAB. Puede demostrarse que es condicién
suficiente para la convergencia del método iterativo en cuestién que se cumpla el criterio de
Scarborough. Este puede expresarse de la siguiente forma segtin el valor de los coeficientes del
sistema:
)y ‘GW,E‘ <1 en todos los nodos 535
lap| { <1  enal menos un nodo (2.35)

En esta condicién, ap representa el valor del coeficiente que multiplica al nodo central, y ay g
el del coeficiente que multiplica a todos los nodos de la vecindad (en unidimensional, éstos son
unicamente el nodo Este y el nodo Oeste). Si dicha condicidn se verifica, la matriz de coeficientes
resultante estard bien condicionada y serd diagonal dominante, de forma que los métodos iterativos
convergerdn a la solucién del sistema. Fisicamente, esta condicion establece que, en ausencia de
fuentes, los valores de la variable ¢ estdn delimitados por sus valores en el contorno.

Otra condicién que debe cumplirse para garantizar una buena delimitacion es que todos los coefi-
cientes del sistema tengan el mismo signo (cuando se expresa de la forma ap@p = ap ¢ + ay Oy ).
Fisicamente esto implica en que un aumento de ¢ en un nodo se traduce en un aumento de ¢ en los
nodos vecinos.

Si el esquema de discretizacidn en cuestion no cumple alguna de estas dos condiciones, la solucién
divergira o presentard oscilaciones, proporcionando resultados poco precisos.
Transportividad

Para analizar el concepto de transportividad de ¢, resulta interesante definir el conocido como
namero de Peclet, un nimero adimensional que mide la importancia relativa de la conveccién
frente a la difusién en un determinado dominio fluido. Asi:

_F _ puA
D TA/6x

Pe (2.36)

Donde Ox representa la longitud caracteristica (ancho de la celda).

A continuacion se representan esquemadticamente las lineas de ¢ constante segtin diversos valores
de Peclet. Para ilustrar este concepto, considérense los casos extremos: difusion pura (Pe — 0) y
conveccion pura (Pe — o).
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Difusién pura

Direccién del flujo
— >
L . Il ‘ ]

Conveccién pura
(Pe — 00)

Figura 2.13 Distribucion de ¢ en la vecindad de dos fuentes. En la figura superior, el caso limite
Pe — 0. En la figura inferior, el caso limite Pe — co.

Para el caso en el que solo hay difusiéon (Pe — 0), el fluido estard remansado y las lineas de
¢ constante describiran circunferencias centradas en los nodos, ya que el proceso de difusion se
extiende equitativamente de forma radial. Asi, puede afirmarse que la influencia que ejercen los
nodos E y W sobre P es la misma. A medida que el nimero de Pe se incrementa, las lineas de
¢ constante tienden a adoptar una forma eliptica y con centro arrastrado aguas abajo del nodo,
tal y como puede observarse en la figura inferior. Asi, cada nodo P se verd mayoritariamente
influenciado por el nodo que se encuentre aguas arriba (W o E segun el sentido de la corriente).
En el limite de Pe — oo (sin difusién), toda la propiedad ¢ que emane de los nodos W o E se
verd inmediatamente convectada aguas abajo. De esta forma, en el caso de un flujo en sentido
positivo, el nodo P no se verd afectado por el nodo E, sino que estard completamente condicio-
nado por el nodo W. Tanto es asi que, en ausencia de difusién, puede declararse que ¢p = ¢y y
¢0r = ¢p para un flujo positivo. La consideracidon conjunta de la direccionalidad del flujo, y por tanto
de la influencia, y la magnitud del nimero de Peclet es lo que se conoce como transportividad,
y serd una caracteristica de vital importancia en la caracterizacion de los esquemas de discretizacion.

Una vez presentadas las propiedades que todo esquema de discretizacién debe tener para garanti-
zar una convergencia adecuada, se estd en condiciones de establecer una valoracion objetiva de la
precision de cualquiera de los métodos. Comenzando por el método de las diferencias centradas, el
Unico presentado hasta ahora, puede decirse que:

a) Conservatividad. El método de las diferencias centradas emplea expresiones consistentes
para evaluar los flujos en las caras y asegurar que el balance neto de flujo se cumple, por lo que esta
propiedad se satisface.

b) Delimitacion. Si la expresion (2.31) se reordena de la forma app = ay @y + ag@r y se tiene
en cuenta que en el caso unidimensional n, =1y n,, = —1, puede comprobarse que ap = ag + ay,
por lo que el criterio de Scarborough se cumple.

La segunda condicién para garantizar la delimitacién es que todos los coeficientes de la ecuacién
discretizada tengan el mismo signo. Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, el valor de
los coeficientes es el que sigue:
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F, F, F, F,
aW:DW+7W 0P=Dw+7W+De—f+(Fe—Fw) aE=De—§e (2.37)

Por ser un método conservativo, F, — F,, = 0, luego el tinico coeficiente que corre riesgo de ser
negativo serd ar. Esto dependerd de cudn grande sea la contribucién convectiva en dicho coeficiente.
Como D, >0y F, > 0, para que ag sea positivo debe satisfacerse la siguiente condicién:

F€ _ peueA

D, Fe/5; =Pe, <2 (2.38)

Asi, valores de Pe, mayores que 2 pueden llevar a soluciones que carezcan de sentido fisico.
Sujeto a los pardmetros que caracterizan el nimero de Peclet de la celda, puede afirmarse que la
condicion (2.38) se cumple solo si se trata de un flujo difusivo-dominante a bajo nimero de Re
(velocidad u pequeiia) o si el mallado es suficientemente fino (6x pequefio). Esto tltimo no siempre
serd posible, lo que limita la aplicacion de este método a un nimero reducido de problemas.

¢) Transportividad. En la formulacién del método de las diferencias centradas la influencia que
ejercen sobre P los flujos convectivo-difusivos es la misma para todos los nodos vecinos. De esta
forma, no se estd considerando la direccion del flujo ni la importancia relativa de la conveccion
frente a la difusién. Puede concluirse por tanto que la propiedad de transportividad no es una
caracterfstica del método de las diferencias centradas para altos Pe.

En compendio, este andlisis pone de manifiesto que las propiedades de delimitacién y transporti-
vidad pueden no cumplirse para nimeros de Pe lo suficientemente elevados en el método de las
diferencias centradas. A pesar de ser un método de segundo orden, no es un esquema de discretiza-
cion favorable para numerosos problemas convectivo-difusivos de cardcter general. Asi, surge la
necesidad de desarrollar nuevos métodos que permitan superar estas limitaciones. A continuacién
se presentan algunos de los mds conocidos, y que estdn implementados en softwares comerciales de
extendido uso como OpenFOAM o Ansys Fluent (véase [7]).

2.2.3 Esquema upwind de primer orden

El esquema upwind o FOU (acrénimo de su nombre en inglés, First Order Upwind) es un método
de discretizacién que nace como solucién a una de las mayores incompetencias del método de
las diferencias centradas: su incapacidad de identificar la direccion del flujo. En dicho método el
valor de la propiedad ¢ en la cara de una celda estd igualmente influenciado por el valor en los
nodos colindantes, independientemente de las caracteristicas del flujo. Por contra, el método upwind
establece el valor convectivo de ¢ en las caras igual al valor de ¢ en el nodo aguas arriba. Asi, se
rechaza la influencia equitativa de ambos nodos y se tiene en cuenta la influencia dominante del
nodo aguas arriba de la corriente. Esta forma de proceder es precisamente la que da nombre al
método.

Matemadticamente, este modelo se expresa de la siguiente manera (destacar que para las condicio-
nes en los flujos se considera F,, = p,, u,,A,, y F, = p,u,A,, sin tener en cuenta las normales):

¢WZ¢W7 ¢e:¢P SiFW>0> Fe>0 (239)
0, =0p, ¢, =0¢g siF, <0, F,<0 .

Esto lleva a la siguiente ecuacidn discretizada (para un flujo positivo):

(FW+DW)¢W+(Fe+De_Dw>¢P+(_De)¢E:SAV (2.40)
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Para ilustrar este concepto, se aplicard el método al problema descrito en (2.32) y se contrastardn
los resultados con aquéllos obtenidos mediante el método de las diferencias centradas. En primer
lugar, para un flujo a baja velocidad se tiene lo siguiente:

Distribucién de ¢
T T T

—6— Solucién con FVM

Solucién exacta B

0.8 ]

0.6 ]

0.4 r .

0.2 .

0.1 .

Figura 2.14 Comparacion entre la solucién exacta y la obtenida mediante el FVM para u =0.1m/s
empleando 5 nodos equiespaciados y usando el método upwind de primer orden.

Puede observarse cémo para una velocidad baja ambos métodos proporcionan resultados que
se asemejan en gran medida a la solucion analitica. Esto se debe a que la conveccién no juega un
papel importante en el transporte de la propiedad ¢. Aumentando ahora la velocidad:

Distribucién de ¢
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Figura 2.15 Comparacion entre la solucién exacta y la obtenida mediante el FVM para u = 3m/s
empleando 5 nodos equiespaciados y usando el método upwind de primer orden.
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Figura 2.16 Comparacién entre la solucion exacta y la obtenida mediante el FVM para u = 3m/s
empleando 25 nodos (con mayor densidad en los extremos) y usando el método upwind
de primer orden.

En este caso, el aumento sustancial de la velocidad tiene una clara consecuencia en los resultados
obtenidos. Mientras que el método de las diferencias centradas presentaba oscilaciones en torno a
la solucién (véase la Figura 2.10), el método upwind se adapta mucho mejor a la solucién, aunque
estd lejos de ésta en la frontera derecha. Esto puede resolverse, por ejemplo, refinando el mallado y
concentrando los nodos en los extremos con el cambio de variable x = L/2 (1 —cos 8), tal y como
se observa en la Figura 2.16.

Para analizar la evidente mejora que presenta este método frente a las diferencias centradas a
elevados nimeros de Peclet, se procede a valorar las caracteristicas que el método upwind presenta
como esquema de discretizacion. Notese que dicha mejora resulta clara para el caso de 5 nodos,
mientras que para un nimero elevado de nodos puede parecer a priori que el método de las diferen-
cias centradas presenta una mayor precisiéon. No obstante, hay que tener en cuenta que no siempre
serd posible un refinamiento del mallado, de ahi la eminente ventaja del método upwind.

a) Conservatividad. Este método emplea las mismas expresiones consistentes que el método de
las diferencias centradas para calcular los flujos en las caras. Por tanto, la formulacién es conservativa.

b) Delimitacion. Si para ejemplificar se toma el caso F,, > 0y F, > 0, se reordena la expresion
(2.40) de la forma ap@p = ay O + agPg y se tiene en cuenta que n, = 1y n,, = —1 en el caso
unidimensional, el valor de los coeficientes es el siguiente:

aW :DW+FW aP:De—I—DW—I—Fe aE :De (241)

Obsérvese que se verifica la relacion ap = ay +ag + (F, — F,,), y como por continuidad F, — F,, =
0, puede afirmarse que el criterio de Scarborough se cumple. Ademds, los coeficientes son siempre
positivos, por lo que todos los requerimientos necesarios para la delimitacion se satisfacen. La matriz
es diagonal dominante con todos los coeficientes positivos y por tanto la solucién no presentard
oscilaciones.
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¢) Transportividad. La formulacién del método se fundamenta en la direccién de la corriente, de-
finiendo la propiedad ¢ en las caras como funciones a trozos que dependen directamente del sentido
del flujo. Por tanto, a diferencia del método de las diferencias finitas, la transportividad si se satisface.

En resumen, el método upwind es una préactica de uso generalizado en c6digos CFD por su alta
simplicidad, sus propiedades estabilizadoras y los buenos resultados que proporciona. No obstante,
en problemas multidimensionales puede llevar a un concepto conocido como falsa difusion, que
aparece en problemas puramente convectivos cuando la direccién del flujo no es paralela a los ejes
coordenados. Este es uno de los mayores problemas en la resoluciéon de ecuaciones convectivo-
difusivas, y es un tema de actualidad por la controversia y la confusién que despierta en los expertos
en la materia. Aunque este es un problema que puede resolverse con un mallado fino, el refinamiento
necesario puede llegar a ser excesivamente caro. Ademds, para valores altos del nimero de Reynolds,
la falsa difusion puede llevar a resultados sustancialmente incorrectos. También tiene la limitacién de
ser un método de primer orden, por lo que puede no ser lo suficientemente exacto para determinados
problemas. Es por todo esto que surge la necesidad de centrar los esfuerzos en desarrollar nuevos
métodos mejorados. Se presenta en el préximo capitulo el método upwind de segundo orden, mas
preciso y con capacidad de atenuar los efectos negativos de la falsa difusion.

Especial mencién merece el esquema hibrido, un método de discretizacion que recoge conjunta-
mente los aspectos positivos del método de las diferencias centradas y el upwind de primer orden.
Su formulacién permite emplear unas expresiones u otras segtn el nimero de Peclet en las caras
de las celdas, usando las diferencias centradas cuando Pe < 2y el upwind cuando Pe > 2. Esto lo
convierte en una buena aproximacién cuando el nimero de Peclet es muy grande o cercano a cero.
No obstante, queda fuera del alcance de este proyecto desarrollar las expresiones en que se sustenta,
pues son una combinacion de las que ya se han visto y no aporta ninguna diferencia sustancial.
Ademas, no es un método con un uso tan extendido como el resto.

2.24 Esquema upwind de segundo orden

El esquema upwind de segundo orden o SOU (acrénimo de su nombre en inglés, Second Order
Upwind) nace para combatir las limitaciones del upwind de primer orden. Con un orden més
elevado, pretende ser un método mds preciso y con una falsa difusién reducida, permitiendo obtener
resultados satisfactorios sin necesidad de un mallado excesivamente pequefio. En este método,
también capaz de identificar la direccién del flujo, no solo se tiene en cuenta la influencia de los
nodos colindantes a una cara, sino la de nodos mds lejanos. Asi, se considerardn los nodos WW 'y
EE para denotar a los nodos que se encuentran a izquierda del W y a derecha del E, respectivamente.
Esta idea, extraida de [6], se ilustra en la siguiente figura:

Volumen de

control
WW W P E EE
L 4 [ L L L

57/2 < ox >|( ox >|( oz * ox 3 57/2

Figura 2.17 Nomenclatura de nodos en el método upwind de segundo orden.

Las bases de este método son eminentemente las mismas que en el esquema upwind de primer
orden, pues también se sustenta en la identificacion de la direccién del flujo y la consideracién de
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la influencia dominante de los nodos aguas arriba. En este caso, se emplean dos expansiones en
serie de Taylor para aproximar el valor de ¢ en las caras. La primera de ellas es para la primera
celda aguas arriba, y la segunda para la inmediatamente posterior. En primer lugar, recuérdese la
expresion para un polinomio de Taylor de orden n de la funcién f alrededor del punto a:

f"(a)
2!

f(x)= f(a)+ f'(a) (x—a)+ (x— a)2+...+7( (x—a)" (2.42)

Asi, si se tiene por ejemplo un flujo positivo, se tendrian las siguientes expansiones para ¢,

Ax do 1 d’¢

—h =Y Z 2.4

O =07 dx’w+2<2> x|, 243)
B 3Ax d¢ 3Ax\° d*¢
dww = 0, — > I +2 < 2 > dx2 (2.44)
Multiplicando (2.43) por tres y restando (2.44) se llega a:
3A%% d¢

3 By — =2 . 2.45
Ow — Sww =29, — 4 x|, +. (2.45)

Expresando el resto de expansiones de forma similar y manipulando convenientemente las
expresiones, se llega al siguiente modelo matematico:

o, = v tww oy

3
¢w_ ¢P2 ¢E, 0. =

3
30— 0w siF,>0, F,>0
30 —2¢’EE (2.46)
TESEE SR, <0, F,<0

Asi, para un flujo en la direccion positiva, se llega a la siguiente ecuacion discretizada:

F, F, F
(5) o (o35

Si el problema en cuestion presentase un flujo en la direccion negativa, se llegaria a la siguiente
ecuacién modificada:

>¢WJF<D D+ )«pp( )0 =SAV  (2.47)

D,, ¢y + (D D, +— oy ) op+ <— e 356 - I;W> O — (?) Ppp+ = SAV (2.48)

Procediendo de la misma manera que en el capitulo anterior, se aplicard este método al problema
(2.32) y se comparardn los resultados con los obtenidos mediante el upwind de primer orden. En
primer lugar, para una conveccion pequefia se obtiene la representacion de la Figura 2.18. Puede
observarse como los resultados obtenidos practicamente coinciden con la solucion exacta. Incre-
mentando la velocidad del flujo y el niimero de nodos, se llega a la situacién de la Figura 2.19. Si se
compara con los resultados proporcionados por el método upwind de primer orden, se aprecia un
claro aumento de la precision. Para cuantificar esta diferencia, véase la Tabla 2.3. En efecto, el error
relativo cometido mediante la aplicacién del SOU es significativamente menor.
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Tabla 2.3 Valores de ¢ y comparacién del error relativo cometido por el FVM usando el método
FOU y SOU, para u = 3m/s y empleando 7 nodos equiespaciados.

Nodo 1 2 3 4 5 6 7

Soluciéon FOU (¢) 1.0000 0.9999 0.9996 0.9979 0.9886 0.9398 0.6818

Solucién SOU (¢) 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9952 0.9655 0.7539

Solucién Exacta (¢) 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9984 0.8827

Error Relativo FOU (%) 0.0010 0.0072 0.0403 0.2150 1.1362 5.8672 22.7556

Error Relativo SOU (%) 0.0001 0.0013 0.0095 0.0679 0.4820 3.2959 14.5857
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Figura 2.18 Comparacion entre la solucién exacta y la obtenida mediante el FVM para u =0.1m/s
empleando 5 nodos equiespaciados y usando el método upwind de segundo orden.

. Distribucién de ¢

09 r

0.8

0.7 |

0.6

S 051

0.4 r

03

0.2

01 —&— Solucién con FVM

Solucién exacta

0

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
m

Figura 2.19 Comparacion entre la solucion exacta y la obtenida mediante el FVM para u = 3m/s
empleando 20 nodos equiespaciados y usando el método upwind de segundo orden.
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Se analizan ahora las propiedades descritas en la Seccion 2.2.2 para comprobar si las expresiones
sobre las que se sustenta este método dan lugar a un modelo consistente con las propiedades que
deben poseer los esquemas de discretizacion:

a) Conservatividad. Este método emplea las mismas expresiones consistentes que los anteriores
para calcular los flujos en las caras. Por tanto, la formulacion es conservativa.

b) Delimitacion. Si para ejemplificar se toma el caso F,, > 0y F, > 0, se reordena la expresion
(2.48) de la forma ap@p = ay O + ag O + aww Pww vy se tiene en cuentaquen, =1l yn,, = —1len
el caso unidimensional, el valor de los coeficientes es el siguiente:

F, 3F, F 3F,
aWW:_TW aW:DW+TW+§ ap =D, ap=D,+D,, + 26 (2.49)

Obsérvese que se verifica la relacion ap = ayy + ay +ag + (F, — F,,), y como por continuidad
F,—F,, =0, puede afirmarse que el criterio de Scarborough se cumple. Los coeficientes son siempre
positivos a excepcidn de ayyy, lo cual se traduce en un método con una convergencia peor que en
el caso anterior. Otra diferencia es que la matriz pasa a ser pentadiagonal, lo cual restringe la
aplicabilidad de ciertos métodos algebraicos concebidos tinicamente para matrices tridiagonales.

¢) Transportividad. La formulacién del método se fundamenta en la direccion de la corriente,
definiendo la propiedad ¢ en las caras como funciones a trozos que dependen directamente del
sentido del flujo. Por tanto, la transportividad si se satisface.

A modo de sintesis, el esquema upwind de segundo orden es un modelo mds preciso que el
upwind de primer orden, pero resulta més dificil alcanzar la convergencia y es computacionalmente
mds caro. Su implementacion presenta una mayor complejidad frente a la enorme simplicidad del
método de primer orden, por lo que ambos métodos se usan alternativamente segtn el problema
en cuestion. En ocasiones se emplea el método de primer orden hasta que uno se asegura de que
estd convergiendo hacia la solucién, y después se cambia al de segundo orden para aumentar la
precision.

2.2.5 Esquema de ley de potencia de Patankar

El esquema de ley de potencia (extendidamente conocido bajo su voz inglesa Power-Law Scheme)
es un método que proporciona resultados muy precisos y cercanos a la solucion analitica (véase
[14]). La razén de esto es que las expresiones que caracterizan su formulacion tienen su origen en el
esquema exponencial, un método que se desarrolla directamente a partir de la solucién exacta. Esta
no es mds que la solucién presentada en (2.33). La aproximacion del esquema de ley de potencia
propuesto por el ingeniero Patankar en 1980 es extraordinariamente buena a un coste mucho menor
que las leyes exponenciales. Tanto es asi que las diferencias entre ambas pueden despreciarse, como
se ilustra en la Figura 2.20, dando lugar a un método capaz de reproducir casi por completo la
solucién real del problema. Ademds elimina casi por completo los problemas de falsa difusion,
convirtiéndose en la eleccién mds favorable de entre todos los métodos numéricos desarrollados.

A continuacidn, se muestran los valores que dicta el esquema de ley de potencia de Patankar para
la propiedad ¢ en las caras:
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1-0.1Pe,)’
¢w:¢W_( w) (p— )  si0<Pe, <10
Pe,
Py = Pw si Pe,, > 10
0.1 Pens " (2.50)
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Figura 2.20 Comparacion entre la solucion exacta y la aproximacién polindmica propuesta por
Patankar.

Si se aplica este método al problema (2.32) puede observarse que los errores obtenidos son con
diferencia los mds reducidos frente al resto de métodos. En efecto, obsérvese la siguiente figura:
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Figura 2.21 Comparacion entre la solucién exacta y la obtenida mediante el FVM para u = 3m/s
empleando 20 nodos equiespaciados y usando el esquema de ley de potencia de Patankar.
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En conclusidn, las propiedades del esquema de ley de potencia lo hacen sobresalir frente a los
demads, pues pretende representar la solucién exacta a un coste computacional reducido. Es una
alternativa de extendido uso y c6digos comerciales como Ansys Fluent lo implementan como opcién
de discretizacion para el usuario (véase [7]).

En dltimo lugar, resulta bastante representativo graficar en una misma figura todos los méto-
dos empleados para varios valores del niimero de nodos y nimero de Peclet. Los resultados son
congruentes con lo que se ha ido comentando a lo largo del capitulo, quedando claramente repre-
sentadas las limitaciones de cada método desarrollado y la mejora que progresivamente se ha ido
consiguiendo con cada uno de ellos.
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1 T T T
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Figura 2.22 Comparacién entre la solucién exacta y los distintos métodos de discretizacion para
u=0.1m/s empleando 5 nodos equiespaciados.
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Figura 2.23 Comparacion entre la solucion exacta y los distintos métodos de discretizacién para
u =3m/s empleando 5 nodos equiespaciados.
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Figura 2.24 Comparacion entre la solucién exacta y los distintos métodos de discretizacion para
u = 3m/s empleando 20 nodos equiespaciados.

En el préximo capitulo se dard un paso mds en el estudio de los problemas convectivo-difusivos
relajando la hipétesis de estacionariedad. Se expondrin y analizardn varios métodos para tratar
numéricamente el término de variacién temporal de la ecuacion general, asi como ventajas y
limitaciones de los mismos, y se aplicardn a un problema caracteristico.

2.3 Problema difusivo, no estacionario y unidimensional

Una vez estudiados en detalle los diferentes métodos para resolver analiticamente problemas
convectivo-difusivos en régimen estacionario, se estd en condiciones de abordar el régimen tran-
sitorio o no estacionario. Para ello y siguiendo la exposicion de [4], se recuperard el término de
variacién temporal de la ecuacion general (1.5), que representa la tasa de cambio de la propiedad ¢
con respecto del tiempo. Asi, retener la variable temporal requiere una nueva integracién respecto
al tiempo en la ecuacion (1.6), resultando la siguiente expresion general:

t+At a t+At
/ / —(p(]))dth+/ /fi- (pO¥)dAdt —
cv Ji ot ‘ A

t+At 1AL (2«51)
/ /ﬁ- (FV¢))dAdH—/ SedV dt
t A t cv

La integracion a lo largo del volumen de control es esencialmente idéntica a lo que se ha desarro-
llado en el caso estacionario, asi como los métodos expuestos para el tratamiento de los términos
convectivo-difusivos. Por ello, en este capitulo se centrardn los esfuerzos en la integracién temporal
a lo largo de un paso Ar. La forma m4s sencilla de abordar esta tarea es partiendo nuevamente de
un problema paradigmatico que permita focalizar la atencién en lo que verdaderamente se estd
interesado. Es buen ejemplo la transferencia de calor no estacionaria en una barra unidimensional.
Este es un problema puramente difusivo y estd gobernado por la siguiente ecuacion:

or d ([, dT
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Donde c es el calor especifico del fluido y se mide en J/(KgK). Integrando con respecto al
tiempo y al volumen de control, se tiene:

t4-At oT 1At d oT t+At
/ pc—dth:/ / — <k> dth+/ SdV dt (2.53)
‘ cv Ot ‘ cv dx \| dx ¢ ve

Si se considera la temperatura en los nodos como valor representativo del volumen de control, el
primer miembro de la ecuacién (2.53) puede aproximarse por:

t+At oT
/ [ / ) cdt} av =pc(Tp — T)AV (2.54)
cv i dt

El valor 77 hace referencia a la temperatura en el instante ¢, mientras que T se refiere al valor
de la temperatura en el instante # 4+ Az. En adelante, se mantendrd esta notacion para distinguir los
diferentes instantes temporales. Notese que para llegar a este resultado se ha discretizado el término
0T /9t usando la diferenciacién central (9T /9t = (Tp — TJ)) /At). De igual forma, si se aplica el
método de las diferencias centradas para modelar los términos difusivos tal y como se ha venido
haciendo a lo largo de la memoria, se llega a la siguiente expresion:

1+At T- —T T, — T t+Ar
pc(TP—T,gJ)sz/ k,Ayn,=—L) 4+ ( k, A, n,L—F dt+/ SAVdr (2.55)
t Xg —Xp Xp — Xy t

Para evaluar las integrales del segundo miembro de la ecuacién (2.55) debe modelarse la variacién
de la temperatura con respecto al tiempo. Puede hacerse la suposicion de que el valor que prevalece
es el que toma en el instante ¢, aunque también podria suponerse que el valor representativo es el del
instante ¢ + Ar. Para resolver esta problemadtica sin pérdida de generalidad, lo més ttil es aproximar
el valor de la integral mediante una ponderacion de ambos valores, caracterizada por el pardametro
0 € [0,1]. Asi:

t4At
Iy :/ Tpdt = [0Tp+ (1 —0)TP) At (2.56)
t

Aplicando la discretizacién de (2.56) en (2.55) y teniendo en cuenta que D, = k,A,n,/(xg —xp)
y D,, =k, A, n,/(xp—xy), se obtiene:

pcAV
—6D, Ty +[6(D,—D,,)+ A [P+ 6D, Ty = (1-6)D, T2+
PCAV . (2.57)
(1=0)(Dy = D)+ 79— (1—6)D, T, + SAV
Que puede escribirse en la forma comiin:
agTg +apTp+ay Ty = aS TR + ad TP + ad, T,) + SAV = agp (2.58)

La forma final de la ecuacién discretizada dependerd del valor que se asigne a 6. Para 6 =0,
Ir = T}E)At, por lo que en la expresion tinicamente se usardn las temperaturas en el instante anterior ¢
para obtener el valor de 7p. El esquema de discretizacion resultante se denomina explicito. Cuando
0 < 6 <1, aparecen las temperaturas en el instante nuevo # + Af en ambos miembros de la ecuacion,
y los esquemas resultantes se conocen como implicitos. El caso limite de 6 = 1, donde I = TpAt,
se designa como esquema completamente implicito. El caso correspondiente a & = 1/2 se conoce
como esquema de Crank-Nicolson, y se verifica que I;; = 1/2 (Tp + T7)At.
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En los capitulos venideros se desarrollardn minuciosamente los esquemas explicito y comple-
tamente implicito y se ilustrara su aplicaciéon tomando como ejemplo el problema descrito en la
Figura 2.25 y gobernado por (2.52). El esquema de Crank-Nicolson queda fuera del alcance de este
documento por ser su uso menos extendido que los casos limitede 6 =0y 6 = 1.

2.3.1 Esquema explicito

Para analizar y valorar en profundidad las propiedades de los esquemas de discretizacién explicito y
completamente implicito y poder establecer una comparacion entre ambos, considérese el siguiente
problema descrito en [4]. Sea una placa metélica y delgada de espesor L = 2 cm que se encuentra
inicialmente a una temperatura constante de 7 = 200°C. En un determinado instante (+ = 0), la
temperatura de la cara este se reduce instantdneamente a 7 = 0°C. La cara oeste permanece aislada
térmicamente (07T /dx|, = 0). Ademds, la placa presenta una conductividad térmicak = 10W /(mK)
y un factor pc = 10-10°J/(m? K). Puede demostrarse que la soluci6n analitica de este problema es
la que se muestra en (2.59).

or __ —
o = 0 T =0

—@—
1.
1.
1.
1.

Figura 2.25 Geometria del problema que ejemplifica el caso no estacionario parat > 0.

T(xt) 4 & (=D o
—_— =) ——— n A 2.59
T ”n;l 51 ¢ cos(A,x) (2.59)

2n—1)m
Donde A, = (nZL) y o = k/pc. Bajo estas condiciones, el esquema explicito lleva a la
siguiente expresion:
cAV cAV

(pm > Tp = D,T0 + (DW—De+ pAI ) 79— D, TY (2.60)

Tal y como se explic6 con detalle en el Capitulo 2.2.2, para que la solucién tenga una convergencia
adecuada todos los coeficientes del sistema deben tener el mismo signo. El coeficiente a¥ puede
entenderse como un coeficiente del nodo vecino T,9 (en este caso un vecino temporal), pues conecta
los valores en P del instante ¢ con los del instante ¢ + Az. En tal caso, reescribiendo (2.60) como
apTp = a% Tg + a?,T}(,) + a%, Tv?,, considerando un mallado uniforme (x5 —xp = xp —xy, = Ax), 4rea
constante y teniendo en cuenta que n, = 1 y n,, = —1 en el caso unidimensional, deberd cumplirse
que:
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pcAAx kA kA Ax?
—— >0 At . 2.61
A A A0 T AISPeg (2.61)

Esta condicién establece una cota superior en el paso de integracién y representa una limitacién
considerable para el esquema explicito. Un paso que no verifique la desigualdad puede llevar a
soluciones completamente alejadas de la solucién real, mientras que escoger un paso dentro del
intervalo impuesto puede ser computacionalmente muy costoso. En particular, el paso se reduce
como Ax?, por lo que el refinamiento del mallado necesario puede llegar a ser inabordable. Es por
todo esto que el método explicito no suele ser una buena recomendacién para resolver problemas
transitorios de caracter general. Todo esto se ilustra a continuacion:

al >0

Campo de Temperaturas

200 T T T T
180 T 1
160 - a
140 -
120 7
8 100 - a
S
80 1
60 Solucién exacta (t=40) 4
= “©O- - Solucién con FVM (t=40)
40 + Solucién exacta (t=80) 1
- O~ - Solucién con FVM (t=80)
20 | Solucién exacta (t=120) 4
= ©O- - Solucién con FVM (t=120)

0
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
m

Figura 2.26 Comparacion entre la solucion analitica y la solucién mediante el FVM empleando
5 nodos, usando el esquema explicito para el término no estacionario y con un paso
At =12s.

Tabla 2.4 Valores del campo de temperaturas y error relativo cometido por el FVM usando el
esquema explicito, para At = 2s y empleando 5 nodos equiespaciados en t = 40s.

Nodo 1 2 3 4 5
Solucién FVM (°C)  188.6386 176.4132 148.2926 100.7597 35.9418
Solucién Exacta (°C) 188.3845 175.7649 147.1303 99.5043  35.3836
Error Relativo (%) 0.1349 0.3688 0.7900 1.2616 1.5777

Noétese como a medida que transcurre el tiempo la temperatura disminuye, como era de esperar.

Para el caso particular del problema en cuestién y con una discretizacién de 5 nodos, se tiene que la
condicién a cumplir es At < 8. Los resultados obtenidos en la Figura 2.26 son extraordinariamente
precisos debido a que Ar = 2. Escogiendo un paso fuera del intervalo:
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Figura 2.27 Comparacién entre la solucién analitica y la solucién mediante el FVM empleando 5
nodos equiespaciados, usando el esquema explicito para el término no estacionario y
con un paso At = 10sent =40s.

En efecto, con un paso Ar = 10s la solucién oscila violentamente en torno a la solucién analitica
y claramente diverge de ésta. El problema de este método radica en que para mejorar la precision de
la solucién es necesario aumentar el nimero de nodos, lo que disminuye el paso cuadrdticamente.
La exactitud de la Figura 2.26 se debe a la simplicidad del problema descrito, pero imaginese el
escenario en que la solucién mostrada en la Tabla 2.4 no es vdlida porque el mdximo error relativo
permitido sea del 0.1 %. En tal caso, el Gnico camino serfa aumentar el nimero de nodos. Por
ejemplo, usando 20 nodos:
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Figura 2.28 Comparacién entre la solucién analitica y la solucién mediante el FVM empleando 20
nodos equiespaciados, usando el esquema explicito para el término no estacionario y
con un paso At =2sent =40s.
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Figura 2.29 Comparacién entre la solucién analitica y la solucién mediante el FVM empleando 20
nodos equiespaciados, usando el esquema explicito para el término no estacionario y
con un paso At = 0.25s en t =40s.

La Figura 2.28 ilustra a la perfeccién la limitacién del esquema explicito. Con 20 nodos y un
mallado homogéneo debe cumplirse que Ar < 0.5y, efectivamente, con At = 2 los resultados
obtenidos son completamente desorbitados y no se acercan para nada a la soluciéon. Bajando el paso
a At = 0.25s, la solucion numérica se adapta perfectamente a la analitica, logrando un error relativo
maximo menor al 0.1 % tal y como se muestra en la Figura 2.29.

2.3.2 Esquema completamente implicito

Para solucionar la problemética computacional que presenta el esquema explicito, se desarrollan a
continuacion las expresiones sobre las que se sustenta el esquema completamente implicito aplicado
al problema descrito. Haciendo 8 = 1 en la ecuacién (2.57), se llega a la siguiente expresion:

AV AV
~D,Ty + (De —D,+ pzt ) Tp+D, Ty = (pzt ) 79 (2.62)

Si ahora se reescribe la ecuacion (2.62) como apTp = ag Ty +apTp+ay Ty + a%TO, considerando
un mallado uniforme (x; — xp = xp — Xy = Ax), drea constante y teniendo en cuentaque n, = 1y
n,, = —1 en el caso unidimensional, se tiene:
pcAV

At

(De +D, + ~

AV
) Tp =D, Ty +D,Ty + (pc ) T? (2.63)

Puede comprobarse que este esquema tiene la particularidad de que todos los coeficientes del
sistema son positivos independientemente de su valor, lo que convierte a esta practica en un método
incondicionalmente estable para cualquier paso. Son su robustez y estabilidad los que hacen que
este método sea el recomendado para calculos transitorios de caracter general. A continuacién se
ilustra este esquema mediante su aplicacidn al problema descrito en (2.59).
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Figura 2.30 Comparacion entre la solucidon analitica y la solucién mediante el FVM empleando 5
nodos equiespaciados, usando el esquema implicito para el término no estacionario y
con un paso At =2s.

Para el mismo paso y nimero de nodos, puede comprobarse como la solucién, aunque ligeramente
menos precisa que en el caso explicito, se aproxima con bastante exactitud a la solucién analitica.
Si se quiere mejorar la precision puede aumentarse el niimero de nodos, esta vez sin necesidad de

disminuir el paso.
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Figura 2.31 Comparacién entre la solucién analitica y la solucién mediante el FVM empleando 20
nodos equiespaciados, usando el esquema implicito para el t€érmino no estacionario y
con un paso At =2s.
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Llegados a este punto se han desarrollado todos y cada uno de los esquemas de discretizacion
que se emplearan a lo largo de la memoria para modelar los términos difusivos, convectivos y
transitorios. Todos ellos, salvando las distancias con ciertas variaciones, son extrapolables al caso
bidimensional. Su estudio serd abordado en el préximo capitulo.






3 FVM para problemas
convectivo-difusivos en 2D. Mallado
estructurado

n los capitulos precedentes se han desarrollado los fundamentos del FVM vy se han puesto en
E préctica algunos de los métodos existentes para resolver problemas convectivo-difusivos y no
estacionarios de una sola dimensién. En este capitulo, se extenderan estos conceptos a problemas
bidimensionales con mallados estructurados, en particular mallas ortogonales en un sistema de
coordenadas cartesiano. Las mallas curvilineas, aunque cuentan con una gran aplicacién en la
industria a la hora de modelar geometrias complejas, quedan fuera del alcance de este trabajo. La
resolucion de problemas 2D con mallas no estructuradas serd tratada en profundidad en el préximo
capitulo.

Al igual que se expuso en el caso 1D, se comenzara desarrollando un problema simplificado de
difusion pura estacionaria. Posteriormente, se aiadirdn los términos advectivos y transitorios para
finalizar el capitulo abordando un problema completo. Esta desarrollo se hard en menor detalle,
pues los métodos y esquemas de discretizacién que se implementan para tratar dichos términos son
esencialmente los mismos que en el caso unidimensional, siendo no mas que una mera extensién al
problema multidimensional. Ser4 clave la influencia de [4] y [6] a 1a hora de desarrollar este capitulo.

3.1 Problema difusivo, estacionario y bidimensional

La integracion de la ecuacién de transporte presentada en (1.5) en ausencia de conveccién para el
caso estacionario y bidimensional queda:

/ﬁ-F(?PEx+(;¢Ey> dA+ | Sydv =0 3.1)
A X y 4e

La secuenciacion a seguir para resolver el problema presenta los mismos pasos que en el caso uni-
dimensional: mallado, discretizacion y resolucién. A continuacién se expondran las diferencias que
pueden encontrarse en cada uno con respecto al 1D. De igual forma, estos pasos serdn equivalentes
en cualquier problema de dos dimensiones.

49
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3.1.1 Mallado del domino bidimensional

De forma similar al caso 1D, el dominio computacional se divide en celdas o volimenes de control.
Estas tienen ahora la particularidad de contar con cuatro caras denotadas por 7, s, e y w, al igual
que generalmente pueden definirse cuatro celdas colindantes o vecinas, denotadas por N, S, Ey W.
Andlogamente al caso 1D, la informacién se almacena en el centroide de las celdas, mientras que
para evaluar los flujos habrd que emplear los modelos ya conocidos que aproximan los valores en
las caras. Para ilustrar un mallado estructurado ortogonal y cartesiano tipico, obsérvese la Figura 3.1.

Resulta interesante destacar que la forma habitual de caracterizar los nodos es con una notacién
de doble indice (i,j), donde i = 1,2,...,M hace alusién al mallado a lo largo de la direcci6n del
ejex,y j=1,2,...,N al mallado en el eje y, siendo M y N el nimero de nodos escogido en cada
direccidn, respectivamente. Sin embargo y como se verd mds adelante, para obtener la solucién del
problema habra que resolver nuevamente un conjunto de ecuaciones discretizadas, para lo cual se
usard el comando ¢ = A\b de MATLAB. Esto quiere decir que ¢ serd un vector de longitud M x N
y no una matriz, por lo que para identificar correctamente los nodos habra que pasar a notacién de
un solo indice (k). Una vez resuelto el sistema, serd necesario recuperar la notacién de doble indice
para realizar una correcta representacion de los resultados. Esta transformacién se hard seguin la
siguiente expresion, que permite recorrer los nodos por filas:

k=(j—1)M~+i 3.2)

Es invariante para el resultado final el sentido en el que se recorran los nodos. Si por ejemplo se
quisiesen recorrer por columnas, habria que realizar el siguiente cambio:

k=(i—1)N+j (3.3)

De nuevo existen dos procedimientos para generar una malla de computacién no homogénea,
pero por simplicidad se supondrd un mallado homogéneo. En caso de necesitarse, se optard por
aquél en que primero se ubican las caras de los volimenes de control y posteriormente los nodos
en los puntos medios entre las caras. La justificacién de esto es nuevamente la presentada en la
Seccién 2.1.1.

--------
| ogwi gPi Bl |y
S ______ S B
'S

Figura 3.1 Mallado 2D cartesiano.
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3.1.2 Discretizacion de las ecuaciones

El segundo paso a seguir consiste en desarrollar la ecuacion de transporte integral (3.1) y particula-
rizarla para cada volumen de control:

/FWW%WH/QMV:Qm%M)+RAwa +
A AV dx |, ox|,
2 ” (3.4)
r,An,—~| +T,An—~| +SAV =0
|, ay |,

Nuevamente se usard el método de las diferencias centradas para aproximar los gradientes
de los términos difusivos. Esta aproximacion, de segundo orden cuando la malla empleada sea
uniforme, proporciona resultados validos debido a que la difusién ocurre uniformemente en todas
las direcciones.

90| _ dp—dw 90| _ ¢r—9p 9¢| _ 9p—9s 90| _ on—9p

ox|, xp—xy ox|, xg—xp |, yp—ys Wyl In—p

(3.5)

Para los valores del coeficiente de difusion en las caras, puede usarse una interpolacion lineal.
Siempre que el mallado sea homogéneo, serd la semisuma de los valores en los nodos colindantes:

_ Tp+Ty r_DetTg r_Tptly o _ Dptly

1—‘W 2 e 2 N 2 n 2

3.6)

Introduciendo en la ecuacién (3.4) las expresiones derivadas para los gradientes, se obtiene:

_FeAene¢E_¢P _FwAwan _FnAnnn(PN_(pP _FsAsns(pP_(PS

XE —Xp Xp —Xw YN —YpP Yp—JYs

= SAV 3.7

Definiendo De = l—‘eAene/(xE _XP)’ Dw =I,A nw/(xP _XW)’ Dn =T,A nn/(yN_yP) y Ds =

woew n-n
['\Agng/(yp —yg) como términos asociados al flujo difusivo y reordenando se llega a:

[De+Dn_Dw_Ds] ¢P_D€¢E +DW¢W_DH¢N+DS¢S = SAV (3.8)

Que puede agruparse segtn los coeficientes a; ya utilizados en el caso 1D:

apPp+ag Op +ay Oy +ay Oy +asPs = agp (3.9

Esta expresién primordial, formalmente idéntica en cada nodo, conformard cada una de las
ecuaciones que componen el sistema a resolver. Esto se discutird en la préxima seccion.

3.1.3 Resolucion del sistema

El desarrollo realizado para llegar a la ecuacién (3.9) es vélido para cada uno de los nodos internos
que conforman el mallado. Sin embargo, el valor de los coeficientes variard cuando se trate de nodos
pertenecientes a celdas fronterizas, pues deben incluirse las condiciones de contorno. Mientras en
el caso unidimensional solo aparecian dos celdas limitrofes, el mallado 2D necesitard todo un array
de celdas por cada cara de la malla donde aplicar las condiciones de contorno, siempre y cuando
se considere el caso de malla ortogonal y cartesiana. Especial atencién merecen las esquinas del
dominio, donde deberan de verificarse dos condiciones simultineamente.
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Como se ha comentado en otras ocasiones, el sistema algébrico al que se llega sera resuelto
directamente con la funcién de MATLAB predeterminada (\ ). Para ello serd necesario la transfor-
macion (i,j) — k, de forma que la solucién sea un vector cuyas componentes se refieran al valor de
la propiedad ¢ en cada nodo. Esta nueva nomenclatura supone que la matriz de coeficientes no sea
pentadiagonal. Aunque los valores no nulos se agrupen en bandas, estas bandas estardn separadas
entre si. En particular, la diagonal principal, su primera subdiagonal y su primera superdiagonal
serdn no nulas (haciendo referencia a los nodos W, P y E, respectivamente). Las otras dos bandas
estardn separadas de la diagonal principal M diagonales, y hardn referencia a los nodos S y N.
Aunque las matrices sean dispersas, esta caracteristica limita los métodos matematicos que pueden
utilizarse para resolver el sistema de forma eficiente, aunque dicho andlisis queda fuera del alcance
del proyecto.

3.1.4 Aplicacion practica 2D. Mallado estructurado

Como aplicacion ilustrativa del FVM en dos dimensiones se considera como ejemplo paradigmético
un problema sencillo que se describe a continuacién. Se ha tomado como referencia uno de los pro-
blemas presentados en [4], al que se han cambiado las condiciones de contorno y los datos numéricos.

Considérese una placa bidimensional cuadrada de dimensiones L x H, donde L=0.5my H =
0.5m, y con un espesor ¢ = 0.01 m. El material de la placa es tal que su conductividad térmica es
k=1000W /mK. La cara este de la placa estd expuesta a un flujo de calor estacionario entrante de
valor gy, = 450kW /m?. En la cara norte se tiene otro flujo de calor estacionario, esta vez saliente,
de valor constante gy = —150kW /m?. La cara sur estd expuesta a una temperatura constante de
Ty = 150°C. Por tltimo, la cara oeste se encuentra aislada térmicamente, por lo que el flujo de calor
a través de ella es nulo. El problema descrito presenta el siguiente esquema:

gy = —150 kW/m?
13 P14 115 116
——————————— s S Rt I
| | | =
9 3 10 11 12 =
| | | )
< i i |
77 I S B R B R s |H
= | | | <
i i i [
5 i 6 i 7 i 8 &
,,,,,,,,,,, sl ]
RPN |
1 | 2 | 3 | 4
Ts = 150°C

Figura 3.2 Representacion del problema descrito.

Bajo estas condiciones, la ecuacién de transferencia de calor que gobierna este problema estacio-

nario bidimensional es:
0 oT 0 oT
P (ka) + a—y <k8y) =0 (3.10)

En primer lugar, se considerard un mallado uniforme que dividird el dominio en dieciséis volu-
menes de control. Esto equivale a decir que la placa se ha dividido en M = 4 celdas en la direccién
xy N =4 celdas en direccion y. Asi, cada celda tendra sus caras con una longitud constante de
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Ax=L/M =0.125my Ay = H/N = 0.125m. En cada volumen de control debera satisfacerse la
siguiente expresion:
aT

+ knAnnn Ty

ar
dy

ar
ene ax

k,A + kAng

+ kwAwnwa—T ) 3.11)
e ax N

w n

Teniendo en consideracidn que para este problema en particular se verifica que k,, =k, =k, =
ki=k,A,=A,=tAy,A;,=A, =tAx,n,=n,=1yn, =n, =—1, pueden definirse los siguientes
términos difusivos: D,, = —kt Ay/Ax, Dy = —kt Ax/Ay, D, = kt Ay/Ax y D,, = kt Ax/Ay. Asi, se
llega a una expresion similar a la presentada en (3.8):

[De_‘_Dn_Dw_Ds] ¢P_D€¢E+DW¢W_D}1¢N+DS¢S:0 (3.12)

Esta ecuacién discreta es vdlida tinicamente para los nodos intermedios (k = 6,k =7,k =10,k =
11). El resto de nodos estdn sujetos a condiciones de contorno de diferente naturaleza. A continuacion,
se detallardn las ecuaciones que deben satisfacerse en cada celda fronteriza. A modo ilustrativo y
con la intencién de generalizar la formulacion, se afiadirdn también las expresiones a las que se
llegaria en caso de tener la condicién de contorno de temperatura impuesta en las caras en las que
se impone el flujo, y la condicién de contorno de flujo impuesto en las caras en las que se impone la
temperatura. La generalizacion para la esquinas pasaria por combinar toda la casuistica posible de
las expresiones (3.13)-(3.20), la cual no se va a detallar.

Caraoeste (k=1,k=5k=9,k=13)

La cara oeste se encuentra aislada térmicamente. Como consecuencia de esto, en la ecuacion (3.11)
. . or| - .
habré que imponer k,A,n,, % L= 0. La ecuacién resultante seré:

[De+Dn_Ds] ¢P_D€¢E_DH¢N+DS¢S:0 (3.13)

Si por el contrario se impusiese una temperatura constante de valor Ty, = ¢y, 7, se tendria que
AT |  _ Tp—res:s

x|, = & y se llegaria a la siguiente expresion:
[De +Dn _2Dw _Ds] (PP_De ¢E _Dn (PN +DS¢S = _2Dw ¢left (314)
Carasur (k=2,k=3)

En la cara sur existe una resistencia que impone una temperatura constante en el tiempo y de valor
aT | _ Tp—¢u

Ts = ¢4, = 150°C. Asi, en la ecuacion (3.11) habra que imponer = Tz”“ La ecuacion
resultante serd: ’
[De +Dn _Dw - 2Ds] ¢P _De ¢E +DW¢W _Dn ¢N = _2Ds (Pdown (315)

En el caso en que se impusiese el flujo gg en esta cara, debe verificarse la condicién ksAsns% =
A

gsA;, lo cual lleva a la siguiente expresion:

[De+Dn_DW] ¢P_D€¢E+DW¢W_DH¢N:qSAS (316)

Caraeste (k=4,k=8,k=12,k=16)

En la cara este se impone un flujo entrante de calor por unidad de superficie de valor g = 450kW / m?.

El 4rea que atraviesa dicho flujo serd A, = ¢ Ay para todos los voltimenes de control. Por lo tanto, en

aT

la ecuacion (3.11) habra que imponer keAe”eg‘ =qgA,. La ecuacion resultante serd:
e
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[Dn_Dw_Ds] ¢P+DW¢W_Dn¢N+Ds¢S:qEAe (317)

En el caso en que se impusiese una temperatura constante de valor T = @,y se tendria que

- . - -
%—z = % y se llegaria a la siguiente expresion:
w

[2D6+Dn_Dw_Ds] ¢p+D,, ¢y — D, Oy + D ¢ :2De¢right (3.18)

Cara norte (k = 14,k = 15)

En la cara norte se impone un flujo saliente de calor por unidad de superficie de valor gy =
—150kW / m?. El 4rea que atraviesa dicho flujo serd A, =t Ax para ambos volimenes de control.

Por lo tanto, en la ecuacién (3.11) habra que imponer knAnnn |, = =gnA,. Ast:
[D, =D, —Dy| ¢p — D, ¢ + D,, oy + D, ¢s = qn A, (3.19)
Por dltimo, en la situacion en la que se impusiese una temperatura constante de valor Ty = ¢,,,,,
se tendria que %—; = ‘D“A") 2y se llegaria a la siguiente expresion:
[D,+2D,—D,,— D] ¢p =D, g +D,, oy + D ¢5 = 2D, ¢,,, (3.20)

Una vez caracterizadas todas las caras limitrofes, se pasa a modelar las celdas ubicadas en las
esquinas del dominio computacional. En ellas deberan verificarse simultineamente dos condiciones
de contorno.

Esquina sudoeste (k = 1)

En la esquina sudoeste deben imponerse las condiciones aa—; = Ay /2 y k,A waai L= 0.La
ecuacion resultante sera:
[De+Dn_2Ds] ¢P_De¢E_Dn¢N:_2DsTS (3.21)
Esquina sudeste (k = 4)
En la esquina sudeste deben imponerse las condiciones % = A} /2 y kA ne a =qrA,. La
ecuacion resultante sera:
[Dn_Dw_ZDs] ¢p+ D, ¢y —D, oy = —2D;Ts+qr A, (3.22)

Esquina noreste (k = 16)

En la esquina noreste deben imponerse las condiciones k,A,n, 2~ ay =qyA,y k,An,2 ax =qrA,.

La ecuacion resultante sera:
[_Dw_Ds] Op+D,, Oy + D95 =qe A, +qyA, (3.23)
Esquina noroeste (k = 13)

En la esquina noroeste deben imponerse las condiciones k,A nn 3y =qgyA,y kWAWnW% =0.
w

La ecuacion resultante sera:

[De_Ds] ¢P_De¢E+Ds¢S:qNAn (3.24)
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Una vez obtenido el conjunto de ecuaciones discretizadas que deben satisfacerse en cada uno
de los nodos de la malla, se resuelve el sistema lineal mediante el comando \ de MATLAB. A
continuacion, se presenta la solucién calculada.

Mallado del dominio

05}
° ° ° °

04l
03l ° ° ° °

E

02r ° ° ° °

01}
° ° ° °

ol

0 0.1 02 03 04 05

z(m)

Figura 3.3 Mallado del dominio de computacién representado en MATLAB. Los puntos rojos son
los nodos donde se calculardn los valores de temperatura.
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Figura 3.4 Valores del campo de temperaturas en los nodos para un mallado uniforme M x N con

M=4yN=4.
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Campo de Temperaturas
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Figura 3.5 Valores del campo de temperaturas en los nodos para un mallado uniforme M x N con
M =50y N =50.

Son varios los comentarios que pueden hacerse acerca de las representaciones anteriores. En
primer lugar, el problema que se ha resuelto mediante el FVM no cuenta con una solucién analitica,
por lo que los resultados no pueden ser contrastados contra una solucién exacta. No obstante, éstos
han sido contrastados con los que se obtienen en la literatura y han demostrado ser perfectamente
vélidos. En cualquier caso, para dar mayor credibilidad a los resultados, puede realizarse una
valoracion cualitativa de lo obtenido. La solucion es congruente con lo que cabria esperar por varias
razones: primeramente, cabia esperar que el valor mdximo de temperatura se obtuviese cerca de la
mitad de la cara este, pues existe un flujo de calor entrante por dicha cara, mientras que en las caras
adyacentes se tiene un flujo de calor saliente (cara norte) y una temperatura impuesta (cara sur)
menor a la temperatura que produce gg. Por otro lado, la region més fria de la placa es la suroeste,
pues la cara sur se mantiene a una temperatura constante de 150°C y la cara oeste estd aislada. La



3.2 Problema convectivo-difusivo, estacionario y bidimensional

57

temperatura aumenta gradualmente a medida que se avanza hacia la derecha en la placa, como es
16gico. Ademds, las caras aisladas térmicamente se caracterizan porque las curvas isotermas son
perpendiculares a ellas. Esto se aprecia claramente en la siguiente figura.

Curvas de nnel del Campo de Temperaturas

. rey;

045 F ;VS L v /
04Ff
035
03f

E; 0.25
02t % %%
015} N
041k |
0.05 160\78017(:‘90 4

005 01 015 02 025 03 035 04 045
x (m)

Figura 3.6 Curvas de nivel (isotermas) para un mallado uniforme M x N con M =50y N = 50.

En segundo lugar, resulta interesante comentar que con un mayor nimero de nodos se obtiene
una representacion mucho mads realista debido a que la ubicacién de los mismos se aproxima a los
limites, logrando que la implementacion de las condiciones de contorno sea mas fidedigna.

En la siguiente seccion, se resolverd y analizard un problema bidimensional convectivo-difusivo
estacionario. Se recuperardn en las ecuaciones los términos de conveccion y se aplicard alguno de
los modelos estudiados en el Capitulo 2 para su tratamiento.

3.2 Problema convectivo-difusivo, estacionario y bidimensional

Para continuar con el anélisis de problemas convectivo-difusivos en 2D se procede a resolver un
problema tipico que incluye ambos fendmenos de transporte, similar a uno de los problemas que se
encuentran en [6]. El tratamiento del término referente al flujo convectivo permanece inalterado en
problemas multidimensionales, siempre y cuando se haga un uso correcto de las componentes de la
velocidad, que ahora puede no estar alineada con los ejes coordenados (dando lugar al fenémeno de
falsa difusion). Sirva de ejemplo el problema que se considera a continuacion, una situacion tipica
dentro del campo de la transferencia de calor. Para simplificar, el problema se resolverd haciendo
uso Unicamente del esquema upwind de primer orden para el término advectivo.

Considérese un conducto plano bidimensional por el que circula agua, de dimensiones L = 0.5m
y H = 0.1m. El agua entra en el canal por la cara izquierda, que se encuentra a una temperatura
constante de Ty, = 30°C. Una resistencia calienta el conducto por la cara superior con un flujo de

calor por unidad de superficie de valor constante gy = —k % ‘N = 15W /m?. Por otro lado, la cara
inferior estd completamente aislada (gg = —k 9L ’ ). En la cara de salida se tiene un flujo de
calor por unidad de superficie negativo (sale del dominio) de valor (¢ = —k % L= —20W /m?).

Bajo estas condiciones, las propiedades termodindmicas del agua presentan los siguientes valores
constantes: p = 1000kg/m>, ¢, =4200J/kgK y k=0.613W /mK. También se asumird que el flujo
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es laminar y estd completamente desarrollado. En este escenario, las componentes de la velocidad
presentan las siguientes expresiones:

u=u(y)=6u, [(Z) - (;_})2} v=0 (3.25)

Donde u,, es la velocidad media en direccion x a la entrada del canal. Su valor ser4 tal que el
Pe = pu, H /T =200, siendo I' = k/pc,,. Asi, se obtiene que u,, = 2.92- 10~7m/s El objetivo es
obtener la distribucién de temperaturas dentro del conducto. Esta situacidn se describe en la Figura
3.7. La ecuacidn que gobierna este problema de conveccion-difusion estacionaria es la siguiente:

0 0 0 oT 0 oT
L
an = 15W/m?
) Flujo E
3 =
I S |H
y N |
Il
= E
’ Aislado

Figura 3.7 Representacion del problema descrito.

Para una malla uniforme de tamafio genérico M x N se tiene que en cada volumen de control
debe satisfacerse la siguiente expresion:

pcpueneAe(Pe + pcpuwnwAw(Pw + pcpvnnnAn(Pn + pcpvsnsAs(Ps =

oT oT oT
keAeneg ‘e + kwAwnwg . + knAnnnaiy

oT
+ ksAsnsaiy

(3.27)

n s

Teniendo en cuenta que para este problema en particular se verifica que k,, = k, =k, =k, =k,
A,=A,=Ay,A,=A,=Ax,n,=n,=1,n,=n,=—1,u=u(y) y v=0, pueden definirse los
siguientes términos difusivos: D,, = —kAy/Ax, Dy = —kAx/Ay, D, = kAy/Ax 'y D, = kAx/Ay.
Por otro lado, también pueden definirse los siguientes términos convectivos: F,, = —pc,u(y) Ay,
F,=pc pu(y) Ay, F, =0y F, = 0. Asi, usando el método de las diferencias centradas para aproximar
los gradientes, se llega a la siguiente expresion:

[Fe+De+Dn_DW_Ds] (PP_De(PE_'_(Fw_'_Dw)(pW _Dn N+DS¢S =0 (3.28)

Esta ecuacion discretizada servird tinicamente para los nodos intermedios (i =2: M —1, j =
2: N —1). El resto de celdas estara sujeta a las condiciones de contorno que presenta el problema
descrito. Se exponen a continuacion de manera sucinta las expresiones que deben satisfacerse en
cada volumen de control fronterizo y en las celdas ubicadas en las esquinas.
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Cara oeste

En la cara oeste se impone la condicién de temperatura conocida Ty, = 30°C. Debe verificarse que

IT| — Tp=Tw 1 4 ecuacion resultante sera:

oax|, — A2
[Fe+De+Dn_2Dw_Ds] ¢P_D€¢E_DH¢N+DS¢S = _[2Dw+Fw] TW (329)
Cara norte

En la cara norte se impone la condicién de flujo conocido, de valor gy = 15W /m?. El 4rea que
atraviesa dicho flujo es A, = Ax. Debe verificarse que knAn”n%’ = gynA,- La ecuacion resultante
n

sera:

[Fe +De +Dn _Dw] (PP _DE(PE + [Fw +Dw] (PW _Dn(pN = qNAn (3.30)
Cara este
En la cara este se impone un flujo saliente de valor gz = —20W /m?. El 4rea que atraviesa dicho flujo
es A, = Ay. Como consecuencia habrd que imponer keAene% =qrA,. La ecuacion resultante

e

sera:

[Fe +D,—-D,, _Ds] op+ [Fw +Dw] Ow —D, oy + D95 = qr A, (3.31)
Cara sur
La cara sur se encuentra aislada térmicamente. Como consecuencia habrd que imponer kA n; % =

s

0. La ecuacion resultante sera:

[Fe+De+Dn7Dw] ¢P7De¢E+[Fw+DW] (PW*Dn(PN =0 (3.32)

Esquina sudoeste

En la esquina sudoeste deben imponerse las condiciones ksAsns%‘s =0y %—g L= TZ; /TZW. La
ecuacion resultante serd:
[Fe +De +Dn —2DW] (PP _De ¢E _Dn ¢N - - [ZDW+FW] TW (333)
Esquina sudeste
En la esquina sudeste deben imponerse las condiciones kSAxns% = Oy keAene%—f =4 A,. La
ecuacion resultante serd:
[Fe—i_Dn_Dw} ¢P+[FW+DW]¢W_DH¢N:qEA€ (334)

Esquina noreste

2

En la esquina noreste deben imponerse las condiciones knAnnna—g =qgyA,y keAene% =qgrA,.
n e

La ecuacion resultante sera:

[Fe_Dw_Ds] ¢P+ [FW+DW] ¢W +DS¢S :qNAn+qEAe (3.35)

Esquina noroeste

En la esquina noroeste deben imponerse las condiciones knAnnn%—; =qgnA, Yy %—i = TZ; /TZW. La
n w

ecuacion resultante sera:



60  Capitulo 3. FVM para problemas convectivo-difusivos en 2D. Mallado estructurado

[Fe+De_2Dw_Ds] ¢P_D€¢E +DS¢S = _[2Dw+Fw] TW"‘QNAn (336)

Una vez obtenido el conjunto de ecuaciones discretizadas que deben satisfacerse en cada uno
de los nodos de la malla, se resuelve el sistema lineal mediante el comando \ de MATLAB. A
continuacion, se presenta la solucién calculada.

Campo de Temperaturas
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Figura 3.8 Valores del campo de temperaturas en los nodos para un mallado M x N con M =50y
N =10.
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Curvas de nivel del Campo de Temperaturas
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Figura 3.9 Curvas de nivel (isotermas) para un mallado M x N con M =50y N = 10.

Puede observarse cémo los resultados obtenidos son congruentes con lo esperado. En efecto,
como el canal se calienta por la parte superior, la mayor temperatura se alcanza en dicha zona. La
conveccién de izquierda a derecha se manifiesta con claridad en la curvatura que presentan las
isotermas representadas en la Figura 3.9. Por ultimo, la fronteras aislada térmicamente se identifica
facilmente al ser las curvas de nivel ortogonales a dicha pared.

Una vez analizado el caso bidimensional con mallas estructuradas para problemas de conveccion-
difusion térmica, se procede en el préximo capitulo a desarrollar el FVM para geometrias 2D
con mallas no estructuradas. El estudio del término no estacionario se ha omitido para el caso
bidimensional por ser su implementacién y los modelos en los que se sustenta esencialmente
idénticos a los presentados en la Seccién 2.3.






4 FVM para problemas
convectivo-difusivos en 2D. Mallado no
estructurado

asta ahora las técnicas de resolucién para las ecuaciones de flujo estaban basadas en esquemas

de discretizacion sustentados en malladas estructuradas cartesianas. Este escenario es el mds
simple de todos, y ha sido particularmente ttil para introducir y desarrollar los fundamentos del
método de los volimenes finitos de una forma fécil de entender. No obstante, la mayor parte de
problemas que aparecen en ingenieria presentan complejas geometrias que dificilmente encajan con
este tipo de mallas. Una posible forma de abordar situaciones en las que las fronteras del dominio
fluido no coinciden con el sistema de coordenadas de la malla serfa aproximar la geometria, por ejem-
plo usando una aproximacion escalonada, tal y como se muestra en la siguiente figura extraida de [4].

Figura 4.1 Malla ortogonal cartesiana para aproximar un problema de flujo en un semicilindro.

Sin embargo, una aproximacion asi es laboriosa e ineficiente. Las celdas que quedan fuera del
dominio objeto de estudio contienen una informacién innecesaria, lo que se traduce en una pérdida
de almacenamiento y un derroche de recursos, computacionalmente hablando. Adem4s, la apro-
ximacion introduce errores al método de resolucién que solo pueden ser salvados minimizando
el tamafo de la malla, lo que implica un mayor refinamiento también en las zonas que no son de
interés y por tanto una mayor ineficiencia. Esto pone de manifiesto la clara limitacién que tienen
este tipo de mallas y la necesidad de desarrollar nuevas estructuras que puedan lidiar con complejas
geometrias de forma natural.

63
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Asi, aparecen las estructuras de malla curvilineas, capaces de adaptarse a la geometria del
cuerpo y mapear el dominio computacional en una forma relativamente sencilla de resolver (me-
diante cambios de variable). Esta nueva técnica resuelve geometrias con cierta complejidad, pero
no es vélida cuando la complejidad es considerable. Ademds, la formulacién de las ecuaciones que
gobiernan el problema es mucho mds engorrosa. En estos casos, una estructura de malla por
bloques resulta mucho mds prometedora, pues establece sub-regiones que se mallan independiente-
mente unas de otras segtin convenga. De esta forma, este tipo de estructura combina la sencillez en
la generacién, formulacion y resolucion que presentan las mallas cartesianas con la capacidad de
adaptabilidad de las mallas por bloques.

Seria 16gico pensar que para las geometrias més dificiles serd necesario un nimero elevado
de bloques. La extension de esta idea lleva a las mallas no estructuradas, donde cada celda es
propiamente un bloque. Esto da una flexibilidad ilimitada a la hora de adaptarse a la geometria del
dominio y permite emplear los recursos de computacién de manera dptima. La razén principal de
ello es que no existe una malla de lineas coordenadas que implicitamente imponga una estructura
determinada, por lo que las celdas pueden concentrarse libremente en las zonas donde sea necesario
sin desperdiciar almacenamiento. Ademads, los volimenes de control pueden adoptar cualquier
forma, incluso combinarse (lo que se conoce como mallado no estructurado hibrido), y sin
restricciones en el nimero de celdas colindantes.

La gran capacidad de adaptabilidad de las mallas no estructuradas a las geometrias mas complejas
no es el tnico de los grandes beneficios por los que esta configuracion crecié rapidamente en
popularidad a comienzos de los afios 90. Otro de los principales puntos a favor es que se sustenta
en el uso de tecnologia de generacion automadtica de mallas no estructuradas, que por entonces ya
estaba lo suficientemente madura gracias a que forma parte de las bases del FEM. No es de extrafiar
entonces que los expertos en este campo centrasen sus esfuerzos en adaptar esta topologia al FVM
para que las propiedades de conservatividad inherentes a este método se combinasen con la habilidad
de tratar complejas geometrias para crear esta poderosa infraestructura de modelizacién. Es por todo
ello que este método es reconocido como la técnica mds utilizada a dia de hoy en la industria del CFD.

A lo largo de este capitulo van a establecerse las bases del Método de los Volimenes Finitos en
mallas no estructuradas. Se caracterizardn exhaustivamente los tres pasos ya conocidos para obtener
la solucién del problema (mallado, discretizacién y resolucién), donde cobrard vital importancia la
gestion y almacenamiento de la informacién geométrica necesaria para resolver el problema. La
obra de Mazumder ([6] y [17]-[20]) ha sido clave a la hora de exponer ordenadamente las ideas que
subyacen al mallado no estructurado, resultando de gran ayuda en la elaboracién de los cédigos.

4.1 Problema difusivo, estacionario y unidimensional

Para sentar los pilares de este método de una manera progresiva, se comienza nuevamente con la
situacidon mds sencilla posible, a decir, un proceso de transporte puramente difusivo (en ausencia de
conveccion y términos dependientes del tiempo). Servird de ejemplo para los proximos capitulos la
situacién descrita en la Figura 3.2. Se sabe que bajo esas condiciones el problema estd gobernado
por la siguiente expresion:

V-([V$)+S, =0 4.1)

Como ya se ha venido viendo a lo largo del documento, el primer paso del FVM consiste en
integrar la ecuacion anterior a lo largo de un volumen de control genérico. La particularidad en este
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caso es que el volumen de control puede tener una forma arbitraria cualquiera. No obstante, casi la
totalidad de los generadores de malla 2D que se usan en la practica emplean celdas poligonales
(limitadas por un ndmero finito de segmentos rectos) en lugar de curvas. De forma similar, los
generadores de malla 3D reniegan de superficies curvas y mallan el dominio de computacién con
celdas poliédricas (delimitadas por superficies planas). La integracion de la expresion (4.1) queda
como sigue:

/Aﬁ-(FVq))dAJr/VCSd,dV:/Aﬁ-(FV¢)dA+S¢AV=0 (4.2)

Para llegar a (4.2) se ha aplicado el Teorema de la Divergencia de Gauss en el primer sumando y
se ha tenido en cuenta que el término relativo a la fuente puede aproximarse por su valor medio
localizado en el centroide del volumen de control, de forma idéntica al resto de problemas. Como el
volumen de control estd delimitado por segmentos rectos, la integral de drea puede sustituirse por
un sumatorio discreto de las integrales sobre cada cara. Esto es:

Ny.p _ Nr.p _
y /Aﬁ- (TV9)dA+S,AV = Y T/[(V9), 7i/JA, +SyAV =0 @3)
F=1 =

Donde Ny p es el ndmero de caras de la celda Py 'y, (V@) ,, 7, y A hacen referencia a los
valores de dichas magnitudes en cada una de las caras (el subindice f denota face). De forma similar
al término fuente, se asume que los valores medios en las caras coinciden exactamente con el valor
en el centro de la cara. Puede comprobarse como, particularizando la expresion anterior para un
mallado cartesiano, se llegaria a la ecuacién obtenida en (3.4).

El siguiente paso a seguir en la formulacién del FVM es caracterizar los valores de las variables
de interés en el centroide de las celdas, que como ya se sabe son los nodos donde la solucién serd
obtenida. Sin embargo, antes de acometer dicha tarea, es imperativo obtener y almacenar toda la
informacién geométrica necesaria. Esta labor, que resultaba trivial en el caso de mallas estructuradas,
requiere en el caso de mallas no estructuradas un pre-procesamiento mucho mds extenso y dedicado.

4.1.1 Mallado del dominio. Procesamiento y almacenamiento de la informacion geométrica

La definicién més sencilla y representativa de mallado no estructurado es aquél que no tiene un
orden {i,j,k} predeterminado ni un patrén numérico definido. Como no esté sustentado en esta
ordenacién, no se estd obligado a definir los volimenes de control de forma que las caras opuestas
de dos celdas contiguas estén unidas. Esta es la razén por la que las celdas puedan tener una forma
arbitraria (mezcla de tridngulos, cuadrildteros, hexaedros y otros poligonos 2D).

Asi, puede decirse que un mallado estructurado no es mds que una particularizacion del ma-
llado no estructurado en el que la numeracion sigue un determinado orden. De esta forma, si un
solucionador de PDE en CFD estd escrito para una malla no estructurada, también funcionara
automadticamente para una estructurada, pues la informacion geométrica estard escrita y procesada
en formato no estructurado. Esta es una de las razones por las que este capitulo cobra especial
importancia, ya que engloba y generaliza todo lo que se ha visto hasta ahora.

El primer paso para desarrollar un mallado no estructurado es el procesamiento de la geometria
y la malla. Puesto que las celdas no estdn numeradas de forma ordenada, es necesario en primer
lugar procesar y almacenar correctamente cdmo estdn dispuestas espacialmente unas con respecto
otras. A este concepto se le conoce como conectividad, y es un trabajo previo vital para conocer
como se comunican las celdas, caras y vértices entre si. El niimero identificativo de cada nodo o
celda, asignado por el algoritmo interno del generador de malla, se conoce como indice de celda
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global. De forma similar, las caras y vértices también contardn con su propia asignacidn global que
los identifique. Todo esto se ilustra en la siguiente figura, supuesto el dominio de computacién del
problema resuelto en la Seccién 3.1.4.

13 14 15 16
®
9 12
5 8
[6]
/
@
1 2 3 4

Figura 4.2 Indexacion global en malla no estructurada.

Es importante notar que, aunque en el esquema de la Figura 4.2 parezca que existe cierto orden,
a la hora de desarrollar el c6digo hay que asumir que no se tiene dicho orden. Con todo esto, la
primera informacion clave que es necesario calcular y almacenar es la siguiente:

e Numero total de celdas: n,

Numero total de caras: n ¥

Numero total de vértices: n,

Coordenadas de todos los nodos: (x,.,y.)

Coordenadas de todos los centros de cara: (x;,y,)

Coordenadas de todos los vértices: (x,,,y,)

Esta informacién se concibe como pardmetros del mallado a nivel global. Adicionalmente a la
numeracién global, toda celda necesitard también un sistema de numeracién local (1,2, 3, etc.). Esto
servird para identificar localmente a las caras y vértices que limitan cada celda. Por ello, también se
necesita obtener la siguiente informacion:

e Niimero total de caras de cada celda: n (i)

e Nimero total de vértices de cada celda: n,(i,)

e Niimero total de vértices de cada cara: n, (i)
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En el caso particular que se estd estudiando, puesto que todas las celdas son tridngulos, se tiene
que nf(ic) =3 (V¥ i,). Ademas, por la composicién del mallado en cuestion, se verifica también
que n,(i.) =3 (Vi.) y n,(is) =2 (¥ i;). A continuacién se muestran los c6digos de MATLAB que
generan esta informacion. Puede observarse como el calculo de las coordenadas de los centros de
las caras no se ha incluido. El motivo de esto es que dicho célculo requiere un procesamiento previo
de la conectividad entre caras y vértices, tal y como se comprobard posteriormente.

%% MALLADO

1
2

3 M= 3;

4 N = 3;

5 L =1;

6 H=1;

7 dx = L/M;

8 dy = H/N;

9

10 % Namero Total de Nodos
11

12 ic = 0;

13 for j = 1:N

14 for i = 1:M

15 ic = ic + 1;

16 end

17 for i = 1:M

18 ic = ic + 1;

19 end

20 end

21 n_c = ic;

23 % Numero Total de Vértices

25 iv = 0;

26 for j = 1:N+1

27 for i = 1:M+1

28 iv = iv + 1;
29 end

30 end

31 n_v = iv;

33 % Coordenadas de Vértices

35 iv = 0;

36 xv = zeros(1,n_v);

37 yv = zeros(1l,n_v);

38 for j = 1:N+1

39 for i = 1:M+1

40 iv = iv + 1;

41 xv(iv) = (i-1)*dx;
4 yv(iv) = (j-1)*dy;
43 end

44 end

% Coordenadas de Nodos

IS
o

48 ic = 0;

49 xc = zeros(1,n_c);
50 yc = zeros(1,n_c);
st for j = 1:N

52 for i = 1:M

53 ic = ic + 1;
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54 xc(ic) = (xv(i) + xv(i+1) + xv(i+1+M+1))/3;

55 ye(ic) = (G-D*H/(N) + (yv(i) + yv(i+1) + yv(i+1+M+1)) / 3;
56 end

57 for i = 1:M

58 ic = ic + 1;

59 xc(ic) = (xv(i) + xv(i+M+1) + xv(i+1+M+1))/3;

60 yc(ic) = (G-1)*H/(N) + (yv(i) + yv(i+M+1) + yv(i+1+M+1)) / 3;
61 end

62 end

Téngase en cuenta que para ubicar los nodos en cada celda triangular se ha elegido su baricentro,
cuya posicién puede obtenerse como la media aritmética de las coordenadas de los tres vértices.
Para terminar de dar sentido a este mallado no estructurado, puesto que no sigue ningtin patrén
(véase por ejemplo la celda 1, rodeada de las caras 1,14 y 25), es necesario calcular y almacenar
las matrices de conectividad. Esto incluye:

Conectividad Celda-A-Cara: Lef (i, k)
Conectividad Cara-A-Celda: Lfc(is, k)
Conectividad Celda-A-Vértice: Lev(i,, k)
Conectividad Cara-A-Vértice: Lfv(is,k)

Donde k hace referencia al indice local y podrd tomar los valores k = 1,2 si se habla de vértices
asociados a una cara 6 k = 1,2,3 si se habla de caras o vértices asociados a una celda. Esta
informacidn es proporcionada por el generador de malla. En los softwares CFD esta tarea compete al
pre-procesador y se hace de forma automatica. No obstante, debido a que los c6digos de este proyecto
se estdn elaborando en MATLAB, la generacion de esta informacién deberd ser proporcionada por
el usuario, simulando lo que un software convencional harfa autométicamente. A continuacién se
exponen los c6digos que se han desarrollado para el célculo de dichas matrices de conectividad.

1 %% CONECTIVIDAD CELDA-A-CARA

2

3 ic = 0; 7 Indice para recorrer las celdas

4 Lef = zeros(n_c,3); % Matriz de Conectividad Celda-A-Cara
s for j = 1:N

6 for i = 1:M

7 ic = ic + 1;

8 Lef(ic,1) = ic - (j-1)*M;

9 Lef(ic,2) = ic + Mx(N+1) + 1 - (§-1)*(M-1);
10 Lef(ic,3) = ic + Mx(N+1) + Nx(M+1) - (j-1)*M;
11 end

12 for i = 1:M

13 ic = ic + 1;

14 Lef(ic,1) = ic - M + Mx(N+1) + Nx(M+1) - (G-1)*M;
15 Lef(ic,2) = ic - (j-1)*M;

16 Lcf(ic,3) = ic - M + Mx(N+1) - (j-1)*x(M-1);
17 end

18 end

20 n_f = Lef(n_c,1); % Niamero Total de Caras

1 %% CONECTIVIDAD CARA-A-CELDA

3 Lfc = zeros(n_f,2); ’% Matriz de Conectividad Cara-A-Celda
4 for iface = 1:n_f£f

5 cl =0; c2 =0;

6 for i = 1:n_c
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7 for k = 1:3

8 if Lef(i,k) == iface

9 if c1l ==

10 cl = 1i;

11 else

12 c2 = i,

13 end

14 end

15 end

16 end

17 Lfc(iface,1) = ci;

18 Lfc(iface,2) = c2;

19 if Lfc(iface,1) == 0

20 Lfc(iface,1) = Lfc(iface,2);
21 end

2 if Lfc(iface,2) == 0

23 Lfc(iface,2) = Lfc(iface,1);
24 end

25 end

%% CONECTIVIDAD CELDA-A-VERTICE

1

2

3 ic = 0; % Indice para recorrer las celdas

4 Lev = zeros(n_c,3); % Matriz de Conectividad Celda-A-Vértice
s

for j = 1:N
6 for i = 1:M
7 ic = ic + 1;
8 Lev(ic,1) = ic - (j-1D*(M-1);
9 Lev(ic,2) = ic + 1 - (j-1)*(M-1);
10 Lev(ic,3) = ic + 1 + (M+1) - (j-1D)*(M-1);
11 end
12 for i = 1:M
13 ic = ic + 1;
14 Lev(ic,1) = ic - M - (G-D*xM-1);
15 Lev(ic,2) = ic + (M+1) - j*(M-1);
16 Lev(ic,3) = ic - 1 + (M+1) - j*x(M-1);
17 end
18 end

%% CONECTIVIDAD CARA-A-VERTICE

for ic = 1:n_c
ifacel = Lcf(ic,1);

1

2

3 Lfv = zeros(n_f,2); % Matriz de Conectividad Celda-A-Vértice
4

5

6 Lfv(ifacel,1) = Lcv(ic,1);

7 Lfv(ifacel,2) = Lcv(ic,2);
8 ifc2 = Lef(ic,2);

9 Lfv(iface2,1) = Lcv(ic,2);
10 Lfv(iface2,2) = Lcv(ic,3);
I ifc3 = Lcf(ic,3);

12 Lfv(iface3,1) = Lcv(ic,3);
13 Lfv(iface3,2) = Lcv(ic,1);
14

15 end

17 % Coordenadas de Centros de las Caras

19 xf = zeros(n_f,1);
20 yf = zeros(n_£f,1);
21 for iface = 1:n_f
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2 vl Lfv(iface,1);

23 v2 = Lfv(iface,?2);

24 xf (iface) = 0.5x(xv(vl) + xv(v2));
25 yf(iface) = 0.5*%(yv(vl) + yv(v2));
26 end

Son varios los comentarios que pueden hacerse en relacion con el almacenamiento de la conecti-
vidad que se ha expuesto en las lineas de c6digo anteriores. En primer lugar, uno podria preguntarse
sobre la necesidad de este procesamiento. La respuesta a dicha pregunta se ejemplificard més
adelante, pero fundamentalmente la exigencia de esto radica en la propia naturaleza del método. En
los célculos posteriores se requerird la evaluacion de ciertas magnitudes en nodos, caras y vértices de
forma continuada, y la tinica forma eficiente de realizar esta tarea es disponer de un almacenamiento
compacto de nimeros enteros (ocupan poco espacio en la memoria) que sea facilmente accesible.
En segundo lugar, si uno computa los cédigos adjuntos comprobard que la asignacion local de caras
y vértices se ha realizado siguiendo siempre un sentido antihorario. Esto se hace con la intencién
de generar matrices claras y ficilmente depurables en caso de encontrarse fallos. Por dltimo, en la
matriz de conectividad Cara-A-Celda, aunque la asignacién k = 1 6 k = 2 se ha hecho de forma
completamente arbitraria, se ha establecido por norma que aquellas caras limitrofes (que solo
tienen una celda colindante) presenten el mismo indice global para cada indice local; es decir, si f},
es una cara frontera, entonces Lfc(fy,,1) = Lfc(f;,,2). Elinterés de esto se justificard posteriormente.

A modo ilustrativo y tomando como referencia la malla representada en la Figura 4.2, puede decirse
que Lcf(9,1) =6,Lcf(9,2) =20y Lef(9,3) = 30 para ejemplificar la conectividad Celda-A-Cara,
Lfc(32,1) =14y Lcf(32,2) = 17 para la conectividad Cara-A-Celda, Lcv(7,1) =5, Lev(7,2) =6
y Lev(7,3) = 10 para la conectividad Celda-A-Vértice y Lfv(20,1) =8 y Lfv(20,2) = 12 para la
conectividad Cara-A-Vértice. Todo esto puede comprobarse ejecutando secuencialmente los c6digos.

Prosiguiendo con el procesamiento de la geometria, se procede a continuacién a desarrollar los
algoritmos que permiten la obtencién de los vectores tangentes y normales a cada cara, asi como el
drea de las mismas (que en 2D no es més que la longitud del segmento). Particular interés tiene el
célculo de los vectores normales, pues debe asegurarse que éstos apuntan en la direccién exterior
con respecto a cada celda para que el Teorema de la Divergencia de Gauss aplicado a la expresion
(4.1) sea valido.

El célculo de las dreas es trivial una vez obtenida la matriz de conectividad que relaciona las
caras y los vértices. Matemadticamente, puede expresarse como sigue:

Ap= \/(x2—x1)2+(y2—)’1)2 4.4)

Donde los subindices 1 y 2 hacen referencia a cada vértice de la cara. Una vez obtenida la longitud
del segmento, el cilculo del vector tangente unitario es inmediato:

" Xy — X X=X = Y2— N _ NN (4.5)

o V= x1)2+ (2 —y1)? - Ag V0 =2+ (=) 4y

Las componentes del vector normal unitario pueden obtenerse a partir de éste resolviendo el
siguiente sistema de ecuaciones:

ﬁ? = O nx’ffxf‘f'l’l%fty’f = 0 nx‘f = l‘ch
o . = - (4.6)
nxt = k Moplyptigptey = 1 nypo o= Tl
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Una vez determinadas las componentes del vector normal unitario, es necesario desarrollar un
método que discrimine la normal exterior en detrimento de la interior. Una posible solucién es
imponer que el vector normal calculado verifique la condicién 7; 1 >0, donde 7; ¢ es el vector que
une el nodo de la celda con el centro de la cara en cuestién, tal y como se ilustra en la Figura 4.3. Si
dicho producto escalar es positivo, entonces el vector normal es exterior; si es negativo, bastaria con
cambiar de signo las componentes de ambos vectores tangente y normal, de forma que la expresion

it x T = k se siga cumpliendo. A continuacién se expone el c6digo que realiza los calculos descritos.

a

Figura 4.3 Representacién de los vectores unitarios tangente y normal en una cara localmente con
respecto a una celda.

%% CALCULO DE AREAS Y NORMALES Y TANGENTES UNITARIAS

4+ 1fcy = zeros(n_c,3);
5 area = zeros(1l,n_f);
6 tx = zeros(n_c,3);

7 ty = zeros(n_c,3);
8
9

1
2
3 1fcx = zeros(n_c,3);
4
5

nx = zeros(n_c,3);
ny = zeros(n_c,3);
10 for ic = 1:n_c

11 for k = 1:3

12 iface = lcf(ic,k);

13 1fcx(ic,k) = xf(iface) - xc(ic);
14 1fcy(ic,k) = yf(iface) - yc(ic);
15 vl = Lfv(iface,1);

16 v2 = Lfv(iface,2);

17 dx1l = xv(v2) - xv(vl);

18 dyl = yv(v2) - yv(vl);

19 area(iface) = sqrt(dx1~2 + dy1~2);
20 tx(ic,k) = dxl1/area(iface);

21 ty(ic,k) = dyl/area(iface);

2 nx(ic,k) = ty(ic,k);

23 ny(ic,k) = -tx(ic,k);

24 scalar_nl = nx(ic,k)*1fcx(ic,k) + ny(ic,k)*1fcy(ic,k);
25 if scalar_nl < O

26 tx(ic,k) = -tx(ic,k);

27 ty(ic,k) = -ty(ic,k);

28 nx(ic,k) = -nx(ic,k);

29 ny(ic,k) = -ny(ic,k);
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30 end
31 end
32 end

En la Figura 4.3 también aparece indicada la magnitud 0 =7 -1, donde [ es un vector que une los
nodos de dos celdas contiguas. Por tanto, la magnitud escalar &, representa la distancia que existe
entre los centros de dos celdas colindantes en la direccion normal de la cara que las separa. Este
término aparece en la formulacién del FVM por lo que también es necesario calcularlo y almacenarlo.

%% CALCULO DE DELTA

delta = zeros(1,n_f);
for iface = 1:n_f
cl = Lfc(iface,1);
c2 = Lfc(iface,2);
for ic = 1:n_c
for k = 1:3
if Lcf(ic,k) == iface
nxl = nx(ic,k);
nyl = ny(ic,k);

® N o ;B W N =

12 end

13 end

14 end

15 if ¢l == ¢c2 J Cara Frontera

16 dx1l = xf(iface) - xc(cl);

17 dyl = yf(iface) - yc(cl);

18 delta(iface) = abs(dxl*nxl + dyl*nyl);
19 else

20 dx1l = xc(c2) - xc(cl);

21 dy1l = yc(c2) - yc(cl);

2 delta(iface) = abs(dxl*nxl + dyl*nyl);
23 end

24 end

El célculo del volumen de la celda es otro dato geométrico necesario para la resolucién de las
ecuaciones que gobiernan el problema. En el caso 2D, este valor coincide con el 4rea de la celda.
Para el mallado bidimensional triangular en cuestion, puede hacerse uso de la definicién geométrica
del area de un paralelogramo para realizar éste cdlculo. Asi, el drea del tridngulo serd la mitad del
drea del paralelogramo formado por dos vectores directores cualesquiera. Es decir:

1 d — 1
VC = §|t1 X t2’ = 5 (tx71ty72 _ty71[x72) (47)

Es importante puntualizar que en este caso los vectores 7 y #, no son unitarios. El cédigo que
computa estos célculos se expone a continuacion:

%% CALCULO DEL VOLUMEN

1
2

3 vol(:) = 0;

4 for ic = 1:n_c

5 vl = Lev(ic,1);

6 v2 = Lev(ic,2);

7 v3 = Lcv(ic,3);

8 dx1 = xv(v2) - xv(vl);
9 dyl = yv(v2) - yv(vl);
10 dx2 = xv(v3) - xv(vl);
11 dy2 = yv(v3) - yv(vl);

12 vol(ic) = 0.5%(dx1*dy2 - dyl*dx2); % A = 1/2x[tl x t2]
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13 end

En la formulacién del FVM no estructurado es frecuente la necesidad de calcular los valores
de alguna propiedad ¢ en las caras y vértices a partir de sus valores en los nodos. Por ejemplo,
véase la expresion (4.3), donde se requiere conocer I'y. La forma mds usual de llevar a cabo este
célculo es mediante interpolaciones lineales. Este interpolante se obtiene normalmente como una
funcién que pondera la distancia. Como la obtencién de estas funciones interpoladoras es puramente
geométrica, es recomendable realizar este computo como parte del pre-procesamiento y almacenar
la informacion para cuando se necesite. Asi, el valor de ¢ en las caras puede expresarse de la
siguiente manera:

_ 1/d,
- 1/d+1/d,

En la expresion de la funcién interpolante (wy), d; y d, son las distancias entre los nodos de las
celdas 1y 2y el centro de la cara que las separa, respectivamente. Esto se ilustra en la Figura 4.4.
De esta forma, cuando d; — 0 6 d, — oo, entonces ¢, — ¢;. Contrariamente, si d; — 6 d, — 0,
entonces ¢, — ¢,. En esencia, la ecuacion (4.8) pretende expresar como la influencia de un nodo
contiguo a la cara decrece con la distancia a dicha cara.

(Pf:Wf(P] +(1—Wf) (Pz donde Wf (4.8)

Esta interpolacion ponderada inversamente proporcional a la distancia no es la Ginica opcién
que puede tomarse para realizar este cdlculo. Existen ciertos generadores de malla que utilizan
funciones interpoladoras inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia. Este procedi-
miento alternativo, derivado de ciertas leyes de la fisica cuyas magnitudes decaen con el cuadrado
de la distancia, tiene el mismo comportamiento que el detallado en el parrafo anterior, con la
salvedad de que ahora el decaimiento de la influencia con la distancia es mucho mds acusado. No
obstante, se usard la primera opcion por ser la eleccién mayoritariamente utilizada por los soft-
wares CFD actuales. Se afiade subsiguientemente el c6digo que computa los valores de I" en las caras.

1 %% FUNCIONES DE INTERPOLACION NODO-A-CARA
2

3 wfun = zeros(1,n_f);

4 gammaf = zeros(1l,n_f);

5 for iface = 1:n_f

6 cl = Lfc(iface,1);

7 c2 = Lfc(iface,?2);

8 dx1 = xf(iface) - xc(cl);

9 dyl = yf(iface) - yc(cl);

10 dl = sqrt(dxi1~2 + dy1~2);

1 dx2 = xf(iface) - xc(c2);

12 dy2 = yf(iface) - yc(c2);

13 d2 = sqrt(dx2°2 + dy2~2);

14 wfun(iface) = d2 / (d1+d2);

15 gammaf (iface) = wfun(iface)*gamma(icl) + (1-wfun(iface))*gamma(ic2);
16 end

Por otro lado, para el calculo de una propiedad ¢ en los vértices, éste puede computarse empleando
funciones interpoladoras con un procedimiento similar. La disimilitud con el caso anterior es que
ahora un vértice puede estar influenciado por N celdas, y no Gnicamente por dos como en el caso de
las caras. Por tanto, los interpolantes tienen la siguiente forma:

N
cpvzlf’ii =Y w0,  donde  w, /d; (4.9)

Vi

: -N
Y 1/d; = Y 1/d;
i=1 i=1
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Se expone a continuacién el c6digo MATLAB que calcula el valor de ¢ en los vértices.

© N U A W N -

20

%% FUNCIONES DE INTERPOLACION NODO-A-VERTICE

cwfun = zeros(n_c,3);
sumwt = zeros(1,n_v);
for ic = 1:n_c
for iv = 1:3
vl = Lev(ic,iv);
dl = sqrt((xv(vl) - xc(ic))~2 + (yv(vl) - yc(ic))~2);
cwfun(ic,iv) =1 / di;
sumwt (v1) = sumwt(vl) + 1/di1;
end
end

for ic = 1:n_c
for iv = 1:3
vl = Lev(ic,iv);
cwfun(ic,iv) = cwfun(ic,iv) / sumwt(vl);
end
end

% Célculo de \phi en Vértices

phiv = zeros(1,n_v);
for ic = 1:n_c
for k = 1:3
iv = Lev(dic,k);
if bvert(iv) ==
phiv(iv) = phiv(iv) + phi_ini(ic)*cwfun(ic,k);
end
end
end

Figura 4.4 Esquema paradigmatico para la obtencion de las funciones interpoladoras w; y w, ;.

Por tltimo y para terminar el procesamiento de la informacidn relativa a la geometria se detallard
el tratamiento de las condiciones de contorno, un concepto inherentemente relacionado con ésta. A
la hora de almacenar la informacién en una formulacién no estructurada las condiciones de contorno
son tratadas de forma separada e independiente al resto, y también lo es su almacenamiento. Existen
esencialmente tres razones de peso para hacer esto.

En primer lugar, las condiciones de contorno solo se aplican en las caras fronterizas, y por tanto
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solo deben ser almacenadas en dichas caras. Debido a que el nimero total de celdas normalmente
excede significativamente el niimero de celdas frontera, una formulacién en la que se tengan en
cuenta todas las celdas implicaria un derroche de recursos computacionales considerable.

En segundo lugar, aislar la informacién relativa a las condiciones de contorno permite que el
almacenamiento sea mis compacto y rdpido de acceder para la miquina, pues a la hora de barrer la
memoria siempre es més eficiente especificar un punto de partida y la longitud de la informacién
que se requiere tratar. Asi se evita que el puntero pierda tiempo barriendo celdas interiores. Esta
ventaja estd directamente relacionada con la arquitectura interna de la maquina.

En tercer lugar, se evita la necesidad de comprobar constantemente si la cara en cuestion es
frontera o no. La ventaja de esto radica en que en la generacién de cédigos a gran escala el uso de
comprobaciones IF dentro de bucles es prohibitivamente caro.

Para resolver toda esta problematica, es necesario almacenar los siguientes arrays de informacion:

e Numero total de caras en la frontera: ny,
e Conectividad Cara-A-CaraFrontera: Lf —bf (iy)
e Conectividad CaraFrontera-A-Cara: Lbf — f(is,)

Ademés, para identificar si una cara estd en la frontera o no serd necesario un vector de valores
binarios que al recorrer las caras devuelva 1 si la cara estd en la frontera y O en caso contrario. Se
expone seguidamente el cddigo que lleva a cabo la numeracién de las caras limitrofes y su almace-
namiento. Esto serd clave para la implementacion de las condiciones de contorno del problema, en
las que se entrard en detalle mds adelante.

%% INDEXACION DE CARAS FRONTERA

1
2

3 n_f_b = 2x(M+N); % Total de Caras en Contorno

4 bface = zeros(1,n_f); % 1 SI Cara en Contorno, O SI Cara Interior
5 f_to_bf = zeros(1,n_f);

6 bf_to_f = zeros(1,n_f_b);

7 iface_b = 0;

9 for i = 1:M

10 ic = i;

11 iface_b = iface_b + 1;

12 bf_to_f(iface_b) = Lcf(ic,1);

13 bface(Lcf(ic,1)) = 1; % Cara en Contorno
14 f_to_bf(Lcf(ic,1)) = iface_b;

15 end

16 for j = 1:N

17 ic = M + 2x(j-1)*M;

18 iface_b = iface_b + 1;

19 bf_to_f(iface_b) = Lcf(ic,2);

20 bface(Lcf(ic,2)) = 1; % Cara en Contorno
21 f_to_bf(Lcf(ic,2)) = iface_b;

22 end

23 for i = 1:M

24 ic = n_c - (i-1);

25 iface_b = iface_b + 1;

26 bf_to_f(iface_b) = Lcf(ic,2);

27 bface(Lcf(ic,2)) 1; % Cara en Contorno

28 f_to_bf(Lcf(ic,2)) = iface_b;
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29 end

30 for j = 1:N

31 ic = n_c - (M-1) - 2x(j-1)*M;

32 iface_b = iface_b + 1;

33 bf_to_f(iface_b) = Lcf(ic,3);

34 bface(Lcf(ic,3)) = 1; % Cara en Contorno
35 f_to_bf(Lcf(ic,3)) = iface_b;

36 end

Llegados a este punto, el procesamiento y almacenamiento de las caracteristicas geométricas
estd completo. En la préxima seccidn se retomard la ecuacion principal del FVM en mallas no
estructuradas presentada en (4.2) y se buscard la manera de expresar todas las magnitudes en las
caras en términos de los valores en los nodos con el fin de completar la formulacién.

4.1.2 Discretizacion de las ecuaciones. Flujos normales y tangenciales

Hasta ahora se han centrado los esfuerzos en procesar y almacenar toda la informacién inherente
al mallado del dominio computacional, de forma que tenga que computarse una sola vez y sea
accesible para su fin dltimo: aproximar con la mayor rigurosidad y eficiencia posible la ecuacién
que gobierna el problema objeto de estudio, representada en (4.2). De todos los términos que
componen la ecuacion, ya se han desarrollado expresiones robustas para la obtencién de I'y, A, y
AV . Puesto que el término relativo a la fuente depende del problema (y en el caso particular del que
se estd estudiando su valor es nulo), restarfa obtener una expresion para (V@) ;- 7i; en funcion de los
valores en los nodos. El desarrollo que se lleva a cabo a continuacién se hard en pos de dicha finalidad.

El primer paso a tomar es tener en cuenta que el gradiente de un campo escalar ¢ puede reescribirse
en términos de cualquier sistema de coordenadas ortogonal sin pérdida de generalidad. Asi, la
siguiente igualdad se cumple para el caso 2D:

_99- 99> 99 d¢_
V¢_8xl+8yj_8tt+8nn (4.10)

Donde 7'y 7i son los vectores tangentes unitarios a la cara en cuestion, segtn el criterio especificado
en la seccién anterior (7 es la normal exterior a la celda y 7 es el tangente por el cual se verifica que
it x f = k). Ademds, nétese que d¢/dn = (V@) -iiy d9/dt = (V@) -, luego:

(Vo) =[(VO);-7if] i, + [(VO) ;- 17] T 4.11)

Si se multiplica la expresion (4.11) escalarmente por T(donde T es el vector representado en la
Figura 4.3), se llega a:

(Vo) T=[(V);7if] 5+ [(V),1/] 71, (4.12)

Para expresar (V@) I Z} en términos de los valores en los nodos es necesario realizar una expan-
sién en serie de Taylor de dos variables (debido a que la malla no es ortogonal). Esto es:



4.1 Problema difusivo, estacionario y unidimensional

77

( 0, =0, + aaﬁ‘f(xz —xf)+ gi) ; (o —yp)+
% aaj:zb f(xz—xf)2+; ?;yq; f(Y2—yf)2+ aaj;by'f(xz—xf) (2 =yp)+ ..
¢ =95+ (x’f(xl —Xp)+ gqy)‘f(yl —yp)+ o
% 32;}25 f(xl —xf)z'i‘% aaig f(yl —yp)*+ ;:gy f(xl —xp) (1 —yp) + -

Si se sustraen las dos expresiones de (4.32) se llega a lo siguiente:

) P

1 82 1 82

2a£f[<x2 Xf) (xl—xf)]Jrgqu) (2 =y ==y ]+ (414)
%0

Ixdy |, [y =xp) (2 =yp) = (x1 =xp) 0y =y p)] + -

Si ahora se tiene en cuenta que l} = (xy — x1)7+ (yv2—x1) J. entonces puede decirse que:

0 — 01~ (Vo) 1, (4.15)

En dicha aproximacién se comete un error truncado de valor € que es dificil de estimar, a diferencia
de lo que sucedia en mallas cartesianas donde € ~ O(Ax?) 6 € ~ O(Ay?). Sustituyendo (4.15) en
(4.12) se obtiene finalmente:

=0 [(VO) 1] T, Tf o—0 Jiy
Vo), -7, — _ — _f
(Vo) -7y oy oy oy oy

La expresion (4.16) representa en esencia una descomposicion del flujo normal a la cara f en dos
componentes: una en la direccién del vector Ty otra en direccién del vector 7. En el caso particular en
el que Ty i sean colineales, entonces 7~/ = 0 y la formulacién pasa a ser formalmente idéntica al caso
de mallas estructuradas cartesianas ya estudiado. Es importante destacar que una malla cartesiana es
condicion suficiente pero no necesaria para cancelar el término tangencial; pueden existir mallas
no estructuradas donde dicho término se anule (por ejemplo, una malla formada en su totalidad por
tridngulos equiléteros), la inica condicidn es que los vectores Ty 7i estén alineados. Esto interesa
desde el punto de vista computacional, pues puede demostrarse que la existencia de dicho término
en las ecuaciones dificulta la convergencia de la solucién. Esto ejemplifica el enorme interés que se
tiene en una correcta generacion de malla y da sentido a la existencia de campos completos de las ma-
temdticas dedicados a la generacion 6ptima de mallas (por ejemplo, las triangulaciones de Delaunay).

(4.16)

Para completar el desarrollo de las ecuaciones sin pérdida de generalidad, va a suponerse el
escenario en que el término asociado al flujo tangencial es no nulo. En tal caso, su cdlculo requiere
de un procedimiento completamente andlogo al efectuado en (4.32). Asi, se llega a:

¢a — ¢b
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Donde ¢, y ¢, son los valores de la propiedad ¢ en los vértices de la cara f (véase la Figura 4.3)
y ]?f| = Ay es la longitud de la cara (por ser el problema 2D). De esta forma, y disponiendo de la
informacién geométrica necesaria para computar el producto escalar 7 - [, el término relativo al flujo
tangencial tendrd la siguiente expresion:

27 a a” — 10— —
Jthf _ [<V¢)f ?] 7= ¢ qu)b (‘x 'xb) ('xz 'xl)Af(y yh) (y2 yl) (418)

Sustituyendo la ecuacion (4.18) en (4.16), y ésta a su vez en (4.3), se llega a la expresion general
que gobierna el problema de difusién pura con un mallado no estructurado:

Nf,p _ — - —
Yr, Ouv(r) = 9P (Patr) = Do) 71| A 45,47 =0 (4.19)
f=1 S OpAs

Donde, para el caso en cuestion, Ny p = 3 en todas las celdas. Ademads, el subindice nb hace
referencia a los nodos vecinos (del inglés neighbour), especificando nb(f) para hacer referencia al
nodo adyacente a la cara f que se estd considerando en el sumatorio.

Para completar la discretizacion del problema es necesario expresar de algiin modo las variables
en los vértices, pues son a priori desconocidas. Existen dos formas de acometer esta tarea. La
primera de ellas consiste en expresar los valores en los vértices en términos de los valores en los
nodos haciendo uso de las funciones interpoladoras w,, ;, descritas en (4.9). Asf, las Gnicas incégnitas
que presentarian las ecuaciones discretas serian los valores en los nodos, que es la situacién que se
andaba buscando. Esto se conoce como procedimiento implicito. La segunda forma de abordar el
tratamiento de los valores en los vértices es computarlos segin los valores de la iteracién anterior,
de forma que pueden pasarse al segundo miembro de la ecuacién como términos conocidos. Este es
el llamado tratamiento explicito.

Son varias las ventajas y desventajas de cada uno de estos métodos. El implicito tiene la ventaja
de presentar una convergencia mds rdpida a la solucién, pero la matriz de coeficiente perderd
parcialmente su cualidad como matriz dispersa (cuanto més dispersa es la matriz, mas eficien-
tes son los algoritmos que se emplean en este tipo de matrices y menos memoria se requiere) al
aparecer términos relativos a vecinos més lejanos en cada ecuacién discreta. Ademas, dificulta la
implementacién de las condiciones de contorno. Por otro lado, el método explicito mantiene la
matriz mayoritariamente dispersa al incluir tinicamente las celdas inmediatamente vecinas, pero
tiene una convergencia mds lenta. Por las razones expuestas, en la industria del CFD el tratamiento
explicito es de los dos el que tiene un uso més extendido, y serd por tanto el que se utilice en adelante.

Resulta 16gico pensar que la convergencia del método explicito estard condicionada por la im-
portancia relativa del término tangencial frente al normal. Esto es asi porque la diferencia entre
dos iteraciones sucesivas serd mas notable si el valor de J; ; juega un papel determinante. De

este sencillo andlisis puede inferirse que cuanto menos alineados estén los vectores 7 y I, mayor
serd J, ; y mds pobre serd la convergencia. En la literatura se emplea el término skewness para
hacer referencia a la desalineacion de estos vectores. Como ya se ha comentado en otras ocasiones,
es de vital importancia que los generadores de malla tengan en cuenta este concepto durante el
pre-procesamiento para que la computacion posterior tenga mejores resultados. Asi, el quid de la
cuestion consistird en evitar las celdas con dngulos extremadamente agudos u obtusos y tratar de
que los 60° en mallas triangulares y los 90° en mallas cuadrangulares prevalezcan.

Para terminar con el planteamiento de las ecuaciones, es necesario puntualizar que la expresion
general (4.19) se verd modificada por las condiciones de contorno en las celdas limitrofes. Para
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ilustrar este tema, se ejemplificardn los tipos de condiciones de contorno analizando directamente
el problema de la Figura 3.2.

Cara norte. Flujo de calor impuesto

La cara norte del dominio computacional esté sujeta a la condicién de flujo de calor impuesto de
valor conocido (saliente). Matematicamente, esto se expresa como (V@) -7y = Jy. Asi, de acuerdo
con la Figura 4.2, la ecuacién en las celdas 17 y 18 queda como sigue:

0 _ 40
ZF !%b ; —0p _<¢a<f> A%(f));f.;f

6;A;

A+ TndyAy +SyAV =0 (4.20)

Cara oeste. Aislada térmicamente

La cara oeste tiene la condicion de aislamiento térmico (flujo difusivo nulo a través de esta cara).

Este caso es similar al anterior, salvo que ahora (V@)y, - riyy = 0. Esto afecta a las celdas 4 y 10
segtin la Figura 4.2, y la expresion final a la que se llega es:

0 0
Nipl“f [‘Pnb —op <¢a(f)_¢b(f)>;}j}
O OpAs

Faw

Ar+SyAV =0 (421

Cara este. Flujo de calor impuesto

Caso formalmente idéntico al que se tiene en la cara norte, aunque aqui el flujo es entrante. La
condicién se expresa como (V@) -iip = Jp y la ecuacion matematica que se verifica en las celdas

9y 15es:
Nfrf [‘Pnb —¢p <¢3(f) — 9 ) P,
oy OpAf

f2E

Ap+TplpAp +S3AV =0 (4.22)

Cara sur. Temperatura impuesta

En la cara sur se cumple la condicién ¢ = ¢g. Este caso difiere ligeramente de los presentados
anteriormente. De nuevo, se divide el sumatorio entre las caras interiores y la cara frontera, pero
esta vez el valor (V@) - 7ig no es conocido, sino que tiene que ser reescrito en términos del flujo
normal y tangencial, tal y como se detall6 en el desarrollo de la expresion general. Finalmente, se
llega a la siguiente expresion, vdlida para las celdas 1y 2:

N 0 0
fl“ Dup (1) ¢P (Pa(f) ¢h(f) A
f SA £t
f fof

f#S

os—0p (a5~ %5\ 5 7
S OsAg 5

Es importante resaltar que en esta expresion el vector TS va desde el nodo de la celda P hasta el
centro de la cara frontera y no hasta el nodo de la celda vecina, pues no existe una celda colindante

(4.23)

Ag+8,AV =0

en esa direccion. Puesto que el segundo término del primer miembro de la ecuacién es conocido,

debera ser tratado dentro del vector de términos independientes. Especial mencién merece el caso

en que la condicién de contorno es constante a lo largo de toda la frontera. En dicha situacion,
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se verifica @, (s) = Py (s), luego el término tangencial se cancela al no existir gradiente en esa direccion.

El resto de celdas frontera (a decir, 3 y 16) presentan una doble condicién de contorno por
pertenecer a esquinas del dominio computacional. La discretizacion en dichas celdas es bastante
directa y no se detallard para evitar redundancia. Para su obtencién no habria mds que tener en
cuenta simultdneamente las dos condiciones de contorno que apliquen en cada caso. Una vez
desarrolladas las ecuaciones que han de cumplirse de forma discretizada para cada celda y analizada
la implementacion de las condiciones de contorno, se estd en condiciones de ensamblar y resolver
el sistema. Esto se discutird en la siguiente seccion.

4.1.3 Resolucion del sistema. Ensamblaje de las matrices

Las ecuaciones discretizadas obtenidas en la seccién anterior requieren una reestructuracién de
forma que el sistema pueda resolverse sencillamente mediante el comando \ de MATLAB (¢ = A\D).
Para ello, se comienza reescribiendo la expresion (4.19) como:

Nyp
Ay pOp+ Y A pOiip) = SoAV + Senp = bp (4.24)
k=1

En esta expresion, valida para las celdas interiores, A, p denota los coeficientes de la matriz A
ubicados en la diagonal, mientras que Ay p hace referencia a los elementos no nulos de A fuera de la
diagonal pero dentro de esa misma fila. Es decir, la posicion de los términos A, p dentro de la fila P
estardn ubicados en las columnas pertenecientes a las celdas vecinas a P, bajo la indexacién global
detallada en la Figura 4.2. El término perteneciente a la fuente ha pasado al segundo miembro por
ser una cantidad conocida. El signo que lo precede continda siendo positivo porque, como se verd
a continuacioén, se ha cambiado el signo a toda la ecuacién para que los términos diagonales de
A sean positivos de acuerdo con el convenio establecido. Por dltimo, el término Sy, p denota la
contribucion de los flujos tangenciales. Esta en el segundo miembro por ser una cantidad conocida
debido al tratamiento explicito de los valores en los vértices, tal y como se detall6 en la seccién
precedente. Con todo, los valores que conforman el sistema pueden obtenerse mediante las siguientes
expresiones:

Nrr T, A
App= ;’1 f(;ff (4.25)
Ly pAx
Ap=—=5"5 (4.26)
Nee (00,00, . -
Ageenp=— Y. T M i1, 4.27)
f=1 f

Es importante recordar que las expresiones anteriores pueden sufrir modificaciones debido a
las condiciones de contorno cuando P haga referencia a una celda limitrofe. Para computar estas
férmulas, es necesario ensamblar la matriz A y el vector b, siendo precavidos con la inclusién de
las condiciones de contorno. A continuacién se exponen los cédigos que llevan a cabo esta tarea.

1 %% CALCULO DE LA SOLUCION

2

3 err = 1073; % Error inicial > TOL para entrar en el bucle
4 TOL = 10~-3; % Tolerancia

5 gamma = 1000*ones(1,n_c);

6
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40

66
67
68

gammaf = zeros(1l,n_f);
for iface = 1:n_f

Lfc(iface,1);
Lfc(iface,2);

icl
ic2

gammaf (iface) = wfun(iface)*gamma(icl) + (1-wfun(iface))*gamma(ic2);

end

flag = 0;

while max(err,[],’all’) > TOL

A = zeros(n_c,n_c); %
b = zeros(1,n_c); %
A0 = zeros(1,n_c); A
Anb = zeros(n_c,3); %
skew = zeros(1,n_c); %
sc = zeros(1l,n_c); YA
phi_top = 100; %
q_west = 500%1073; %

% Condiciones de Contorno (Norte:

phib = zeros(1,n_f_b);
Jb = zeros(1,n_f_b);
for iface_.b = 1:n_f_b

Matriz de coeficientes

Vector de términos independientes
Elementos diagonales de A
Elementos extra-diagonales de A
Término tangencial (skewness)
Término fuente

Condicién de Contorno en Cara Norte
Condicidn de Contorno en Cara Oeste

iface = bf_to_f(iface_b);
if yf(iface) > 0.99*H

phib(iface_b) =

end

phi_top;

if xf(iface) < 0.01%L
Jb(iface_b) = q_west;

end
end

% Coeficientes de la Matriz A

for ic = 1:n_c
for k = 1:3

iface = Lef(ic,k);
if bface(iface) ==

A0(ic) = AO(ic) + gammaf (iface)*area(iface)/delta(iface);

\phi impuesto; Resto: flujo impuesto)

Anb(ic,k) = - gammaf (iface)*area(iface)/delta(iface);
icl = Lfc(iface,1);
ic2 = Lfc(iface,2);

if icl ==

ic

A(ic,ic2) = Anb(ic,k);

else

A(ic,icl1) = Anb(ic,k);

end

elseif bface(iface) == 1 && phib(f_to_bf(iface)) ~

ifb = f_to_bf(iface);

A0(ic) = AO(ic) + gammaf(iface)*area(iface)/delta(iface);

Anb(ic,k) = 0;

else

AO(ic) = AO(ic) + 0;
Anb(ic,k) = 0;

end

A(ic,ic) = AO0(ic);

end
end

if flag ==
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69 % Calculo de \phi en Vértices

70

71 phiv = zeros(1l,n_v);

72 for ic = 1:n_c

73 for k = 1:3

74 iv = Lev(ic,k);

75 if bvert(iv) ==

76 phiv(iv) = phiv(iv) + phi_ini(ic)*cwfun(ic,k);
77 else

78 if yv(iv) > 0.99%H

79 phiv(iv) = phi_top;

80 else

81 phiv(iv) = phiv(iv) + phi_ini(ic)*cwfun(ic,k);
82 end

83 end

84 end

85 end

86

87 % Término Independiente (Fuente + Skew)

88

89 sign = zeros(n_c,3);

90 for ic = 1:n_c

9] skew(ic) = 0;

92 for k = 1:3

93 iface = Lcf(ic,k);

94 if bface(iface) ==

95 va = Lfv(iface,1);

96 vb = Lfv(iface,?2);

97 icl = Lfc(iface,1);

98 ic2 = Lfc(iface,2);

99 dxl = xc(ic2)-xc(icl);

100 dyl = yc(ic2)-yc(icl);

101 txl = xv(vb) - xv(va);

102 tyl = yv(vb) - yv(va);

103 t_unit = [tx1,tyl]./area(iface);

104 scalar_tl = t_unit(1)*dxl + t_unit(2)*dyl;
105 scalar_nl = nx(ic,k)*dxl + ny(ic,k)*dyl;
106 if scalar_nl > 0

107 sign(ic,k) = 1;

108 else

109 sign(ic,k) = -1;

110 end

111 skew(ic) = skew(ic) - gammaf (iface)*scalar_tlx...
12 (phiv(vb) - phiv(va))*sign(ic,k)/delta(iface);
113 end

114 end

115 b(ic) = skew(ic) - sc(ic)#*vol(ic);

116 end

117 end

18

119 for ibf = 1:n_f b

120 iface = bf_to_f(ibf);

121 icl = Lfc(iface,1);

122 b(icl) = b(icl) + gammaf (iface)*area(iface)*phib(ibf)/delta(iface) + ...
123 + area(iface)*Jb(ibf);

124 end

125

126 phi = A\b’;

127 if flag ==

128 error = abs(phi - phi_ini);

129 end

130 phi_ini = phi;
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131 flag = 1;
132 end

Es necesario resaltar que los cdlculos se hacen de forma iterativa hasta que la diferencia entre
dos soluciones consecutivas sea menor que una tolerancia establecida. Serd entonces cuando pueda
afirmarse que el método ha convergido a la solucién deseada. Nétese ademds coémo, para comenzar
los célculos, hay que establecer un valor inicial de ¢ en los nodos para el primer computo de ¢
en los vértices, y asi tener un punto de partida para el proceso iterativo. Elegir un valor inicial
adecuado puede ser determinante a la hora de mejorar la eficiencia del método. La solucién que
aqui se propone consiste en tomar los valores de ¢ que se obtienen resolviendo el problema sin
considerar el término de skewness, lo cual resultard una buena aproximacion si en la geometria de la
malla en cuestion predominan los valores bajos del producto escalar 7 - I. La definici6n de la variable
binaria flag que se observa en los cdigos arriba descritos viene motivada por esta decision.

Existen otras formas de optimizar este método para lograr una convergencia mas rapida, y una de
ellas es utilizar el comando \ de MATLAB, tal y como estd haciendo. Esta herramienta funciona
como una “caja negra” a la hora de resolver el sistema, y el algoritmo interno trata de buscar la
convergencia de la solucién para los valores de ¢ en los vértices de la iteracion en cuestion. Tras
ello, éstos valores se actualizan y el algoritmo interno del comando \ vuelve a funcionar tratando de
conseguir una convergencia parcial antes de actualizar los nuevos valores. Computacionalmente,
esto es mucho més eficiente que tratar de alcanzar la convergencia total en cada iteracion.

Por si resultara de interés al lector, se adjunta a continuacién un cédigo que muestra una de
las muchas formas posibles que existen para post-procesar la solucion mediante representaciones
gréficas ejemplares.

%% REPRESENTACION GRAFICA

figure(1)

tri = delaunay(xc, yc);

h=trisurf (tri, xc, yc, phi);

6 colormap (turbo)

7 colorbar

8 shading interp

9 set(h,’EdgeColor’, ’k’)

10 xlabel(’$x\, (m)$’,’ Interpreter’,’latex’)

11 ylabel(’$y\, (m)$’,’ Interpreter’,’latex’)

12 zlabel (°$T\, ("{\circ}C)$’, ’Interpreter’,’latex’)
13 title(’Campo de Temperaturas’,’Interpreter’,’latex’)

N S

[

15 figure(2)

16 xg=min(xc) : (max(xc)-min(xc))/200:max(xc) ;

17 yg=min(yc) : (max(yc)-min(yc))/200:max(yc) ;

18 [Xq, Yq] = meshgrid(xq,yq);

19 Zq =griddata(xc,yc,phi,Xq,Yq);

20 contour(Xq,Yq,Zq,110:15:260, ’Linewidth’,2,’ShowText’,’on’);
21 shading interp

22 colormap (turbo)

xlabel (’$x\, (m)$’,’ Interpreter’,’latex’)
ylabel(’$y\, (m)$’, ’Interpreter’,’latex’)

zlabel (°$T\, (“{\circ}C)$’, ’Interpreter’,’latex’)
title(’Curvas de nivel del Campo de Temperaturas’,’Interpreter’,’latex’)

SR SR
S G R QO

Para finalizar con este capitulo, se dedica la siguiente seccion a obtener y valorar los resultados

obtenidos mediante la formulacién no estructurada del FVM aplicada al problema de la Figura 3.2.
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4.1.4 Aplicacion practica 2D. Mallado no estructurado

Para ilustrar la formulacién del FVM en mallas no estructuradas desarrollada en los capitulos previos,
considérese el problema paradigmatico descrito en la Seccién 3.1.4. Ejecutando de manera secuencial
los cédigos expuestos, se llega a la solucién mostrada en la Figura 4.5. Es importante destacar que
la malla triangular representada no coincide con la que verdaderamente se estd considerando, sino
que se estd haciendo uso de la generada por el comando delaunay. Esta es una forma sencilla de
obtener una ilustracion caracteristica de la superficie.

Campo de Temperaturas
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Figura 4.5 Valores del campo de temperaturas en los nodos para un mallado no estructurado M x N
conM=3yN=3.
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Como puede observarse, los resultados obtenidos son esencialmente idénticos a los que se
lograron con una malla estructurada cartesiana, representados en la Figura 3.4. Nétese ademas
como en el caso de mallas no estructuradas, debido al algoritmo desarrollado, una malla M x N
no cuenta con M x N celdas, sino con el doble (M x N cuadrildteros divididos en dos tridngulos
seglin una de sus diagonales, tal y como se observa en la Figura 4.2). Ademads, como el c6digo se
ha desarrollado sin pérdida de generalidad, la malla puede refinarse cuanto se quiera. Por ejemplo,
a modo comparativo, con un mallado equivalente al empleado en la Figura 4.15 se obtienen las
siguientes ilustraciones.

Campo de Temperaturas
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Figura 4.6 Valores del campo de temperaturas en los nodos para un mallado no estructurado M x N
conM =50y N =50.
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La representacion de las curvas de nivel, que simbolizan las lineas de temperatura constante, es
muy buen indicativo de la validez de la solucién. En efecto, se observa cémo la temperatura en
la pared inferior anda rondando los 150°C, tal y como deberia ser por la condicién de contorno
impuesta en dicha cara. Por otro lado, la condicién de aislamiento térmico (que matemdticamente
se expresa como V¢ -7i = 0) se advierte facilmente en la cara oeste, pues las isotermas entran en
ella de forma perpendicular. Estos comentarios pueden confirmarse con la Figura 4.7.

Curvas de nivel del Campo de Temperaturas
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Figura 4.7 Curvas de nivel (isotermas) del campo de temperaturas para un mallado no estructurado
M xNconM =50y N =50.

Para aumentar la aplicabilidad del c6digo desarrollado y validar su robustez, se pasa a continua-
ci6én a analizar dos problemas similares al recién estudiado pero modificando las condiciones de
contorno. Resulta interesante destacar que en el capitulo de mallas estructuradas las ecuaciones
impuestas por las condiciones de contorno debian cambiarse manualmente en cada celda. Al con-
trario de esto, la gestion y almacenamiento de la informacién elaborada en el cédigo de mallas no
estructuradas permite estudiar problemas fundamentalmente diferentes alterando Unicamente unas
pocas lineas de cddigo, tal y como se verd a continuacién.

Por ejemplo, considérese el siguiente problema similar al descrito en la Seccién 3.1.4. Se tiene
una placa plana de k = 1000W /(mK) y dimensiones L x H,con L= 1my H = 1m y con las
condiciones de contorno siguientes: Tyy = Ty = T = 0°C'y Tg = 100°C. Este escenario pretende
imitar el problema descrito por [6] y [17]-[20]. En este caso, la solucién que se obtiene es la que
se observa en las Figuras 4.8 y 4.9. En efecto, los resultados son los que cabia esperar segtin las
condiciones de contorno impuestas, y estdn en perfecta consonancia con los que proporciona la
literatura.
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Campo de Temperaturas
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Figura 4.8 Valores del campo de temperaturas en los nodos para un mallado no estructurado M x N
con M =30y N =30 en el problema analizado en [6] y [17]-[20].

Obsérvese a continuacion el tnico cambio a realizar dentro del cédigo para obtener los resultados
expuestos. El resto de lineas del programa permanecen inalteradas. Notar que no se ha asignado un
valor idénticamente igual a cero (sino un valor infimo) en las condiciones de contorno de ¢ = 0
para ser consistentes con la arquitectura del cédigo.
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1 %% CAMBIOS PARA MODIFICACION DE CONDICIONES DE CONTORNO
2

3 % Condiciones de Contorno (phi impuesto en todas las caras)
4

5 phi_south = 100;

6 phi_east = 0.001;

7 phi_west = 0.001;

8 phi_north = 0.001;

9 phib = zeros(1l,n_f_b);

10 for iface_b = 1:n_f_b

11 iface = bf_to_f(iface_b);

12 if xf(iface) < 0.01*L

13 phib(iface_b) = phi_west;

14 end

15 if xf(iface) > 0.99*L

16 phib(iface_b) = phi_east;

17 end

18 if yf(iface) < 0.01xH

19 phib(iface_b) = phi_south;
20 end

21 if yf(iface) > 0.99xH

2 phib(iface_b) = phi_north;
23 end

24 end

26 % Calculo de phi en Vértices

28 if flag == 1

29 phiv = zeros(1l,n_v);

30 for ic = 1:n_c

31 for k = 1:3

3 iv = Lev(ic,k);

33 if bvert(iv) ==

34 phiv(iv) = phiv(iv) + phi_ini(ic)*cwfun(ic,k);
35 else

36 if xv(iv) < 0.01*L

37 phiv(iv) = phi_west;
38 elseif xv(iv) > 0.99%L

39 phiv(iv) = phi_east;
40 elseif yv(iv) < 0.01*H

41 phiv(iv) = phi_south;
4 elseif yv(iv) > 0.99%H

43 phiv(iv) = phi_north;
44 else

45 phiv(iv) = phiv(iv) + phi_ini(ic)*cwfun(ic,k);
46 end

47 end

48 end

49 end

50 end
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Curvas de nivel del Campo de Temperaturas
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Figura 4.9 Curvas de nivel (isotermas) del campo de temperaturas para un mallado no estructurado
M x N con M =30y N = 30 en el problema analizado en [6] y [17]-[20].

Por si esto no confiriese suficiente validez al algoritmo desarrollado, se estudiard subsiguientemen-
te uno de los problemas propuestos en [4] para la exposicion del FVM en geometrias bidimensionales.
Dicho problema es nuevamente similar al descrito en la Seccion 3.1.4. Consiste en una placa bi-
dimensional con k = 1000W /(mK) y de dimensiones L x H, con L =0.3m y H = 0.4m. Las
condiciones de contorno se especifican en la siguiente figura:
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Figura 4.10 Representacion del problema descrito en [4].
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Nuevamente, modificando tnicamente las condiciones de contorno, se obtienen lo siguientes
resultados:

Campo de Temperaturas
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Figura 4.11 Valores del campo de temperaturas en los nodos para un mallado no estructurado M x N
con M =30y N =40 en el problema analizado en [4].
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Curvas de nivel del Campo de Temperaturas
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Figura 412 Curvas de nivel (isotermas) del campo de temperaturas para un mallado no estructurado
M x N con M =30y N =40 en el problema analizado en [4].

Los resultados son congruentes con la fisica del problema (véase la perpendicularidad de las
isotermas en las caras aisladas y el cumplimiento de la condicién de temperatura impuesta) y
coinciden exactamente con los que reporta la literatura en cuestion. Con todo esto, se ha evidenciado
que la formulacién del FVM con mallas no estructuradas para problemas difusivos es totalmente
correcta. Se dard un paso mds en la formulacién afiadiendo el término advectivo en la préxima
seccion.

4.2 Problema convectivo-difusivo, estacionario y unidimensional

En busca de la completitud de la caracterizacién del FVM en mallas no estructuradas, se dedica
esta seccion a la generalizacion de la formulacion para problemas convectivo-difusivos. Como ya
se ha visto en capitulos anteriores, se retoma a continuacién la ecuacién general que gobierna un
problema convectivo-difusivo no estacionario en forma diferencial, que ya fue expuesta en (1.5):

a(gtq))+v- (pV) =V-(CVP)+S, (4.28)

Como ya se sabe, el FVM consiste en integrar la ecuacion (4.28) sobre un volumen de control
genérico, llegando a la ecuacién (1.6). Puesto que ya se han analizado con minuciosidad cada uno
de los términos de esta expresion, se tratard a continuacién de obtener tinicamente una expresion
util para el flujo advectivo, evitando asi ser redundantes. El término transitorio se supondra nulo en
este capitulo. No obstante, su caracterizacion fue ya estudiada en profundidad en la Seccién 2.3. A
modo de sucinto resumen, puede decirse que su aproximacion se sustenta en tomar el valor medio y
adopta la siguiente expresion:

a(p9)

_ 0
/cht(pd))dvz £ (P9)p—(P9)p

ot

AV = [ ] AV (4.29)

P
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Integrando con respecto al tiempo y aplicando alguno de los esquemas conocidos (implicito,
explicito o Crank-Nicolson) se tendria completamente caracterizado este término. Volviendo al
término convectivo, su integracion lleva a la siguiente expresion:

NfP Nf,P

V- (pvo) = /(PW’) idA =) (pV-iiA);9r =Y G,y (4.30)
vC S f=1 f=1

Donde se ha aplicado el Teorema de la Divergencia de Gauss y se ha tenido en cuenta que la malla

considerada estd constituida por celdas delimitadas por segmentos rectos. Ademads, se ha definido

el gasto mdsico que atraviesa cada cara como G, = (p¥v-7iA) s, donde 7 es la normal externa. No-

tar también que nuevamente en el caso de malla triangular se tiene que Ny p = 3 para cualquier celda.

El siguiente paso a seguir consiste en computar el valor del flujo G ;. Suponiendo que el campo
de velocidades es un dato del problema (si no lo fuera, habria que resolver primero las ecuaciones
del flujo), los términos que influyen en el cdlculo del gasto son magnitudes conocidas. Por tanto,
pueden obtenerse como parte del pre-procesamiento. El c6digo es considerablemente sencillo y se
adjunta a continuacion.

%% GASTO MASICO

1
3 rho = 1000;

4 cp = 4200;

5 um = 2.92%10°-7;

6 u = zeros(1,n_f);

7 G = zeros(n_c,3);

8§ for ic = 1:n_c

9 for k = 1:3

10 iface = Lcf(ic,k);

11 u(iface) = 6xum*((yf(iface)/H)-(yf(iface)/H)"2);
12 G(ic,k) = rhox*cp*u(iface)*area(iface)*nx(ic,k);
13 end

14 end

Téngase en cuenta que se estan tomando los mismos datos de u,,, p y ¢, que los que se usaron en
el problema descrito en la Seccion 3.2, asi como la expresion (3.25) para el computo de la velocidad.
Una vez calculado el gasto masico, la siguiente y ultima tarea consiste en expresar el valor de ¢, en
términos de los valores en los nodos. La Seccién 2.2 estuvo dedicada especificamente a presentar y
desarrollar algunos de los métodos que cominmente se utilizan en la industria para llevar a cabo esta
tarea, propia del término advectivo. A modo ilustrativo, en esta seccion se discutirdn tinicamente el
método de las diferencias centradas y el esquema upwind, dos de los més utilizados y a la vez mds
sencillos de implementar, sin descuidar la precision de los resultados.

En el método de las diferencias centradas, el valor de ¢, se obtiene ponderando los valores de ¢
en los nodos de las celdas adyacentes a la cara con la funcion de interpolacion wy, cuyo célculo ya
se presento en la Seccion 4.1.1. Asi, se verifica la siguiente igualdad:

Nip Nfp
J;Gf%‘:j;Gf (W op+ (1=wp) )] 4.31)

Las ventajas y desventas de este método ya han sido descritas en numerosas ocasiones. Por un
lado, el error de truncamiento decae cuadriticamente con la distancia entre el nodo y la cara, lo cual
es un aspecto positivo; por otro lado, no se tiene en cuenta que el proceso de conveccién transporta
la informacién aguas abajo acentuando la influencia en uno de los nodos segin la direccién del flujo,
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lo cual puede llevar a resultados incorrectos u oscilaciones alrededor de la solucién. No obstante, si
la conveccion en el problema objeto de estudio no es lo suficientemente fuerte como para penalizar
este método frente al upwind, ambos serdn buenas opciones a elegir.

En el esquema upwind, ¢ tomara el valor de una de las celdas colindantes segtn la direccion del
flujo. Una forma expresar ¢, es como una funcién a trozos:

¢p Si Gf >0

_ . (4.32)
Or ¢ si Gp<O

Sin embargo, esta opcién obliga al cédigo a realizar numerosas comprobaciones IF para discernir
si se estd en un caso o en otro, lo cual es, como ya se sabe, una operacién computacionalmente
costosa. Una alternativa es definir la funcién de forma que la 16gica anteriormente descrita se cumpla
automdticamente. Esto se consigue de la siguiente forma:

' NG +1Gy| |G|
LAY OO g S0 (433)

Nuevamente, este método tiene sus pros y sus contras. Mientras que la fisica que subyace al
método logra ser mds realista y su implementacién es tremendamente sencilla, la precisién con la
que este esquema resuelve el problema es numéricamente peor. La razén de ello es que el error de
truncamiento cae con la distancia entre el nodo y la cara, y no con su cuadrado como ocurria en el
método de las diferencias centradas. Ademads, puede llevar a problemas de falsa difusién, como ya
se ha comentado en anteriores ocasiones. No obstante, este método resulta perfectamente valido
para el caso que nos ocupa, como se verd inmediatamente.

Por tltimo, si a la ecuacion (4.19) se le afiade el término convectivo, se llega a la siguiente
ecuacion general para problemas convectivo-difusivos estacionarios en mallas no estructuradas:

Gf+|Gf| |Gf|

b

f=1

¢P+ (Pnb :| -

(4.34)

Nyp N — . _
Z r, V"b —9r (q)“(fé A%(f)) zf.zf} A+ 8,AV
Ay

El ensamblaje del sistema es muy similar al que se expuso en (4.24). No obstante, el valor de los
coeficientes necesita ser modificado para incluir el término relativo a la conveccién. Asi, la forma
final de los coeficientes de la matriz ser4:

Nre rT, A, Gr+ |Gyl
AW:):[ = f] (4.35)
f=1 f
UipArp | Gip—|Gypl
= _—kPTkb | ZkpT Dk 436
kP 5k7P + 2 ( )
pr (P
b —
Agkew,p = ZF (tl(ff> -1y (4.37)

Es interesante notar como el término A, p permanece inalterado. Esto es porque el proceso de
conveccion no lleva asociado un flujo tangencial; éste es tnico del proceso de difusién. El motivo



94

Capitulo 4. FVM para problemas convectivo-difusivos en 2D. Mallado no estructurado

de esto radica en que el flujo difusivo depende del gradiente de ¢, mientras que el flujo convectivo

no lo hace.

Llegados a este punto, se estd en condiciones de resolver un problema de conveccion-difusion
empleando esta formulacion. Para validar los resultados, se resolverd el mismo problema presentado
en la Seccion 3.2 y se comparardn las soluciones. Puede encontrarse una representacion esquemdtica
de este problema en la Figura 3.7.

0.1

0.09

0.08

Campo de Temperaturas

0.1

Campo de Temperaturas

38

37

36

32

31

0.5 30

0.3
0.2 20

y("'n) 0 0 01 :r:(m)

Figura 4.13 Valores del campo de temperaturas en los nodos para un mallado no estructurado M x N
con M =50y N = 10 utilizando el esquema upwind.
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De forma equivalente al caso puramente difusivo, se afiade a continuacién una representacion
de las curvas de nivel como herramienta para validar los resultados. Igual que se comenté en el
caso de malla estructurada, esta ilustraciéon muestra lo que era de esperar: las isotermas entran
perpendicularmente en las caras donde el flujo difusivo es nulo, y presentan cierta curvatura
céncava con respecto al flujo incidente como manifestacion del proceso de conveccién. Ademds, la
temperatura en la pared oeste roza los 30 °C, cumpliendo con la condicién de contorno.

0.09

0.08 -

0.07 [
w w
o -

0.06 -

Curvas de nivel del Campo de Temperaturas

T T T T T T /

38
3

T
w
N

e
e
ce
o¢
1€

1

£ 005F 1
0.04 1

0.03 1

N
™
w W W W &) w
SO ST E a ~
1 1 L 1 1 1 l 1
3

005 01 015 02 025 03 035 04 045
x (m)

0.02

T

9¢

0.01 [

30

Figura 4.14 Curvas de nivel (isotermas) del campo de temperaturas para un mallado no estructurado
M xNconM =50y N =10.

El c6digo ejecutado para obtener estos resultados es practicamente idéntico al caso anterior. Como
el pre-procesamiento es el mismo (anadiendo el cdlculo del gasto G, que ya ha sido detallado), se
presentan a continuacién tnicamente las lineas que difieren con respecto a la situacion puramente
difusiva. Destacar que los cédlculos se han hecho empleando el esquema upwind para aproximar el
término convectivo.

%% CAMBIOS PARA INTRODUCCION DE TERMINO CONVECTIVO
% Coeficientes de la Matriz A

for ic = 1:n_c
for k = 1:3
iface = Lcf(ic,k);
if bface(iface) ==
AO(ic) = AO(ic) + gammaf (iface)*area(iface)/delta(iface) + ...
(G(ic,k) + abs(G(ic,k)))/2;

® N o W B WL N —

S ©

11 Anb(ic,k) = -gammaf (iface)*area(iface)/delta(iface) + ...
12 (G(ic,k) - abs(G(ic,k)))/2;

13 icl = Lfc(iface,1);

14 ic2 = Lfc(iface,2);

15 if icl == ic

16 A(ic,ic2) = Anb(ic,k);

17 else
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18 A(ic,icl) = Anb(ic,k);

19 end

20 elseif bface(iface) == 1 &% phib(f_to_bf(iface)) "= 0
21 A0(ic) = AO(ic) + gammaf (iface)*area(iface)/delta(iface) + ...
2 (G(ic,k) + abs(G(ic,k)))/2;

23 Anb(ic,k) = 0;

24 else

25 AO(ic) = AO(ic) + (G(ic,k) + abs(G(ic,k)))/2;

2 Anb(ic,k) = 0;

27 end

28 A(ic,ic) = AO(dic);

29 end

30 end

31
32 for ibf = 1:n_f_ Db

33 iface = bf_to_f(ibf);
34 icl = Lfc(iface,1);
35 b(icl) = b(icl) + (gammaf(iface)*area(iface)/delta(iface) +...

36 (G(iface) - abs(G(iface)))/2)*phib(ibf) + area(iface)*Jb(ibf);

De nuevo, para aumentar la aplicabilidad del método y comparar los resultados directamente
con la literatura se estudia a continuacién uno de los problemas presentados en [6]. En esencia es
similar al presentado en la Figura 3.7, pero con las condiciones de contorno modificadas y con un
flujo convectivo caracterizado por la expresion (3.25), siendo Pe = pu,,H /T" = 200, lo cual implica
que u,, = 2.92- 107" m/s. El esquema de este problema se representa en la siguiente figura:

L
Aislado

Flujo
Tw = 20°C

Aislado
=

—k %—5 = qs = 10 W/m?

Figura 415 Representacion del problema descrito en [6].

Resolviendo el problema con la formulacién no estructurada del FVM se obtiene la siguiente
solucién. Nuevamente puede observarse la concordancia entre los resultados obtenidos y los que se
reportan en la literatura, poniendo de manifiesto que la modelizacién del término convectivo en la
formulacidn desarrollada es totalmente consistente.
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Figura 4.16 Valores del campo de temperaturas en los nodos para un mallado no estructurado M x N
con M =50y N = 10 utilizando el esquema upwind en el problema analizado en [6].
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Curvas de nivel del Campo de Temperaturas
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Figura 4.17 Curvas de nivel (isotermas) del campo de temperaturas para un mallado no estructurado
M x N con M =50y N =10 en el problema analizado en [6].

Llegados a este punto, puede concluirse que la formulacién del FVM para el estudio de proble-
mas de conveccion-difusién térmica en geometrias bidimensionales no estructuradas ha originado
resultados satisfactorios en todos los casos estudiados. Esta afirmacion se refuerza comparando
dichos resultados con algunos de los problemas que se analizan en la literatura, especialmente en
[4] y [6], que ademas de servir de gran ayuda y referencia para la elaboracion del proyecto son la
prueba perfecta para la validacion de los codigos propios. Queda asi probada su autenticidad y versa-
tilidad para resolver problemas de distinta indole obteniendo resultados muy precisos en poco tiempo.

La relajacion de la hipdtesis de estacionariedad para estudiar un problema con el término de varia-
cion temporal no nulo no se contempla en este capitulo. Los esquemas de discretizacion expuestos
en la Seccion 2.3 son igualmente vélidos para el caso 2D, y su implementacion es fundamentalmente
idéntica.

Se dedica un ultimo capitulo a la recapitulacion de todo el trabajo desarrollado a lo largo de la
memoria, asi como un listado de posibles estudios futuros que complementarian en gran medida al
contenido expuesto en este proyecto.

Por dltimo, anexado a la memoria, puede encontrarse un Apéndice con algunos de los cédigos
propios cuya ejecucion proporciona ciertos resultados que se han ido exponiendo a lo largo del texto.
Puesto que los mds relevantes se han integrado en la memoria a medida que se ha ido desarrollando,
aqui se incluirdn los menos representativos, con la tnica finalidad de que el lector pueda acudir a
ellos con facilidad para una posible necesidad de uso individual. Para un mayor detalle y si el lector
estuviera interesado, pueden consultarse adicionalmente las obras de Patankar ([1]), Date ([3]) y
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Voller ([5]).






5 Conclusion y trabajos futuros

lo largo de la presente memoria se ha profundizado en el Método de los Volimenes Finitos, una
A préctica de resolucién numérica para problemas fluido-dindmicos generales y cuyo extendido
uso dentro de la industria del CFD estd intrinsecamente relacionado con la singular caracteristica
que lo diferencia del resto: su naturaleza conservativa. Asi, se ha acometido de forma satisfactoria
el andlisis exhaustivo de este método aplicado a problemas convectivo-difusivos unidimensionales
y bidimensionales, objetivo principal de este proyecto.

Para ello, y tras contextualizar el trabajo dentro del marco de la industria del CFD, se han esta-
blecido los fundamentos del FVM de una manera escalonada en complejidad, comenzando por la
aplicacion del método a problemas unidimensionales, estacionarios y de difusién pura y finalizando
con problemas bidimensionales, convectivo-difusivos y no estacionarios en mallas no estructuradas.

A lo largo de dicho desarrollo se ha ahondado en la discretizacion de las ecuaciones y la modeli-
zacién de los términos difusivos y advectivos, resolviendo en el caso de éstos tltimos los problemas
de estabilidad asociados a la propia naturaleza de la conveccién, cuya influencia se arrastra aguas
abajo del flujo. Asi aparecen lo que se conoce como métodos upwind, que captan correctamente
esta influencia recuperando la informacién aguas arriba, lo que da sentido a su nombre.

Los resultados proporcionados por estos esquemas de discretizacion, aplicados a problemas
generales que usualmente se encuentran en la practica, han sido comparados con aquéllos reportados
por la literatura, confiriendo validez a los mismos. Asi, se ha evidenciado tener una sencilla pero
potente herramienta para la resolucion de las ecuaciones de flujo y el célculo de las variables de
interés en problemas donde conveccidn y difusion actdan simultdneamente, situacién que aparece
con suma frecuencia en la naturaleza.

Especial interés cobra el capitulo dedicado a mallas no estructuradas, donde el pre-procesamiento
realizado para cdlculo y almacenamiento de la informacion geométrica necesaria en la resolucién
del problema ha resultado ser tremendamente eficaz. La aplicacion de esta formulacién a problemas
de distinta indole ha constituido una visién primitiva de algunas de las grandes ventajas de este tipo
de mallas, poniendo de manifiesto su popular uso dentro de la industria para resolver geometrias de
complejidad ilimitada.

No obstante, hay que tener en consideracién que la herramienta utilizada no est4 exenta de los
errores que conlleva toda modelizacion de un sistema real, asi como errores numéricos asociados
a la implementacion del modelo en un programa de cémputo numérico (MATLAB), en el que la
resolucion de los sistemas de ecuaciones no estd exenta de las limitaciones propias de un programa
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de célculo numérico, como son la propagacién de errores o el tiempo computacional.

Adicionalmente, se listan a continuacion una serie de potenciales trabajos futuros que podrian
extender el alcance de este proyecto:

Extension de los métodos descritos a problemas tridimensionales. Generacion de mallas
hexaédricas estructuradas y tetraédricas no estructuradas, formulacién de las ecuaciones del
problema, resolucién y valoracién de los resultados.

Andlisis y valoracion de problemas convectivo-difusivos no estacionarios de caricter
general en geometrias unidimensionales y bidimensionales.

Andlisis del FVM en geometrias axilsimétricas. Formulacion del problema convectivo-
difusivo en coordenadas cilindricas, discretizacion y resolucién.

Estudio de problemas bidimensionales con mallas curvilineas. Formulacién de las ecuaciones
en las variables £ y 1 y célculo de la solucién.

Coéomputo del campo de velocidades (V) como paso previo a la resolucion del problema.
Puede calcularse de forma autocontenida a través de la ecuacién de cantidad de movimiento
con las presiones y velocidades (se conoce como método SIMPLE) o mediante la Teoria
Potencial resolviendo V2y = 0, donde u = dy/dxy v = dy/dy.

Comparacién del FVM con otros métodos similares en relacion a determinados problemas
convectivo-difusivos. Especial interés cobraria la comparacién con el CVFEM, variante
del método de los elementos finitos basado en la naturaleza conservativa de los métodos de
volimenes finitos.

Proceso de optimizacién de mallas. Triangulacién de Delaunay. Permite obtener mallas
triangulares en las que se maximiza el nimero de tridngulos equiléteros, evitando algunas
propiedades no deseadas que presentan los tridngulos excesivamente esbeltos.

Implementacion de los problemas analizados en algtin software CFD usado actualmente en
la industria (Ansys Fluent, OpenFOAM, STAR-CCMH+, etc.). Comparacién de la solucién
obtenida con los resultados extraidos de MATLAB.



Apéndice A
Codigos de MATLAB

A lo largo del documento se han introducido ciertas lineas de c6digo que pretendian servir como
elemento de ayuda en la exposicion del tema en cuestion. La intencidn es que dichos c6digos tuvieran
una estructura especialmente clara y compacta para mantener la continuidad de la presentacion. Sin
embargo, muchos de los resultados que se muestran no aparecen respaldados por ningtin cédigo.

Por ello, en este apéndice se adjuntan otros cédigos MATLAB desarrollados por el autor que
también resuelven ciertos problemas térmicos presentados a lo largo de la memoria. En particular,
aqui se incluyen aquellos menos representativos, bien porque resultan redundantes o bien porque
la claridad de su exposicion puede no resultar tan representativa. Asi, el lector dispone de una
herramienta para verificar que los resultados que en este proyecto se presentan son acordes a los
obtenidos. Ademads, pueden ser un buen punto de partida para lectores interesados en profundizar
mds en el tema principal de este proyecto.

A.1 Conveccidon-difusion estacionaria 1D

1 %% COMPARACION DE TODOS LOS METODOS
2
3 clear all; close all; clc
4
5

MALLADO

=

7 L =1; % Longitud Barra (m)
8§ N = 20; % Numero de Nodos

10 caras = linspace(0,L,N+1); 7 Nodos Equiespaciados

12 % caras_theta = linspace(0,pi,N+1); % Nodos Concentrados en Extremos
13 % caras = L/2%x(1 - cos(caras_theta));

15 % rng = [0,L*rand(1,N-1),L]; % Nodos Aleatorios
16 % caras = sort(rng);

18 for i = 2:length(caras)
19 nodos(i-1) = (caras(i)-caras(i-1))/2 + caras(i-1);
20 end

22 % DATOS

24 Gamma_w = 0.1*ones(N,1); % Conductividad Térmica (W/(m*K)) -> CTE
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25
26
27
28
29
3(

31
32
33
34
35

36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

Gamma_e = 0.1%*ones(N,1); % Conductividad Térmica (W/(m*K)) -> CTE
Aw = 1xones(N,1); % Area Transversal (m~2) -> CTE

Ae = 1xones(N,1); % Area Transversal (m~2) -> CTE

nw = -ones(N,1); % Vector Normal (nw=-1 cte para caras west)
ne = ones(N,1); % Vector Normal (ne=1 cte para caras east)
rho = 1*ones(N,1); % Densidad del Fluido (kg/m~3)

u = 3*ones(N,1); % Velocidad Unidireccional (m/s)

Fw = rho.*Aw.*nw.*u; % Flujo de Fluido West

Fe = rho.*Ae.*ne.*u; % Flujo de Fluido East

%%% DIFERENCIAS CENTRADAS %%%

% COEFICIENTES

for I = 2:N-1
gw(I) = (caras(I)-nodos(I-1))/(nodos(I)-nodos(I-1)); % Factor Interpolacidn
ge(I) = (caras(I+1)-nodos(I+1))/(nodos(I)-nodos(I+1)); % Factor Interpolacidn
Dw(I) = Gamma_w(I)*nw(I)*Aw(I)/(nodos(I)-nodos(I-1));
De(I) = Gamma_e(I)*ne(I)*Ae(I)/(nodos(I+1)-nodos(I));
aW(I) = Fw(I)*(1-gw(I))+Dw(I); % Coeficiente phi_W
aP(I) = Fw(I)*gw(I)+Fe(I)*ge(I)-Dw(I)+De(I); % Coeficiente phi_P
aE(I) = Fe(I)*(1-ge(I))-De(I); % Coeficiente phi_E
aSP(I) = 0; % Término Asociado a la Generacidn
A(I,I-1) = aW(I);
A(I,I) = aP(I);
A(I,I+1) = aE(D);
b(I) = aSP(I);

end

54 7, CONDICIONES DE CONTORNO

55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
7

7
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85

% LEFT

phi_0 = 1; % CdC Izquierda: phi impuesto (X);

gw(l) = 0;

ge(1) = (caras(2)-nodos(2))/(nodos(1)-nodos(2));
Dw(1) = Gamma_w(1)*nw(1)*Aw(1)/(nodos(1)-caras(1));
De(1) = Gamma_e(1)*ne(1)*Ae(1)/(nodos(2)-nodos(1));
aW(1) = Fw(1)*(1-gw(1))+Dw(1);

aP(1) = Fu(1)*gw(1)+Fe(1)*ge(1)-Dw(1)+De(1);

aE(1) = Fe(1)*(1-ge(1))-De(1);

aSP(1) = 0;

A(1,1) = aP(1);

A(1,2) = aE(1);

b(1) = aSP(1)-aW(1)*phi_0O;

% RIGHT

phi_L = 0; % CdC Izquierda: phi impuesto (X);

gw(N) = (caras(N)-nodos(N-1))/(nodos(N)-nodos(N-1));
ge(N) = 0;

Dw(N) = Gamma_w (N)*nw(N)*Aw(N) /(nodos (N) -nodos(N-1));
De(N) = Gamma_e (N)*ne (N)*Ae(N)/(caras(end)-nodos(N));
aW(N) = Fu(N)*(1-gw(N))+Dw(N);

aP(N) = Fu(N)*gw(N)+Fe (N)*ge (N)-Dw(N)+De(N) ;

aE(N) = Fe(N)*(1-ge(N))-De(N);

aSP(N) = 0;

A(N,N-1) = aW(N);

A(N,N) = aP();

b(N) = aSP(N)-aE(N)*phi_L;

86 % SOLUCION
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87

8s phi = A\b’;

89 plot([0,nodos,L], [phi_0;phi;phi_L],’0-’,’MarkerIndices’,2:length(nodos)+1,’linewidth’
,1.2)

90 hold on

91

92 clearvars -except L N caras nodos Gamma_w Gamma_e Aw Ae nw ne rho u Fw Fe

93

94 %%% FIRST ORDER UPWIND %%%

95

96 % COEFICIENTES

97

9¢ for I = 2:N-1

99 gw(I) 1-heaviside(u(I)); % Método Upwind

100 ge(I) = heaviside(u(I)); % Método Upwind

101 Dw(I) = Gamma_w(I)*nw(I)*Aw(I)/(nodos(I)-nodos(I-1));

102 De(I) = Gamma_e(I)*ne(I)*Ae(I)/(nodos(I+1)-nodos(I));

103 aW(I) = Fu(I)*(1-gw(I))+Dw(I); % Coeficiente phi_W
104 aP(I) = Fw(I)*gw(I)+Fe(I)*ge(I)-Dw(I)+De(I); % Coeficiente phi_P
105 aE(I) = Fe(I)*(1-ge(I))-De(I); % Coeficiente phi_E
106 aSP(I) = 0; % Término Asociado a la Generacién

107 A(I,I-1) = aW(l);

108 A(I,I) = aP(D);

109 A(I,I+1) = aE(I);

110 b(I) = aSP(I);

111 end

112
113 % CONDICIONES DE CONTORNO
114

115 % LEFT

116

117 phi_0 = 1; 7% CdC Izquierda: phi impuesto (K)

118 gw(1l) = 1-heaviside(u(1));

119 ge(1) = heaviside(u(1));

120 Dw(1) = Gamma_w(1)*nw(1)*Aw(1)/(nodos(1)-caras(1));
121 De(1) = Gamma_e(1)*ne(1)*Ae(1)/(nodos(2)-nodos(1));
122 aW(1) = Fw(1)*(1-gw(1))+Dw(1);

123 aP(1) = Fu(1)*gw(1)+Fe(1)*ge(1)-Dw(1)+De(1);

124 aE(1) = Fe(1)*(1-ge(1))-De(1);

125 aSP(1) = 0;

126 A(1,1) = aP(1);

127 A(1,2) = aE(D);

128 b(1) = aSP(1)-aW(1)#*phi_0;

129

130 % RIGHT

131

132 phi_L = 0; % CdC Derecha: phi impuesto (K)

133 gw(N) = 1-heaviside(u(N));

134 ge(N) = heaviside(u(N));

135 Dw(N) = Gamma_w(N)*nw(N) *Aw(N) / (nodos (N) -nodos (N-1) ) ;
136 De(N) = Gamma_e (N)*ne(N)*Ae(N)/(caras(end)-nodos(N));
137 aW(N) = Fw(N)*(1-gw(N))+Dw(N);

138 aP(N) = Fu(N)*gw(N)+Fe (N)*ge (N) -Dw(N)+De (N) ;

139 aE(N) = Fe(N)*(1-ge(N))-De(N);

140 aSP(N) = 0;

141 A(N,N-1) = aW(N);

142 A(N,N) = aP(N);

143 b(N) = aSP(N)-aE(N)*phi_L;

144
145 % SOLUCION
146

147 phi = A\b’;
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148

149
150
15

152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208

plot([0,nodos,L], [phi_O;phi;phi_L],’0-’,’MarkerIndices’,2:length(nodos)+1,’linewidth’
,1.2)
hold on

clearvars -except L N caras nodos Gamma_w Gamma_e Aw Ae nw ne rho u Fw Fe
%%% SECOND ORDER UPWIND %%%
% COEFICIENTES

for I = 3:N-2
gwww(I) = -1/2xheaviside(u(I));
gww(I) = 3/2xheaviside(u(I));
gew(I) = -1/2%heaviside(u(I));
gep(I) = 3/2*heaviside(u(I));
gwp(I) = 3/2x(1-heaviside(u(I)));
gwe(I) = -1/2%(1-heaviside(u(I)));
gee(I) = 3/2x(1-heaviside(u(I)));
geee(I) = -1/2x(1-heaviside(u(I)));
Dw(I) = Gamma_w(I)*nw(I)*Aw(I)/(nodos(I)-nodos(I-1));
De(I) = Gamma_e(I)*ne(I)*Ae(I)/(nodos(I+1)-nodos(I));

aWW(I) = Fw(I)*gwww(I); % Coeficiente phi_WW
aW(I) = Fw(I)*guw(I)+Fe(I)*gew(I)+Dw(I); % Coeficiente phi_W

aP(I) = Fw(I)*gup(I)+Fe(I)*gep(I)-Dw(I)+De(I); ’ Coeficiente phi_P

aE(I) = Fe(I)*gee(I)+Fw(I)*gwe(I)-De(I); % Coeficiente phi_E

aEE(I) = Fe(I)*geee(I); % Coeficiente phi_EE
aSP(I) = 0; % Término Asociado a la Generacién

A(TI,I-2) = aww(I);
A(I,I-1) = aW(D);
A(I,I) = aP(D);
A(I,I+1) = aE(D);
A(I,I+2) = aEE(I);
b(I) = aSP(I);

end

% CONDICIONES DE CONTORNO
% LEFT

phi_0 = 1; % CdC Izquierda: phi impuesto (K)

gwww (1) = 0;
gww(l) = 1;
gew(l) = -1;
gep(1) = 2;
gwp(1) = 0;
gwe(l) = 0;
gee(1) = 0;
geee(1l) = 0;

Dw(1) = Gamma_w(1)*nw(1)*Aw(1)/(nodos(1)-caras(1));
De(1) = Gamma_e(1)*ne(1)*Ae(1)/(nodos(2)-nodos(1));

aWW (1) = Fw(1)*gwww(1); % Coeficiente phi_WW
aW(1) = Fw(1)*guw(1)+Fe(1)*gew(1)+Dw(1); % Coeficiente phi_W

aP(1) = Fw(1)*gup(1)+Fe(1)*gep(1)-Dw(1)+De(1); Y’ Coeficiente phi_P

aE(1) = Fe(1)*gee(1)+Fw(1)*gwe(1)-De(1); % Coeficiente phi_E

aEE(1) = Fe(1)*geee(1); % Coeficiente phi_EE
aSP(1) = 0; % Término Asociado a la Generacidn

A(1,1) = aP(1);

A(1,2) = aE(1);

A(1,3) = aEE(1);

b(1) = aSP(1)-aW(1)*phi_0O;
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209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250

251

262
263
264
265
266
267
268
269
270

gwww(2) = -1;

gww(2) = 2;

gew(2) = -1/2;

gep(2) = 3/2;

gwp(2) = 0;

gwe(2) = 0;

gee(2) = 0;

geee(2) = 0;

Dw(2) = Gamma_w(2)*nw(2)*Aw(2)/(nodos(2)-nodos(1));

De(2) = Gamma_e(2)*ne(2)*Ae(2)/(nodos(3)-nodos(2));

aWW(2) = Fw(2)*guww(2) ; % Coeficiente
aW(2) = Fu(2)*gww(2)+Fe(2)*gew(2)+Dw(2); % Coeficiente
aP(2) = Fw(2)*gup(2)+Fe(2)*gep(2)-Dw(2)+De(2); % Coeficiente
aE(2) = Fe(2)*gee(2)+Fw(2)*gwe(2)-De(2); % Coeficiente
aEE(2) = Fe(2)*geee(2); % Coeficiente
aSP(2) = 0; % Término Asociado a la Generacidn

A(2,1) = aW(2);

A(2,2) = aP(2);

A(2,3) = aE(2);

A(2,4) = aEE(2);

b(2) = aSP(2)-aWW(2)*phi_0;

% RIGHT

phi_L = 0; % CdC Derecha: phi impuesto (K)

gwww(N-1) = -1/2xheaviside(u(N-1));

gww (N-1)
gew(N-1)

3/2%heaviside (u(N-1));
-1/2xheaviside (u(N-1));

gep(N-1) = 3/2xheaviside(u(N-1));

gwp(N-1)

3/2*(1-heaviside(u(N-1)));

gwe(N-1) = -1/2%(1-heaviside(u(N-1)));
gee(N-1) = 3/2*(1-heaviside(u(N-1)));

geee(N-1) = -1/2x(1-heaviside(u(N-1)));
Dw(N-1) = Gamma_w(N-1)*nw(N-1)*Aw(N-1)/(nodos(N-1) -nodos(N-2));

De(N-1) = Gamma_e(N-1)*ne(N-1)*Ae(N-1)/(nodos(N)-nodos(N-1));
aWW(N-1) = Fw(N-1)*gwww(N-1);

aW(N-1
aP(N-1
aE(N-1

aEE(N-1) = Fe(N-1)*geee(N-1);

)
)
)

= Fu(N-1)*gww(N-1)+Fe (N-1) *gew (N-1)+Dw(N-1) ; %
= Fw(N-1)*gwp (N-1) +Fe (N-1) *gep (N-1) -Dw(N-1) +De (N-1) ;
= Fe(N-1)*gee(N-1)+Fw(N-1)*gwe (N-1) -De (N-1) ; %

aSP(N-1) = 0; % Término Asociado a la Generacidn
A(N-1,N-3) = aWW(N-1);
A(N-1,N-2) = aW(N-1);

A(N-1,N-1) = aP(N-1);

A(N-1,N) = aE(N-1);

b(N-1) = aSP(N-1);

gwww(N) = -1/2xheaviside(u(N));
gww(N) = 3/2+heaviside(u(N));
gew(N) = -1/2*heaviside(u(N));
gep(N) = 3/2xheaviside(u(N));
gwp(N) = 0;

gwe(N) = 0;

gee(N) = 0;

geee(N) = 0;

Dw(N) = Gamma_w (N)*nw(N)*Aw(N)/(nodos (N) -nodos(N-1));
De(N) = Gamma_e (N)*ne(N)*Ae(N)/(caras(end)-nodos(N));

aWW(N) = Fu(N)*gwww (N) ; % Coeficiente
aW(N) = Fu(N)*gww(N)+Fe (N)*gew (N)+Dw(N) ; % Coeficiente
aP(N) = Fw(N)*gup(N)+Fe(N)*gep(N)-Dw(N)+De(N); % Coeficiente

aE(N)

Fe (N) *gee (N) +Fw (N) *gwe (N) -De (N) ; % Coeficiente

phi_WW
phi_W
phi_P
phi_E
phi_EE

% Coeficiente phi_WW

Coeficiente phi_W
% Coeficiente phi_P
Coeficiente phi_E

% Coeficiente phi_EE

phi_WwW
phi_W
phi_P
phi_E
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271 aEE(N) = Fe(N)*geee(N); % Coeficiente phi_EE
272 aSP(N) = 0; % Término Asociado a la Generacidn

273 A(N,N-2) = aWW(N);

274 A(N,N-1) = aW();

275 A(N,N) = aP();

276 b(N) = aSP(N)-aE(N)*phi_L;

277

278 % SOLUCION

279

280 phi = A\Db’;

281 plot([0,nodos,L], [phi_O;phi;phi_L],’0-’,’MarkerIndices’,2:1length(nodos)+1,’linewidth’
,1.2)

282 hold on

283

284 clearvars -except L N caras nodos Gamma_w Gamma_e Aw Ae nw ne rho u Fw Fe

285

286 %%% POWER-LAW SCHEME %%%
287

288 % COEFICIENTES

289

200 for I = 2:N-1

291 Dw(I) = Gamma_w(I)*nw(I)*Aw(I)/(nodos(I)-nodos(I-1));
292 De(I) = Gamma_e(I)*ne(I)*Ae(I)/(nodos(I+1)-nodos(I));
203 Pe_w(I) = Fw(I)/Du(I);

294 Pe_e(I) = Fe(I)/De(I);

295 beta_w(I) = (1-0.1%Pe_w(I))~5/Pe_w(I);

296 beta_e(I) = (1-0.1*Pe_e(I))~5/Pe_e(I);

297

208 if abs(Pe_w(I)) < 10

299 gwp(I) = -beta_w(I);

300 gww(I) = 1+beta_w(I);

301 elseif Pe_w(I) >= 10

302 gwp(I) = 0-1/Pe_w(I);

303 guw(I) = 1+1/Pe_w(I);

304 else

305 gup(I) = 1-1/Pe_w(I);

306 guw(I) = 0+1/Pe_w(I);

307 end

308

309 if abs(Pe_e(I)) < 10

310 gep(I) = 1l+beta_e(I);

311 gee(I) = -beta_e(I);

312 elseif Pe_e(I) >= 10

313 gep(I) = 1+1/Pe_e(I);

314 gee(I) = 0-1/Pe_e(ID);

315 else

316 gep(I) = 0+1/Pe_e(I);

317 gee(I) = 1-1/Pe_e(D);

318 end

319

320 aW(I) = Fw(I)*guw(I); % Coeficiente phi_W
321 aP(I) = Fw(I)*gup(I)+Fe(I)*gep(I); 7% Coeficiente phi_P
322 aE(I) = Fe(I)*gee(I); % Coeficiente phi_E
323 aSP(I) = 0; % Término Asociado a la Generacidn

324 A(I,I-1) = aW(I);

325 A(I,I) = aP(D);

326 A(I,I+1) = aE(D);

327 b(I) = aSP(I);

328 end

329
330 % CONDICIONES DE CONTORNO
331
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332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
360
361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373
374

376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386
387

389
390
391
392
393

% LEFT

phi_0 = 1; 7 CdC Izquierda: phi impuesto (K)

Dw(1) Gamma_w (1) *nw (1) *Aw (1) /(nodos (1) -caras(1));
De(1) = Gamma_e(1)*ne(1)*Ae(1)/(nodos(2)-nodos(1));
Pe_w(1) = Fw(1)/Dw(1);

Pe_e(1) = Fe(1)/De(1);

beta_w(1l) = (1-0.1*Pe_w(1))~5/Pe_w(1);

beta_e(1) = (1-0.1%Pe_e(1))~5/Pe_e(1);

if abs(Pe_w(1)) < 10
gwp(1) = -beta_w(1);
gww(l) = 1l+beta_w(l);

elseif Pe_w(1) >= 10
gwp(1) = 0-1/Pe_w(1);

gww(l) = 1+1/Pe_w(1);
else

gwp(1) = 1-1/Pe_w(1);

gww(1) = 0+1/Pe_w(1);

end

if abs(Pe_e(1)) < 10
gep(1) = 1+beta_e(1);
gee(1l) = -beta_e(1);

elseif Pe_e(1) >= 10
gep(1) = 1+1/Pe_e(1);
gee(1) = 0-1/Pe_e(1);

else
gep(1) = 0+1/Pe_e(1);

gee(1) = 1-1/Pe_e(1);
end
aW(1) = Fw(1)*gww(1);
aP(1) = Fu(1)*gup(1)+Fe(1)*gep(1);
aE(1) = Fe(1)*gee(1);
aSP(1) = 0;
A(1,1) = aP(1);
A(1,2) = aE(1);

b(1) = aSP(1)-aW(1)*phi_0;
% RIGHT

phi_L = 0; % CdC Derecha: phi impuesto (K)

Dw(N) = Gamma_w(N)*nw(N)*Aw(N)/(nodos (N)-nodos(N-1));
De(N) = Gamma_e (N)*ne(N)*Ae(N)/(caras(end)-nodos(N));
Pe_w(N) = Fw(N)/Du(N);

Pe_e(N) = Fe(N)/De(N);

beta_w(N) = (1-0.1%Pe_w(N))~5/Pe_w(N);

beta_e(N) = (1-0.1%Pe_e(N))~5/Pe_e(N);

if abs(Pe_w(N)) < 10
gwp(N) = -beta_w(N);
gww(N) = 1+beta_w(N);

elseif Pe_w(N) >= 10
gwp(N) = 0-1/Pe_w(N);
gww(N) = 1+1/Pe_w(N);

else
gwp(N) = 1-1/Pe_w(N);
guw(N) = 0+1/Pe_w(N);
end

if abs(Pe_e(N)) < 10
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394 gep(N) = 1+beta_e(N);
395 gee(N) = -beta_e(N);
396 elseif Pe_e(N) >= 10

397 gep(N) = 1+1/Pe_e(N);
398 gee(N) = 0-1/Pe_e(N);
399 else

400 gep(N) = 0+1/Pe_e(W);
401 gee(N) = 1-1/Pe_e(N);
402 end

403

404 aW(N) = Fw(N)*guw(N);

405 aP(N) = Fw(N)*gup(N)+Fe (N)*gep(N) ;
406 aE(N) = Fe(N)*gee(N);

407 aSP(N) = 0;

408 A(N,N-1) = aW();

409 A(N,N) = aP(N);

410 b(N) = aSP(N)-aE(N)*phi_L;

411

412 % SOLUCION

413

414 phi = A\b’;

415 plot([0,nodos,L], [phi_O;phi;phi_L],’0-’,’MarkerIndices’,2:length(nodos)+1,’linewidth’
,1.2)

416 hold on

417

418 phiexact = @(x) (phi_0+(phi_L-phi_0)* (exp(rho(1)*u(1)*x/Gamma_e(1))-1)/...

419 ((exp(rho(1)*u(1)*L/Gamma_e(1))-1)));

420 x = [0:0.002:L];

41 plot(x,phiexact(x),’k’,’linewidth’,1.5)

422 hold on

423 xlabel(’$m$’, ’Interpreter’,’latex’)

424 ylabel(’$\phi$’,’Interpreter’,’latex’)

45 title(’Distribuci\’’on de $\phi$’,’Interpreter’,’latex’)

426 legend({’Central Differencing Scheme’,’First Order Upwind’,’Second Order Upwind’,’Power-
Law Scheme’,’Soluci\’’on Exacta’},’Interpreter’,’latex’,

427 ’Location’,’SouthEast’)

A.2 Difusion no estacionaria 1D

% PROBLEMA DE DIFUSION (NO ESTACIONARIO, EXPLICIT SCHEME)
clear all; close all; clc

TablaErrores = [];

=

MALLADO

o R Y T N P R

L = 0.02; % Longitud Barra (m)

N = 20; % Nimero de Nodos

11 phi_ini = 200*ones(N,1); Y’ Valores Iniciales
12 phiexact_value = [];

14 caras = linspace(0,L,N+1); 7 Nodos Equiespaciados

)
B

caras_theta = linspace(0,pi,N+1); % Nodos Concentrados en Extremos
caras = L/2*(1 - cos(caras_theta));

3
=

19 % rng = [0,L*xrand(1,N-1),L]; % Nodos Aleatorios
20 % caras = sort(rng);
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21
2
23
24
25
26
27
28
29
30
31
kY
33
34
35
36
37
38
39
40
4

42
43
44
45
46
47
48
49
50
5

52
53
54

55
56
57
58
59
60
6

62
63
64
65
66
67
68

70
7

72
73
74
75
76
77
78
79
80
8

for i = 2:length(caras)
nodos(i-1) = (caras(i)-caras(i-1))/2 + caras(i-1);
end

% DATOS
Deltat = 0.25%ones(N,1); 7% Time Step (s)

Gamma_w = 10*ones(N,1); % Conductividad Térmica (W/(m*K)) -> CTE
Gamma_e = 10*ones(N,1); % Conductividad Térmica (W/(m*K)) -> CTE

Aw = 1xones(N,1); % Area Transversal (m~2) -> CTE

Ae = 1xones(N,1); % Krea Transversal (m~2) -> CTE

nw = -ones(N,1); % Vector Normal (nw=-1 cte para caras west)
ne = ones(N,1); % Vector Normal (ne=1 cte para caras east)
rho = 1*ones(N,1); % Densidad del Fluido (kg/m~3)

rho_c = 10%10~6*ones(N,1);

u = O*ones(N,1); % Velocidad Unidireccional (m/s)

Fw = rho.*Aw.*nw.*u; % Flujo de Fluido West

Fe = rho.*Ae.*ne.*u; % Flujo de Fluido East

% COEFICIENTES
for t = 0.25:0.25:120
phiexact_value = [];
for I = 2:N-1
Dw(I) Gamma_w (I)*nw(I)*Aw(I)/(nodos(I)-nodos(I-1));

De(I) = Gamma_e(I)*ne(I)*Ae(I)/(nodos(I+1)-nodos(I));
DeltaV(I) = Ae(I)*(caras(I+1)-caras(I));

=

aW(I) = 0; % Coeficiente phi_W
aP(I) = rho_c(I)*DeltaV(I)/Deltat(I); % Coeficiente phi_P
aE(I) = 0; % Coeficiente phi_E

aSP(I) = De(I)*phi_ini(I+1)-Dw(I)*phi_ini(I-1)+(Dw(I)-De(I)+rho_c(I)*DeltaV(I)/
Deltat(I))*phi_ini(I);
A(I,I-1) = aW(D);
A(I,I) = aP(D);
A(I,I+1) = aE(I);
b(I) = aSP(D);
end

% CONDICIONES DE CONTORNO
% LEFT

A qIl = 0; % CdC Izquierda: flujo impuesto (X);
Dw(1) = Gamma_w(1)*nw(1)*Aw(1)/(nodos(1)-caras(1));

De(1) = Gamma_e(1)*ne(1)*Ae(1)/(nodos(2)-nodos(1));
DeltaV(1l) = Ae(1)*(caras(2)-caras(1));

aw(1) = 0;

aP(1) = rho_c(1)*DeltaV(1l)/Deltat(1);

akE(1) = 0;

aSP(1) = De(1)*phi_ini(2)+(-De(1)+rho_c(1)*DeltaV(1l)/Deltat(1))*phi_ini(1);
A(1,1) = aP(1);

A(1,2) = aE(1);

b(1) = aSP(1);
% RIGHT
phi_R = 0; % CdC Derecha: phi impuesto (X);

Dw(N) = Gamma_w (N)*nw(N)*Aw(N)/(nodos (N) -nodos(N-1));
De(N) = Gamma_e(N)*ne(N)*Ae(N)/(caras(end)-nodos(N)) ;
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83
84
85
86

87
88
89
90
9
92
93
94
95

96
97
98
99

100
10
102
103
104
105

106
107

108
109
110

111
112

113
114
115

116
117

118
119
120
12

122
123
124
125
126
127
128
129
130
13
132

133
134

135

DeltaV(N) = Ae(N)*(caras(end)-caras(end-1));

aW(N) = 0;

aP(N) = rho_c(N)*DeltaV(N)/Deltat(N);

aE(N) = 0;

aSP(N) = De(N)*phi_R-Dw(N)*phi_ini(N-1)+(Dw(N)-De(N)+rho_c(N)*DeltaV(N)/Deltat(N))x*
phi_ini(N);

A(N,N-1) = aW(N);
A(N,N) = aP(N);
b(N) = aSP(N);

% SOLUCION
phi = A\b’;

if t == 40

alpha(I) = Gamma_e(I)/rho_c(I);

n = 1:20;

lambda_n = (2.*n-1)#*pi/(2xL);

phiexact = @(x) 800./pi.*sum((-1).~(n+1)./(2.*n-1).*exp(-alpha(I).*lambda_n."2.%*t).*cos
(lambda_n.*x));

for x = 0:0.0002:L

phiexact_value = [phiexact_value,phiexact(x)];

end
x = 0:0.0002:L;
if t == 40

plot(x,phiexact_value,’k’,’linewidth’,1.1,’DisplayName’, [’Solucidén exacta (t=’,num2str(
t),?)°1)

hold on

plot([caras(1) ,nodos,caras(end)], [phi(1);phi;phi_R],’--ko’,’MarkerIndices’,2:length(
nodos)+1,’linewidth’,1.2,’DisplayName’, [’Solucidén con FVM (t=’,num2str(t),’)’])

hold on

elseif t == 80

plot(x,phiexact_value,’r’,’linewidth’,1.1,’DisplayName’, [’Solucién exacta (t=’,num2str(
t),2)°1)

hold on

plot([caras(1) ,nodos,caras(end)], [phi(1);phi;phi_R],’--ro’,’MarkerIndices’,2:length(
nodos)+1, ’linewidth’,1.2,’DisplayName’, [’Solucién con FVM (t=’,num2str(t),’)’])

hold on

else

plot(x,phiexact_value,’b’,’linewidth’,1.1,’DisplayName’, [’Solucién exacta (t=’,num2str(
t),?)°1)

hold on

plot([caras(1) ,nodos,caras(end)], [phi(1) ;phi;phi_R],’--bo’,’MarkerIndices’,2:1length(
nodos)+1,’linewidth’,1.2,’DisplayName’, [’Solucién con FVM (t=’,num2str(t),’)’])

hold on

end

for i=1:N
TablaErrores=[TablaErrores;i,phi(i),phiexact(nodos(i)),...
abs ((phi(i)-phiexact (nodos(i)))/phiexact (nodos(i)))*100];
end

X = [’Tabla de errores para t=’,num2str(t)];

disp(X)

disp(’ )

disp(’ Nodo  Sol. CVM Sol. Exacta Error(%)?)
disp(’ )

disp(TablaErrores)

TablaErrores = [];

end
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136
137
138
139
140
14
142

phi_ini=phi;

end

legend(’show’,’Location’, ’SouthWest’)

title(’Campo de Temperaturas’,’Interpreter’,’latex’)
xlabel(’$m$’, ’Interpreter’,’latex’)

ylabel (’$T(~\circ C$)’,’Interpreter’,’latex’)

o - T N O N

'

% PROBLEMA DE DIFUSION (CD, NO ESTACIONARIO, IMPLICIT SCHEME)
clear all; close all; clc
TablaErrores = [];

MALLADO

=

L = 0.02; % Longitud Barra (m)

N = 20; % Numero de Nodos

phi_ini = 200*ones(N,1); % Valores Iniciales
phiexact_value = [];

caras = linspace(0,L,N+1); 7 Nodos Equiespaciados

% caras_theta = linspace(0,pi,N+1); % Nodos Concentrados en Extremos
% caras = L/2*(1 - cos(caras_theta));

% rng = [0,L*rand(1,N-1),L]; % Nodos Aleatorios
% caras = sort(rng);

for i = 2:length(caras)
nodos(i-1) = (caras(i)-caras(i-1))/2 + caras(i-1);
end

% DATOS
Deltat = 2%ones(N,1); % Time Step (s)

Gamma_w = 10*ones(N,1); % Conductividad Térmica (W/(m*K)) -> CTE
Gamma_e = 10*ones(N,1); % Conductividad Térmica (W/(m*K)) -> CTE

Aw = 1xones(N,1); % Area Transversal (m~2) -> CTE

Ae = 1xones(N,1); Y% Krea Transversal (m~2) -> CTE

nw = -ones(N,1); % Vector Normal (nw=-1 cte para caras west)
ne = ones(N,1); % Vector Normal (ne=1 cte para caras east)
rho = 1*ones(N,1); % Densidad del Fluido (kg/m~3)

rho_c = 10%10~6*ones(N,1);

u = O*ones(N,1); % Velocidad Unidireccional (m/s) - CASO 1

Fw = rho.*Aw.*nw.*u; % Flujo de Fluido West - CASO 1
Fe = rho.*Ae.*ne.*u; % Flujo de Fluido East - CASO 1

% COEFICIENTES
for t = 2:2:120
phiexact_value = [J;

for I = 2:N-1
Dw(I) = Gamma_w(I)*nw(I)*Aw(I)/(nodos(I)-nodos(I-1));
De(I) = Gamma_e(I)*ne(I)*Ae(I)/(nodos(I+1)-nodos(I));
DeltaV(I) = Ae(I)*(caras(I+1)-caras(I));
aW(I) = -Dw(I); % Coeficiente phi_W
aP(I) = Dw(I)-De(I)-rho_c(I)*DeltaV(I)/Deltat(I); % Coeficiente phi_P
aE(I) = De(I); % Coeficiente phi_E
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54 aSP(I) = -rho_c(I)#*DeltaV(I)/Deltat(I)*phi_ini(I);
55 A(I,I-1) = aW(D);

56 A(I,I) = aP(D);

57 A(I,I+1) = aE(D);

58 b(I) = aSP(I);

59 end

60
1 % CONDICIONES DE CONTORNO
62

=)

63 % LEFT

64

65 ql = 0; % CdC Izquierda: flujo impuesto (K);

66 Dw(1l) = 0;

67 De(1) = Gamma_e(1)*ne(1)*Ae(1)/(nodos(2)-nodos(1));
68 DeltaV(1l) = Ae(1)*(caras(2)-caras(1));

69 aW(1) = -Dw(1);

70 aP(1) = Dw(1)-De(1)-rho_c(1)*DeltaV(1)/Deltat(1);
71 aE(1) = De(1);

72 aSP(1) = -rho_c(1)*DeltaV(1)/Deltat(1)*phi_ini(1);
73 A(1,1) = aP(1);

74 A(1,2) = aE(1);

75 b(1) = aSP(1);

76

77 % RIGHT

78

79 phi_R = 0; 7 CdC Derecha: phi impuesto (K);

80 Dw(N) = Gamma_w (N)*nw(N)*Aw(N) /(nodos (N) -nodos(N-1));
81 De(N) = Gamma_e (N)*ne(N)*Ae(N)/(caras(end)-nodos(N));
82 DeltaV(N) = Ae(N)*(caras(end)-caras(end-1));

83 aW(N) = -Dw(N);

84 aP(N) = Dw(N)-De(N)-rho_c(N)*DeltaV(N)/Deltat (N);
85 aE(N) = De(l);

86 aSP(N) = -rho_c(N)#*DeltaV(N)/Deltat (N)#*phi_ini(N);
87 A(N,N-1) = aW();

88 A(N,N) = aP();

89 b(N) = aSP(N)-aE(N)*phi_R;

90

91 % SOLUCION

9

93 phi = A\b’;

94

95 if t == 40 || t ==80 || t == 120

96 alpha(I) = Gamma_e(I)/rho_c(I);

97 n = 1:20;

98 lambda_n = (2.*n-1)*pi/(2*L);

99 phiexact = @(x) 800./pi.*sum((-1).~(n+1)./(2.*n-1).*exp(-alpha(I).*lambda_n."2.%*t).*cos
(lambda_n.*x));

100 for x = 0:0.0002:L

101 phiexact_value = [phiexact_value,phiexact(x)];

102 end

103 x = 0:0.0002:L;

104 if t == 40

105 plot(x,phiexact_value,’k’,’linewidth’,1.1,’DisplayName’, [’Solucién exacta (t=’,num2str(
t),?)°1)

106 hold on

107 plot([caras(1) ,nodos,caras(end)], [phi(1);phi;phi_R],’--ko’, ’MarkerIndices’,2:length(
nodos)+1,’linewidth’,1.2,’DisplayName’, [’Solucidén con FVM (t=’,num2str(t),’)’])

108 hold on

109 elseif t == 80

110 plot(x,phiexact_value,’r’,’linewidth’,1.1,’DisplayName’, [’Solucién exacta (t=’,num2str(
t),?)°1)

111 hold on
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plot([caras(1) ,nodos,caras(end)], [phi(1);phi;phi_R],’--ro’,’MarkerIndices’,2:1length(
nodos)+1,’linewidth’,1.2, ’DisplayName’, [’Solucidén con FVM (t=’,num2str(t),’)’])

hold on

else

plot(x,phiexact_value,’b’,’linewidth’,1.1,’DisplayName’, [’Solucién exacta (t=’,num2str(
t),?)°1)

hold on

plot([caras (1) ,nodos,caras(end)], [phi(1);phi;phi_R],’--bo’,’MarkerIndices’,2:1length(
nodos)+1,’linewidth’,1.2,’DisplayName’, [’Solucién con FVM (t=’,num2str(t),’)’])

hold on

end

for i=1:N
TablaErrores=[TablaErrores;i,phi(i),phiexact(nodos(i)),...
abs((phi(i)-phiexact(nodos(i)))/phiexact (nodos(i)))*100];
end

X = [’Tabla de errores para t=’,num2str(t)];

disp(X)

disp(’ ?)

disp(’ Nodo Sol. CVM Sol. Exacta Error(%)?)
disp(’ ?)

disp(TablaErrores)

TablaErrores = [];

end
phi_ini=phi;

end

legend(’show’,’Location’, ’SouthWest’)

title(’Campo de Temperaturas’,’Interpreter’,’latex’)
xlabel (’$m$’,’ Interpreter’,’latex’)

ylabel (’$T(~\circ C$)’,’Interpreter’,’latex’)

A.3 Difusion estacionaria 2D con mallado estructurado

%% DIFUSION 2D

clear all; close all; clc;
% MALLADO EN X-Y

M = 50;

N = 50;

L =0.5;

H=0.5;

Deltax = L/M;
Deltay = H/N;

for j = 1:(N+1)
ximat (1:(M+1),3)
etamat (1: (M+1),3)
end

linspace(0,L, (M+1));
Hx(j-1)/N;

figure (1)

for j = 1:(N+1)
plot(ximat(1: (M+1),j), etamat(l:(M+1),j),’k’,’linewidth’,1.5)
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23 hold on

24 end

25 for i = 1:(M+1)

26 plot(ximat(i,1:(N+1)), etamat(i,1:(N+1)),’k’,’linewidth’,1.5)
27 hold on

28 end

29 xlabel(’$x\, (m)$’,’ Interpreter’,’Latex’)

30 ylabel(’$y\, (m)$’, ’Interpreter’,’Latex’)

31 title(’Mallado del dominio’,’Interpreter’,’Latex’)

32 axis([-0.1xL 1.1%L -0.1xH 1.1xH])

34 7 COORDENADAS DE LOS VERTICES Y NODOS

36 for j = 1:N

37 for i = 1:M

38 k = (j-1)*M+i;

39 xil(k) = ximat(i,j); etal(k) = etamat(i,j);
40 xi2(k) = ximat(i,j+1); eta2(k) = etamat(i,j+1);
41 xi3(k) = ximat(i+1l,j+1); eta3(k) = etamat(i+1l,j+1);
) xi4(k) = ximat(i+1,j); etad(k) = etamat(i+1,j);
43 xinodo(k) = xil(k)+(xi3(k)-xi1(k))/2;

44 etanodo(k) = etal(k)+(eta2(k)-etal(k))/2;

45

46 end

47 end

49 figure(1)

50 nodos = [xinodo’,etanodo’];

51 hold on

52 plot(nodos(:,1),nodos(:,2),’.r’, MarkerSize’,25)
s4 % DATOS

56 Np = Mx*N;

58 Gamma = 1000; 7% Conductividad Térmica (W/(m*K)) -> CTE

50 nw = -1; % Vector Normal (nw=-1 cte para caras west)
60 ne = 1; % Vector Normal (ne=1 cte para caras east)
61 ns = -1; % Vector Normal (ns=-1 cte para caras south)
6 nn = 1; % Vector Normal (nn=1 cte para caras north)
63 tho = 1; % Densidad del Fluido (kg/m~3)

64 t = 0.01;

65 Dw = Gamma*nw*Deltay*t/Deltax;
66 De = Gamma*ne*Deltay*t/Deltax;
67 Ds = Gamma*ns*Deltaxx*t/Deltay;
68 Dn = Gamma*nn*Deltax*t/Deltay;
60 qE = 450%1073;

70 gN = -150%1073;

71 Ae = Deltay*t;

72 An = Deltaxx*t;

73 TS = 150;

74 k = [1:1:Np]l°;

76 % NODOS INTERMEDIOS

79 for j = 2:N-1

80 for i = 2:M-1

81 k = (j-1)*M+i;
82 aW(k) = Dw;

83 aP(k) = De+Dn-Dw-Ds;
84 aE(k) = -De;
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aS(k) = Ds;

aN(k) = -Dn;
aSP(k) = 0;
Ak,k-1) = aW(k);
A(k,k) = aP(k);

A(k,k+1) = aE(k);
A(k,k+M) = aN(k);
A(k,k-M) = aS(k);
b(k) = aSP(k);
end

end

%%% CONDICIONES DE CONTORNO %%%

% SOUTH
for j =1
for i = 2:M-1
k = (j-1)*M+i;
aW(k) = Dw;
aP(k) = De+Dn-Dw-2%*Ds;
aE(k) = -De;
aS(k) = 0;
aN(k) = -Dn;

aSP (k) = -2*Ds*TS;
A(k,k-1) = aW(k);
A(k,k) = aP(k);
A(k,k+1) = aE(k);
Ak, k+M) = aN(k);
b(k) = aSP(k);

end

end
% NORTH

for j =N
for i = 2:M-1

k = (j-1)*M+i;

aW(k) = Dw;
aP(k) = De-Dw-Ds;
aE(k) = -De;
aN(k) = 0;
aS(k) = Ds;
aSP(k) = gN*An*nn;
A(k,k-1) = aW(k);
A(k,k) = aP(k);
A(k,k+1) = aE(k);
A(k,k-M) = aS(k);
b(k) = aSP(k);
end

end
% WEST

for j = 2:N-1
for i =1

kK = (§-1)*M+i;

aW(k) = 0;
aP(k) = De+Dn-Ds;
aE(k) = -De;
aS(k) = Ds;
aN(k) = -Dn;
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147 aSP(k) = 0;

148 A(k,k) = aP(k);
149 A(k,k+1) = aE(k);
150 Ak, k+M) = aN(k);
151 A(k,k-M) = aS(k);
152 b(k) = aSP(k);

153 end

154 end

155

156 % EAST

157
158 for j = 2:N-1

159 for i = M

160 k = (j-1)*M+i;
161 aW(k) = Dw;

162 aP(k) = Dn-Dw-Ds;
163 aE(k) = 0;

164 aS(k) = Ds;

165 aN(k) = -Dn;

166 aSP (k) = gExAexne;
167 A(k,k-1) = aW(k);
168 A(k,k) = aP(k);

169 A(k,k+M) = aN(k);
170 A(k,k-M) = aS(k);
171 b(k) = aSP(k);

172 end

173 end

174

175 Tl o oo oo o o ToTo o o o ToTo o to ToTo To o To 1o T fo to 0o To o o T 1o To o o 0o 1o To o o 1o T T o T 1o 1o T o T 1o T o o 0o T o o 0o 06 T o o %o %o o o
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177 % SOUTH-WEST CORNER
178

179 for j =1

180 for i =1

181 k = (j-1)*M+i;
182 aW(k) = 0;

183 aP(k) = De+Dn-2%*Ds;
184 aE(k) = -De;

185 aS(k) = 0;

186 aN(k) = -Dn;

187 aSP (k) = -2%Ds*TS;
188 A(k,k) = aP(k);

189 A(k,k+1) = aE(k);
190 A(k,k+M) = aN(k);
191 b(k) = aSP(k);

192 end

193 end

194

195 % SOUTH-EAST CORNER
196

197 for j =1

198 for i = M

199 k = (j-1)*M+i;
200 aW(k) = Dw;

201 aP(k) = Dn-Dw-2%Ds;
202 aE(k) = 0;

203 aS(k) = 0;

204 aN(k) = -Dn;

205 aSP(k) = -2+Ds*xTS+qE*Ae*ne;
206 A(k,k-1) = aW(k);
207 A(k,k) = aP(k);

208 A(k,k+M) = aN(k);
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b(k) = aSP(k);
end
end

% NORTH-WEST CORNER
for j = N

for i =1

k = (j-1)*M+i;

aW(k) = 0;

aP(k) = De-Ds;
aE(k) = -De;

asS(k) = Ds;

aN(k) = 0;

aSP(k) = +gN*An*nn;
A(k,k) = aP(k);
A(k,k+1) = aE(k);
A(k,k-M) = aS(k);
b(k) = aSP(k);

end

end

% NORTH-EAST CORNER
for j = N

for i = M

k = (j-1)*M+i;

aW(k) = Dw;

aP(k) = -Dw-Ds;
aE(k) = 0;

asS(k) = Ds;

aN(k) = 0;

aSP(k) = qExAe*ne+qN*An*nn;
A(k,k-1) = aW(k);
A(k,k) = aP(k);
A(k,k-M) = aS(k);
b(k) = aSP(k);

end

end

% SOLUCION

philD = A\b’;

for j = 1:N
for i = 1:M
k = (j-1)*M+i;
phi2D(i,j) = phiiD(k);
xiplot(i,j) = nodos(k,1);
etaplot(i,j) = nodos(k,2);
end
end
phi2D
figure(3)
h=surf (xiplot,etaplot,phi2D);
colormap (turbo)
cb = colorbar;

shading interp
set (h, ’EdgeColor’, ’k’)
axis([0 L 0 HI)

xlabel(’$x\, (m)$’, ’Interpreter’,’latex’)



120

Capitulo A. Cddigos de MATLAB

271
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ylabel (°$y\, (m)$’,’ Interpreter’,’latex’)
zlabel (’$T\, ("{\circ}C)$’, ’Interpreter’,’latex’)
title(’Campo de Temperaturas’,’Interpreter’,’latex’)

figure(4)

contour (xiplot,etaplot,phi2D,150:10:270, Linewidth’,2, ’ShowText’,’on’);
colormap (turbo)

xlabel (°$x\, (m)$’,’ Interpreter’,’latex’)
ylabel(’$y\, (m)$’, ’Interpreter’,’latex’)

zlabel (°$T\, ("{\circ}C)$’, ’Interpreter’,’latex’)

title(’Curvas de nivel del Campo de Temperaturas’,’Interpreter’,’latex’)

A.4 Conveccion-difusion estacionaria 2D con mallado estructurado

o IR~ NV T SOOI R

%% CONVECCION-DIFUSION 2D

clear all; clc;

% MALLADO EN X-Y

M = 50;
N = 10;
L =0.5;
H=0.1;
Deltax = L/M;
Deltay = H/N;

for j = 1:(N+1)
ximat (1: (M+1),3)
etamat (1: (M+1),3)
end

linspace(0,L, (M+1));
H*(j-1)/N;

% figure (1)

% for j = 1:(N+1)

% plot(ximat(1: (M+1),j), etamat(l:(M+1),j),’r’,’linewidth’,1.5)
% hold on

% end

% for i = 1:(M+1)

% plot(ximat(i,1:(N+1)), etamat(i,1:(N+1)),’r’,’linewidth’,1.5)
% hold on

% end

% xlabel(’$x\, (m)$’,’Interpreter’, ’Latex’)

% ylabel(’$y\, (m)$’,’Interpreter’,’Latex’)

% title(’Mallado del dominio’,’Interpreter’,’Latex’)

% axis([-0.1 0.6 -0.1 0.2])

% COORDENADAS DE LOS VERTICES Y NODOS

for j = 1:N
for i = 1:M
k = (j-1)*M+i;
xil(k) = ximat(i,j); etal(k) = etamat(i,j);

xi2(k) = ximat(i,j+1); eta2(k) = etamat(i,j+1);
xi3(k) = ximat(i+1,j+1); eta3(k) = etamat(i+l,j+1);
xid(k) = ximat(i+1,j); etad(k) = etamat(i+l,j);
xinodo(k) = xil(k)+(xi3(k)-xil(k))/2;

etanodo(k) = etal(k)+(eta2(k)-etal(k))/2;
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end
end

% figure(1)
nodos =
% hold on

[xinodo’,etanodo’];

% plot(nodos(:,1),nodos(:,2),’.’,’MarkerSize’,25)

>

% DATOS

Np = MxN;
Gamma = 0.613
nw = -1;

ne = 1;

ns = -1;

nn = 1;

rho = 1000;
cp = 4200;

t =1,

um =

Dw =

De =

Ds =

Dn =

gN = 15;

qE = -20;

TW = 303;

k = [1:1:Np]’;

>

Conductividad
Vector Normal
Vector Normal
Vector Normal
Vector Normal

Térmica (W/(m*K)) -> CTE
(nw=-1 cte para caras west)
(ne=1 cte para caras east)
(ns=-1 cte para caras south)
(nn=1 cte para caras north)

Densidad del Fluido (kg/m~3)
Calor Especifico del Agua (J/(kg*K))

% NODOS INTERMEDIOS

2.92%10"°-7; % Velocidad media (m/s)
Gamma*nw*Deltay*t/Deltax;
Gamma*ne*Deltay*t/Deltax;
Gamma*ns*Deltax*t/Deltay;
Gamma*nn#*Deltax*t/Deltay;

for j = 2:N-1
for i = 2:M-1
K = (§-1)*M+i;
u(k) = 6*um*(etanodo (k) /H-(etanodo(k)/H)"2);
Fe(k) = rho*cp*u(k)#*ne*Deltay;
Fw(k) = rho*cp*u(k)#*nw*Deltay;
aW(k) = Dw+Fw(k);
aP(k) = Fe(k)+De+Dn-Dw-Ds;
aE(k) = -De;
aS(k) = Ds;
aN(k) = -Dn;
aSP(k) = 0;
A(k,k-1) = aW(k);
Ak,k) = aP(k);
A(k,k+1) = aE(k);
A(k,k+M) = aN(k);
A(k,k-M) = aS(k);
b(k) = aSP(k);
end
end

%%% CONDICIONES DE CONTORNO %%%

% SOUTH
for j =1
for i = 2:M-1
k = (j-1)*M+i;

u(k) = 6%um*(etanodo (k) /H- (etanodo(k)/H)"2);
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end

for

end

for

end

Fe(k) = rho*cp*u(k)*nexDeltay;
Fw(k) = rho*cp*u(k)*nwxDeltay;
aW(k) = Fw(k)+Dw;

aP(k) = Fe(k)+De+Dn-Dw;

aE(k) = -De;
aS(k) = 0;

aN(k) = -Dn;
aSP(k) = 0;

A(k,k-1) = aW(k);
A(k,k) = aP(k);
A(k,k+1) = aE(k);
A(k,k+M) = aN(k);
b(k) = aSP(k);
end

% NORTH

j=N
for i = 2:M-1
k = (j-1)*M+i;

u(k) = 6*um*(etanodo(k)/H-(etanodo(k)/H)"2);

Fe(k) = rho*cp*u(k)*nexDeltay;
Fw(k) = rhoxcp*u(k)*nwxDeltay;
aW(k) = Fw(k)+Dw;

aP(k) = Fe(k)+De-Dw-Ds;

aE(k) = -De;
aN(k) = 0;
aS(k) = Ds;

aSP(k) = gN*Deltax*nn;
A(k,k-1) = aW(k);
A(k,k) = aP(k);
A(k,k+1) = aE(k);
A(k,k-M) = aS(k);

b(k) = aSP(k);

end
% WEST
j = 2:N-1
for i =1
k = (j-1)*M+i;

u(k) = 6%um*(etanodo (k)/H-(etanodo (k) /H)"2);

Fe(k) = rhoxcp+*u(k)*nexDeltay;
Fw(k) = rho*cp*u(k)*nwxDeltay;

aW(k) = 0;

aP(k) = Fe(k)+De+Dn-2*Dw-Ds;
aE(k) = -De;

aS(k) = Ds;

aN(k) = -Dn;

aSP(k) = -(2xDw+Fw(k))*TW;
A(k,k) = aP(k);

A(k,k+1) aE(k);

A(k,k+M) = aN(k);

A(k,k-M) = aS(k);

b(k) = aSP(k);

end

% EAST
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170
171
172
173
174
175
176

186

215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231

for j =2
for i
k

:N-1
=M
(G-1)*M+i;

u(k) = 6*um*(etanodo (k) /H-(etanodo(k)/H)"2);

Fe (k)
Fw (k)
aW (k)
aP (k)
aE (k)
aS (k)
aN (k)
asSP(k
A(k,k
A(k,k
Ak,k
Ak,k
b (k)

end

end

Thh DT DTttt to ol TohToToloTotototototo ol ool loTo ToTo To %o %o %o %o %o o oo o T /o To To To To T 9o 9o %o 1o 0o o o o o o o o o o o

= rho*cp#*u(k)*nexDeltay;
= rho*cp*u(k)*nw*Deltay;
= Fw(k)+Dw;

= Fe(k)+Dn-Dw-Ds;

=0;

= Ds;

= -Dn;

) = gExDeltay*ne;

-1 = aWx);

) = aP(k);

+M) = aN(k);

-M) = as(k);

= aSP(k);

% SOUTH-WEST CORNER

for j
for i
k
u(k)
Fe(k)
Fw (k)
aW (k)
aP (k)
aE (k)
aS (k)
aN (k)
asSP(k
Ak,k
Ak, k
Ak,k
b (k)
end
end

=1

=1

= (j-1)*M+i;
= 6*xum* (etanodo (k) /H- (etanodo (k) /H)~2);
= rho*cp*u(k)*ne*Deltay;
= rho*cp*u(k)*nw*Deltay;
= 0;

= Fe(k)+De+Dn-2*Dw;

= -De;

= 0;

= -Dn;

) = -(2%Dw+Fw (k) )*TW;

) = aP(k);

+1) = aE(k);

+M) = aN(k);

= aSP(k);

% SOUTH-EAST CORNER

for j =1
for i
k
u(k)
Fe(k)
Fw (k)
aW (k)
aP (k)
aE (k)
aS (k)
aN (k)
aSP(k
Ak,k
Ak,

M

(G-1)*#M+i;
= 6*um* (etanodo (k) /H- (etanodo (k) /H)~2);
= rhoxcp*u(k)*nexDeltay;
rhoxcp#u (k) *nwxDeltay;
Fw(k)+Dw;

= Fe(k)+Dn-Dw;

= 0;

= 0;

= -Dn;
) = gE*Deltay*ne;
-1) = aW(k);
) = aP(k);

A(k,k+M) = aN(k);

b (k)
end

= aSP(k);
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232 end
233
234 % NORTH-WEST CORNER

236 for j =N

237 for i =1

238 k = (j-1)*M+i;

239 u(k) = 6*um*(etanodo(k)/H-(etanodo(k)/H)"2);
240 Fe(k) = rhoxcp*u(k)*nexDeltay;

241 Fw(k) = rho*cp*u(k)*nwxDeltay;

242 aW(k) = 0;

243 aP(k) = Fe(k)+De-2%Dw-Ds;

244 aE(k) = -De;

245 aS(k) = Ds;

246 aN(k) = 0;

247 aSP(k) = -(2#Dw+Fw(k))*TW+gN*Deltax*nn;
248 A(k,k) = aP(k);

249 A(k,k+1) = aE(k);

250 A(k,k-M) = aS(k);

251 b(k) = aSP(k);

252 end

253 end

254
255 % NORTH-EAST CORNER
256

257 for j =N

258 for i = M

259 k = (j-1)*M+i;

260 u(k) = 6*um*(etanodo(k)/H-(etanodo(k)/H)"2);
261 Fe(k) = rhoxcp+*u(k)*nexDeltay;

262 Fw(k) = rho*cp*u(k)*nwxDeltay;

263 aW(k) = Fw(k)+Dw;

264 aP(k) = Fe(k)-Dw-Ds;

265 aE(k) = 0;

266 aS(k) = Ds;

267 aN(k) = 0;

268 aSP(k) = gN*Deltax*nn+qE*Deltay*ne;
269 A(k,k-1) = aW(k);

270 A(k,k) = aP(k);

271 A(k,k-M) = aS(k);

272 b(k) = aSP(k);

273 end

274 end

275

276 % SOLUCION

277

278 philD = A\b’-273;

280 for j = 1:N

281 for i = 1:M

282 k = (j-1)*M+i;

283 phi2D(i,j) = phiiD(k);

284 xiplot(i,j) = nodos(k,1);
285 etaplot(i,j) = nodos(k,2);
286 end

287 end

288 phi2D

200 figure(4)

291 h=surf (xiplot,etaplot,phi2D) ;
292 colormap (turbo)

293 ¢cb = colorbar;
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294
295
296
297
298
299
300
30
302
303
304
305

306
307

shading interp

set (h, ’EdgeColor’, ’k’)

xlabel (°$x\, (m)$’,’ Interpreter’,’latex’)

ylabel (°$y\, (m)$’,’ Interpreter’,’latex’)

zlabel (°$T\, ("{\circ}C)$’, ’Interpreter’,’latex’)
title(’Campo de Temperaturas’,’Interpreter’,’latex’)

figure(5)

contour (xiplot,etaplot,phi2D, [30:1:45],’Linewidth’,2, ’ShowText’,’on’) ;
colormap (turbo)

xlabel (’$x\, (m)$’,’ Interpreter’,’latex’)
ylabel(’$y\, (m)$’, ’Interpreter’,’latex’)

zlabel (°$T\, (“{\circ}C)$’,’Interpreter’,’latex’)

title(’Curvas de nivel del Campo de Temperaturas’,’Interpreter’,’latex’)
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