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Capitulo 1.- Introduccién

CAP| TULO 1.

| NTRODUCCI ON

En este proyecto vanbps a hablar sobre filtros
adaptativos no |ineales provistos con nodel os polinom al es
para la no linealidad. En estos sistemas no |ineales, se
pueden relacionar la salida y la entrada a través de una
expansi 6n en serie de Volterra o con wuna ecuacioén en
diferencias no lineal y recursiva. La expansi 6n en serie de
Vol terra puede nodelar un anplio abanico de sistemas no
lineales y es interesante en aplicaciones de filtros
adapt ati vos porque di cha expansi 6n es una conbi naci 6n |inea
de funciones no lineales de la sefial de entrada. Las
ecuaciones en diferencias recursivas y no lineales son
i nteresant es porque son capaces de aproxi mar rnuchos si stenas
no lineales con el uso de muy pocos coeficientes. Tanbi én se
verad | o basico de una estructura de lattice no |ineal.

El objetivo final sera conparar los algoritnos LMS y RLS
para un sistem de Volterra.

Para enpezar, vanpbs a ver un poco sobre filtros
adaptativos en general y los algoritnps que se usan.

Un filtrado es adaptativo si sus paréanmetros, |os
coeficientes, varian de acuerdo con un criterio especifico
conforme nueva informaci 6n va |l egando. Un filtro adaptativo
se dice lineal si la estimacion de |a cantidad de interés se
obti ene adaptativanente (a la salida del filtro) conp una
conmbi naci 6n |lineal del conjunto de observaci ones aplicadas a
la entrada del filtro. En otro caso, el filtro adaptativo es
no |ineal.

Las técnicas de filtrado adaptativo se han usado con
éxito durante los ultinmps afios. Conforme se ha ganado
experiencia en l|las aplicaciones y el procesado de sefia
madura, estas técnicas son mas refinadas y sofisticadas. Pero
para hacer un nejor uso del potencial de estas técnicas, |os
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Capitulo 1.- Introduccién

usuari os deben aprender con detalle conp funcionan real nente,
y no aplicar sinplenente algoritnos. Ademas, el nunero de
al goritnos di sponi bl es ha crecido nucho: no es raro encontrar
una docena de ellos. Encontrar el mejor es un problem
crucial en la ingenieria.

El esquerma de un filtro adaptativo seria: [4]

X(n) ,|  Filtro digi F()
- gital y(n)
programable —047

e(n)

Algoritmo

) adaptativo
para los

coeficientes

Es decir, la salida de un filtro digital programable con
coeficientes variables se resta de una sefial de referenci a,
y(n), para producir una secuencia de error, e(n), que se usa
junto con elenentos de |la secuencia de entrada, x(n), para
adaptar |l os coeficientes del filtro, siguiendo un criterio de
optim zaci on.

Los filtros adaptativos se clasifican de acuerdo a | as
opci ones que se tonen en | as siguientes areas: [4]

» Criterio de optim zaci 6n: en general se tom de la
famlia LS (Least Squares) para poder trabajar con
operaci ones |ineales. Sin enbargo, en al gunos casos, donde |a
simplicidad de Ila inplenentacién y la robustez son
importantes, el criterio del valor absoluto mninp (LAV)
puede ser atractivo; ademas, no esta restringido a una
optim zaci 6n de fase m ni ma.

» Algoritno para adaptar |os coeficientes: dependen

total nente del criterio de optimzaci 6n aunque a nenudo es el
algoritmo el que decide la eleccion del criterio de
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Capitulo 1.- Introduccién

optimzacion y no al revés. En térmnos generales, el
criterio del nenor valor cuadréatico (LMS-Least Mean Squares)
se asocia con el algoritm del gradiente, el criterio LAV
corresponde a algoritnos de Signo, y el criterio LS exacto se
asocia con una famlia de algoritnmos recursivos, siendo e

mas eficiente de éstos ultinos el algoritno rapi do de mininos
cuadrados (Fast RLS).

» Estructura del filtro programable: E filtro puede ser
de tipo FIR o IIR y, en principio, puede tener cual quier
estructura: form directa, cascada, lattice, escalera o
filtro de onda. Al igual que con los filtros de coeficientes
fijos, la conplejidad conmputacional varia con |la estructura.
Lo caracteristico de los filtros adaptativos es que |a
estructura influye en la conplejidad del algoritnmo. La
estructura en form directa FIR, o transversal, es |la nas
sinmple para estudiar e inplementar y, por tanto, es |la mas
popul ar.

> Ti po de | as sefal es pr ocesadas (nono- 0
mul ti di mensional): |as sefal es mul tidi nensi onal es pueden usar
| os nm snos al gorit nos y estructuras que | as
nonodi nensi onal es. Sin enbargo, |a conplejidad conputaci ona
y las limtaciones del hardware general nente reducen |as
opci ones a las técnicas nmas sinples.

Fundanent al nent e, existen dos técnicas para el
desarroll o de | os algoritnos: [ 3]

» Técnica del gradiente estocastico:

Los filtros adaptativos basados en |las técnicas del
gradi ente forman una cl ase nuy apreciada en | a ingenieria por
su sinplicidad, flexibilidad y robustez. Ademds, son faciles
de disefiar y su funci onam ento estd bien caracterizado. Es la
MAs usada en nunmerosos canpos, particul armente en
comuni caci ones y control

Se suele utilizar con un filtro transversal y hay que
m nimzar el error cuadréatico nedio. (La funcién que hay que
optimzar se Ilam funcidén de coste). Se utiliza una

esti maci 6n del vector gradiente, que se obtiene con la matriz
de correlacion de las entradas y el vector de correl aci 6n
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Capitulo 1.- Introduccién

cruzada entre las entradas y |la respuesta deseada (ya lo
verenns mas adel ante).

El algoritm que resulta es conocido conop Least Mean
Square (LMS). Es sinple y actua satisfactorianente bajo
ciertas condiciones. Sus nmayores |limtaciones son:

una relativanente |l enta tasa de convergencia, que
se define conmpb el numero de iteraci ones necesarias para que
el algoritno, en respuesta a entradas estaci onarias, converja
|l o suficientemente cerca a |a solucidén optinma en el sentido
cuadratico nedio. Una tasa alta pernmte al algoritnmo
adaptarse rapidamente a anmbientes estacionarios con
est adi sti cos desconoci dos; Yy

una sensibilidad a | as vari aci ones en el nunero de
condicion de la matriz de correlaci 6n de | as entradas.

El ndnero de condici 6n se define como el cociente entre | os
aut oval ores mAs grande y mas pequeno.

Tanbi én se usa con una estructura lattice.

» Estimaci 6n de mini nbps cuadr ados:

Se mi nimza una funci é6n de coste que se define conb una
suma ponderada del error al cuadrado. EIl método se formul a
con una estinaci 6n por bl oques o una estinmaci 6n recursiva.
Nor mal nent e, el esti mador recursivo requiere nenos
al macenam ent o que uno por bl oques, y por eso en la préactica
se usa nmucho nmas el prinero.

Se clasifica la famlia RLS (Recursive Least Squares) en
tres categorias:

Al goritmps RLS estandar: Se wusa wun filtro
transversal y el lem de inversion de nmatrices. Sus
|'imtaci ones: falta de robustez nunmérica y excesiva
conpl eji dad conput aci onal. Debido a estas dos |imtaciones,
aparecen | as otras dos categorias.

Algoritmos RLS raiz cuadrada: Se basan en una
desconposicion QR de la matri z de dat os.

Al gorit nos RLS rapi dos: La compl ej i dad
conput aci onal de los anteriores puede |legar a ser
i nacept abl e desde el punto de vista de |a inplenmentacidn
hardware. Esta se consigue reducir haciendo uso de la
redundancia en la estructura Toeplitz de la nmatriz de entrada
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Capitulo 1.- Introduccién

a través del uso de la prediccion |ineal de mininos cuadrados
tanto hacia delante cono hacia atras. El algoritno resultante
se Ilaman RLS Rapido y hay dos tipos dependiendo de |a
estructura que se use para el filtro:

Filtros adaptativos de orden recursivo: se basan en
una estructura lattice para hacer |as predicciones hacia
del ante y hacia atras.

Filtros transversales rapidos: |as predicciones
hacia delante y hacia atras se hacen wusando filtros
transversal es por separado.

Filtros polinomial es adaptativos 7
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1.1.- Aplicaciones

La habilidad de wun filtro adaptativo para operar
sati sfactorianente en un anbi ente desconocido y seguir |as
vari aci ones tenporal es de | os estadisticos de entrada hacen
del filtro adaptativo una herramenta poderosa para
apl i caci ones en el procesado de sefial y de control. De hecho,
se han utilizado con éxito en canmpos diversos cono |as
comuni caci ones radar, sonar, sisnoblogia e ingenieria
bi omédi ca. Aunque estas aplicaci ones son bastante diferentes,
ti enen un hecho en comin: la entrada y |l a respuesta deseada
se usan para obtener un error estimdo, el cual a su vez se
usa para controlar |os valores de un conjunto de coeficientes
ajustables del filtro. Estos coeficientes dependeran de |a
estructura de filtro enpleada. La diferencia esencial entre
| as distintas aplicaciones es la manera en |l a que se obtiene
| a respuesta deseada. Vanpbs a ver cuatro clases basicas de
aplicaci ones: [ 3]

> ldentificacidn:

/4

u ) Filtro
adaptativo y
/[ :
d
Entrada Salida
» Sistema >

Se usa el filtro adaptativo para obtener un nopdelo
lineal que represente de |la nejor manera (en al gun sentido) a
un sistema desconocido (sistemn). La salida del sistem
sum nistra |l a respuesta deseada para el filtro adaptativo.

Conp apl i caci ones concretas estarian: identificacién de
sistema y nodel ado estratificado de la Tierra.
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Capitulo 1.- Introduccién

» Model ado i nverso:

f

Entrada u Filtro Salida

— 1% Sistema [P aqaptativo >
y
e +
d
| Retraso

La funcion del filtro adaptativo es proveer un nodelo
i nverso que represente de |la nejor manera (en al gun senti do)
a un sistem desconoci do rui doso. |deal nente, en el caso de
un sistema lineal el nmodelo inverso tiene una funcion de
transferencia igual a la inversa de la del sistema. Una
versi 6n retrasada de |la entrada del sistemn constituye la
respuesta deseada para el filtro adaptativo.

Posi bl es apl i caci ones concr et as: deconvol uci 6n
predi ctiva, ecualizaci 6n adaptativa y ecualizaci 6n ci ega.

> Prediccion:

Salida 2
f -------------------- >
u Filt
— 1 p Retraso L— Htro | — >
Sefial adaptativo _
Salida 1

aleatoria
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La funcion es sumnistrar la mejor prediccién (en al gun
sentido) del valor actual de |la seial aleatoria. El valor
actual de la sefial sirve para |la respuesta deseada para e
filtro adaptativo. Dependi endo de |a aplicaci 6n en cuesti én,
la salida del filtro adaptativo o el error estinado pueden
servir cono salidas del sistema. En el priner caso, el
sistema actla conmo un predictor; en el daltinp caso, opera
como un filtro de error de prediccion.

Al gunas de |las aplicaciones concretas serian: cédigo
predictivo lineal, nodul aci 6n de pulso diferencial
adaptativo, analisis del espectro autorregresivo y deteccion
de sefal es.

» Cancel aci 6n de interferencia:

Sefal
aleatoria
/’ d
Salida
Sefal —» Filtro . N e >
referencia adaptativo -

/

Se usa para cancelar wuna interferencia desconocida
contenida en una sefial primaria. La cancel aci 6n debe ser
optima en algun sentido. La seflal primaria sirve cono
respuesta deseada para el filtro adaptativo. Se enplea una
sefial de referencia conop entrada al filtro adaptativo.

Apl i caci ones concretas: cancel aci 6n de rui do adaptati vo,
cancel aci 6n de eco y conformaci 6n de haz adaptativa.

Filtros polinomial es adaptativos 10
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Para cerrar esta introduccion, se va a explicar o que
se trata en cada capitul o del proyecto.

En el siguiente capitulo se estudian |os fundanmentos
tedricos de este tipo de estructuras. Se com enza con una
i ntroduccion al filtrado adaptativo no |ineal. Después se
anal i zan por separado | os dos nodel os polinom al es que nos
sirven para nodelar la no linealidad. Prinmero, los filtros
adapt ati vos usando expansi ones en serie truncada de Volterra;
y, a continuacion, los filtros adaptativos usando ecuaci ones
en diferencias no lineales y recursivas. Finalnente, se
conenta un poco sobre un tipo concreto de estructura: la
lattice. Es un tipo de estructura a la que se |le pueden
aplicar los algoritnos anteriores y que se basa en la
ortogonal i zaci 6n de | as sefial es de entrada.

En el tercer capitulo se analizan dos algoritnmos (LMS y
RLS) para el tratamento de los filtros adaptativos de
Volterra. Este es el u(nico nodelo que se analiza con
prof undi dad. Tras estudi arl os por separado, se conparan | as
ventajas y desventajas de cada uno de ell os.

En el siguiente capitulo se conmentan al gunas de |as
aplicaciones de los filtros de Volterra de segundo orden (que
son | os que se analizan). Nos centranps un poco mas en el
nodel ado de sistenmas no |ineales puesto que es |a aplicacién
gque luego se utiliza en |as sinulaciones.

En el quinto capitulo se analizan dos ejenplos. Se
simulan nultitud de casos utilizando |os dos al goritnos que
se han visto antes.

En el sexto capitulo se conmentan al gunas aplicaci ones
futuras y por donde van |l as investigaciones en el filtrado
adaptativo no |ineal.

Fi nal mnente se nuestran |os programas de Matl ab que se
han utilizado en | as simnulaciones y se conenta un poco sobre
el futuro de los filtros adaptativos polinom al es.

Por altimo, se hace referencia a la bibliografia
utilizada.

Filtros polinomial es adaptativos 11



Capitulo 2.- Fundamentos teéricos

CAPI TULO 2.

FUNDANVENTOS TEORI CCS

2.1.- Introducci6n filtrado adaptativo no |i neal

Cono ya sabenobs, |la gran ventaja de los filtros |ineales
es su sinplicidad. Sin enmbargo, hay nuchas situaci ones en | as
gue el conportam ento de éstos es inaceptable. Un ejenplo
sinple de un tipo de no linealidad es |a saturaci 6n. Intentar
utilizar nodelos lineales para estos sistemas suele dar
resul tados erroneos.

Los probl emas con sistemas no |lineales tienen sol uciones
dificiles desde un punto de vista analitico y/o conputaciona
y no hay tantas técnicas disponibles conp para | os sistenas
i neales. Estas dificultades son nucho nayores en el caso de
sistemas no |ineal es adaptativos.

Al contrario que en los sistemas |ineales, para | 0os no
i neales no existe una respuesta inpulsiva para describir
sistemas no lineales arbitrarios. Debido a esto, |I|as
i nvesti gaci ones sobre estos sistemas se ven restringidas a
ci ertos nodel os que son nenos general es. Algunos filtros no
i neal es desarrol |l ados usando estos nodel os son: [1]

> Filtros de orden estadistico: son interesantes debido
a su robustez y a su sinplicidad conputaci onal. Se basan en
el orden de los estadisticos de |la sefial de entrada al
filtro. El mAs usado es el nedian filter. Tienen un anplio
mar gen en el que nmantienen una serie de propi edades y son mnuy
Utiles para la elimnaci6n de ruido inpulsional aditivo (en
general, ruido perteneciente a distribuciones con una |arga
cola) de las seflales de entrada. Principalnmente tiene
aplicaciones en el procesado de i magenes.

Filtros adaptativos polinomi ales 12



Capitulo 2.- Fundamentos teéricos

> Filtros honondrficos: son |os mAs antiguos y tienen
aplicaciones en el realce de imgenes, en el procesado de
seflal es sismcas y en la supresién de ruido nultiplicativo de
| as sefial es de entrada. En aplicaciones de codificaci 6n de
i mMgenes se han usado mucho nodel os de sistenmas de vision
humanos basados en este tipo de filtros.

» Filtros norfol 6gicos: utilizan |las fornas geongetricas
de | as sefiales de entrada y se enplean en aplicaci ones que
i ncluyen reconocimento de formas, deteccion de bordes y
otras.

> Filtros basados en Volterra y otras descripciones
polinoni al es para |as no |inealidades: son nas general es que
| os anteriores. Nos centrarenps en éstos y estudi arenos dos
casos: filtros adaptativos enpl eando una representaci 6n en
serie truncada de Volterra para |los sistemas no lineales; vy
otros usando ecuaciones en diferencias recursivas y no
i neal es para rel acionar |as sefial es de entrada y salida del
sistema. Es posible ver |la representaci 6n en serie truncada
de Volterra conp un caso particular de |la representaci 6n de
sistemas recursivos no |ineales aunque nosotros | os verenps
por separado. ElI nodelado de Volterra es nuy popul ar en
filtrado no lineal adaptativo y ha desarrollado una identidad
propia en los ultinos afios. Sin enbargo, el uso de nodel os de
realimentaci én esta en sus inicios y, aunque estos sistenas
son nuy interesantes desde un punto de vista de
i npl enent aci 6n, exi sten nunerosos problemas para | os cual es
no se han encontrado todavia sol uci ones. Tratarenps con nas
profundi dad al goritnos basados en una expansi 6n en serie
truncada de Volterra.

Antes henps visto al gunas aplicaciones de los filtros
adaptativos en general. Al gunas aplicaci ones concretas usando
estructuras no |ineales serian:

| gual adores de canal no lineales: |os canales de
comuni caci 6n de alta velocidad |os suelen necesitar. En
transm siones telefénicas, las no linealidades aparecen
princi pal nente por inexactitudes en l|la conpresion de la
sefal . En los enlaces digitales por satélite, | os
anplificadores de éste se |levan cerca del punto de

saturaci 6n y ahi hay caracteristicas grandenente no |ineal es.

Cancel aci 6n de eco.

Filtros adaptativos polinomi ales 13



Capitulo 2.- Fundamentos teéricos

Analisis de sistemas de transm si 6n de dat os.

Cancel aci 6n de ruido adaptati va.

Det ecci 6n de funciones no lineales de procesos
gausi anos.

Model ado de fendnenos bi ol 6gi cos.

Procesado de sefial es mi oel éctri cas.

Caracteri zaci 6n de di spositivos sen conductores.

Procesado de i mAgenes.

Filtros adaptativos polinomi ales 14
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2.2.- Filtros adaptativos usando expansi ones en
serie truncada de Volterra

2.2.1.- Series de Volterra

Un sistema se puede definir en un marco matemati co cono
una regla nediante | a cual una entrada, x, se transforma en
una salida, y, nediante un operador, S, y se representa por:

[ 2]
y = S|
Normal mente, la entrada y la salida son funciones de

vari abl es i ndependi entes tales conp el tienpo o | a posicion;
si son sélo funciones del tienmpo, t, |la ecuacion anterior es:

y(t) = S(t)]

Se sabe que un sistema invariante en el tienpo (Tl) se
caracteriza por |a propiedad:

y(t+t) = gx(t+t)]

y que la salida de un sistema lineal e invariante en el
tienpo (LTI) viene dada por la integral de convol uci on:

y(t) = @, hlt)x(t-t)dt

donde h(t) es la respuesta inmpulsiva unitaria del sistena que
caracteriza conpletanente al sistema LTI

Un sistema se dice causal si l|la salida en cual quier
instante no depende de valores futuros de |la entrada. Un
sistema LTI es causal si y solo si

hit) = 0 t <0
La contribucidén a |la salida de una entrada T segundos antes
del valor actual de la salida se determna por h(T), es
decir, |la respuesta inpulsiva unitaria representa |a nenoria
del sistema LTI.

Si el sistema LTI no tiene nenoria, entonces

Filtros adaptativos polinomi ales 15
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h(t) = cu(t)
donde up(t) es el inpulso unitario, y ¢ es una constante; |a
respuesta del sistenma es evidente

y(t) = cx(t)

Si un sistema sin nmenoria es no lineal, su salida se
puede expresar, con ciertas restricciones, con una serie de
Tayl or:

) = & et ()

0

La extensi 6n de esta expresion a sistenmas no |ineales
con nenoria es la serie de Volterra

+¥
\

y(t) = ho + 6:‘ hl(t)x(t_t)dtl+de hZ(tl’t z)x(t'tl)x(t'tz)dtldtz +

+¥ +¥

ot Q, -0, helto ot )xt-t,).x(t-t,)dt, dt, +. (21)

Las funciones hy(ty, .., tx), |lamdas nucleos de Volterra,
caracteri zan conpl etanente al sistema no lineal. Por anal ogia
con los sistemas |lineales, un sistema no |ineal representado
por una serie de Volterra es causal si y soOlo si

h(,,..t,) =0 " t,<0, j=1,..Kk

Sin pérdida de generalidad, podenps asumr que | os nucl eos de
Volterra son simétricos (es decir, hy(ty, ...,tx) se mantiene
constante ante | as k! posibles pernutaciones de |os indices

ti) .

Una relaci 6n mas conpacta se puede obtener definiendo
los térm nos de las integrales conp el operador de Volterra

de orden k, H«. La serie de Volterra se expresa entonces de
la form:

ylt) = h, + a Axt]  (22)

Filtros adaptativos polinomi ales 16



Capitulo 2.- Fundamentos teéricos

Convi ene observar que |a serie de Volterra es una serie
de potencia respecto a un factor nultiplicador aplicado a la
entrada x(t): la salida, y(t), sera en este caso

w):m+éﬁ¢wm:m+ép¢mmn

Ademas, es una serie con nmenoria puesto que |as integrales
tienen |la forma de convol uci ones multidi nensional es. Conp
consecuenci a de su caréacter de serie de potencia, hay al gunas
limtaci ones asociadas con |as aplicaciones de la serie de
Volterra a problemas no |ineal es:

» Dificultades en |la convergencia cuando se npodelan
sistenas no |ineales con saturacion. El nisnmo probl ema existe
con la representacion en serie de Taylor de una funcidn
fuertemente no lineal. Esta simlitud era de esperar porque
|la serie de Volterra es una serie de Taylor con nenori a.

» En contraposicion con el caso lineal, la respuesta
i mpul siva no caracteriza conpl etanente un sistena no |ineal

Dos aspectos inportantes de |a expansién de Volterra se
obti enen de su definicion formal [(2.1)-(2.2)]:

> La salida del filtro es lineal respecto a |os el enentos
de | os nucl eos de Volterra.

> Las funcional es Fde&ﬂ se pueden interpretar cono
convol uci ones nul tidi mensional es.

Las inplicaciones de estas dos propiedades se pueden
expl otar tambi én en el caso discreto. De hecho, se puede
introducir una clase de sistemas discretos no |ineales Tl con
menoria (tanmbién Ilamdos filtros polinomales o de
Volterra), descritos por una serie discreta de Volterra
derivada de (2.2) en la forma:

y(n) = h, +§: Rolxn)]  (23)

donde y(n) y x(n) son |las versiones nmuestreadas de y(t) vy
x(t), vy
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donde hp es un térm no de offset, mlm(m) es la respuesta
i mpul siva de un filtro digital IRy hy(m,..m) se considera
cono la respuesta inpulsiva generalizada de orden p que
caracteriza el conportamento no lineal del filtro. E
térm no hy a menudo se estim fuera de | a estructura basica.
Por eso, sin pérdida de generalidad, se asunme que hp=0.( Mas
adel ante se vera un ejenplo en el que hy es distinto de
cero).

Un filtro cuadratico (de orden dos) conpleto se describe
entonces con los tres prinmeros térnmnos de la serie de

Volterra. EIl limte superior de los sumatorios de (2.4)
indica nenoria infinita del sistema. Sin enbargo, a nmenudo |a
menoria requerida es finita. En este caso, mas uatil, se

l[imtan todos | os sumatorios en (2.4) a un valor finito N-1,
es decir, definiendo |as variabl es i ndependi entes di scretas
m, ..M en un domnio finito. En este caso hiy(m) representa
un filtro FIR

Conmp ej enpl o, una estructura béasica para un sistenma de
orden 2 (p=2) y con N-1=2 elenentos de retraso seria conp se
muestra a conti nuaci on:
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y(n)

x(n) h1(0)
¢ »-
z-1
h1(1)
|
A 4
z-1
h1(2)
|
h2(0,0)
g X P
W
h2(0,1)
P
e X |
h2(0,2)
> X |
B 4
h2(1,1)
/V
h2(1,2)
> X P
W
h2(2,2)
I X P
S 4
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Este sistema es lineal en |a sefial de entrada para cada
coeficiente y esto sinplifica enornenente | os probl emas de
di sefio que incluyen representaciones en serie de Volterra.

Si n enbargo, venps que el nunero de coeficientes en esta
expansi 6n polinom al es proporcional a N’ (a partir de ahora
| o expresarenns cono Pr(N°)). Luego, una gran desventaja de
estos nodelos es que puede ser mnmuy conplicado Ila
i npl ementaci 6n de estos filtros incluso para valores
noderados de N y p. Debido a esto, la mayoria de |as
apli caci ones préacticas de sistemas enpl eando expansi ones en
serie de Volterra se basan en nodel os de baj o orden.
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2.2.2.- Filtros adaptativos

Vanos a utilizar | a expansién en serie de Volterra que
se ha visto antes para disefiar un filtro adaptativo no
lineal. La linealidad de la salida de los filtros de Volterra
respecto a | os nucleos (hi(m, m,.,m)) permte |la extension
de la teoria del filtrado lineal 6ptinmp al filtrado de
Volterra no lineal oOptinmb, de acuerdo al <criterio de
mnimzar el error cuadratico nmedio(MSE). Un diagrama de
bl oques de un filtro adaptativo de Volterra seria:

d(n)
(sefial deseada)

Filtro
X(N) ———»{ adaptativo |

de Volterra

Sean x(n) y d(n) dos procesos al eatori os estacionari os
con paranetro discreto n. Conp se ve en el dibujo, x(n) es la
entrada al filtro no lineal y d(n) es |a seflial de referencia.
El objetivo, com sienpre que se trata de filtrado
adaptativo, es encontrar |os coeficientes del filtro de tal
manera que se mnimce el MSE entre d(n) y la salida del

filtro d(n).

El MSE tiene un unico minino global y se puede encontrar
nmedi ante el calculo de variaciones, o, alternativanmente
aplicando una extension del principio de proyeccion
ortogonal. De hecho, el error residual de un filtro de
Volterra MSE nmininmp es ortogonal no s6lo a |la entrada sino
tanbi én a todos | os posibles productos de |las entradas. Si el
filtro no lineal es de orden dos con un térmno lineal, |a
sal i da se puede poner:

d) = & nm)r-m)+ 8 & him mdn-mpl-m) (29
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principio de proyecci 6n ortogonal, [2], se expresa:

(2.6a)

E
Effd(n)- d(n)fx(n- m)| = o

E[{d(n)- &(n)}x(n- m, ) x(n - mz)J =0 (2.60)

Sustituyendo | a expresion (2.5) en (2.6), se obtiene un
con N + N(N+1)/2 ecuaciones y con el msnp

sistem |ineal
namero de incégnitas y teniendo en cuenta la sinmetria de

nucl eo de Volterra:
N-1
[o]
a

0 m,=0

1

h (m,)Elx(n- m)x(n- 1) a

0

h, (m, ,m, JE[x(n- m)x(n- m,)x(n- 1] =

1

3 Qo=

1=0,1,.,N-1

= E[d(n)x(n- 1], (2.7)
2.7

1

“(m)eEldn- m)xo- 1o 0] + &

hy(m, ,m,)Elx(n- m)x(n- m,)x(n- 1)x

0

Qo?

1

Z

2 o

3

2

[=0,1,.,N-1, t=1I,.,N-1

s(n-t)] = E[d(n)x(n- 1)x(n-t)],

La solucion de este sistema da |os coeficientes
h(m) y h,(m,m,) de un filtro cuadratico éptinmp de acuerdo con

el criterio MSE.
de entrada y la de

Si ademAs se aflade que |a sefal
referencia son de nedia cero, se debe considerar tanbi én | a
condi ci 6n

Eld(n)- d(n)] = o (2.8)

por | o que se afiade un térm no constante (un offset) hp a la

representaci 6n del filtro cuadratico en (2.5), el cual se
obti ene usando (2.8) de la form

l\(l>-1 No-l

h, =-a a

my =0 mp,=0

h, (m,,m,)r, (m,,m,)
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donde r (m) = E[x(n)x(n- m)] es la funcién de autocorrel aci 6n de

x(n). Es posible incluir el térm no de offset en la parte
cuadratica, y entonces aplicar el principio de proyeccién
ortogonal conmo en (2.7).

En general, la solucion directa del sistema (2.7)
requi ere obtener una matriz inversa cuyos el enentos estan en
funci 6n de | os nonment os de segundo, tercer y cuarto orden de
x(n). La inversién de la matriz requiere un nunero de
operaciones del orden de N° (Pr N°, |lo que supone una
el evada carga conput aci onal para val ores altos de N Adenas,
el sistema (2.7) nmuestra que en general existe acoplamento
entre los coeficientes lineales y cuadraticos del filtro.

Si la sefal de entrada es gausi ana, este acoplam ento no
exi ste puesto que los nonentos de tercer orden de esta
entrada son cero. Asi, la matriz del sistema (2.7) se puede
separar en dos submatrices, permtiendo sol uci ones distintas
para | os coeficientes |ineales y cuadréticos.

Conp, adenas, | os nonentos de cuarto orden de | a entrada
se pueden expresar en funcidén de tres nonentos de segundo
orden, es posible denostrar que | os coeficientes |lineales se
pueden obtener usando | a conoci da ecuaci 6n de W ener - Hopf:

H, = R'R, (2.9)

donde H; es el vector de coeficientes hi(m) del filtro
lineal, R« es la matriz de autocorrelacion (NxN) de la
entrada x(n), y Ryx es el vector de correlacion cruzada (Nx1)
entre d(n) y x(n). Los coeficientes cuadraticos hy(m, m),
agrupados en una matriz H,, se obtienen entonces de l|a
ecuaci on

H, = W2R'T, R’ (210
donde Tyx esta formado con térm nos del tipo

t,,(m,m,) = Eld(n)x(n- m)x(n- m,)

La conponente lineal del filtro es exactamente la msm
gue | a que se obtiene en el caso |lineal puro, mentras que
para | a conponente cuadréatica so6lo se requiere |a inversa de
la matriz R.. Comp R es Toeplitz, so6lo son necesarias Pr(N)
operaci ones. Por tanto, se consigue una inportante reduccion
en |l a conplejidad computacional. Se puede observar tanbién
que, si x(n) y d(n) son anmbas gausi anas, |os el enmentos de Ty,
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son todos ceros. En este caso, el filtro lineal Optino es el
mejor filtro posible.

Por anal ogia con el caso lineal, un filtro adaptativo no
i neal se puede usar para aproximar |os coeficientes de un
filtro oOptino.

Una inportante consecuencia de la linealidad de |os
filtros de Volterra respecto a sus coeficientes es que todos
| os algoritnos de adaptacion validos en el caso |ineal
pueden, en principio, extenderse a los filtros de Volterra, y
en particular a |los cuadraticos (orden dos).

Cono acabanpbs de ver, |os algoritnos que se utilizan son
anal ogos a |l os que se usan en el filtrado adaptativo |lineal.
Entre los mas utilizados estan el algoritno LMS (Least Mean
Square) y sus variaciones y |los algoritnmos RLS (Recursive
Least Square). Estos udltinmps son al nenos un orden de
magni tud mas conplejo que | os de tipo LMS.

En el siguiente capitulo, se estudian estos dos
al goritnos por separado y |uego se conparan
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2.3.- Filtros adaptativos usando ecuaciones en
diferencias no lineales y recursivas

2.3.1.- Introducci 6n

El principal problema que hay con | a representaci 6n en
series de Volterra de sistenas no lineales es el gran nanero
de coeficientes que hacen falta para caracterizar estos
sistemas. Por eso, se buscan representaciones alternativas
gue usen un nmenor nunmero de coeficientes. Uno de estos
nodel os es el que enplea una ecuaci 6n en diferencias no
lineal y recursiva para definir la relacion entradalsalida.
Asi, se tiene: [1]

il = 5 R(vn-1, vin- 2. vIn- N+1], ] ¥n- 1. - N+1)

donde R(:,:,..,:) es un polinonm o de orden i-ésinp en |as
canti dades de dentro del paréntesis.

Seguranmente, el sistema mas sinple de esta clase sea el
sistema bilineal, cuya relacion entrada/salida viene dada
por:

l\gl ) N-1 l\é—l . No-l .
il = @ ¢ yln-i] + @ a b,yn- [{n-i] + & a xn-i]
i=1 i=0 F1 i=0
A pesar de su sinplicidad, es un nodelo no I|ineal

i nportante porque, baj o unas condi ci ones noderadas, se puede
denostrar que una gran cantidad de sistemas no |ineales,
incluyendo los de Volterra, se pueden representar usando
est os nodel os de sistemas bilineales con un nanero finito de
coeficientes. Ademas, |la nayoria de |as ideas de | os sistenas
bilineal es se pueden extender facilnente para nodel os mas
gener al es.

El di agrama de bl oques de un sistema bilineal para N=3
seria:
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La gran ventaja de estos sistenmas, conp ya se ha dicho
antes, es que es posible representar un gran nunmero de
sistemas no lineal es con nmenos coeficientes que | os sistemas
de Volterra. Sin enbargo, y conp era de esperar, existen
i nconvenientes. Los mas inportantes son dos: debido a la
real i ment aci on, hay que nonitorizar continuanente |a
adapt aci 6n para que no haya problemas con |a estabilidad; v,
ademds, cual quier ruido en |as sefial es de entrada aparecera
mul tiplicado en el nmodelo y afectard al conportani ento de
estos sistenmas adaptativos.

Al igual que en el caso de filtros |lineal es adaptativos
Il R, hay dos formas diferentes de resol ver estos probl enas:
ecuaci 6n de error y error de salida.
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2.3.2.- Algoritnos de ecuaci 6n de error

Se desarrollan directanente. La superficie de Ila
estimaci 6n del error cuadratico medio (funcion de coste)
tiene un Unico nininb aunque éste podria no ser |a sol uciédn
correcta al problema si hay ruido en |a sefial deseada
Ademas, no hay garantias de que las soluciones al filtro
adaptativo sean estables todo el tienpo. La idea es usar
nmuestras de la sefial de entrada x[n] y de l|la respuesta
deseada d[n] para obtener la estimacion del filtro adaptativo
cono:

din) = & c[dn- ] + & & b ldln- ixn- 1] + & alnlxln-

i=1 i=0 F1 i=0

1

donde ci[n], bi,j[n] y a[n] son | os coeficientes del filtro
adaptativo en la n-ésima iteraci 6n. Estos coeficientes se
pueden adaptar wusando el algoritnmo del gradiente, una
soluci 6n RLS o cual quier otra técnica apropiada. Lo que se
pretende m nim zar es:

ol - dlnl ]

Las ecuaci ones de adaptaci 6n del gradiente son:

c[n+1 = c[nl + mdn-i[dn

afn+1 = afn] + mxn-ilen]

o fn+d = b fn] + maln- Jo- 114

donde dn]: dh]—&hﬂ es la estimaci 6n del error y m, mym
son constantes que controlan |la razén de convergenci a del
filtro adaptativo.
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Hay que hacer notar que si d[n] contiene ruido, |os
estadisticos de la seflal de entrada al filtro adaptativo
seran diferentes a los de |la seflal deseada ideal y esto

provocar a una peor esti maci on. Est o conplica
consi der abl enente el problema cuando se conpara con el
filtrado lineal IIR Debido a |la presencia de térm nos con

productos x[n-i]d[n-j] en |la obtencidn de |a salida de |os
sistemas bilineal es adaptativos, habra conponentes de ruido
mul tiplicado en |a salida. A pesar de esto, este método es
interesante por su sinplicidad y es nmuy util en anbi entes de
baj o rui do.
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2.3.3.- Algoritnos de error de salida

Realinentan |la salida del sistema adaptativo para
estimar | a seflal deseada. Seguranente, de entre | os nétodos
di sponibles en la literatura, el ms sinple sea el método
subépti no de nini nos cuadrados (tanmbi én se hace referencia a
él cono algoritm extendido de nininms cuadrados). Es

conveniente utilizar notaci 6n vectorial. Asi, sean:
TR Y PO 0 Y PO S  F 1 OONO 1 D
X[l = [d,.In-1.d,[n-2],..d,_.[n- N+, xn]d,,[n-1],...,

x[n- N+1d, .[n- N+1,xn], ... qn- N+1] )

el vector de coeficientes del filtro adaptativo y el vector

de entrada al filtro, respectivanmente. Aqui, adﬂ denota | a

estimaci 6n de | a sefial deseada en el tienpo | haci endo uso de
| os coeficientes en el tienpo k.

Luego, |l os coeficientes del filtro en el tienpo n se
obti enen conmo | a sol uci 6n que m nin za:

o] = & 174 (el - Wik

La salida del filtro seréa:

d,[n] = H[n]x[K]

donde H[n] se estim cono: H[n] = ¢ *[n]P[n]
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Los vectores C[n] y P[n] son conb | os que se usan para |os
problemas de filtrado de Volterra RLS, es decir:

417 XX

k=0

Chﬂ

Pln] = éol vk d[k] X[K]

Se puede hacer un poco nenos conpl ejo haciendo uso del
| ema de inversioén de matrices para invertir C[n]. Este lemn
se explica luego cuando se analiza el algoritnm RLS.

Aunque |l a formul aci 6n es parecida a | a que se usa en el
filtrado RLS, estas ecuaciones no representan una sol uci 6n
exacta de nininos cuadrados (cono ocurre en RLS) tal y cono
vanos a ver ahora. El problema exacto requiere que | a funcion
de coste J[n] se defina usando un error de estimaci 6n:

dn] = dik] - HT[n]x[K]

obtenido en el tienpo k haciendo uso de |a solucién H n]
actual. De esta forma, el problemn se plantea cono si
est uvi éranpbs buscando una sol uci 6n conpl etanente diferente en
cada iteraci 6n (aunque es posible adaptar | os coeficientes
basandonos en | a sol uci 6n previa).

En el problem descrito aqui, |as sefial es

ak—l[k - 1]' ak-z[k' 2] UL ak—N+1[k - N +1]

que aparecen en el vector de entrada se obtienen en |as
iteraciones k-1, k-2, ..., k-N1, respectivanente. Por tanto,
| a solucion de | os coeficientes en el tienpo n depende de | as
sol uci ones previ as.

A pesar de esto, resultados experinentales parecen
i ndi car que este nmétodo funciona nuy bien.
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2.3.4.- Conparaci 6n anbos net odos

El algoritnmo de error de salida es nenos sensible a | as
conponentes de ruido aditivo presente en | a respuesta deseada
que el de ecuaci 6n de error

Sin enbargo, la superficie de error tiene mninos
locales y el filtro adaptativo podria no converger al ninino
gl obal a nmenos que el sistema esté inicializado

adecuadanent e.

La funci 6n de coste del algoritno de ecuaci 6n de error
es cuadratica mentras que la del error de salida es no
cuadr ati ca.

Tanmbi én hay diferencias a |a hora de interpretar estas
funci ones de coste. La del algoritno de error de salida se
m nim za aplicando el nétodo de descenso del gradiente a un
filtro Il R adaptativo. Sin enbargo, la del algoritno de
ecuaci 6n de error se interpreta nmejor conp una configuracion
FI R adaptati va de dos canal es.

Se estd avanzando nucho en |a investigacion del
algoritno de error de salida.
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2.3.5.- Inconvenientes de | as ecuaci ones en diferencias
no |lineales y recursivas

Las ecuaciones en diferencias plantean una serie de
probl emas que no se ven con los filtros de Volterra. El nas
inmportante es el tema de |a estabilidad. Con | os prineros hay
gue estar continuanente control andol o.

Con | os sistemas no |ineales, podenbps encontrar entradas
acotadas que |leven al sistena a |la inestabilidad. Esto no
ocurre con los sistemas |lineales. Por eso a nenudo se habl a
de una estabilidad dependiente de |la entrada.

Muchas de |as técnicas disponibles no pueden nanejar
este problema sin la intervenci 6n humana.
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2.4. - Filtros pol i nom al es adapt ati vos de
| attice
2.4.1.- Introduccidn

Los filtros adaptativos de lattice ortogonalizan |as
seflal es de entrada al filtro y entonces estiman |a respuesta
deseada conmp wuna conbinacién |lineal de estas sefiales
ortogonal es. Las ventajas de estos filtros en aplicaciones de
filtrado adaptativo son nuchas. Los filtros lattice equi pados
con algoritnos de tipo LMS convergen mas rapido y con una
menor dependencia de |a seflal de entrada que los filtros de
forma directa. Tanbi én tienen nejores propi edades numéri cas:
| a adaptaci 6n de | os paranetros del filtro en cada etapa se
puede hacer independientenente del resto de |as etapas.
Ademds, |a estructura es bastante nodul ar y, por eso, estos
filtros son nuy adecuados para una inplenmentaci 6n VLSI. [1]

Esto es en teoria. Luego, en la préactica, surgen al gunos
probl emas al adaptar |os coeficientes del filtro en una etapa
i ndependi ent enente del resto.

Filtros adaptativos polinomi ales 4



Capitulo 2.- Fundamentos teéricos

2.4.2.- Estructura lattice

Aqui, vanmps a desarrollar una estructura lattice para un
sistema truncado de Volterra de segundo orden. Estas ideas se
podrian igualmente aplicar a otros tipos de sistemas
pol i nom al es. Para poder desarrollar esta paranetrizaci 6n de
Lattice, es conveniente visualizar el problema de filtrado no
lineal conp un problena de filtrado lineal multicanal. En un
di agrama de bl oques, se podria ver:

x(n) X2 (n) x(n)x(n1) x(n)x(n2) x(n)x(n3)
z-1 z-1 z-1 z-1

i

x(n1)x(n-3)

z-1 z-1 z-1

x(n2)x(n-3)

z-1 z-1
x(n3) X2 (n-3)

En este caso, conp el orden es p=2 y la nenoria del
sistema es N=3, podenps ver que tenenps 5 canales. Las
sefial es se toman tanto desde | 0os puntos de entrada conb desde
los de salida de |os elenentos de retraso y se conbinan
linealmente para estimar |a respuesta deseada. Esta
estructura nulticanal es diferente de la tradicional puesto
gue el nuanero de elenentos de retraso (y coeficientes) en
cada canal es diferente de | os otros.

Sin enbargo, este problema se puede superar y, por eso,
esta estructura es |la base para los filtros de Volterra con
algoritmos rapidos RLS y para algunas realizaciones de
|attice de los filtros adaptativos de Volterra. Al gunas
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realizaciones |lattice usan coeficientes y elenentos de
retraso adicionales para igualar el narmero de coeficientes en
cada canal. Oras funcionan s6l o con entradas gausi anas.

Nosotros nos vanpbs a centrar en una estructura basada en
un filtro de lattice multicanal desarrollado por Ling vy
Proakis y en un predictor no lineal desarrollado por
Zar zycKki

Por sinplicidad, considerarenns el caso en que N=3 y
p=2. Las sefial es que intervienen en |a estimaci 6n se pueden
agrupar en tres col umas:

ol Al drd o
] x%[n- 1 xn-2| -

& i oo e 2 = el X X))
: diln- 7] 5

La idea basica que se enplea para el filtro lattice de
Volterra es obtener una desconposici 6n ortogonal de G am

schni dt de (xi[] X[ X:[n])

Sean bo[n], bi[n] y bz[n] una base ortogonal para el
vector anterior. Asi, cual quier combinacion |lineal de este
ualtino se puede escribir de una nanera equival ente conp otra
combi naci 6n lineal de los primeros y viceversa. Esto quiere
decir que en lugar de estimar |a respuesta deseada d[n] conp

una conbi naci 6n lineal de Ios elenmentos de XP[n], i=0,1,2 ,se

puede estimar conb una conbi naci 6n |lineal de |os el ementos de
bi[n]. Por tanto, sea:

dln] = (k¢) boln] + (k¢) bfn] + (k) b[n]  (212)

| a mej or estimaci 6n posi ble, donde k{,k’,ki son vectores de

coeficientes apropi ados en donde se ha elim nado | a posible
dependenci a con el tienpo. Una de |as grandes ventajas de |a
estructura l|lattice es que como los bij[n] son ortogonal es

entre si, el vector k‘ se puede obtener Unicanmente a partir
de | os estadisticos de d[n] y bi[n]. Por ejenplo, |a solucion
mi ni ma cuadréatica para ki seria:

¢ = g [erlrl} B}
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Es conocido que una forma de obtener bj[n] es definirlo
conp el vector de error de prediccion hacia atras de orden

i -ésino de _th] De esta mmnera, bij[n] seria el error de
esti maci 6n cuando ggﬂh] se estima usando | as col umas previas
de (2.11). Asi, por ejenplo, bo[n] se define:

= yeop = @l o
il = X0 = el

Utilizando |os errores de prediccién hacia atras
anteriores e incorporando |os errores de prediccion hacia
del ante, se van estimndo bi[n] y by[n].

Una vez que se tienen estos vectores, se calculan |os
coeficientes k® tal y conp se ha visto antes y ya se tiene

una estimaci on de | a respuesta deseada, que es | o0 que se va
buscando.
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2.4.3.- Filtro adaptativo basado en esta estructura

Una vez que la estructura lattice se ha desarroll ado,
obtener un filtro adaptati vo basado en esta estructura no es
muy dificil. Los algoritnos del gradiente se pueden extender
facil mente para el caso no lineal. La principal idea que se
enplea en los filtros lattice de tipo LMS es que en cada
et apa, | os coeficientes se puedan optim zar
i ndependi entenente de las otras etapas. Esto se debe a la
ortogonal i dad de | as sefiales en | as diferentes etapas cuando
se usan coeficientes de lattice Optinps. Vanos a desarrollar
un poco mas esta idea.

Es | 6gi co pensar que en |a ecuaci 6n (2.12), cada
coeficiente k° sea el 6ptino en |la estimacion de |a

respuesta deseada cono una conbi naci 6n lineal de bj[n]. Asi:

eln] = d[n] - & (k) by[n]

E0

Como bg[n],...,bi-1[ n] son ortogonales a bj[n], entonces
ei[n] contiene todos |os conponentes de d[n] que se pueden
estimar usando bij[n]. Por tanto, si estimanos e[ n] usando
bi[n], obtendrenps el msno resultado que si hubiéranos
estimado d[ n] usando bi[n]. Asi, |a adaptacién de k° se puede
considerar como un problema de filtrado adaptativo por
separado donde e[n] es |a respuesta deseada, bj[n] es la
entrada al filtro y ej+1[n] es el error. Las ecuaci ones para
este filtro adaptativo de tipo LMS serian:

e|+1[n] - e|[n] } (kid[n])Tpi [n]
K'[n+1 = K[| + rre, [n]b[n]

Se pueden wusar diferentes valores de m para |as
di stintas etapas.
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2.4.4.- Conpl ejidad conput aci onal

Una de | as desventajas de |la estructura lattice cuando
se conpara con la fornma directa es que la prinmera requiere
Pr(N%®) coeficientes para describir total mente un sistema de
Volterra de segundo orden con N retrasos mentras que |a
segunda necesita sé6lo Pr(N?) coeficientes. Por tanto, la
conpl ej i dad conput aci onal de |os al goritnos adaptativos del
gradiente basados en |la estructura lattice tanbién seré
proporcional a N operaciones por iteracion.

Esta conpl ejidad es un poco nmenor que para |la mayoria de
filtros adaptativos de Volterra RLS. Por tanto, la ventaja
conmput acional de los filtros adaptativos lattice de Volterra
por el gradiente sobre los filtros adaptativos de Volterra
RLS no es tan significativa conmb en el caso de
i mpl enent aci ones en la forma directa.

Korenberg ha desarrollado algoritnos wusando |a
ortogonal i zaci 6n de Gram Schmi dt de |a sefial de entrada y se
puede aplicar, en general, a modelos de sistenmas

pol i nom al es. Sin enbargo, para nodelos de sistenas
bilineales y de Volterra, la estructura lattice vista aqui es
un poco mas eficiente que |la técnica de Korenberg.
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CAP| TULO 3.

ALGORI TMOS PARA LOS FI LTROS
ADAPTATI VOS DE VOLTERRA

3.1.- Algoritno LNB

Se adaptan | os coeficientes en cada iteraci on usando el
algoritno de descenso paso a paso, que intenta mnim zar
e?[n]. Estas ecuaci ones de adaptaci 6n son: [1]

. _ 1 m 1en]
Almin+d] = hfmnl - 2t =
_ m  1e¥n|
h,[m.m,;n+1 = h[m,m,;n| 2 Thlmom

si endo

Il = (alil- dl)* = (o)~ (, + Wl XIA))" -

= d?[n] + K¢+ (HTInIX[]) + 2n HTRIX[] - 2d]n](hy + H T[] X[n])
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Por tanto, | as derivadas val dr an:

1}1—&% = 2(H[n]X[n]) {n- m] + 2h,xn- m] - 2d[n]xn- m] =

= 2 m] (HT[AX00] + b - o) = - 2x0n- m e

1e?[n]

gy = 2(H X - mdn- m] + 2o mbdn- m] -

- 2d[n]{n- m]xfn- m,] = 2x{n- m]x[n- m] (H7[n[X[n] + h, - d[n]) =
= - 2n- m]xn- m,]e[n]
Sustituyendo en | as ecuaci ones de arriba, se |lega a:
hfmy;n+1] = hfm:n] + men|xn- m]

h,[m,m,;n+1 = h,[m,m,;n] + men|xn- m]xn- m]

donde m y m son constantes pequefilas y positivas que
controlan | a vel oci dad de convergencia y |as caracteristicas

de seguimento y en régi nen permanente del filtro.
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Para situaci ones mas general es, se pueden obtener unas
ecuaci ones simlares. Tanbi én se usan vari aci ones de este
al goritno LIMS.

Se suele utilizar una notaci 6n vectorial para una nayor

sinplicidad y facilidad en el analisis de este algoritno. Con
esta notaci 6n, |as ecuaciones del algoritno quedan:

Vector de coeficientes:

H[n] = [hl[O;n],..., hl[N - 1; n], hZ[O,O;n],...,hz[O,N - 1; n],

h[LLn], ..., h[N-1LN- 1;n]]"

Vector de entrada:

X[n] = [x[n],...,x[n- N +1], xz[n],x[n]x[n- 1],...,x[n]x[n- N +1],

x°[n-1,....,¢n- N+1|T

I nicializacidn:

H O] se elige arbitrarianente
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Al goritno:

en] = d[n] - H"[n]X]n]

Hln+1] = H[n| + mX|n]e]n]

Nota: mes una natriz diagonal con m apareciendo en las prineras N
filas y men el resto.

Esta estructura so6lo difiere del caso lineal en la
manera en que se definen |os vectores por | o que conprobanps
gque, como se ha dicho antes, es una extension directa de
caso |ineal

Bajo ciertas sinplificaciones, es innediato denostrar
gque | os valores nedios de |os coeficientes convergen a sus
val ores Optinos (para un anbiente estacionario) si |as
constantes de convergencia se eligen de tal manera que
cunpl an:

0<m,m <|i

max

donde |Imx es el mayor autovalor de la matriz de
aut ocorrel aci 6n del vector de entrada X[n].

Al igual que en el caso lineal, el problem radica en
gue estos autoval ores controlan | a vel oci dad de convergenci a
del algoritnmo. En general, cuanto nmayor sea el nunero de
condi ci 6n (cociente Imx / Inin ) de la matriz de correl acion
de | as entradas, nenor es l|la velocidad de convergencia. Esto
es un gran inconveniente para el caso no |lineal puesto que,
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en general, este cociente es nuy grande. Incluso cuando |a
seflal de entrada es blanca, | a presencia de no |inealidades
en el vector de entrada hara que este cociente sea nmayor que
uno.

Por tanto, es inportante buscar estructuras y al goritnos
alternativos que converjan con nmenos dependencia de |o0s
estadisticos de |l a sefial de entrada. Una opci 6n es usar el
algoritno RLS (que se vera nas adelante); y otra alternativa
es utilizar este algoritno LMS pero con estructuras lattice
(u otras ortogonalizadas) para inplementar los filtros no
i neal es.
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3.2.- Algoritno RLS

El filtro adaptativo LMS se puede considerar cono una
soluci 6n aproxinmada para el problema de optim zacidn
estadistica que intenta m nim zar el val or cuadréatico nedio
del error estimado en cada iteracion. Por otro |ado, |os
filtros adaptativos RLS dan | a sol uci 6n exacta a un probl ema
de optim zaci 6n fornul ado de una nmanera determ nista. Es
decir, los algoritnos LMS utilizan |a esperanza nmatenmatica
para |la estimcion de la funci 6n de coste mentras que | os
RLS no. Por eso, si el problem esta fornulado de una nanera
determ nista, la solucidén RLS es exacta. Esta formul aci 6n da
origen al filtro adaptado RLS con factor de olvido
exponencial. ElI factor de olvido se utiliza para que |os
dat os pasados sean ol vidados y asi permtir el seguimento de
| as variaci ones estadisticas de |os datos cuando el filtro
opera en un anbiente no estacionario. Uilizarenos un factor
de ol vido exponenci al .

En el caso de filtro de Volterra de segundo orden, se
trata de mnimzar |a siguiente funcidn de coste: [1]

o = & 17 el - XK

donde | (0O<< | <1) es el factor que, conb se ha dicho antes,
controla la duraci én de la nenoria del filtro adaptativo.

La solucién a este problema para cada iteracion se
encuentra fécilnmente derivando J[n] respecto de H[n],
i gual andolo a cero y resolviendo para Hn]. La soluciodn
Optima para la iteraci 6n n-ésim viene dada por:

H[n] = Cc[n- 1]P[n|

con

cln] = a 1 X[k X [K]

P[] = a 1™ [k X[K]
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Aqui, C[n] es la matriz de autocorrel aci 6n LS del vector
de entrada, X, y P[n] es el vector de correlacién cruzada LS
entre el vector de entrada, X, y |la respuesta deseada, d[n].

H n] se puede adaptar recursivanente haci endo:

Chﬂ

| c[n-1] + X[n]X"[n]

Pln] = 1 P[n- 1 + d[n]X[n|

Se puede hacer un poco nenos conpl ejo haci endo uso del
|l ema de inversion de matrices para invertir C[n].

Este lema es un resultado nuy conocido en el algebra
matricial. Se puede expresar de distintas maneras. Sean Ay B
dos matri ces definidas positivas de MKM rel aci onadas por:

A=B!'+cCcD!c"

donde D es otra matriz definida positiva de NxMy C es una
matriz de MN. De acuerdo con el lem de inversion de
matrices, se puede expresar la inversa de |la matriz A cono
Si gue:

A* =B - BC(D + c"BC)'Cc"B

Ora forma de expresarlo seria:

A=B+ CDC"

y Su inversa

At = B! - B'clc"Bic + DY)'cH B!
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El algoritmb RLS se puede resumr en el siguiente
cuadr o:

Vect or de coeficientes

H[n] = [hl[O;n],..., hl[N - 1;n], hz[0,0;n],...,hz[O,N -1, n],

h[LLn],...,h[N-LN- 1;n]]"

Vect or de entrada

X[n] = [x[n]x[n N +1],x2[n],x[n]x[n- 1]x[n]x[n N+1],

x2[n-1],...,x*[n- N+1]]7

| nicializaci 6n

H[o] = [0,0,...0]"

clo] =d*I

d=const ant e pequefia positiva
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Al goritno

] = e X

e[n] = d[n] - HT[n- 2] X[n]
H[n|] = H[n- 1] + nk[n|eln]

C'[n] =1*C[n-1 - I *K[n]X"[n|]C*[n- 1]

en| = d[n] - H"[n]X]n]
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3.3.- Conpl ejidad conputaci onal. Sol uci ones

El algoritnbo LMS tiene Pr(N?) nultiplicaciones (el
nimero de nultiplicaciones es proporcional a N!) por
iteraci 6n mentras que el RLS tiene Pr(N*). El precio que se
paga en teérm nos de conpl ejidad conputaci onal por un mejor
conportam ento es excesivo para nuchas aplicaci ones.

Exi st en al goritnos rapi dos que sinplifican
consi der abl enment e esta conpl eji dad conput aci onal haci endo uso
del hecho de que |la mayoria de |os el enentos de | os vectores
XInl] y X n-1] son iguales. Hay algoritnos con Pr(N°)
nmul ti plicaci ones por iteraci 6n. Estos al goritnps proporcionan
una nej or convergencia que los LMS y tanbi én parecen ser nas
robustos a las variaciones estadisticas de |as sefial es de
entrada. Sin enbargo, |a conplejidad conputacional (Pr(N°%))
si gue siendo nucho mayor que |a del LMS(Pr(N)).

Exi st en aproxi maci ones, conputaci onal nente nas si npl es,
a la soluci6n adaptativa RLS. Estas asunmen que |a sefial de
entrada es gausiana y que el sistema falla cuando esto no
ocurre.

Un gran problem de |os algoritnos rapidos RLS es que
ti enen unas propi edades nuneéricas nuy pobres.
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CAP| TULO 4.

APL| CACI ONES FI LTROS DE
VOLTERRA DE SEGJUNDO ORDEN

4.1. - Model ado de sistenas no |ineal es

El nodel ado de sistemas no l|lineales es una de |as
primeras aplicaciones practicas de la serie discreta de
Vol terra. En al gunos casos, dependi endo de |a natural eza de
| as no-linealidades, se pueden necesitar nucleos de orden
alto. Esto ocurre, por ejemplo, en el canpo de Ila
comuni caci 6n cuando se nodelan canales de referencia
fuertenmente di storsionados, anplificadores de transm sién no
lineales, y canales paso banda no lineales en sistemas de
transm si 6n digital. [2]

Sin enbargo, hay nuchas aplicaci ones donde es necesario
usar nucl eos cuadraticos. Por ejenplo, se ha denpstrado que
una funci én de transferencia cuadratica es apropiada para
nodel ar interacciones no |lineales de tres ondas asoci adas con
turbul encias en fluidos y plasmas. Oiras aplicaci ones serian
di spersi 6n el ectromagnéti ca desde objetivos no lineales, y
nodel ado del conportam ento dinamco no lineal de |os
el ementos cercanos a la costa sujetos a la excitacion
al eatoria de |las ol as del nmar.

La ultima es un ejenplo tipico de una situacion en |la
cual el nodelo cuadratico es apropiado, mentras que el
nodelo lineal no lo es. De hecho, la relacion entre la
excitaci 6on de las olas y |la correspondi ente respuesta de un
barco amarrado se caracteriza por la presencia de |as
I | amadas oscil aciones flotantes de baja frecuencia (LFDO s).
La LFDO en respuesta a |las fluctuaci ones del mar se pueden
explicar con la presencia de una fuerza de segundo orden
proporcional al cuadrado de |las alturas instantéaneas de | as
ol as. De acuerdo con esta relacidn cuadréatica, | as
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conponent es espectrales de la ola incidente generaran sunas y
di ferenci as de frecuenci as. Las frecuenci as baj as
correspondi entes al ancho de banda de resonancia del barco
amarrado, |as cuales estan por debajo de |las frecuencias
dom nantes asociadas a |la ola de entrada, se anplifican. Asi
| a fuerza de segundo orden producira |la parte predom nante en
| a respuesta del barco amarrado. Por tanto, |os operadores
lineales y cuadraticos del filtro, obtenidos de (2.9) vy
(2.10) pueden describir bien la LFDO m entras que un nodel o
mas sinplificado vendria dado por un dispositivo cuadratico
segui do por un filtro lineal (el nodel o de Hammerstein).

En contra a estas soluciones cerradas, |as técnicas
adaptativas tanbién se pueden wusar para nodelar no
| i neal i dades de acuerdo con el siguiente esquema, en donde un
filtro cuadratico adaptativo se usa para identificar un
sistem no |ineal.

Sistema no | d(n)
lineal

e(n)

Anl____ //}’ A

Filtro
cuadratico
adaptativo

d(n)
5
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4.2.- Qras aplicaci ones

» Cancel aci 6n de eco no | i neal

En los nbdens digitales npbdernos, l|as técnicas de
cancel aci 6n de eco aseguran una transm si 6n full-ddapl ex con
una separaci 6n adecuada de canal. El propésito del cancel ador
es elimnar el cross talk, o sefal de “eco”, que interfiere
con | a seflal procedente del transm sor |ejano.

Para ello a nenudo es necesario tener en cuenta
di storsiones no |ineales que se producen en |la practica cono
la transm si 6n de pul sos asi nmétricos, efectos de saturacién
en |los transfornmadores, y no linealidades en los
convertidores.

Exi sten métodos para expandir una funcidn no |inea
arbitraria de bits en una serie simlar a |la expansién de
Volterra. Esta expansion utiliza so6lo un numero finito de

térm nos incluyendo productos de pares de bits que
corresponden a |l a parte cuadrati ca.

» Cancel aci 6n adapt ativa de rui do:

En los sistemas de conunicaci 6n digital, por ejenplo,
las no linealidades en el canal a nmenudo se pueden nodel ar
con nmenos nenoria. Conb estos efectos tienen |ugar en una red
donde se usan operaciones de filtrado |lineal, el efecto total
de | a sefial de entrada sobre el canal es un mapeo no |inea
con nmenoria el cual se puede describir por una serie discreta
de Volterra.

De hecho, la técnica de |la serie de Volterra se ha
apl i cado para ecualizaci 6n adaptativa de no |inealidades en
el canal. Tanbi én se han hecho cosas en ecualizaci 6n de
canal es en transm siones por satélite y en cancel aci 6n no
lineal intersinbolo. Esto udltinmp se basa en una versioén
ortogonal i zada de la serie de Volterra.

» Deteccidn y estinmacion

El problena de | a detecci 6n aplicado a sefial es consiste
en distinguir entre estas dos situaciones: i)el vector X
contiene la parte util (la “sefal”) y tanmbién la parte no
deseada (el “ruido”); y ii)el vector x contiene s6lo ruido.
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Se han aplicado varios criterios para el disefio de
filtros Optinmps para deteccion. Entre éstos, la relacion
seflal a ruido (SNR) y sus generalizaciones, conocidas cono
criterio de desviacion sinple y generalizado (SD y GD) han

sido los ms usados. En este contexto, los filtros
cuadraticos se han investigado para usarlos en probl emas
rel aci onados <con |a deteccién ruido en ruido para

apl i caci ones sonar.

» Extracci 6n de bordes y elimnaci on de rui do:

La deteccion de los bordes en una imagen es una
herrami enta basica en el procesado de seflal en dos
di mensi ones, teniendo nmuchas aplicaci ones en vision robotica,
i nspecci 6n automatica, codificaci 6n de inmagen, ...

Exi sten nmuchos al goritnos para esta aplicacion; entre
el l os, el mas usado es el operador Sobel, que es precisanente
un filtro cuadratico.

El problema contrario tanmbién es wuna inportante
aplicacién: elimnar ruido en una imgen sin dafar |os
bordes. Es uno de los tipicos problems que pueden ser
tratados con técnicas no |ineales.

En particular, se utiliza nmucho con fotografias tomadas
en mal as condi ci ones.

> Prediccion de i magenes:

En transm sion digital de i magenes se utilizan nétodos
para reducir la tasa de bit. Estos netodos requieren |a
presencia de un predictor. Pues bien, un predictor no lineal,
basado en un filtro cuadratico, ofrece resultados
interesantes sobre todo cuando hay cierta cantidad de
movi m ento presente en la imagen. En este caso, la parte
cuadratica del operador conpensa |os efectos de alisado
produci dos por un predictor |ineal convencional.

Filtros adaptativos polinomiales 53



Capitulo 5.- Simulaciones

CAP| TULO 5.

SI MULACI ONES

Se van a realizar dos ejenplos para conparar |os
algoritmos LMS y RLS para filtros de Volterra. Tanbién se
vera el algoritnmo LMS normalizado. Es anal ogo al LMS con la
di ferencia de que | as ecuaci ones de adaptaci 6n se nornalizan
respecto de |la potencia de |a sefial de entrada.

Se realizara |la conparaci6n tanto en la velocidad de
convergencia conbp en el nunero de operaciones requeridas.
Ademas se jugara con el paranmetro m (paso de adaptaci 6n) para
encontrar el Optinp en anbos algoritnmos. En |la nmayoria de
al goritnos RLS, el paso de adaptaci 6n es igual a |a unidad.
Aqui se ha trabajado con un algoritno que utiliza este
paranetro y se trataréa de encontrar el Optino.

Se trabaja <con procesos aleatorios distribuidos
uni formemente cono entradas. Se canbiard la nedia de este
proceso para estudi ar mAs casos.

En el priner ejenplo, el sistenma es bastante nmas sinple
que en el segundo.
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5.1.- Eenplo 1

Se trata de identificar el siguiente sistema utilizando
el LMS, el LMS normalizado y el RLS Volterra:

y(n) =1 + x(n) + x*(n)

donde x(n) es un proceso aleatorio distribuido unifornmenente
con varianza 1, s?’=1, y nedia 0, 1 y 10 para estudiar tres

casos distintos y ver cono influye la entrada en Ila
estimaci 6n de | os coeficientes.

La seflal deseada se obtiene sumando a |a salida de
sistema un rui do gausiano de nedia cero y varianza s?:

La varianza del ruido, s’, toma tres valores distintos

y estudi arenps | os tres casos. Estos tres valores son: 0,0.05
y 1.

Se van a considerar varios pasos de adaptaci 6n para
irl os conparando.

Ademas de esto, se planteaba otro problema: la
exi stencia del 1 en |a ecuaci 6n del sistema. Esta constante
equivale a la hg en | a expansi 6n en serie de Volterra. En el
desarrollo tedérico, se tond igual a cero y se qued6 ol vi dada.
Ahora hay que deducir una ecuaci 6n para ella de igual nanera
gque se hizo para el resto de coeficientes. Asi, se tiene:

m qe’[n]

ho[n+1] = ho[n] "3 W

si endo

el = flo]- dlf = (el (n+ 1 XLl -

= o[ + 1 + (HTIX[n])* + 20 HT ] X[n] - 2d[n](y +H T[] X[n)
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Por tanto, |a derivada val dra:

1efn]

ey 2h, + 2HT[n]X[n] - 2d[n] = - 2€n]

Y sustituyendo en | a ecuaci 6n de arriba, se |lega a:

ho[n+1] = hy[n] + rreln]

Las ecuaciones para |los demas coeficientes ya se
deduj eron antes pero se reproducen aqui de nuevo para
tenerl as todas juntas:

hmn+1] = hfm;n] + men[xn- m]

h,[m,m,;n+1] = hy[m,m:n] + meln]x{n- m]xn- m)]

En este ejenplo se usa un msno valor del paso de
adapt aci 6n mpara todos | os coeficientes.

Vanps a ver los distintos resultados para el LMS, el LM
normalizado y el RLS. Luego, se conpararan |os Optinps en
cada caso.
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> LMS:

Vanos a enpezar por el caso en el que no hay ruido. Se
supone que | a adaptaci 6n aqui sera bastante buena.

o s2=0

Se va a enpezar con un proceso de entrada de nedia O
para irla subi endo mas adel ante.

Se va a representar una grafica con el error (diferencia
entre |la respuesta deseada y |la salida del filtro) y otras
tres graficas mas nostrando | a convergencia de cada uno de
los tres coeficientes. La linea roja es el valor final del
coeficiente mentras que la azul es la evolucidén del
coeficiente con cada iteracion.

Asi, para m=0.01, se obtiene:
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|

Se observa que |los tres coeficientes convergen
perfectanente a su valor final, que es 1 en los tres casos.
Los coeficientes h; y hy, convergen antes que hgo. Esto se debe
a que la estinmaci 6n de hy se realiza sin tener en cuenta el
proceso de entrada directanente.

El numero de operaciones flotantes que enplea Matlab es
de 40230950. Este nunero sera sienpre el msno nientras se
trabaje con el algoritm LMS.

Si utilizanbs conp criterio de convergencia que |a sefa
de error se mantenga nenor que =0.03, el algoritno converge

en la iteraci 6n 689.

Se podria haber optado por representar |os coeficientes
de una manera mAs conplicada de acuerdo con | as siguientes
expr esi ones:

& ([m:n]- n[m]f
IV, (n)] = 1010922
a (h[m]?

m=0

N-1 N-1 ¢ P
88 (Im.mn- nm.m]
"VQ(n)" = 10Iog e N-1 N-1
é A (h,[m,m,])’
0 mpy=0

Es wuna conparaci 6n cuadratica-logaritmca entre |os
coeficientes estimados y |los que realnmente se tienen. E
resultado en graficas seria:
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Para el resto de sinulaciones, se representara cada
coeficiente por separado porque se aprecia nejor Ila
conver genci a.

Se sinmula ahora con un paso de adaptaci 6n igual a 0.03.
Los resul tados son:
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La convergencia se alcanza en la iteracion 259 de
acuerdo con el criterio del 3%

Conti nuando con el ejenplo, para m=0.05, las graficas
serian:
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Para este val or del paso de adaptaci 6n, se aprecia que
| os coeficientes tanbi én convergen a su valor final. Ya no se
apreci a apenas diferencia entre | a vel oci dad de convergenci a
de cada coeficiente.

Si gui endo con el msno criterio de convergencia anterior
(sefial de error nenor que ==003), ésta se alcanza en la

iteraci 6n 2069. Es decir, que al aunentar el paso de
adapt aci 6n, | a convergencia se hace nas | enta.

Es de esperar que conforme se vaya aunentando el paso de
adaptaci 6n, |a convergencia sea aun nas lenta. Haran falta un
namer o superior de iteraciones e incluso dejara de converger.

Para conprobar esto ultino, se ha sinmulado para me0. 08 y
éste ha sido el resultado:
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Se observa claranente que con 3000 iteraciones el
algoritnmo no Il ega a converger. Vanops a volverlo a sinular
con estos msnpbs valores pero con 15000 iteraciones. E
resul tado ha sido:

efrar con vYarlanza 0
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a o
coeficlente R0
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-1.51
el 151
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1
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E -1.6} 5
b a1t |
aE 1]
3 1 ]
35 - L o L -
a0an nond 150m a 3000 100m 1200
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Se observa que el algoritno tanpoco converge con 15000
iteraciones. Al principio, parece que |las gréaficas valen cero
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pero | o que ocurre es que |l os valores finales son nuy grandes
y queda todo un poco desescalado. Si analizanps |as 200
primeras iteraciones de |a sefial de error, se observara que
| a sefial de error va creciendo:

¥10

0ar
06
o4t ‘ |

02t I I,"rl' |

. """'J"A""]iri':

o4l |
06

a a0 100 150 200

Luego, para este paso de adaptacion, el algoritno
di ver ge.

En el analisis tedrico del algoritm LMS, se vio que el
paso de adaptaci 6n se debe mantener nenor que un cierto valor
para poder al canzar |a convergencia. Este valor era 2/1 pax,
siendo | mx el mayor autovalor de |la matriz de autocorrel aci 6n
del proceso de entrada X[n].

En este caso se tiene que:
| mex = 16.1614 > mmax = 0.1238

Se ha obtenido que, en |la practica, este val or del paso
de adaptaci 6n debe ser nenor para al canzar |a convergenci a.
Ademas, ésta no es mAs rapida cuanto mayor sea el paso de
adapt aci 6n hasta Il egar al valor critico. Antes de divergir,
el algoritnp converge mas lento al ir aunentando el paso de
adapt aci 6n y acercarlo mas a dicho valor critico.

Vanos a analizar ahora el caso en el que |la nedia del
proceso de entrada es 1. Es decir, se va a conprobar conp
afecta |l a entrada en el proceso de convergenci a.

Se enpezara con un paso de adaptaci 6n igual a 0.02. La
seflal de error y la convergencia de | os coeficientes sale:
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Se aprecia en las gréaficas que el algoritnbp no converge
puesto que |l a sefial de error va creciendo conforne pasan | as
iteraciones. Esto quiere decir que la nedia de |a sefal de
entrada influye bastante en el algoritno. Vanpbs a bajar el
paso de adaptacion a 0.005 para ver si se consigue la
convergencia. Los resultados son:
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LI}

Ahora se ve que el algoritnm converge. Siguiendo con el
msno criterio anterior (sefial de error nenor que =0.03), la

convergencia se obtiene en la iteraci 6n 1976.

Vanos a volverlo a simular para un paso de adaptaci 6n de
0.01 pero con 9000 iteraciones para analizar nejor Ila
convergenci a. Los resultados son:

=.
L[|

Filtros adaptativos polinomiales 64




Capitulo 5.- Simulaciones

El algoritno converge en la iteracion 4549 (siguiendo
con el msno criterio de convergencia). Luego se ha obtenido
que, al aunmentar la media del proceso de entrada, Ila
convergencia se hace mas lenta para un nmsnp paso de
adaptaci 6n. Esto es asi porque | as ecuaci ones del algoritno
se deducen para un proceso de entrada de nedia cero. Ademas,
para que converja, se necesita un paso de adaptaci 6n nenor si
se va subiendo | a nedia.

Por daltinm, vanmpbs a simular ahora con un proceso de
entrada de nedia 10, que es un val or bastante mayor que | os
anteriores. Es de esperar que |la convergencia sea bastante
mas lenta y que el paso de adaptaci 6n tenga que ser nuy
pequefo.

Se enpieza con m=0.0l1. Vanpbs a trabajar con 9000
iteraciones para analizar nejor |la convergencia. Se ha
obt eni do:

AF AR

eMrar con varlanza 0
o
coeficlente N2

a5 . i - - s s s i -1 s i - - . s s i
0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 BOOO 8000 0 1000 2000 3000 4000 5000 GODO 7000 6000 8000
hFteracionas hAEraconas

S6lo se ha representado el error y wuno de |os
coeficientes (hy) porque con |a sefial de error se ve
claramente que el algoritno diverge. La sefial de error tonm
un val or demasi ado grande para poderla representar

El resultado es relativanente |16gico si se tiene en
cuenta que |l a nedia del proceso de entrada es el evada y, en
consecuencia, para que el algoritnmo converja, el paso de
adapt aci 6n debe ser nmuy pequefio.

Se ha vuelto a realizar la simulacion pero con
m=0. 00001, es decir, tres Ordenes de magnitud nmenor que
antes. Se sigue trabajando con 9000 iteraci ones para poder
conseguir | a convergencia. Ahora |os resultados son:
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El algoritno parece que ternm na convergi endo pero hacen
falta mAs iteraciones. ElI coeficiente h, es el nmas
influyente, 1o cual es |06gico porque es el que nultiplica a
| a sefial al cuadrado. Los coeficientes hpy h; estan | ejos de
| a convergencia mentras que h, se aproxi ma bastante.

Con el msno criterio de convergencia, no se puede decir
gque el algoritno converja puesto que |a sefial de error nunca
Il ega a ser nenor que =0.03.

Vanos a volverlo a simular pero con 20000 iteraciones
para asegurarnos que el algoritnm converge y conprobar asi
cuantas iteraciones hacen falta exactanente. Los resultados
ahora son:
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La convergencia es tan lenta que ni con 20000
iteraci ones se consigue totalnente. Gracias al coeficiente
cuadratico, |la sefial de error es bastante pequefia. Apenas hay
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diferencia entre 9000 y 20000 iteraciones | o que quiere decir
gue haréan falta nuchisimas iteraci ones nas para conseguir |la
convergenci a total

Vanos a probar con un paso de adaptaci 6n de un orden
menor (me0.1*10°°%) para ver si asi se consigue que converja
el algoritnmo. Los resultados son:
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Se obtienen practicamente |los mnmsnmos resultados que
antes, es decir, una convergencia nuy lenta y que ni con
20000 iteraciones se |lega al final.

Por tanto, se puede concluir que el algoritno esta
pensado para trabajar con procesos de entrada de nedia cero.
Cuando la nmedia va creciendo, |la convergencia se hace nas
lenta y el paso de adaptacion debe ser nenor para
conseguirla. EI nunmero de iteraciones necesarias para
conseqguir | a convergencia del algoritno es mayor confornme |a
nmedi a del proceso de entrada va creciendo. No es una rel aci 6n
proporcional, es decir, si |la media del proceso de entrada
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aunmenta un poco, el numero d iteraciones debe aunentar
nmuchi si no para que el algoritno converj a.

Vanps a analizar a continuacion |a situaci on cuando
interviene el ruido a la hora de estimar |a respuesta
deseada. Se enpezara primero con un ruido de varianza 0.05
(rui do pequefio) para tratar por ultinmo el caso en el que la
vari anza del ruido vale 1 (ruido grande). Es |d6gico suponer
gque | a estinmaci 6n enpeorara a nedi da que aunente el ruido.

o s2=0.05

Se enpieza con un proceso de entrada de nedia 0. Con un
paso de adaptaci 6n igual a 0.01, |os resultados son:

BITOF CON Wananza 0.08
coeficlente ho
=
o
-,
-,

06 ]
D4 '|HI
g 02

i i i i i i i i i i
a am 100 1200 Z0m 2300 anon u] =00 oo 130 0o 2700

3000

MAErACINas NeLBraciones
14 14 T T T
121 13
qi R S —_— ———— i ',V — — -
— (—._\
= ! o
o 08 % o4
I i
= =]
T 0E T OA
a (=]
L= o
04F o4
nz o2
0 | | | | L 0 L L L L L
a a0 0o 1200 m 2300 anoo u} a0n 1ono 1500 2000 2500
MREFACNES NELBraIones

Los coeficientes convergen bastante bien. En | a sefial de
error se aprecia la presencia del ruido en |as pequeias
osci | aci ones.

El numero de operaciones que enplea Mtlab es de
40230950. M entras se mantenga este ruido y se trabaje con
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3000 iteraciones, este valor es el m snp. Evidentenente, al
aumentar el nUnero de iteraciones, crece el nUunero de
oper aci ones necesari as.

Debido a | a presencia del ruido, es conveniente canbiar
el criterio de convergencia relajando la condicidén que
teni anos antes. Se han tonmado dos criterios: el prinmero, que
| a seflal de error sea nmenor que 0.1 (criterio del 10%; v,

el segundo, que sea nenor que *£015 (criterio del 15%

Para este primer valor del paso de adaptacion, la
convergencia se produce en la iteracién 2347 segun el
criterio del 10%y en la 310 segun el del 15%

Aunent anos ahora el paso de adaptacion a 0.03. Los
resul tados son:
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En este caso, |la convergencia es peor aunque |os
coeficientes alcanzan su valor final. Sin enbargo, con

ni nguno de | os dos criterios que henps establ ecido se al canza
| a convergencia. Por ello se ha vuelto a sinular considerando
6000 iteraciones. Los resultados son:
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Ahora si se consigue la convergencia con anbos
criterios. De acuerdo con el del 10% |a convergencia se
consigue en |la iteraci on 5932; mentras que de acuerdo con el
del 15% ésta se obtiene en |la 5834. Logicanmente, con el
segundo criterio la convergencia se consigue con nenos
iteraci ones puesto que la condicidn estd mas relajada. E

namero de operaciones ha crecido a 80463950 al aunentar a
6000 iteraciones.

Se ha realizado una ultim sinulaciédn para este caso con
m=0. 06 y realizando 9000 iteraciones para estudiar nejor la
convergenci a. Se han obtenido estos resul tados:
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Este val or del paso de adaptaci 6n es demasi ado grande y
el algoritno ya no converge. La sefal de error va creciendo
conforme aunentan l|as iteraciones aunque en l|la grafica
parezca que s6lo crece al final. Lo que ocurre, cono ya se
coment6 anteriornente, es que los valores finales son
demasi ado grandes y se pierde un poco |la escala. Para
conprobarl o, vanpbs a ver las prinmeras 200 nuestras de la
seflal de error
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| a
Se
gque en las prineras

Para denostrar este crecimento de | a sefial de error
representanos tambi én entre las nuestras 1000 y 1200.
observa que el valor del error es mayor
200 nuestras anteri ores:
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0. 05. Tal

1050

aunment anos

1100

y conb se ha visto antes,

1130

la nedia del
Se sigue con la msna varianza de ruido de
| a convergencia sera mas

1200

proceso de

lenta y hara falta un paso de adaptaci 6n mas chi co.

Enpezanos

si mul ando

iteraci ones para poder

resul t ados han si do:
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est udi ar
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Mas o nenos el algoritnp converge aunque de acuerdo con
nuestros criterios, esto se produce en la daltima iteracidn.
Se aprecia un pico en |a convergencia en torno a la iteracion
6000. Vanpbs a analizarlo con mas detalle npbstrando |as
nmuestras al rededor de esta iteraciodn:

60 T T T T T

50 1
4ot .
& sof i
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H o20r .
o
% 1ot 1
>
=
5 @
=] 8 |
a
20k i
a0k |
_40 L L L 1 L
5800 5850 5900 5950 000 6050 6100

M2 iteraciones

Esto se debe a un pico en | a seflal de entrada, que es un
proceso aleatorio y cono tal tiene variaciones. El algoritno
vuel ve rapi danente a | a convergenci a.

A continuaci 6n, se sinula nuevanente con un paso de
adapt aci 6n de 0.03 manteniendo |a varianza del ruido (0.05) y

| a nedia del proceso de entrada (1). Los resultados fueron:
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al goritno diverge puesto que al
paso de adaptaci 6n debe ser

pequeiio. Conp en ocasiones anteriores, |a seflial de error no

crece s6lo al fina

sino que es un crecimento progresivo.

Los ualtinmps valores son tan grandes que desequilibran |a

grafica.

Hacenps una udltina sinmulacién en | as m snmas condi ci ones
de ruido y con |la msm entrada pero con un paso de

adapt aci 6n de 0. 005.
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Ahora el algoritno converge perfectanente. De acuerdo
con el criterio del 10% converge en la iteraci 6n 8068 y segun
el del 15%en |la 3463. Nuevanente se ve que al subir la nedia
del proceso de entrada, el paso de adaptaci 6n debe bajar para

gue el algoritno converja. La convergencia es mas |l enta que
cuando | a nedia del proceso de entrada es cero tal y conp se
ve al analizar la iteracién en |la que el algoritno converge

para cada caso.

Final mrente, manteniendo la msm varianza de ruido
(0.05), analizanmps el caso en el que |la nedia del proceso de
entrada es 10. Tal y conp se ha visto antes, en este caso, el

al goritno converge nuy |entanente y son necesarias denasi adas

iteraciones. Ademds, el paso de adaptaci 6n debe ser nuy
pequeiio.
Se enpieza con me0. 0001 y con 9000 iteraciones. Se ha

obt eni do:

o™ o™
z - : _ . z ' .
0 i
=15 al
5 af
= el
=
B -5 =
5 L 5l
" -GS I
= =]
e £ of
E -0} £
= -1of
E-12f
[ )
14| -12}
16} 14}
B . : , , , , . : B . : , , , , . :
0 1000 7000 3000 4000 SOD0 GOD0 Y000 BOO0  S000 0 1000 7000 3000 4000 SOD0 GOD0 Y000 6000 S000

hAEFACOMas

hAEFACOMas

Filtros adaptativos polinomiales

76




Capitulo 5.- Simulaciones

|

Comp era de esperar, el algoritnp no converge con ese
paso de adaptaci 6n. Vanpos a probar con uno tres 6rdenes de
magni tud mas pequefio (mF0.1*10°°% y con 20000 iteraciones
para dar mas tienmpo al algoritno a converger. Se obtiene:

|
=
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Con este paso de adaptacion, el algoritno no diverge
pero con 20000 iteraciones no se consigue |a convergencia
conpl et a.

Al representar todas las iteraciones no se aprecia bien
pero |l a seflal de error va bajando de val or confornme avanzan
| as iteraciones. Esta bajada es nuy lenta. Para verlo nejor,
se han representado por separado dos interval os de dicha
sefial . uno, conprendido entre |las iteraciones 5000 y 6000; v,
otro con las 1000 ultimas iteraciones:

g 1 1 | L
5000 5200 5400 5600 5800 6000

1.2 192 1.94 1.96 198 2

Se aprecia cono | os val ores van bajando nuy | entanente
| o que denuestra la lentitud de |a convergencia al considerar
un proceso de entrada de nedia distinta de cero.

Por otro | ado, el coeficiente hg parece que se manti ene
sienpre constante a cero. Sin enbargo, esto no es cierto tal
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y conop se va a ver a continuacidén. Si se representan
sol amente |l as 2000 ultimas nuestras de dicho coeficiente, se
tiene:

% 10°
2.005 . . .

15993

1 5kl

1985 R

1.8 1.85 1.5 1.5 2
¥ 10

gue dernuestra claranmente cono el coeficiente va creciendo. Lo
gque si queda también nmuy claro es que el crecimento es
extremadanente lento. Ilgual ocurre con |os otros dos
coefici entes.
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Ahora vanps a aunentar | a varianza del ruido de 0.05 a
1. Debido a |a presencia de este ruido, |a adaptaci on sera
peor. Hay que canbi ar nuevanente el criterio de convergencia.
Se han vuelto a adoptar dos criterios: en el prinmero, se
considera que el algoritno converge cuando | a sefal de error
se mantenga nenor que =05 (criterio del 50%; y en el

segundo, cuando se nmantenga nenor que =055 (criterio de
5599 .

Conenzarenos con un proceso de entrada de nedia cero. H
primer val or del paso de adaptaci 6n sera 0.01, que es con el
gue se ha estado trabajando sienpre. Se enpieza consi derando
6000 iteraciones. Los resultados son:
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Se ve |a presencia del ruido en |as oscilaciones de |la
sefial de error y en |as pequeilas variaciones en torno al
valor final en los tres coeficientes. El ruido sienpre estara
presente y por eso |la convergencia nunca sera total nente
perfecta. En este caso, es bastante buena. Segln el criterio
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del 50% ésta se produce en la iteraci6on 5796, mentras que
segun el del 55% en la iteraci 6n 1836.

El nunero de operaci ones necesarias es de 80463950, conpo
sienpre que se trabaje con este algoritno y consi derando 6000
i teraciones.

Vanps a aunmentar el paso de adaptaci 6n a 0.03 para poder
conparar con |la situaci 6n de rui do pequefio con el msnpo val or
en | os paranetros. Ahora se realizaran 9000 iteraciones
puesto que tal y conmb se estd viendo a |o largo de todas |as
si mul aci ones, |a convergencia enpeora al aunentar el paso de
adapt aci 6n. Este deterioro en |la convergencia se ve todavia
mas af ectado debido a |la presencia de ruido y/o de un proceso
de entrada con nedia distinta de cero. En este caso, soOlo
tenenos |la prinera situaci 6n (ruido). Los resultados son:

coeficlente nd

BITar Con variama 1

i i i i i i i i L i L A L i i i
oo 2000 3000 4000 W00 B000 7000 BOOD 3000 o oo 2000 3000 4000 W00 B000 7000 BOOD  30oo
hPtEracanas hAteraconas

coeficlente 1
coeficlente n2

i i . . : . : i i i . . : . : i
a 1000 2000 3000 4000 5000 EI00 7000 BOOD 3000 a 1000 2000 3000 4000 5000 EI00 7000 BOOD 3000
hFteracionas hFteracionas

La convergencia se produce en la iteraci 6n 8981 segun el
criterio del 50%y en |la 8974 segun el del 55%

Aunque mrando las graficas parezca que no existen
osci | aci ones conp en | as situaci ones anteriores, esto no es
cierto. Lo que ocurre es que ahora los valores son nucho
mayores que antes y entonces |as oscil aciones parecen nas
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pequefias. Para conprobarl o, se va a nostrar |a sefial de error
en un pequefio intervalo (entre |las nmuestras 5000 y 6000):

-0.58F

o L L L L
3000 3200 3400 3600 3500 g000

Aqui se aprecian claranmente |as oscil aci ones debidas a
| a presencia del ruido.

Al haber aunmentado el paso de adaptaci on, I a
convergencia es mas | enta.

Por ultinmo, se considera el caso en el que me0.04. Las
graficas que se obtuvieron fueron:
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La convergencia se produce en la iteraci6n 8992 segln
anbos criterios. Al igual que antes, al haber aunentado | os
val ores, |as oscilaciones parecen desaparecer pero cono se
acaba de ver no es cierto.

El valor tan elevado que se produce en torno a la
iteraci 6n 2600 se debe a que el paso de adaptaci 6n enpi eza a
ser demasi ado grande y el algoritno enpieza a tener probl emas
de convergencia que consigue subsanar en |as siguientes
i teraciones.

Vanos a analizar ahora que ocurre cuando |a nedia del
proceso de entrada es 1. Conp ya se ha visto, en este caso |la
convergencia se ralentiza y hace falta un paso de adaptaci 6n
mas pequefio. Por eso, se ha enpezado con m=0.001. Los
resul tados son:
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La convergencia se consigue en la iteraci 6n 6524 segun
el criterio del 50%y en |la 5518 segun el del 55%

Vanps a subir el paso de adaptaci 6n para conprobar que
el algoritno diverge antes al tener un proceso de entrada de
media 1. Con m=0. 02, se ha obtenido:
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Conp era de esperar, el algoritno diverge. Para verlo
mej or representanpns so6lo las ultinmas 50 nuestras de | a sefa
de error. Estos valores son tan grandes que parece que la
sefial vale sienpre cero | o cual conp se ha visto antes no es
cierto. Asi:

3940 3960 8970 3980 3930 000

Por ultinmo, vanpbs a hacer wuna simulacidn con esta
vari anza de ruido, 1, y con una nedia del proceso de entrada
igual a 10. Comp ya se ha analizado en |os ejenplos
anteriores, la convergencia es lenta y requiere un paso de
adapt aci 6n pequefio. Se ha considerado un valor igual a
0.1*10°* y se han sinul ado 20000 iteraciones. Para facilitar
la vision de las graficas, soO0lo se representan |as 2000
ultimas iteraciones. Los resultados fueron:
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L

coeficients i1
coeficlent= h
[=]
D

el | 143

0.1 | 1= S ———

Daz

D i i i i i i
1.B 1.88 1.9 1.593 2 1B 1.81 1.8 1.53
hAteracionas q10 MAteracionas

La convergencia se alcanza en la iteraci én 19930 para
anbos criterios del 50%y 55% Los coeficientes hyp y h; se
adaptan nuy mal cono ya es habitual en estas situaciones. Sin
enbargo, la buena adaptacio6n de h, hace posible que se
al cance una convergenci a aceptabl e aunque no del todo buena.

Se ha podi do observar una gran dependencia de | a sefal
de entrada en este algoritnm. Cuando | a nedia del proceso de
entrada era distinta de cero, |la convergencia era lenta y en
al gunas situaci ones el algoritno divergia.

La presencia del ruido tanbién ha sido un factor
inportante a la hora de reducir |a velocidad de convergenci a.

El paso de adaptaci 6n debe ser mAs pequefio cuanto nmayor
es el ruido o |la nedia del proceso de entrada. Esto provoca
gue | a convergencia sea nuy |lenta en estas situaciones.

Filtros adaptativos polinomiales 86



Capitulo 5.- Simulaciones

Vanpbs a expresar todos |os resultados obteni dos con este
algoritno en wuna tabla. La columa convergencia hace
referencia a la iteracién en |la que ésta se obtuvo de acuerdo
con el criterio indicado en | a columa correspondi ente. La
columa nedia indica |la media del proceso de entrada que se
utiliza en cada caso. Las otras dos columas hacen referencia
a la varianza del ruido y al paso de adaptaci on. Asi:

N°i teraci ones S 2 criterio convergencia

nedia‘

3000 0 0 0.01 3% 689
3000 0 0 0.03 3% 259
3000 0 0 0. 05 3% 2069
15000 0 0 0.08 3% X
3000 0 1 0. 005 3% 1976
9000 0 1 0.01 3% 4549
3000 0 1 0.02 3% X
9000 0 10 0.01 3% X
20000 0 10 0.1*10°° 3% X
20000 0 10 0.1*10°° 3% X
3000 0. 05 0 0.01 10% 15% 2347/ 310
6000 0. 05 0 0.03 109 15% | 5932/5834
9000 0. 05 0 0. 06 10% 15% X
9000 0. 05 1 0.01 10% 15% X/ 8999
9000 0. 05 1 0.03 10% 15% X/ X
9000 0. 05 1 0. 005 10% 15% | 8068/3463
9000 0. 05 10 0.1*10° | 10% 15% X/ X
20000 0. 05 10 0.1*10°° | 109 15% X/ X
6000 1 0 0.01 50% 55% | 5796/ 1836
9000 1 0 0.03 509% 55% | 8981/8974
9000 1 0 0. 04 509 55% | 8992/8992
9000 1 1 0.001 50% 55% | 6524/5518
9000 1 1 0.02 50% 55% X/ X
20000 1 10 0.1*10°* | 509 55% | 19930/ 19930

Resul t ados con el

al goritnmo LMS
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» LMS normali zado:

A continuaci 6n, vanpos a analizar este otro algoritno.
Conmo ya se dijo al principio de este capitulo, es anéal ogo al
LMS con la diferencia de que |as ecuaci ones de adaptaci 6n se
normal i zan respecto de | a sefial de entrada. Es decir, seria
asi:

meln| X[n]
X[

H[n+1 = H[n]+

donde |X[n]| representa Ia potencia de |a sefial de entrada.

Se analizan | os m snos casos que con el algoritno LMS,
es decir, se estudia la presencia o no del ruido, Ila
i ntroducci 6n de un proceso de entrada con nedia cero y
distinta de cero y se analizan diferentes valores del paso de
adapt aci on.

o s:=0

2
w

Empezarenos por el caso nmas sencillo, es decir, ausencia
de ruido y la nedia del proceso de entrada igual a cero.

Con el fin de poderlo conmparar con el LMS, se intentara
tomar | os misnos val ores para el paso de adaptaci 6n. De esta
forma, se com enza sinmulando para m=0.01l. Los resultados son:
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Se ve que |l a convergencia es bastante buena. De hecho,
segun el criterio del 3% ésta se produce en la iteracion
131. Esto supone una convergencia rapidisina.

Conparando con el LMS, |la nejora es considerable. En el
caso LMs, el algoritno no convergia con estos m snos
paranetros. Sin enbargo con el LMS normalizado no s6lo no
di verge, sino que |la convergencia es rapidisim. Por tanto
podenps decir que el algoritno LMS nornmalizado con val ores
adecuados, converge mAs rapido que el LMS. La desventaja es
que el LMS normalizado requiere wunos 47 mllones de
operaci ones en punto flotante mentras que el LMS necesita
unos 40 mllones de operaciones. Es decir, con el LM
nornal i zado se consi gue una mayor vel oci dad de convergenci a
que con el LMS a costa de wuna mayor conplejidad
conput aci onal .

Fi nal nente se sinmula con m=0.4 y |os resultados son:
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Para este valor del paso de adaptaci 6n, el algoritno
com enza a tener probl emas de convergenci a. De hecho, segun
el criterio del 3% no hay convergenci a.

Si se representan las udltimas 300 nuestras de
coeficiente h, se observa que los valores son demasiado
grandes, |lo que inplica |a divergencia del algoritno para
estos val ores. Asi:

coeficiente h2
(]
—_

i | | | | | |
2700 2780 2800 2840 2900 2950 3000
K™ iteraciones

Vanos a anal i zar que ocurre cuando se sube |a nedia del
proceso de entrada de 0 a 1. Conviene recordar que con e
al goritnmo LMS se tuvieron nuchos probl emas de convergencia en
cuanto se subia la nedia del proceso de entrada.
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del
fin de poder conparar en igual dad de condi ci ones
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Segun el criterio del 3% |la convergencia se produce en

la iteraci 6n 2941. En estas m snmas condi ci ones,
ésta se producia en |la 4549. Es decir,
es bastante mAs rapida aunque,
necesita un mayor

con el LMs,
| a convergencia ahora
conp se ha visto antes, se
numer o de operaci ones en punto flotante.

Subi nos ahora el val or del paso de adaptaci 6n a m=0. 08.

Con un valor bastante nenor, el algoritnmo LMS ya daba
probl emas con | a convergencia. Los resultados son:
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El al goritno converge bastante bien. De hecho, segun el
criterio del 3% ésta se produce en la iteraci 6n 459. Conp se
ha dicho antes, en estas condiciones el algoritno LMS no
convergia. Ahora, no sb6lo se obtiene |la convergencia, sino
gque ésta se produce con bastante celeridad. Por tanto, se
puede concluir que si el proceso de entrada tiene nedia
distinta de cero (un valor pequefio), el algoritno LMS
normal i zado funci ona nmuchisinm nejor en cuanto a vel oci dad de
convergencia. Esto es |dgico si se tiene en cuenta que en
este ultinm algoritno se normaliza precisanente respecto de
| a sefial de entrada. Es decir, se reduce la influencia de |a
entrada sobre el algoritno.

Por ultinmpo, se sinmula este msnp caso con un paso de
adaptaci 6n igual a 0.2. |os resultados fueron:
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Al aunentar el paso de adaptaci on,
hace mas | enta. De acuerdo con el
produce en la iteracion 1161. Al igual que ocurria con e
LMS, |a convergencia va enpeorando al aunentar el paso de
adapt aci 6n. La diferencia estriba en que dicho enpeoramn ento
tarda mas en producirse en el algoritnm LMS nornmalizado.

| a convergencia se
criterio del 3% ésta se

Vanpbs a subir un poco mas la dificultad:
ahora un proceso de entrada de nedia 10. Con el LMS sienpre
hubo problemas cuando |la nedia eaa grande. Se analiza a

continuaci 6n si con |la nornmalizaci 6n se consiguen reducir
esos probl emas.

se consi dera

Para enpezar, se tond un

paso de adaptaci 6n igual a

0.08. En principio, es un valor demasiado grande para una
medi a del proceso de entrada tan elevada. Los resultados
fueron:
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Sél o se ha representado |a sefial de error y uno de |os
coeficientes (hy) porque es suficiente para nostrar que e
algoritno diverge. En realidad, con |la seflal de error ya se
ve que el algoritnmo no converge. Luego, con este proceso de
entrada el paso de adaptaci 6n debe ser maAs pequefio.

Para | as siguientes graficas se ha utilizado un val or de
0.001. Por un | ado es un val or pequeiio pero hay que tener en
cuenta que es bastante mAs grande que | os que se utilizan en
estas condiciones con el algoritmo LMS. Los resultados
fueron:
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Los resultados no son nuy buenos. Segun el criterio del
3% no se alcanza | a convergencia en estas 6000 iteraciones.
La seflal de error parece pequeiia pero se debe a | a escala que
se utiliza en el eje de ordenadas. No obstante, 1|o0s
resul tados son bastante nejores que para el algoritno LMS.
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o s2=0.05

Se va a considerar ahora la situacién en |l a que se tiene
un rui do pequefio, de varianza 0.05. LoOgicanente el criterio
de convergencia se debe canbi ar igual que se hizo en el caso
del LMS. Con el fin de poder conparar, se consideraran |os
dos m snpos criterios anteriores: el del 10%y el del 15%

Para enpezar, supondrenps un proceso de entrada con
medi a cero. Se tonmam un paso de adaptaci 6n igual a 0.03. Los
resul tados son:
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La convergencia se produce en la iteraci 6n 5640 segun el
criterio del 10%y en la 135 segun el del 15% Lo prinero que
I[lama la atencidon es la diferencia tan grande entre un
criterioy otro. Esta diferencia tan grande no se daba en el
algoritnmo LMS. Por tanto, si  no se precisa de una
convergencia nmuy precisa, el algoritno LMS nornalizado es
muchi sino mas rapido que el LMS. Sin enbargo, si se quiere
una convergencia ms exacta, la diferencia entre anbos
al goritnos ya no es tan apreciable. Es cierto que con el LM
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normal i zado ésta se produce un poco antes pero tanbi én que es
necesari o un nmayor nunero de operaci ones en punto fl otante.
La el ecci 6n de uno u otro dependera de | a situaci 6n.

Se sinmula a continuaci 6n con un paso de adaptaci 6n i gual
a 0.08. Con un valor un poco nenor (0.06) el algoritno LMS ya
no convergia. Los resultados son:
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El algoritnmo converge en la iteracion 8971 segun el
criterio del 10%y en la 52 segun el del 15% Aqui se pone
todavia mas de manifiesto la gran diferencia entre anbos
criterios. Tal y conp se ha dicho antes, si no se precisa una
convergencia nuy exacta, la eleccion de este algoritno LMS
normal i zado es evidente: |a velocidad de convergencia es
al armant ement e superior por | o que se conpensa la diferencia
en el ndamero de operaciones al reducirse las iteraciones
necesari as.

Se considera ahora un proceso de entrada de nmedia uno.
En el algoritno LMS fue necesario un paso de adaptacién
pequeifio para conseguir |la convergencia en esta msm
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situaci on. A priori ahora se podréa utilizar un val or un poco
MAs grande que antes puesto que en este algoritno se
normal i za respecto a | a entrada.

Asi, para poder conparar, se enpieza con m=0.01l. Los
resul tados son:
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Se consigue |la convergencia en |las iteraciones 8979 y
435 segun los criterios del 10%y del 15% respectivanente.
Nuevanmente se pone de manifiesto una gran diferencia entre
anbos criterios. Este valor del paso de adaptaci 6n era grande
para conseguir |la convergencia con el algoritno LMS.

Si baj anbs este parametro a un val or igual a 0.005, se

podra realizar una conparaci 6n mas acertada con el algoritno
LMS. Asi, los resultados son:
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Los val ores canbi an para este caso. La convergencia se
produce en |las iteraciones 8158 y 2581 segun los criterios
del 10%y del 15% respectivanente. Hay que conentar varias
cuestiones. Por un |ado, ya no hay una diferencia tan grande
entre anbos criterios aunque ésta es aun considerable. Por
otro lado, las diferencias con el algoritno LMS no son tan
evi dentes conp antes. Segun el criterio del 10% (convergencia
mas exacta), el algoritno LMS converge con més vel oci dad. Sin
enbargo, Si no se precisa esa convergencia, es nmas rapido el
LMS normalizado. Légi canente sigue existiendo entre anbos
algoritmos una diferencia en el nunero de operaciones
necesari as.

Fi nal nente, se tiene en cuenta un proceso de entrada de
media 10. Se ha utilizado un paso de adaptacion igual a
0.1*10%. Se ha sinulado con 20000 iteraciones. Los
coeficientes s6lo se representan durante |las 3000 ultinas
iteraci ones para verlos nejor. Los resultados son:
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Los resultados no son del todo buenos. El algoritno no
converge con ninguno de | os dos criterios. La estimacion de
| os coeficientes es bastante |lenta, conp sienpre que |la nedia
del proceso de entrada es igual a 10. No obstante, el
coeficiente h, se aproxima |igeramente a su valor final y es
el responsable de que |la sefial de error sea relativanente
pequefia en las ultimas iteraciones. Esto es asi porque este
coeficiente es el que nultiplica al cuadrado de | a sefal. De
hecho, representando solo |las 3000 ultimas nuestras de |a
sefial de error, se observa el canbio de escala en el eje de
ordenadas respecto a la grafica con las 20000 iteraciones.
Asi, se tiene:
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Para concluir con este algoritnmo, vanbps a estudiar a
continuaci 6n el caso en el que existe un ruido de varianza
igual a 1, que evidentenente es |a peor situaci6n posible
para estimar bien | os coeficientes.

o s:=1

2
w

En este ultino caso se vuelven a utilizar los criterios
de convergencia que ya se utilizaron en el algoritno LMS, es
decir, considerar que existe convergencia a partir de que |a
seflal de error se mantenga por debajo de £05 (criterio de

5099 o de £055 (criterio del 55%.

Conpb hasta ahora se conm enza con un proceso de entrada
de nmedia cero. Para poder conparar se sinmula con m=0.01

puesto que es un valor que se utilizo en el algoritnm LMS.
Las gréaficas son:
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La convergencia se produce en las iteraciones 8670 vy
4479 de acuerdo con los criterios del 50% y del 55%
respecti vanente. Sigue existiendo una inportante diferencia
entre anbos criterios. Esto no ocurria en el caso LMS en
estas m smas circunstancias, ya que para anbos criterios |la
convergencia se producia en la iteraci 6n 8992. Nuevanente, Si
se requiere velocidad por encima de exactitud, el LM
normal i zado es el algoritnmo que se conporta nejor.

Se trabaja ahora con un proceso de entrada de nedia uno.
Sabenps de | as simulaciones anteriores que el val or del paso

de adapt aci 6n debe reducirse al aunentar |a nmedia del proceso
de entrada.

Se utilizan | os m snos valores que en el algoritnm LMS

con el fin de poder conpara |os resultados. Asi, se com enza
con un paso de adaptaci 6n de 0.001. Se obtiene:
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ésta se produce en |la 3425. Estos resultados son un poco
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Con este msno proceso de entrada se vuelve a sinular

pero subiendo considerablenmente el paso de adaptacion:
m=0. 02. Las graficas son:
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Los resultados en cuanto a convergencia son mejores que
en el caso del LMS, para el que no se |l egaba a producir |a
convergencia con ninguno de | os dos criterios que tenenos.
Sin embargo, en este caso, ésta se produce en la iteraciédn

8764 para anbos criterios. Las conclusiones se repiten
nuevament e.

Fi nal mente, se va a considerar el caso en el que se
tiene un proceso de entrada de nedia 10. Este es el peor caso
posi bl e puesto que, ademas de |a presencia de un ruido
grande, se tiene una entrada con una nedia tanbi én grande.

Se tomm un paso de adaptaci 6n pequefio: me0.1*10°°. Se
han si mul ado 20000 iteraci ones aunque sOl o se representan |as
3000 ultims para observar nejor |os valores:
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Il ega a obtener
y conp se aprecia perfectanente en
La presenci a del

| as

ruido y de una entrada de nedia 10
obligan a tomar un paso de adaptaci 6n nuy pequefio para que el

pr obl ema

es

gue este paso de

adapt aci 6n tan pequefio provoca que apenas se avance nada en

cada iteraci on.

Al

i gual

que con el

| os datos en una tabl a:

Serian necesari as demasi adas iteraci ones.

algoritnmo LMS, vanpbs a resumr todos

N°i teraci ones S medi a criterio convergencia
3000 0 0 0.01 3% 869
3000 0 0 0.08 3% 131
3000 0 0 0.4 3% X
3000 0 1 0.01 3% 2941
6000 0 1 0.08 3% 459
3000 0 1 0.2 3% 1161
6000 0 10 0.08 3% X
6000 0 10 0. 001 3% X
6000 0. 05 0 0. 03 10% 15% 5640/ 135
9000 0. 05 0 0.08 10% 15% 8971/ 52
9000 0. 05 1 0.01 10% 15% 8979/ 435
9000 0. 05 1 0. 005 10% 15% 8158/ 2581
20000 0. 05 10 0.1*10° | 10% 15% X/ X
6000 1 0 0.01 50% 55% 5313/ 153
9000 1 0 0. 04 50% 55% 8670/ 4479
9000 1 1 0. 001 50% 55% 5782/ 3425
9000 1 1 0.02 50% 55% 8764/ 8764
20000 1 10 0.1*10°° | 50% 55% X/ X

Resul t ados con el algoritm LMS nornalizado
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> RLS:

Este algoritnmo es conpletanente distinto a |os dos
anteriores. Al igual que antes, se sinmularan distintas
situaci ones en |l as que se tendran en cuenta | a presencia o0 no
de ruido y se trabajara con procesos de entrada con distintas
medi as.

Tal y conp se dijo al principio la mayoria de variantes
de este tipo de algoritnbos RLS no tienen el paranetro paso de
adaptaci 6n (n). Sin enbargo, aqui si se tendra en cuenta para
que el analisis sea mas conpleto. En |os algoritnps donde no
aparece es porque se ha tomado igual a 1.

o s?2=0:

w

Conmo sienpre, se enpieza por la situacion en |la que no
exi ste ruido. Se considera un proceso de entrada de nedia O,
es decir, |oOgicanente se enpieza por el caso mas sinple.

La prinmera simulacidén es considerando un paso de
adapt aci 6n igual a 0.5. se obtiene:
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Conmb no hay ruido, se toma el criterio del 3% para la
convergencia con el propésito de poder conparar los tres
al goritnos. De acuerdo con este criterio, |la convergencia se
produce en la iteraci 6n 2364. Este valor es mas lento que el
gue se obtuvo para | os dos algoritnos anteriores. Adenas, el
namero necesari o de operaciones es del orden de |os 380
mllones, es decir, muchisino mayor que en |os dos casos
anteriores. Con estos resultados, este algoritno no es nada
bueno.

Subi nos el paso de adaptaci 6n hasta un valor igual a 1.
Los resul tados son:
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Ahora | a convergencia se produce en la iteracion 2618,
es decir, es mas lenta que la de antes. Este val or sigue
si endo peor que el de |l os dos algoritnos anteriores y adenas
el nunero de operaciones sigue siendo bastante el evado en
conpar aci 6n con | os dos al goritnos anteriores.

Al aunentar el paso de adaptaci 6n, |a tendencia es gque
| a convergencia sea mas | enta. Asi, con mel.5, se obtiene:
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El algoritnmo no converge de acuerdo con el
3% De todas nmneras, con

coeficlente n2

| os val ores
princi pio no se observan bien | os val ores final es.

10

coeficlente nd

aman 400 000
hF itaraciones

a 1000 2000

EOOD
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2000

aman 400 000
hF itaraciones

1000 2000

criterio del
tan grandes del
Por eso se

representan a continuaci 6n sé6lo las 200 ulti ms nuestras de
cada una de las cuatro gréaficas anteriores:
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Se ve que |los valores del eje de ordenadas son nuy
grandes para ser las Uultims nmuestras. Los coeficientes
serian:

25

201 -
15+

t. |
nm i M )

-5 L :
5800 SESd SEd0 5850 aaan
[ iEraciones

caeficiente ho

Coeficlente ni
coeficlente n2

ot i 1 I

il Irl.,ﬂ_. If...n"lrf _ s _,-\V\_ﬂj'l-‘-ﬂ" L'L,
't ] nat

04 L V/V.”r

Il
.

~| I,
k“Jiﬂfﬂmj Ulﬂfp‘ |

=am JE3I0 3200 350 6O0o 8o JE30 3200 350
W Iaraciones IF ibaraciones

El coeficiente hy esta conpl etanente perdi do con val ores
bastante el evados. Los otros dos no alcanzan valores tan
el evados pero tanpoco convergen

A priori ha podi do sorprender que se consideren val ores
tan el evados para el paso de adaptaci 6n si se conparan con
|l os de los algoritnos anteriores. Esto es debido a que para
esta clase de algoritnos (RLS) el valor por defecto de este
parametro es la unidad tal y conp se conentd6 al principio.
Por eso se toman valores en torno a este dato y no tan
pequefios cono antes.

Para conprobar este ultino conentario, se va a sinular
con un paso de adaptacion igual a 0.1. Este valor sigue
siendo mayor que |os que se han usado en |os algoritnos
anteriores. Aun asi, se obtiene:
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aunque se ve claro en las graficas que con nas
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Es decir,
|l a convergencia se hace cada vez mas
De esta manera que | os val ores que se usan para el

I r baj ando el

paso de adaptaci 6n en | os algoritnos anteriores son demasi ado

pequefios para este algoritnmo RLS.

Ahora se va a consi der ar

1. Se enpieza con un val or

0.5. Las graficas son:

un proceso de entrada con nedi a
para el

paso de adaptaci 6n igual a
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De acuerdo con nuestro criterio del 3% |a convergencia
se produce en la iteraci 6n 3783, es decir, un poco mas lenta
gue cuando tenianpbs un proceso de entrada de nedia 0. Esto es
lo logico y es |o que se viene obteniendo en todos |os
al gorit nos.

La sefial de error parece nuy grande pero nuevanente hay
que fijarse en el eje de ordenadas. La escala de este eje es
bast ant e pequefia.

Al aunentar |a nedia del proceso de entrada, el paso de
adapt aci 6n debe reducirse para evitar que el algoritno
diverja. Si se simula con un paso de adaptaci 6n igual a 1, se
obtiene | as siguientes graficas:
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De acuerdo con el criterio del 3% |a convergencia se
consigue en la iteraci 6n 8222, es decir, es nmucho mas |l enta
gue con un paso de adaptaci on igual a 0.5.

Este hecho se viene manifestando desde el principio de
| as sinmul aci ones. Al aunentar |a nedia del proceso de entrada
y/o el ruido presente en el sistemn, el paso de adaptaci 6n
debe ser mAs pequefio que cuando la nmedia es cero y no hay
ruido para evitar que el algoritno diverja. Esto es bastante
| 6gico puesto que este paranetro es el que controla la
vel oci dad de convergencia. Por eso si el sistema se conplica
(ruido y/o nmedia distinta de cero) se deben dar | os pasos con
mas cui dado (reducir el paranetro en cuestion) para evitar
“descarrilar” (divergir).
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Por altino, vanpbs a considerar un proceso de entrada de
media 10. EI paso de adaptaci 6n debe ser algo mas pequefio
para evitar que el algoritno diverja debido a |a nedia de
proceso de entrada. Asi, se toma mF0.1 y se obtiene:
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Con el criterio del 3% no se consigue | a convergencia en
estas 20000 iteraciones. Los coeficientes hg y h; se adaptan
bastante mal. Sin enbargo, el coeficiente hy consigue una
adapt aci 6n bastante buena y es el responsable de que | a sefa
de error sea relativamente pequefia en las dltimas
iteraci ones. De hecho, si representanps sélo las ultims 50
nuestras de esta seial

Filtros adaptativos polinomiales 115



Capitulo 5.- Simulaciones

-003} R

Brror con wvarianza 0
[mu]
—_——
T

-0 b

-0.13F R

2 1 1 1 1
1 .55 1 5ls 197 198 1.99 2
Meteraciones ¥ 104

Se ve en el eje de ordenadas que los valores son
rel ati vamente pequefios aunque no |o suficiente conmp para
al canzar | a convergencia de acuerdo con nuestro criterio del
3%

Tal y compb se ha visto en otras ocasiones, tanto este
algoritno cono | os dos anteriores funcionan mejor con |os
coeficientes cuadraticos que con los lineales. Esto es |6gico
teniendo en cuenta que el principal problem del que se
partia era conseguir trabajar con sistemas no |ineales, que,
en nuestra situaci on, es |a parte cuadrati ca.
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o s’ =005

A continuaci 6n se estudia |la presencia de un ruido
pequefio con varianza igual a 0.05.

Al aumentar el ruido, hay que flexibilizar el criterio
de convergencia. Al igual que en los anteriores al goritnos,
se consideraran dos criterios: el del 10% (convergencia si la
seflal de error se manti ene por debajo de £0.10); y el del 15%

(convergencia si |a seflal de error se manti ene por debajo de
+ 0.15) .

Conp sienpre, se enpieza por considerar un proceso de
entrada de nedia cero. Se considera un paso de adaptaci 6n

igual a 0.5. Las gréaficas son |las siguientes:
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La convergencia se produce en las iteraciones 690 y 255
segun los criterios del 10%y del 15% respectivanente. Bajo
el criterio del 10% la convergencia es nucho mas rapi da que
en los dos algoritnmos anteriores. Esto quiere decir que |a
presencia del ruido no afecta tanto a este algoritno cono |es
ocurria a |l os otros dos.

Vanos a ver que ocurre al sinmular con un paso de
adaptaci 6n igual a 1. Los resultados son:
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La convergencia se produce en la iteraci on 2383 para
anbos criterios. Conob era de esperar, al aunmentar el paso de
adapt aci 6n, | a convergencia se ha hecho mas |l enta al i gual
gque ocurri 6 cuando no habia ruido.

Se considera ahora la situaci6n en la que |a nedia del
proceso de entrada es igual a 1. Para enpezar se sinmula con
un paso de adaptaci 6n igual a 0.3. Se tonmm un val or un poco
mas pequefio debido a la nedia del proceso de entrada. Las
graficas son:
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La convergencia se produce en las iteraciones 5218 y
3933 de acuerdo con los criterios del 10% y del 15%
respectivanente. Hay que destacar de nuevo que, segun e
criterio mas exacto (109, la convergencia es nucho mas
rdpi da que en | os dos algoritnos anteriores en estas m smas
circunstancias | o que continua verificando que el algoritno
RLS es mas i nmune al ruido.

Subi mos un poco el paso de adaptaci 6n porque se ve nenos
af ectado por el ruido que en los algoritnos anteriores. Asi,
se sinmula ahora con me0.5. Se sigue considerando un proceso
de entrada de nedia 1. Los resultados son:
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La convergencia se produce en las iteraciones 1660 y 39
segun los criterios del 10% y del 15% Hay que conentar
vari as cosas.

Primero, esta convergencia es mas rapida que la de la
situaci 6n anterior con el paso de adaptacién igual a O0.3.
esto se debe a | o que ya se conent6 respecto a que el paso de
adaptaci 6n suele estar en torno a |la unidad. Al subir la
medi a del proceso de entrada se debe bajar un poco pero no
tanto cono en el caso anterior

Segundo, | a convergencia tanbi én es mucho mas rapi da que
la que se obtuvo en estas circunstancias con |os otros
algoritnos. La desventaja es que el nunero de operaciones
necesarias en este algoritnmo es mnmuy el evado.

Por altinpo conentar que nuevanente es el
el que converge a mayor velocidad. De hecho, |os otros dos
coeficientes no |l egan a converger totalnente con |as 3000
i teraci ones sinuladas. Se han realizado 9000 iteraciones para
denostrar que anbos coeficientes acaban convergi endo a sus

coeficiente hs
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respectivos valores finales. Las graficas correspondi entes a
anmbos coeficientes son:
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La convergencia para estos coeficientes es mas lenta
pero se al canza. No obstante, el coeficiente mas inportante
es el cuadréatico, es decir, hs.

Siguiendo con un proceso de entrada de nedia 1, se
simula ahora con un paso de adaptacion igual a 1. Las
graficas son:
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De acuerdo con el criterio del 10% |a convergencia se
produce en la iteraci 6n 2709 mentras que segun el criterio
del 15% ésta se obtiene en |la 1522. La convergencia se
ralentiza respecto a |la situaci 6n anteri or.

Fi nal mente, se consi dera ahora un proceso de entrada de
media 10. Se toma un paso de adaptacién igual a 0.5. Las
graficas son:
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Con el criterio del 10% no se |lega a alcanzar la

convergencia. Sin enbargo, con el del 15% ésta se al canza en
la iteracion 687. Este dltinmo resultado es nmuy positivo
puesto que con | os algoritnps anteriores no se conseguia una
buena convergencia en esta situaci 6n (proceso de entrada con
media 10). Ahora no se consigue |la convergencia ms exacta
pero si se consigue una convergencia rapida si se suavizan
i geramente | as condici ones.

Resuni endo un poco, se puede decir que, en condiciones
desfavorabl es, este algoritno funciona nejor en cuanto a
velocidad y precision de la convergencia que |os dos
anteriores. Estas condiciones desfavorabl es hacen referencia
tanto a la presencia de ruido conb a |la existencia de un
proceso de entrada con nedia distinta de cero.

Sin enbargo, no se puede olvidar que la carga
conput aci onal es mucho mAs el evada en este algoritno que en
| os dos anteriores.

Por tanto, en cada situaci 6n habra que valorar | o que se
tiene y o que se necesita obtener.

Filtros adaptativos polinomiales 123




Capitulo 5.- Simulaciones

A continuaci 6n se va a analizar |a presencia de un ruido
grande (varianza 1). Al igual que se hizo en los algoritnos
anteriores, se van a utilizar dos criterios para evaluar |a
convergencia: los criterios del 50%y del 55%

En principio cabe esperar un nmejor conportam ento de
este algoritno puesto que antes se ha visto que es nas innune
al ruido.

Se com enza conp sienpre considerando un proceso de
entrada de nmedia cero. Para esta prinera sinulacion, se tom
un paso de adaptacion igual a 0.5. Las graficas son:
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Lo primero que Ilama |a atenci én es que |a convergencia
es nmuy buena: |os valores de |a seflal de error son pequefios y
| os coeficientes alcanzan sus respectivos val ores finales.

Si nos sonetenos al criterio de convergencia que se ha
utilizado para los algoritnos anteriores (50% y 55%, se
concluye que estos criterios son demasiado flexibles para
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este algoritm, es decir, la seflal de error sienpre se
manti ene por debajo de los valores estipulados en anbos
criterios. Esto vuelve a confirmar el hecho de que el
conportam ento de este algoritno, en cuanto a convergenci a,
frente al ruido es bastante mejor que el de |los otros dos
al gorit nos.

No obstante se han endureci do estos criterios para poder
conparar estas sinmulaciones para diferentes val ores del paso
de adaptaci 6n. Se ha estudiado |a convergencia para vari os
criterios y los resultados se resumiran al final en una
tabla. Aqui, nos centrarenpos en dos de ellos: los criterios
del 20%y 25%

Para esta prinera simulacion, |a convergencia se al canzo
en las iteraciones 2899 y 2735 segun los criterios del 20%y
25% respectivanente.

Vanpos a sinmular ahora con un paso de adaptacion
internedio entre 0.5 y 1 para ir encontrando el val or Opti no.
En sinul aci ones anteriores se ha visto que el valor 0.5 era
el 6ptinp. Con val ores mas pequefios, |a convergencia era mas
lenta y con un valor igual a 1, tanmbién. Por |os val ores que
se han obtenido, el o6ptinp es mayor o igual que 0.5 y nenor
gue 1. Las siguientes graficas son para un paso de adaptaci 6n
igual a 0.7:
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La convergencia se alcanza en las iteraciones 1373 y 395
de acuerdo <con |los criterios del 20% vy del 25%
respecti vanente. Esto quiere decir que el valor 0.7 es nejor
qgue el de 0.5 puesto que l|la velocidad de convergencia es
superi or.

A continuaci 6n se considera un proceso de entrada de
media 1. Puesto que este algoritnmo se conporta bastante bien

frente al ruido, o normal es que se alcance |a convergencia
con bastante rapidez.

Se toma un val or para el paso de adaptaci 6n igual a 0.7.
Las gréaficas que se obtienen son:
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Se obtiene la convergencia en las iteraciones 24 y 22
segun los criterios del 20%y 25% Estos val ores son bastante
pequefios | o que inplica una alta vel oci dad de convergenci a.
De hecho esta vel oci dad es nmucho nmayor que |la que se obtuvo
para un proceso de entrada de nedia cero.

Si se endurece mas el criterio de convergencia, esta
di ferencia canbia de sentido. Se considera un criterio de
convergenci a del 15% Ahora, ésta se produce en la iteracion
2659 para un proceso de entrada de nedia cero y en |la 2961
para uno de nedi a uno.

Ahora se sinmula considerando un paso de adaptaci 6n igua
a 0.8. De esta manera se puede precisar nejor cual es el

val or 6ptino para m Las graficas son:

aonn
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De acuerdo con los criterios del 20% y del 25% |a
convergencia se produce en |las iteraciones 339 121
respecti vamente. Esto inplica una convergencia un poco mas
| enta que para el caso anterior, en el que mse tond igual a
0.7. Luego se puede concluir que el valor oOptino para el paso
de adaptacion es 0.7.

Fi nal mente, se realiza una sinulacién para un proceso de
entrada de nmedia 10. Se elige 0.7 cono el valor para el paso
de adaptaci 6n. Los resultados son:
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La convergencia se alcanza en las iteraciones 335 y 246
segun los criterios del 20% y 25% Este resultado es nuy
bueno porque en esta situaci 6n sienpre habia probl enmas con | a
convergencia para |l os anteriores al goritnos.

No obstante, hay que destacar que |la convergencia se
produce gracias a |a buena adaptacién del coeficiente
cuadréatico (hy). Los otros dos coeficientes se adaptan
bastante nal. Esto verifica una vez mas el hecho de que estos
al goritnos estéan pensados para trabajar con l|la parte no
lineal, que en este caso es |a cuadratica.

Para term nar, conentar |o que ya se ha visto en |as
si mul aci ones. El algoritno RLS se conporta mejor en cuanto a
vel oci dad de convergencia cuando exi ste ruido que |os otros
dos al goritnos. Tanbi én se ve nenos afectado por |a presencia
de un proceso de entrada de nedia distinta de cero.

La gran desventaja radica en el elevado numero de
oper aci ones que son necesari as.
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Vanps a resum r

N°i teraci ones

N

medi a

criterio

todos | os val ores en una tabl a:

Sw m conver genci a
3000 0 0 0.5 3% 2364
3000 0 0 3% 2618
6000 0 0 1.5 3% X
6000 0 0 0.1 3% X
6000 0 1 0.5 3% 3783
9000 0 1 3% 8222
20000 0 10 0.1 3% X
3000 0. 05 0 0.5 | 10% 15% 690/ 255
6000 0. 05 0 10% 15% 2383/ 2383
6000 0. 05 1 0.3 | 10% 15% 5218/ 3933
3000 0. 05 1 0.5 | 10% 15% 1660/ 39
3000 0. 05 1 10% 15% 2709/ 1522
20000 0. 05 10 0.5 | 10% 15% X/ 687
3000 1 0 0.5 | 10% 15% 2993/ 2993
20% 25% 2899/ 2735
30% 35% 1201/ 82
3000 1 0 0.7 | 10% 15% 2969/ 2659
20% 25% 1373/ 395
30% 35% 74/ 53
3000 1 1 0.7 | 10% 15% 2978/ 2961
20% 25% 24/ 22
30% 35% 19/ 19
3000 1 1 0.8 | 10% 15% 2908/ 2805
20% 25% 339/ 121
30% 35% 66/ 59
9000 1 10 0.7 | 10% 15% 8971/ 8471
20% 25% 335/ 246
30% 35% 98/ 30

Antes se dijo que el

Esto no es del
Depende del

para el

era 0.7.
| a tabl a.

Por ejenpl o,
proceso de entrada iguales anbas a 1
con pasos de adaptacion iguales a 0.7 y 0.8.
acuerdo con los criterios de
es 0.8 mientras que segun |los otros criterios més flexibles,

el optino es 0.7. grado de convergenci a que

Resul t ados con el

10% y del

Dependi endo del

algoritm RLS

val or Optino del
todo cierto tal

15% el

paso de adaptaci 6n
y conp Se nuestra en
criterio de convergencia que se tone.
caso de varianza de ruido y nedia de
hay dos si nul aci ones
Pues bi en,

val or oOptino

se quiera, habra que utilizar un valor u otro para el paso de
adapt aci on.
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5.2.- Eenplo 2

Se trata de identificar el siguiente sistem por
LMS, LMS normalizado y RLS Volterra:

y(n) = - 0.78x(n) - 1.48x(n- 1) + 1.39x(n- 2) + 0.04x(n- 3) +

+ 0.54x%(n) + 3.72x(n)x(n- 1) + 1.86x(n)x(n- 2) - 0.76x(n)x(n- 3) -

- 1.62x%(n-1) + 1.41x%*(n- 2) - 1.52x(n- 2)x(n- 3) - 0.13x%(n- 3)

La sefal x(n) se obtiene pasando un ruido, wn),
gausi ano de varianza 0.05 y nedia O por el siguiente filtro:

h(n) = 0.9045d(n) + d(n- 1) + 0.9045d(n- 2)

Es decir:

QN ey B

En este ejenplo se va a estudiar el conportam ento de un
sistema bastante mAs conplejo que el del ejenplo anterior.
Aqui se analizarda la convergencia teniendo en cuenta

di stintos valores del paréametro m

Las gréaficas que se van a representar en cada caso son
el vector de error, es decir, la diferencia entre |a sefa
deseada y | a respuesta del sistemm; y varias graficas con |a
convergencia de |los distintos coeficientes.
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> LMS:

Se van a considerar varios valores del paso de
adapt aci 6n para poder analizar mejor |a convergenci a.

Los coeficientes se representan de tres en tres con
di stintos col ores para poderlos distinguir.

Para enpezar se toma un valor de m=0.01. Las graficas

son.
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coeficientes h1(3), h2(0,0), h2{0,1)

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
MAteraciones

_ h(02) y h(02) . 1_2_
h,(0,3) v h,(03) §0_5/<
g 0F g
— h,(11) y h,(12) gﬂ-ﬁ-
5 .l
-QD o 20 N"-‘ite?gcuignes . 5000 EDDD
1.4
s 1t ] _ h(22) y h(22
g o5t
S o - h(23) y h,(23)
g-u.s-
I - nB3IyAEY
=
. —

MNAtEraciones

Filtros adaptativos polinomiales 133



Capitulo 5.- Simulaciones

Se han considerado tres «criterios distintos de
convergencia para tener un estudio mas conpleto. Al final del
al goritnmo, se nostraran todos |os resultados en una tabla
para verlos nejor.

Los criterios de convergencia son analogos a |os del
ej enpl o anterior. Asi, se considera convergencia cuando |a
seflal de error se mantiene por debajo de un determ nado
valor: =+0.03 (criterio del 3%, =01 (criterio del 109 vy

+£0.15 (criterio del 15%.

Para este caso, |la convergencia se produce en |as
iteraci ones 5326 y 1937 de acuerdo con los criterios del 10%
y del 15% respectivanmente. El criterio del 3% es denmasi ado
exi gente para al canzar |a convergencia con 6000 iteraciones.

Los prinmeros coeficientes (lineales) son |os que nejor

se adaptan con este val or del paso de adaptaci on.

Consi der anos ahora un paso de adaptaci on igual a 0.03.
Las gréaficas son:
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coeficientes h1(0), h1(1), h1(2)
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a ] _ h(22) y h(22

. ] h,(2,3) y h,(2,3)

=1 1 - h2(3’3) y ﬁ2(313)

coeficientes h2(2,2], h2(2,31, h2(3,3)
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MEiteraciones

La convergencia se produce en las iteraciones 3751 y 414
de acuerdo con los criterios del 10% vy del 15%
respectivanente. Segun el del 3% no |lega a producirse la
convergenci a.

Los resultados son nejores que antes. Los coeficientes
i neal es son sienpre | os que nejor se adaptan.

Se sinula ahora con meO. 05. Los resultados son:
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— h(22) y h(22)

D - h,(23) y h,(23)

! | = h(33)yhE3

coeficientes h2(2,2), h2(2,3), h2(3,3)
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El paso de adaptaci 6n sigue siendo pequefio para que se
produzca | a convergencia de acuerdo con el criterio del 3%
Segun los criterios del 10%y del 15% ésta se produce en |as
iteraciones 1834 y 307, respectivanente. Se sigue nejorando
respecto a | os casos anteriores.

Se vuelve a subir el paso de adaptaci 6n. Ahora se sinmula
con un valor igual a 0.07. Se obtiene:
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i . — h2(2’2) y ﬁ2(2’2)
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Se sigue nejorando en cuanto a velocidad de
convergencia. Esta se obtiene en las iteraciones 1141 y 152
segun los criterios del 10%y del 15% Para el criterio de
3% aun no se consi gue.

Se sinmula a continuaci 6n con m=0. 09. Las graficas son:
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Para este valor se alcanza |a convergencia en |as
iteraciones 5949, 891 y 177 segun los criterios del 3% 10%y
15% respecti vanente. La convergencia es cada vez mas rapida
para | os dos prineros criterios mentras que para el tercero
no. Es decir, para una convergencia rapida y precisa el paso
de adaptaci 6n Optino no es el msnmo que el que se necesita
para una convergencia rapida pero no tan precisa.

Se sigue subiendo el paso de adaptaci 6n mentras se vaya

nmej orando en vel oci dad de convergencia con algun criterio.
Asi, se simula nuevanente con m=0.1. Los resultados son
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Se sigue nejorando |a vel oci dad de convergencia para | os
dos primeros criterios. Esta se alcanza en las iteraciones
5857, 755 y 204 segun los criterios del 3% 10% y 15%
respecti vanmente.

Los coeficientes |ineales convergen bastante bien. Los
otros coeficientes tienen mas dificultades para conseguirlo.

Se toma a continuacion un valor para el paso de
adaptaci 6n igual a 0.3. Los resultados son:
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La vel oci dad de convergencia ha enpeorado bastante. De

hecho,

ésta se al canza s6lo para los criterios del

15% y para anmbos en la iteraci én 5974.

Aunque parezca por
al canzan su val or final,
eje de ordenadas son nuy el evados.

represent an
ulti nbs coeficientes:

coeficientes h2(2,2), h2(2,3), h2(3,3)

las ultims

| as graficas que
hay que destacar que | os val ores de
Para verlo nejor se
par a

| os

iteraci ones

25

"“50m0 5200

2400
Meteraciones

9600 3800 £000

Se ve que no se alcanza | a convergenci a.

Se resunen | os resultados en una tabl a:

10%y del

coeficientes

los tres

criteriol criteriol criteriol
convergenci a conver genci a convergenci a

0.01 3% X 10% 5326 15% 1937
0.03 3% X 10% 3751 15% 414
0. 05 3% X 10% 1834 15% 307
0. 07 3% X 10% 1141 15% 152
0. 09 3% 5949 10% 891 15% 177
0.1 3% 5857 10% 755 15% 204
0.3 3% X 10% 5974 15% 5974

Resul t ados para el algoritno LMS

Se tienen dos pasos de adaptaci 6n Opti nbs dependi endo de
la precisidén que se exija. Evidentenente, cuantas mas
iteraciones, el nunero de operaci ones necesarias es nayor.
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» LMS normali zado:

Se sigue la msma dindmca que con el algoritno
anterior, es decir, se utilizan los msnps tres criterios de
convergencia y se sinmula para distintos val ores del paso de
adapt aci 6n.

Sabenps del ejenplo anterior que para este algoritno el
paso de adaptaci 6n es un poco mayor que para el LMS.

Se com enza con m=0. 05. Los resultados son:
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La convergencia se produce en las iteraciones 5887, 1153
y 247 segun los criterios del 3% 10%y 15% respectivanente.
Estos resultados son nejores que |os del LMS. Légi canente, el
nimero de operaciones necesarias en este algoritnmo es
superior al LMS. En este uUltinp se realizaban 165 m || ones de
operaci ones en |las 6000 iteraciones. Aqui se realizan 186
mllones en las msmas 6000 iteraciones.

Dependera de | o que se pueda utilizar en cada caso para
el egir uno u otro.

A continuaci 6n se simula con un paso de adaptaci 6n igua
a 0.09. Las gréaficas son:
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La velocidad de convergencia nejora respecto a |a
simul aci 6n anterior. Esta se alcanza en |las iteraci ones 5860,
889 y 148 segun los criterios del 3% 10% y 15%
respecti vanmente.

Se simula a continuaci 6n con m=0. 3. Los resultados son:
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— h(02) y h(02)
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La convergencia se produce en |las iteraciones 1515, 256
y 81 segln los criterios del 3% 10%y 15% respectivanente.
Estos resultados son nmucho nejores que | os del LMs.

Ademas, | a convergencia de los ultinms coeficientes es
mucho nmejor aqui que en el LMS. Esto es |o que hace que |a
convergencia de |a sefal estimda sea mAs rapida en este
al goritnmo LMS normali zado.

Vol venns a subir el paso de adaptacién y se toma un
val or de 0.5. Los resultados son:
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La convergencia se produce en las iteraciones 823, 117 y
32 de acuerdo con los criterios del 3% 10% y 15%
respecti vanente. Esta velocidad de convergencia es nuy
superior a la que se obtuvo en el caso del LMs.

Es interesante destacar de nuevo que ahora todos |os
coeficientes se adaptan bastante bien.

Fi nal nente se sinula con m=0.7. Las graficas son:
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La convergencia se produce en |las iteraciones 1870, 865
y 864 segun los criterios del 3% 10%y 15% Este resultado
ya es peor que el anterior. Se puede concluir que el valor
opti no del paso de adaptaci 6n es ne0. 5.

La vel ocidad de convergencia es superior a la que se
obtiene con el algoritnmo anterior aunque el nunmero de
oper aci ones necesari as tanbi én es superior.
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Vanps a resumr en una tabla todos | os resultados:

criteriol criteriol criteriol
conver genci a conver genci a conver genci a
0. 05 3% 5887 109% 1153 159% 247
0.09 3% 5860 10% 889 15% 148
0.3 3% 1515 10% 256 15% 81
0.5 3% 823 109 117 159% 32
0.7 3% 1870 10% 865 15% 864

Resul t ados con el algoritm LMS nornmalizado
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> RLS:

Por udltimb se va a analizar este ejenplo con el
algoritno RLS. A priori es un algoritno mas eficaz en cuanto
a vel oci dad de convergenci a aunque requi ere un nmayor nunero
de operaci ones.

Se consideran |los msnos criterios de convergenci a que
en | os dos algoritnmos anteriores, es decir, el del 3% 10%y
15%

Se anal i zan varios val ores del paso de adaptaci 6n. Cono
ya se ha conentado, |la mayoria de algoritnos RLS utilizan la
uni dad cono val or por defecto para este paranetro. Por eso se
enpi eza por un valor de 0.3 y se va subiendo en |as
Si gui entes sinmul aci ones.

| os resultados para un paso de adaptaci 6n de 0.3 son:
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La convergencia se produce en |las iteraci ones 1056, 321
y 106 segun los criterios del 3% 10%y 15% respecti vanente.
Hay que destacar |a buena adaptaci 6n de |os coeficientes
cuadréaticos cosa que no ocurria en |los dos algoritnos
anteriores.

Se sinula ahora con me0.5. Las gréaficas son:
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De acuerdo con los criterios del 3% y 10% Ila
convergencia se produce en las iteraciones 244 y 17
respectivanmente. El criterio del 15% es demasi ado fl exible
para este algoritno, es decir, |a sefial de error sienpre se
mant i ene por debajo de ese valor (x0.15).

Estos resultados son nuy superiores a |os que se
obti enen con los algoritnos anteriores. Ademds y conp ya se
ha dicho antes, en este algoritno todos |os coeficientes
convergen bastante bien.

El inconveniente es el el evado nunmero de operaci ones que
se necesitan.
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Se aunmenta un poco mas el paso de adaptaci 6n hasta un
valor igual a 0.7. Los resultados son:
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La convergencia se produce en la iteracion 18 de acuerdo
con el criterio del 3% Para este valor del paso de
adaptaci 6n, los otros dos criterios son demasi ado fl exi bl es,
es decir, |la sefial de error sienpre se mantiene por debajo de
esos valores (01 y £0.15).

La convergencia es nuy rapida y nuy precisa superando
con anplitud a los otros dos al goritnos.

Hay que volver a decir que todos |os coeficientes
convergen muy bien. Esto no ocurria en |los algoritnos
anteriores (sobre todo en el LMS). Para verlo nejor se
muestra a continuaci 6n |l a convergencia de los tres ualtinos
coeficientes en el caso oOptino del algoritno LMS (n¥0.1) y en

este caso del algoritno RLS (n¥0.7):
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Se ve claranente la diferencia en | a convergencia entre
uno y otro algoritmp. Conmob se ha conentado antes, |a
vel oci dad de convergencia en el RLS es muy superi or.

Se sinmula a continuaci 6n con un paso de adaptaci 6n i gual
a 0.9. Los resultados son:
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Los tres criterios son demasi ado suaves para este caso.
La seflal de error sienpre esta por debajo de +0.03.

Para este caso se han considerado tres criterios nuevos
gue sean mas rigurosos. Asi, se usan los criterios del 0.2%
(sefial de error por debajo de +£0002), del 0.5% (sefial de

error por debajo de +0005) y del 1% (seflal de error por
debajo de *=0.01). Pues bien, |la convergencia se produce en

las iteraciones 106, 24 y 13 segun los criterios del 0.2%
0.5%y 1%

Est4 claro que | os resultados son rmucho nejores que en
| os algoritnos anteriores.
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Se sinmula de nuevo pero aunentando el paso de
adapt aci 6n. Se considera un val or de mel. 1. Las graficas son:
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Hay que utilizar |os nuevos criterios de convergencia
porque |los anteriores son denasiados suaves. Asi, Ila

convergencia se produce en l|las iteraciones 65, 12 y 8 de
acuerdo con los criterios del 0.2% 0.5%y 1% Los resultados
conti ntan mej or ando.
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Se sinmula ahora con mel.3 y se obtiene:
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Ahora | a convergencia ya no es tan buena conop en el caso
anterior. Esta se produce en la iteracion 16 de acuerdo con
el criterio del 3%

Por tanto, se puede concluir que el valor Optino para el
paso de adaptaci 6n es de n¥l.1l. Esto denuestra que es |dgico

gue | a nmayoria de algoritnos RLS tonen el paso de adaptaci 6n
igual a |la unidad.
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Vanps a resum r

t odos estos resultados en una tabl a:

criteriol criteriol criteriol
conver genci a convergencia convergencia
0.3 3% 1056 109% 321 159% 106
0.5 3% 244 10% 17 15% 0
0.7 3% 18 10% 0 15% 0
0.9 3% 0 10% O 15% 0
0.2% 106 0.5% 24 1% 13
1.1 3% 0 10% O 15% 0
0. 2% 65 0.5% 12 1% 8
1.3 3% 16 10% 0 15% 0
0.2% 167 0.5% 92 1% 47

Vanps a hacer
tres al goritnos
552.3
nor mal i zado,

utiliza

pensar
analisis

que el RLS es
depende
necesarias en cada al goritno. Asi,

tabla | os casos Optinps para cada algoritno con el

respecto al

Resul t ados con el

del ndner o

algoritnmo RLS

oper aci ones necesari as en cada caso:

al goritnmo

criterio

Sin
i teraci ones
vanps a resunmr en una

a continuaci 6n una conparativa entre |os
namero de operaciones. El LM
oper aci ones/iteraci 6n/ experimento, el LMS
622. 3 operaciones/iteraci 6n/ experinmento y el
RLS, 7908. 3 operaciones/iteraci 6n/ experi nento.
bastante peor.
de

A priori, cabe
enbargo, este

que sean

ninmero de

i teraci ones operaciones

convergencia (mllones)

LMS .1 3% 5857 161.7
10% 755 20. 8
. 07 15% 152 4.2
LMS .5 3% 823 25.6
nornal i zado 10% 117 3.6
15% 32 1
RLS .1 0.2% 65 25. 7
0.5% 12 4.7
1% 8 3.2

Cl aramente es preferible el

ser mucho nAas

para | ograr

rapi do, el
| a convergencia es nenor
para lograrla con
convergencia es nucho nas exact a.

que el
| os otros dos algoritnos.

al goritno RLS puesto que al
nuamer o de operaci ones necesari as
gue hace falta
Ademés, |a
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5. 3. - Concl usi ones

Se han realizado distintas sinulaciones con dos ejenpl os
de orden dos. EI prinero de ellos tenia s6lo tres
coeficientes (dos de ellos lineales) mentras que el segundo
era un poco nmas conplejo. Ademds, la nmenoria del sistema era
de N=3 mentras que en el segundo era de N=4.

En el primer ejenplo se han estudiado los tres
al goritnos consi derando nuchas variantes. A saber: presencia
o no de ruido, consideracion de distintas nedias para el
proceso de entrada y varios valores para el paso de
adapt aci on.

Respecto a esta ultima variante, se ha observado que, en
general, el LMS necesita un paso de adaptaci 6n nmenor que el
LMS nornalizado, que, a su vez, utiliza uno nmenor que el del
RLS.

La presencia de ruido afecta bastante a | os al goritnos
LMS y LMS normalizado. De hecho, al aunentar el ruido, e
criterio de convergencia se tiene que flexibilizar
consi der abl enmente. Ademds, el paso de adaptaci 6n debe irse
reduci endo conforne aunmenta el ruido, es decir, |a adaptacion
se debe hacer mAs lenta para evitar que en el paso de una
iteracion a otra, el algoritnmo diverja.

Con el algoritnmb RLS esto no ocurre. No es necesario
suavizar mucho 1los criterios de convergencia ni ir
di sm nuyendo el paso de adaptaci 6on. Es decir, es bastante
i nmune al ruido.

La variacién de la nedia del proceso de entrada
perjudi ca considerablemente otra vez a |os dos prineros
al goritnos. En este caso, el algoritno LMS normalizado se
conporta un poco nejor que el LVMS. Esto es |6gico si se tiene
en cuenta que en el prinmero se nornaliza respecto a | a sefal
de entrada, es decir, se |le hace un poco mas independi ente
respecto a dicho proceso de entrada. El algoritno RLS es
nuevanente el que nejor se conporta en cuanto a vel ocidad de
convergencia ante un proceso de entrada con una nedia
el evada. Esto se debe a que es un algoritnmo mAs robusto que
| os otros dos.

No obstante, una posible solucién para cuando |a nedi a
del proceso de entrada sea distinta de cero seria: se
identifica el sistema suponiendo un proceso de entrada de
media cero, que si funciona bien; una vez que se tiene el
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sistema, se trabaja con éste y con el proceso de entrada que
nos di eron.

En condici ones ideal es (ausencia de ruido y proceso de
entrada de nedia cero), el algoritmo LMS normalizado es el
que nejor se conporta en cuanto a vel oci dad de convergenci a.

Sin enbargo, para este ejenplo tan sencillo, el nanero
de operaciones necesarias para cada algoritno es nuy
di ferente siendo nmuy superior en el RLS. Esta diferencia sera
rentable en | os casos en que haya ruido y/o el proceso de
entrada tenga nedia distinta de cero. Esto es asi porque el
namero de operaciones se ve conpensada con el nunero de
iteraci ones necesarias para alcanzar |a convergencia. Este
nuamero es muy el evado en condiciones desfavorables en |os
algoritnos LMS y LMS nornali zado.

En el segundo ejenplo, se estudia un sistem ms
conpl ejo, es decir, con mas nenoria y con mas coeficientes.
Se intenta buscar un paso de adaptaci 6on Optinp para cada
algoritno y conpararlos en cuanto a vel oci dad de convergenci a
y numero de operaci ones.

El ndmero de operaciones es nucho mas el evado para el
RLS que para los otros dos algoritnmps aunque tanto |a
vel ocidad conmpb la precision de la convergencia es nuy
superior en el RLS que en los otros dos. Hay que conbi nar
anbos factores para elegir el nejor algoritno.

Tal y conp se vio antes es nejor usar el algoritnm RLS
puest o que adenmas de converger con mas rapidez y precision,
el numero de operaci ones necesarias para ello es nenor que en
| os otros dos al goritnos.

Por tanto, cuando |os sistemas se conplican, aparece
ruido y/o el proceso de entrada tiene nmedia distinta de cero
es conveniente usar el algoritm RLS.
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CAP| TULO 6.

| NVESTI GAClI ONES Y APLI CACI ONES
FUTURAS

Los filtros adaptativos no |ineal es abarcan un canpo nuy
anplio y aqui s6lo se ha tratado una pequefia parte.

Se esté trabajando nmucho en los filtros adaptativos con
ecuaciones en diferencias no lineales y recursivas. Se
i ntentan buscar nodel os basados en esto que no tengan tantos
probl emas con | a realinentacién.

Tanbi én se trabaja nmucho con sistemas basados en una
estructura lattice. Este tipo de estructura tiene buenas
propi edades y se estudian posibles inplenentaciones de
filtros adaptativos usando dichas estructuras.

Exi sten al goritnos RLS rapi dos que reducen el nunero de
oper aci ones necesari as respecto al RLS.

Los filtros adaptativos se usan nmucho en predicci6n de
i mMgenes, tal y conmpb ya se ha dicho. Vanpbs a ver con nas
detalle esta ultima aplicacion y al gunas de |as técnicas que
se usan basandose en estos filtros.

Se wutilizan «codificaciones DPCM y transfornmadores
hi bri dos conp nét odos efectivos para reducir |a tasa de bit
en una transm sion digital de imgenes. Anbos net odos usan un
predictor y su consiguiente cédigo de prediccion de error.
Sin enbargo, la eficiencia de los predictores lineales fijos
es bastante |limtada cuando | a sefial de inagen esté bastante
| ej os de ser estacionaria. Para solventar este problem, se
han propuesto predictores |ineal es adaptativos, aunque su
habilidad para trabajar «con variaciones tenporales vy
espaci al es abrupt as es limtada a causa de sus
caracteristicas paso de baja. Un predictor no |lineal que sea
capaz de reunir infornmaci 6n de nonentos estadisticos de alto
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orden y de aguantar efectos de paso alta sera mas eficiente.
De hecho, una clase de predictores no |lineales, basado en un
filtro cuadratico, ofrece resultados interesantes sobre todo
cuando hay cierta cantidad de novimento presente en la
i mgen. En este caso, l|la parte cuadratica del operador
conpensa | os efectos de alisado producidos por un predictor
i neal convenci onal

Una primera técnica consiste en subdividir cada inmgen
en bl ogues mAs pequefios (de 16 por 16 pixeles, por ejenplo)
| os cuales se clasifican comp “activos” o “no activos”
dependi endo del valor que de wuna funcion que nide la
di ferencia cuadréatica nmedia entre bl oques hondl ogos. Para
cada bl oque activo, el predictor cuadratico 6ptino se deriva
y se aplica.

Tanbi én se ha propuesto un al goritno de adaptaci 6n pi xel
a pixel basado en el criterio LMS. Para adaptarse rapido a
| as variaciones de |la seflal de entrada y que no sea nuy
conplejo, se utilizan s6lo los tres pixeles previos en |as
di recci ones espaci ot enporal es. Ademas, se ha denpbstrado que
el mejor conportamento se obtiene wusando un filtro
adaptativo lineal en las zonas mAs despejadas y un filtro
cuadratico en |las zonas mas |l enas. La selecci6n de uno de
| os predictores se hace nediante | a propuesta descrita por
Prahbu. De acuerdo con esto, se elige el predictor que
presente un nenor val or absoluto para el error de prediccion
para una fracci 6n concreta de pixel es.

Tanbi én se estan investigando mucho Ilos filtros
adaptativos polinomales en el nodelado de canales de
comuni caci 6n. En nmuchos casos son necesari os ecual i zadores no
I i neal es para conseguir un buen conportam ento en canal es de
alta velocidad. Se utilizan tanbi én en | os enlaces digitales
por satélite ya que los anplificadores del satélite a nenudo
se llevan al punto de saturacién y ahi existen nmuchas no
I'i neal i dades.
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CAP| TULO 7.

PROGRANVAS

A continuaci 6n se nuestran | os seis progranas en Matl ab
gue se han utilizado (tres por cada ejenplo) para los tres
al goritnos. En general son anal ogos | os programas para anbos
ejenplos. SO6lo canbia la representaci6n de |a sefial de
entrada y el valor del paranetro N, que es |la nenoria de
si stem.

6.1.- Eenplo 1

> LMS:

0988984 dentificar este sistemn utilizando LMS-Volterra:
y(n) =1+ x(n) + x*(n)

%Wo&se sinmulan 50 experinmentos independi entes
%8/E8e representan |as graficas siguientes:

%00 vector de error

%980 convergencia de cada uno de los tres coeficientes
%9848casi onal mnente se representa:

%80 | | VL(n) || (coeficientes |ineales)

%880 | | Vo(n) || (coeficientes cuadraticos)

fl ops(0) %para saber el numero de operaciones

Nexpe=50; %nunero de experinentos independi entes para | uego
%obt ener un val or medio

emean=0;

Ni t er =3000; 9%unero de iteraciones en el algoritno

N=3;
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Hmean=zeros(Niter, N (N+3)/ 2);
HOnean=zeros(Niter, 1);

for

expe=1: Nexpe

%[ n] variable aleatoria con varianza 1 y nedia 0,1 6 10

Rx=1;

medi a=[ 0, 1, 10] ;

nm=1;

randn(' state',sun(100*cl ock)); %para que cada vez tone
%un val or distinto

x=sqrt (Rx)*randn(Ni ter,1)+nmedi a(m;

%ector de entrada

%ada fila es para un instante de tienpo

N=3; 9%N\-1=2 el enmentos de retraso

%primeras N-1 filas

X(1,1: N*(N+3)/2)=[x(1), zeros(1,2),x(1)"2,zeros(1,5)];

X(2, L: N*(N+3)/2)=[x(2),x(1),0,x(2)"2,x(2)*x(1),0,x(1)"2,
zeros(1,2)];

% esto de filas
for k=3:Niter
X(k, L: N (N+3)/2) =[ x(k), x(k-1), x(k-2), x(k)"2, x(k)*x(k-
1), x(k)*x(k-2),x(k-1)"2, x(k-1)*x(k-2), x(k-2)"2];
end

Y%ector de coeficientes
H=[1,0,0,1, zeros(1,5)];
HO=1;

%obt enci 6n de | a salida del sistenn:
%I n] =1+x[ n] +(x[ n] "*2)
y(1)=HO+H( 1) *x(1)+H(4) *x(1)"2;
y(2)=HO+H( 1) *x(2) +H(2) *x(1) +H(4) *x(2)"2+H(5) *x(2)*x(1) +
H(7)*x(1) "2
for k=3:Niter
y( k) =HO+H( 1) *x(k) +H(2) *x(k-1) +H( 3) *x( k-
2) +H(4) *x( k) *"2+H(5) *x(k) *x(k-1) +H(6) *x(k) *x(k-
2)+H(7) *x(k-21)~2+H(8) *x(k-1)*x(k-2)+H(9) *x(k-2)"2;
end

%obt enci 6n de | a sefial deseada
Rw=[ 0, 0. 05, 1] ;
i =3; Y%para elegir |la varianza del ruido
randn(' state',sun(100*cl ock)); %para que cada vez tone
%un val or distinto
w=sqrt (Rw(i))*randn(Niter, 1);
for k=1:Niter
d(k) =y (k) +w(k);

end
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%al goritno LMS

u=0. 03; %paso de adaptaci 6n

Hest =zeros(Niter, N (N+3)/ 2);

HOest =zeros(Niter, 1);

for j=1:N*(N+3)/2
udi ag(j) =u;

end

umat r =di ag(udi ag); %mtriz diagonal con u en | a diagonal

for n=1:Niter
e(n)=d(n)-Hoest(n)-Hest(n,:)*X(n,:)";
Hest (n+1, :)=Hest(n, :)+(umatr*X(n,:)" *e(n))";
HOest ( n+1) =HOest ( n) +u*e(n) ;

end

enmean=emnmean+e;

Hmean=Hmean+Hest (1: Niter, :);

HOnmean=HOnean+HOest (1: Niter);

end

e=enean. / Nexpe;
Hest =Hmean. / Nexpe;
HOest =HOnean. / Nexpe;

%ecuaci ones para |las graficas ocasional es

%or un lado los coeficientes lineales y por otro |os
Y% uadr ati cos

% or n=1:Niter

% for j=1:N

% aux(j)=(Hest(n,j)-H(j))"2;

% temp(j)=H(j)"2;

% end

% lin(n)=10*1 og(aux/tenp);

% t=1;

% for j=N+1:N*(N+3)/2

% aux(t)=(Hest(n,j)-H(j))"2;

% temp(t)=H(j)"2;

% t=t+1;

% end

% cua(n)=10*1 og(aux/tenp);

%end

%gr afi cas

n=1:Niter;

plot(e), x|l abel (" N°iteraciones'),ylabel ("error con varianza
1)

pause

pl ot (n, Hoest (n),’ b’ ,n, HO, r’ ), xl abel (* N° iteraciones’),
yl abel (‘ coeficiente hg')

pause

pl ot(n,Hest(n,1), b’ ,n,H(1), r ), xlabel (*N° iteraciones’),
yl abel (‘ coeficiente hy')
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pause

plot(n,Hest(n,4),’ b ,n,H4), r’),xlabel (N> iteraciones’),
yl abel (‘ coeficiente hy )

pause

Mplot(lin),title('coeficientes lineales'), xlabel ('N°
iteraciones'),ylabel ("||VL(Nn)]|]|")

Ypause

%l ot (cua),title(' coeficientes cuadraticos'), xl abel (' N°

% iteraciones'),ylabel ("||VQnNn)|]")

%pause

%anmero de operaci ones
oper =f 1 ops

%conver genci a
z=1,
t=1;
for g=1:Niter
i f(abs(e(g))>0.5)
resul t(z)=g;
z=7+1;
end
i f(abs(e(g))>0.55)
res(t)=g;
t=t+1,
end
end
conver genci a50=max(result)
conver genci ab5=max(res)
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> LMS normali zado:

098884 dent i fi car este sistema utilizando LMS-Volterra
088 mor mal | zado:

y(n) =1+ xn) + x*(n)

%We/se simul an 50 experimentos i ndependi entes

%wo/se representan |as graficas siguientes:

%80 vector de error

%% convergenci a de cada uno de |os tres coeficientes

flops(0) %sirve para contar el nunmero de operaci ones en
%punto flotante

Nexpe=50; %umero de experinmentos independi entes para | uego
%obt ener un val or nedio

enmean=0;

Ni t er =3000; %nunmero de iteraciones en el algoritnmo

N=3;

Hmean=zeros(Niter, N (N+3)/2);

HOmean=zeros(Niter, 1);

for expe=1: Nexpe

%[ n] variable aleatoria con varianza 1 y nedia 0,1 6 10

Rx=1,

randn(' state', sum(100*cl ock)); %para que cada vez tone
%un val or distinto

x=sqgrt (Rx)*randn(Niter, 1) +medi a(m ;

%ector de entrada

%ada fila es para un instante de tienpo

N=3; 9%N\-1=2 el enentos de retraso

Y%primeras N-1 filas

X(1, 1: N*(N+3)/2)=[x(1), zeros(1,2),x(1)"2,zeros(1,5)];

X(2,1: N*(N+3)/2)=[x(2),x(1),0,x(2)"2,x(2)*x(1),0,x(1)"2,
zeros(1,2)];

% esto de filas
for k=3:Niter
X(k, L: N*(N+3)/2) =[ x(k), x(k-1), x(k-2), x(k)"2, x(k)*x(k-
1), x(k)*x(k-2),x(k-1)"2, x(k-1)*x(k-2), x(k-2)"2];
end

%/ector de coeficientes
H=[1,0,0,1, zeros(1,5)];
HO=1;
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end

e=e
Hes
HOe

%obt enci 6n de | a salida del sistenn:
W[ n] =1+x[ n] +(x[ n] "2)
y(1) =HO+H(1) *x(1)+H(4)*x(1)"2;
y(2) =HO+H( 1) *x(2) +H(2) *x( 1) +H(4) *x(2) *2+H(5) *x(2) *x(1) +
H(7) *x(1)"2;
for k=3:Niter
y(k) =HO+H( 1) *x (k) +H(2) *x(k-1)+H(3) *x(k-
2) +H(4) *x (k) *2+H(5) *x( k) *x(k-1) +H( 6) *x( k) *x (k-
2) +H(7) *x(k-1)"2+H(8) *x(k-1) *x(k-2) +H(9) *x(k-2)"2
end

%obt enci 6n de | a sefial deseada
Rw=[ 0, 0. 05, 1] ;
i =3; Y%ara elegir la varianza del ruido
randn(' state', sum 100*cl ock)); %para que cada vez tone
%un val or distinto
w=sqrt(Rw(i))*randn(Niter,1);
for k=1:Niter
d(k) =y (k) +w(k);

end

%al goritnmo LMS nornmalizado
u=0.5; Y%aso de adaptaci 6n
Hest =zeros(Niter, N*(N+3)/ 2);
HOest =zeros(Niter, 1);
for j=1:N*(N+3)/2
udi ag(j) =u;
end
umat r =di ag(udi ag); %matri z diagonal con u en | a di agonal
for n=1:Niter
e(n)=d(n)-Hoest(n)-Hest(n,:)*X(n,:)";
Hest (n+1, :)=Hest(n, :)+(umatr*X(n,:)" *e(n)) "/
(norm(X(n,:)));
HOest (n+1) =HOest (n) tu*e(n);
end
enmean=enean+e;
Hhrean=Hmean+Hest (1: Niter, :);
HOmean=HOmean+HOest (1: Niter);

mean. / Nexpe;
t =Hnean. / Nexpe;
st =HOmean. / Nexpe;
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%gr af i cas
n=1:Niter;

pl ot (e), xl abel (' N°i teraci ones'), yl abel ("error

1)
pause

pl ot (n, Hoest(n),’ b’ ,n, HO, r’ ), xl abel (* N°

yl abel (‘ coeficiente hg')
pause

plot(n,Hest(n,1), b’ ,n,H(1), r" ), xlabel (* N°

yl abel (* coeficiente hy')
pause

plot(n,Hest(n,4), b’ ,n,H(4), r" ), x|l abel (* N°

yl abel (‘ coeficiente hy')
pause

%anmero de operaci ones
oper =f | ops

%conver genci a
z=1,
t=1;
for g=1:Niter
i f(abs(e(g))>0.5)
resul t(z)=g;
z=7+1;
end
i f(abs(e(g))>0.55)
res(t)=g;
t=t+1,
end
end
convergenci a50=max(resul t)
conver genci ab5=max(res)

con vari anza

iteraciones’),

iteraciones’),

iteraciones’),
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> RLS:

098984 dentificar este sistemn utilizando RLS-Volterra:
y(n) =1 + x(n) + x*(n)

%Wwe/se simul an 50 experimentos i ndependi entes

%8/5se representan |as gréaficas siguientes:

%80 vector de error

%80 convergencia de cada uno de los tres coeficientes

flops(0) Y%para saber el nunero de operaci ones

Nexpe=50; %nunero de experinentos independi entes para | uego
%obt ener un val or nedio

enean=0;

N=3;

Ni t er=3000; 9% unmero de iteraciones en el algoritno

N=3;

Hmean=zeros(Niter, N (N+3)/ 2);

HOnean=zeros(Niter, 1);

for expe=1: Nexpe

%[ n] variable aleatoria con varianza 1 y nedia 0,1 6 10

Rx=1;

medi a=[ 0, 1, 10];

m=1;

randn(' state',sun(100*cl ock)); %para que cada vez tone
%un val or distinto

x=sqrt (Rx)*randn(Niter,1)+nmedi a(m;

%vector de entrada

%ada fila es para un instante de tienpo

N=3; 9%N\-1=2 el enentos de retraso

%primeras N-1 filas

X(1,1: N (N+3)/2)=[x(1), zeros(1,2),x(1)"2,zeros(1,5)];

X(2,1: N\ (N+3)/2)=[x(2),x(1),0,x(2)"2,x(2)*x(1),0,x(1)"2,
zeros(1,2)];

% esto de filas
for k=3:Niter
X(k, 1: N*(N+3)/2)=[ x(k), x(k-1), x(k-2), x(k)"2, x(k)*x(k-
1), x(k)*x(k-2),x(k-1)72, x(k-1)*x(k-2), x(k-2)"2];
end

Y%/ector de coeficientes
H=[1,0,0,1, zeros(1,5)];
HO=1;

%0bt enci 6n de |l a salida del sistem:
%[ n] =1+x[ n] +(x[ n] "2)
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y(1) =HO+H( 1) *x(1)+H(4)*x(1)"2;
y(2) =HO+H( 1) *x(2) +H(2) *x( 1) +H(4) *x(2) "2+H(5) *x(2) *x(1) +
H(7) *x(1)"2;
for k=3:Niter
y(k) =HO+H( 1) *x (k) +H(2) *x(k-1)+H(3) *x(k-
2) +H(4) *x( k) "2+H(5) *x(k) *x(k-1) +H(6) *x(k) *x(k-
2) +H(7) *x(k-1)22+H(8) *x(k-1)*x(k-2)+H(9) *x(k-2)"2;
end

%obt enci 6n de | a sefial deseada
Rw=[ 0, 0. 05, 1] ;
i =3; Y%para elegir |la varianza del ruido
randn(' state',sun(100*cl ock)); %para que cada vez tone
%un val or distinto
w=sqrt(Rw(i))*randn(Niter,1);
for k=1:Niter
d(k) =y(k) +w(k);

end

%l goritno RLS
u=0.7; %aso de adaptaci 6n
for j=1:N*(N+3)/2
udi ag(j) =u;
end
umat r =di ag(udi ag); %matri z diagonal con u en | a di agonal
| ambda=0. 995;
i nvl a1/ | anbda;
Hest =zeros(Niter, N (N+3)/ 2);
HOest =zeros(Niter, 1);
del t a=0. 001;
invC=(1l/delta)*eye(N*(N+3)/2);

%rimera iteracion

K(1, 1: N (N+3)/2)=((invlaminvC*X(1,:)")/
(1+invianmX(1,:)* invC*X(1,:)"'))";

eps(1)=d(1)-0-zeros(1, N*(N+3)/2)*X(1,:)";

Hest (1,:)=zeros(1, N*(N+3)/2)+(umatr*K(1,:)" *eps(1))";

HOest (1) =0+u*eps(1);

i nvC=i nvl antinvC-invlantK(1,:)" *X(1,:)*invC

e(1l)=d(1l)-HOest(1)-Hest(1,:)*X(1,:)";

% esto de iteraciones

for n=2:Niter
K(n, 1: N(N+3)/2)=((i nvlantinvC*X(n,:)")/

(1+inviamX(n,:)*invC*X(n,:)"))";

eps(n)=d(n)-Hoest(n-1)-Hest(n-1,:)*X(n,:)";
Hest (n,:)=Hest(n-1,:)+(umatr*K(n,:)"' *eps(n))’
HOest (n) =HOest (n- 1) +u*eps(n);
i nvC=i nvl anti nvC-invl antK(n,:)"'*X(n,:)*invG
e(n)=d(n)-Hoest(n)-Hest(n,:)*X(n,:)";

end
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emean=enean+e;

Hhmean=Hmean+Hest (1: Niter, :);

HOmean=HOmean+HOest (1: Niter);
end

e=enean. / Nexpe;
Hest =Hnean. / Nexpe;
HOest =HOnean. / Nexpe;

%gr afi cas
n=1:Niter;

plot(n,e(n)), xl abel (' N°iteraciones'),ylabel ('error con

varianza 1')
pause
pl ot (n, Hoest(n),’ b’ ,n, HO, ' r’ ), xl abel (* N°
yl abel (‘ coeficiente hg' )
pause
plot(n,Hest(n,1), b’ ,n,H(1), r" ), xlabel (* N°
yl abel (‘ coeficiente hy')
pause
plot(n,Hest(n,4), b’ ,n,H(4), r"),xl abel (*N°
yl abel (‘ coeficiente hy )
pause

%anmero de operaci ones
oper =fl ops

%conver genci a
z=1,
t=1;
for g=1:Niter
i f(abs(e(g))>0.5)
resul t(z)=g;
z=7+1;
end
i f(abs(e(g))>0.55)
res(t)=g;
t=t+1,
end
end
conver genci a50=max(result)
conver genci ab5=max(res)

iteraciones’),

iteraciones’),

iteraciones’),
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6.2.- Ejenplo 2

> LMS:
0988984 dentificar este sistemn utilizando LMS-Volterra:

y(n) = - 0.78x(n) - 1.48x(n- 1) + 1.39x(n- 2) + 0.04x(n- 3) +

+ 0.54x%(n) + 3.72x(n)x(n- 1) + 1.86x(n)x(n- 2) - 0.76 x(n)x(n- 3) -
- 1.62x%(n- 1) + 1.41x%(n- 2) - 1.52x(n- 2)x(n- 3) - 0.13x?(n- 3)

%Wwe/se simul an 50 experimentos i ndependi entes
%885e han representado | as siguientes graficas
%80 vector de error

%80 convergencia de | os coeficientes

fl ops(0) Ypara saber el numero de operaci ones

Nexpe=50; %nunmero de experinmentos independi entes para | uego
%obt ener un val or nedio

emean=0;

Ni t er =5000; 9% unmero de iteraciones en el algoritno

N=4,

Hmean=zeros(Niter, N (N+3)/2);

for expe=1: Nexpe

Y%obt enci 6n de x[n]

Rw=0. 05;

randn(' state',sum(100*cl ock)); %para que cada vez tone

%un val or distinto

w=sqgrt (Rw) *randn(Niter,1); % n] ruido gausi ano con
%varianza 0.05 y nedia O

h=[ 0. 9045, 1, 0. 9045] ;

x=filter(h,1,w);

%ector de entrada

%ada fila es para un instante de tienpo

N=4; 9%N\-1=3 el ementos de retraso

%primeras N-1 filas

X(1,1:14)=[x(1), zeros(1,3),x(1)"2,zeros(1,9)];

X(2,1:14)=[x(2),x(1),zeros(1,2),x(2)"2,x(2)*x(1),
zeros(1,2),x(1)"2,zeros(1,5)];

X(3,1:14)=[x(3),x(2),x(1),0,x(3)"2,x(3)*x(2),x(3)*x(1),

0, x(2)"2,x(2)*x(1),0,x(1)n2,0,0];
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% esto de filas
for k=4:Niter
X(k, 1: N (N+3)/2) =[ x(k), x(k-1), x(k-2), x(k-
3), x(k)"*2, x(Kk)*x(k-1), x(k)*x(k-2), x(k)*x(k-3), x(k-
)72, x(k-1)*x(k-2), x(k-1)*x(k-3), x(k-2)"2, x(k-
2) *x(k-3), x(k-3)"2];
end

%vector de coeficientes
H=[-0.78,-1.48,1.39,0.04,0.54,3.72,1.86,-0.76, -
1.62,0,0,1.41,-1.52,-0.13];

%obt enci 6n de | a salida del sistem
y(1)=H(1)*x(1)+H(5)*x(1)"2
y(2)=H(1)*x(2)+H(2)*x(1)+H(5) *x(2)*"2+H(6) *x(2) *x(1) +
H(9) *x(1)"2
y(3)=H(1)*x(3)+H(2)*x(2)+H(3)*x(1)+H(5)*x(3)"2+
H(6) *x(3)*x(2)+H(7)*x(3)*x(1)+H(9)*x(2)"2+
H(10) *x(2) *x( 1) +H(12) *x(1) *2;
for k=4:Niter
y(k)=H(1) *x(k)+H(2) *x(k-1) +H( 3) *x( k-2) +H( 4) *x (k-
3) +H(5) *x( k) *"2+H(6) *x( k) *x(k-1)+H(7) *x(k)*x(k-
2) +H(8) *x(k) *x(k-3)+H(9) *x(k-1)"2+H( 10) *x( k-
1) *x(k-2)+H(11) *x(k-1)*x(k-3)+H(12) *x( k-
2)"N2+H(13) *x(k-2)*x(k-3)+H(14) *x(k-3)"2
end

%obt enci 6n de | a sefial deseada
d=y; %en este caso no se |le suma ningun ruido a la
%al i da del sistemn

%l goritno LMS
u=0.4; Y%aso de adaptaci 6n
Hest =zeros(Niter, NN(N+3)/ 2);
for j=1:N*(N+3)/2
udi ag(j ) =u;
end
umat r =di ag(udi ag); %matriz diagonal con u en |a di agonal
for n=1:Niter
e(n)=d(n)-Hest(n,:)*X(n,:)";
Hest (n+1, :)=Hest(n, :)+(umatr*X(n,:)"' *e(n))";
end
enmean=enmean+e;
Hmean=Hmean+Hest (1: Niter, :);
end

e=enean. / Nexpe;
Hest =Hnean. / Nexpe;
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%gr a&f i cas

n=1:Niter;

plot(n,e(n)), xl abel (' N°i teraci ones'),ylabel ("error")

pause

plot(n,Hest(n,1),’b,n,H(1), r’ ,Hest(n,2), g ,H(2), r’,Hest(n

,3),"Yy ,H(3), r"),xl abel (* N° iteraciones’),
yl abel (* coeficientes hi(0), hi(1), hi(2)")

pause

plot(n,Hest(n,4),’ b ,n,H4), r’,Hest(n,5), g ,H(5), r’,Hest(n
,6),"y ,H(6), r"),xlabel (*N° iteraciones’),
yl abel (* coeficientes hyi(3),h2(0,0), hy(0,1)")

pause

plot(n,Hest(n,7)," b ,n,H(7), r’ ,Hest(n,8), g ,H(8), r’,Hest(n
,9),'y ,H(9), r"), xlabel (* N° iteraciones’),

yl abel (* coeficientes hy(0,2), h2(0,3),h2(1,1)")

pause

pl ot (n, Hest(n,12), b’ ,n,H(12), r’ ,Hest(n,13),’g ,H(13),’'r’, He
st(n,14), y' ,H(14), r"), x|l abel (* N° i teraciones’),
yl abel (* coeficientes hy(2,2),h2(2,3),h2(3,3)")

pause

%anmero de operaci ones
oper =f | ops

%conver genci a
z=1,
t=1;
s=1,
for g=1:Niter
i f (abs(e(g))>0.03)
resul tado(z) =g;
z=z+1,
end
i f(abs(e(g))>0.1)
resul (t)=g;
t=t+1,
end
i f (abs(e(g))>0.15)
res(s)=g;
S=s+1,;
end
end
convergenci a3=max(resul t ado)
convergenci alO=max(resul)
conver genci al5=max(res)
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» LMS normalizado:

098984 dentificar este sistemn utilizando LMS nornmalizado
0888/ ol terra;:

y(n)

- 0.78x(n) - 1.48x(n- 1) + 1.39x(n- 2) + 0.04x(n- 3) +

+ 0.54x%(n) + 3.72x(n)x(n- 1) + 1.86x(n)x(n- 2) - 0.76x(n)x(n- 3) -

- 1.62x%(n- 1) + 1.41x%(n- 2) - 1.52x(n- 2)x(n- 3) - 0.13x%(n- 3)

%WeEe simul an 50 experinentos independi entes
%0/E8e representan | as siguientes graficas

%00 vector de error
%80 convergencia de | os coeficientes
f1 ops(0)

Nexpe=50; %humero de experi mentos independi entes para | uego

%obt ener un val or nedio

emean=0;
Ni t er =6000; %numero de iteraciones en el algoritno

N=4;

Hnean=zeros(Niter, NN(N+3)/ 2);
for expe=1: Nexpe

Y%obt enci 6n de x[ n]
Rw=0. 05;
randn(' state',sum(100*cl ock)); Y%para que cada vez tone

%un val or distinto

w=sqrt (Rw) *randn(Niter,1); % n] ruido gausiano con

%varianza 0.05 y nedia O

h=[ 0. 9045, 1, 0. 9045] ;
x=filter(h,1,w);

% ector de entrada
%ada fila es para un instante de tienpo

N=4;

ON- 1=3 el enentos de retraso

%rimeras N-1 filas
X(1,1:14)=[x(1), zeros(1,3),x(1)"2,zeros(1,9)];
X(2,1:14)=[x(2),x(1),zeros(1,2),x(2)"2,x(2)*x(1),

zeros(1,2),x(1)"2,zeros(1,5)];

X(3,1:14)=[x(3),x(2),x(1),0,x(3)"2,x(3)*x(2),

x(3)*x(1),0,x(2)"2,x(2)*x(1),0,x(1)"2,0,0];

% esto de fil as
for

k=4: Niter
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X(k, L: N*(N+3)/2) =[ x(k), x(k-1), x(k-2), x(k-
3), x(k)"2, x(k)*x(k-1), x(k)*x(k-2), x(k)*x(k-3), x(k-
)72, x(k-1)*x(k-2), x(k-1)*x(k-3), x(k-2)"2, x(k-
2) *x(k-3), x(k-3)"2];
end

%vector de coeficientes
H=[-0.78,-1.48,1.39,0.04,0.54,3.72,1.86,-0.76, -
1.62,0,0,1.41,-1.52,-0.13];

%obt enci 6n de | a salida del sistem
y(1)=H(1)*x(1)+H(5)*x(1)"2
y(2) =H(1)*x(2) +H(2) *x(1) +H(5) *x(2) "2+H(6) *x(2) *x(1) +
H(9) *x(1)"2
y(3)=H(1)*x(3)+H(2)*x(2)+H(3)*x(1)+H(5) *x(3) "2+
H(6) *x(3)*x(2)+H(7)*x(3)*x(1)+H(9)*x(2)"2+
H(10) *x(2) *x(1)+H(12) *x(1)"2;
for k=4:Niter
y(k)=H(1)*x(k)+H(2)*x(k-1)+H(3)*x(k-2)+H(4)*x(k-
3) +H(5) *x(k) *"2+H(6) *x( k) *x(k-1) +H(7) *x(k) *x(k-
2) +H( 8) *x (k) *x(k-3)+H(9) *x(k-1)"2+H( 10) *x( k-
1) *x(k-2)+H(11) *x(k-1) *x(k-3) +H(12) *x(k-
2)"N2+H(13) *x(k-2)*x(k-3)+H(14) *x(k-3)"2
end

%obt enci 6n de | a sefial deseada
d=y; %e&n este caso no se |le suma ningun ruido a la
%al i da del sistemn

%l goritno LMS
u=1.5; %aso de adaptaci 6n
Hest =zeros(Niter, N (N+3)/ 2);
for j=1:N*(N+3)/2
udi ag(j) =u;
end
umat r =di ag(udi ag); %mtri z diagonal con u en | a diagona
for n=1:Niter
e(n)=d(n)-Hest(n,:)*X(n,:)";
Hest (n+1, :)=Hest(n,:)+(umatr*X(n,:)" *e(n))"/
(norm(X(n,:)));
end

enmean=enean+e;
Hmean=Hmean+Hest (1: Niter, :);
end

e=enean. / Nexpe;
Hest =Hnean. / Nexpe;
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%gr af i cas

n=1:Niter;

plot(n,e(n)), xl abel (' N°i teraci ones'),ylabel ("error")

pause

pl ot(n,Hest(n,1), b’ ,n,H(1), r ,Hest(n,2), g ,H(2), r’ ,Hest(n

,3), Yy ,H(3),'r"), x|l abel (* N° iteraciones’),
yl abel (* coeficientes hy(0), hi(1), hi(2))

pause

pl ot (n, Hest(n,4), b’ ,n,H(4), r’ ,Hest(n,5), g ,H(5), r’,Hest(n
,6), Yy ,H(6), ' r"), x|l abel (* N° iteraciones’),
yl abel (* coeficientes hi(3), h2(0,0), hy(0,1)")

pause

plot(n,Hest(n,7), b ,n,H7), r,Hest(n,8), g ,H(8), r’,Hest(n
,9), Yy ,H(9), ' r"), xl abel (* N° iteraciones’),

yl abel (* coeficientes hy(0,2),hy(0,3),h2(1,1)")
pause
plot(n,Hest(n,12),’ b’ ,n,H(12), r’ ,Hest(n,13), g ,H(13),’r’, He
st(n,14),’y’ ,H(14), ' r’ ), x|l abel (* N° iteraciones’),
yl abel (* coeficientes hy(2,2),h2(2,3),h2(3,3)")
pause

% Unmero de operaci ones
oper =f | ops

%conver genci a
z=1,
t=1,
s=1;
for g=1:Niter
i f(abs(e(g))>0.03)
resul tado( z) =g;
z=7+1;
end
i f(abs(e(g))>0.1)
resul (t)=g;
t=t+1,
end
i f(abs(e(g))>0.15)
res(s)=g;
s=s+1,;
end
end
convergenci a3=max(resul tado)
convergenci alO=max(resul)
convergenci al5=max(res)
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> RLS:
000084 denti ficar este sistema utilizando RLS-Volterra:
y(n) = - 0.78x(n) - 1.48x(n-1) + 1.39x(n- 2) + 0.04x(n- 3) +
+ 054x%(n) + 3.72x(n)x(n- 1) + 1.86x(n)x(n- 2) - 0.76x(n)x(n- 3) -
- 1.62x*(n-1) + 1.41%*(n- 2) - 1.52x(n- 2)x(n- 3) - 0.13x*(n- 3)

%Wwo/se simul an 50 experimentos i ndependi entes
%®/85e han representado | as siguientes graficas:

%9800 vector de error
%60 convergencia de |l os coeficientes
flops(0)

Nexpe=50; %nhumero de experinmentos independi entes para | uego
%obt ener un val or nedio

enmean=0;

Ni t er =6000; %nunmero de iteraciones en el algoritno

N=4;

Hmean=zeros(Niter, N (N+3)/2);

for expe=1: Nexpe

%obt enci 6n de x[n]

Rw=0. 05;

randn(' state', sum 100*cl ock)); Ypara que cada vez tone

%un val or distinto

w=sqrt (Rw) *randn(Niter,1); % n] ruido gausiano con
%varianza 0.05 y nedia O

h=[ 0. 9045, 1, 0. 9045] ;

x=filter(h,1,w);

%/ect or de entrada

%ada fila es para un instante de tienpo

N=4; 9%\ 1=3 el ementos de retraso

Y%primeras N-1 filas

X(1, 1: N*(N+3)/2)=[x(1), zeros(1, 3),x(1)"2,zeros(1,9)];

X(2,1: N (N+3)/2)=[x(2),%x(1),zeros(1,2),x(2)"2,x(2)*x(1),
zeros(1,2),x(1)"2,zeros(1,5)];

X(3,1: N (N+3)/2)=[x(3),x(2),x(1),0,x(3)"2,x(3)*x(2),
x(3)*x(1),0,x(2)"2,x(2)*x(1),0,x(1)"2,0,0];
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% esto de filas
for k=4:Niter
X(k, 1: N (N+3)/2) =[ x(k), x(k-1), x(k-2), x(k-
3), x(k)"2, x(k)*x(k-1), x(k)*x(k-2), x(k)*x(k-
3), x(k-1)"2, x(k-1)*x(k-2),x(k-1)*x(k-3), x(k-
2)"2, x(k-2)*x(k-3), x(k-3)"2];
end

%vector de coeficientes
H=[-0.78,-1.48,1.39,0.04,0.54,3.72,1.86,-0.76, -
1.62,0,0,1.41,-1.52,-0.13];

%obt enci 6n de | a salida del sistem
y(1)=H(1)*x(1)+H(5)*x(1)"2
y(2)=H(1)*x(2)+H(2)*x(1)+H(5) *x(2)*"2+H(6) *x(2) *x(1) +
H(9) *x(1)"2;
y(3)=H(1)*x(3)+H(2)*x(2)+H(3)*x(1)+H(5)*x(3)"2+
H(6) *x(3)*x(2)+H(7)*x(3)*x(1)+H(9)*x(2)"2+
H(10) *x(2) *x( 1) +H(12) *x(1) *2;
for k=4:Niter
y(k)=H(1) *x(k)+H(2) *x(k-1) +H( 3) *x( k-2) +H( 4) *x (k-
3) +H(5) *x( k) *"2+H(6) *x(k) *x(k-1) +H(7) *x(k) *x(k-
2) +H(8) *x(k) *x(k-3)+H(9) *x(k-1)"2+H( 10) *x( k-
1) *x(k-2)+H(11) *x(k-1) *x(k-3)+H(12) *x (k-
2)"2+H(13) *x(k-2)*x(k-3)+H(14) *x(k-3)"2
end

%obt enci 6n de | a sefial deseada
d=y; %en este caso no se |le suma ningun ruido a la
%al i da del sistemn

%l goritno RLS
u=0.7; Y%aso de adaptaci 6n
for j=1:N*(N+3)/2
udi ag(j) =u;
end
umat r =di ag(udi ag); %mtriz diagonal con u en | a diagona
| anbda=0. 995;
i nvl anF1l/ | anbda;
Hest =zeros(Niter, N*(N+3)/ 2);
del t a=0. 001;
invC=(1l/delta)*eye(N*(N+3)/2);

%primera iteracion

K(1, L: N (N+3)/ 2)=((invl amfinvC*X(1,:)")/
(1+invliantX(1,:)*invC*X(1,:)"))";

eps(1l)=d(1)-zeros(1, N\(N+3)/2)*X(1,:)";

Hest (1,:)=zeros(1l, N*(N+3)/2)+(umatr*K(1,:)" *eps(1l))";

i nvC=i nvl antinvC-invlantK(1,:)"*X(1,:)*i nvC
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e(l)=d(1l)-Hest(1,:)*X(1,:)";

% esto de iteraciones

for n=2:Niter
K(n, L: N*(N+3)/ 2)=( (i nvl amfi nvC*X(n,:)")/

(1+invliantX(n,:)*invCX(n,:)"))";

eps(n)=d(n)-Hest(n-1,:)*X(n,:)";
Hest(n,:)=Hest(n-1,:)+(umatr*K(n,:)" *eps(n))"'
i nvC=i nvl anti nvC-i nvlantrK(n,:)"*X(n,:)*invC,
e(n)=d(n)-Hest(n,:)*X(n,:)";

end

emean=enean+e;

Hmean=Hmean+Hest (1: Niter, :);

end

e=enean. / Nexpe;
Hest =Hmean. / Nexpe;

%gr af i cas

n=1:Niter;

plot(n,e(n)), xl abel (' N°i teraci ones'),ylabel ("error")

pause

pl ot(n,Hest(n,1), b’ ,n,H(1), r ,Hest(n,2), g ,H(2), r’ ,Hest(n

,3), Yy ,H(3),'r"), x|l abel (* N° iteraciones’),
yl abel (* coeficientes hi(0), hi(1),hi(2)")

pause

pl ot (n, Hest(n,4), b’ ,n,H(4), r’,Hest(n,5), g ,H(5), r’,Hest(n
,6), Yy ,H(6), ' r"), x|l abel (* N° iteraciones’),
yl abel (* coeficientes hi(3), h2(0,0), hy(0,1)")

pause

plot(n,Hest(n,7), b ,n,H7), r,Hest(n,8), g ,H(8), r’,Hest(n
,9),"y ,H(9), r"),xlabel (* N° iteraciones’),

yl abel (* coeficientes hy(0,2),hy(0,3),h2(1,1)")
pause
plot(n,Hest(n,12),’b’,n,H(12), r’ ,Hest(n,13), g ,H(13),’r’, He
st(n,14),’y’ ,H(14), ' r’ ), x|l abel (* N° iteraciones’),
yl abel (* coeficientes hy(2,2),h2(2,3),h2(3,3)")
pause

%anmero de operaci ones
oper =fl ops

%conver genci a
z=1,
t=1,
s=1;
for g=1:Niter
i f(abs(e(g))>0.03)
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resul tado(z) =g;
z=z+1,
end
i f(abs(e(g))>0.1)
resul (t)=g;
t=t+1,
end
i f (abs(e(g))>0.15)
res(s)=g;
S=s+1,
end
end
convergenci a3=max(resul t ado)
conver genci alO=max(resul)
convergenci al5=max(res)
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