Capitulo 4

Modelo Analitico

4.1. Modelo del NC-PDI

El proceso de detectién se puede modelar analiticamente [1][6]. Se considera

que, en presencia de errores de frecuencia, es mas apropiado utilizar un diseno
basado en un detector NC-PDI.

» Probabilidad de Falsa Alarma

Sea Hj la hipdtesis de senal sin sincronismo. Se puede modelar estadisti-
camente las salidas del integrador como variables aleatorias gaussianas
con media cero y varianza igual a la varianza del ruido AWGN.
Indicando con A la variable de decisién del PDI, la funcién de probabil-
idad bajo Hy es

AM—le—A/2Lcr2
Pajmo(A) = (2Lo?)M (M —1)!

(4.1)

donde L es la longitud de la sefial, 0% la varianza total de ruido nor-
malizada a L y M es la longitud de PDI. Integrando entre el umbral de

decisiéon € e oo, la probabilidad de falsa alarma es

M-1

e _ 2 2Lo2%)k
Pfa = /g\ PAH (A) d\ = e ¢/2Lo Z % (42)
k=0 ’
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s Probabilidad de detection fallida

Sea H; la hipdtesis de sincronismo de senal. Sin tener en cuenta el error de
frecuencia, se puede modelar estadisticamente las salidas del integrador
como variables aleatorias gaussianas con varianza igual a la varianza del
ruido AWGN y media no nula.

Indicando con A la variable de decision del PDI, la funcién de probabil-
idad bajo H; es

M—-1

o - L A : A+ ML2E (1 — |8])?
PR = 9Le2 \ MI2E,(1 — |9])2 P 2Lo?

. (\/AMLQLE;Z(l - |5|)2) )

donde Iy, 1(x) es la funcién de Bessel modificada de primer modo de or-
den M — 1, E es la energia de simbolo y d es el desplazamiento temporal
entre la senal recibida y la réplica generada localmente. La probabilidad

de deteccion correcta resulta ser

AIEEIFE SE) 4y

Py= /§ P (A)dA = QM( N~

donde Qps(a,b) es la funcién () de Marcum generalizada de orden M,

definida como

Quila,b) — /boo x(f>M_1exp( s aQ)IM_l(ax)dx (4.5)

a 2

4.1.1. Criterio MAX

La aplicacion del criterio MAX se puede considerar como caso particular
del criterio TC con umbral igual a cero (§ = 0). Siendo P, . la probabilidad de
una celda en el primer dwell de nuestro proceso, la probabilidad de deteccion

y falsa alarma en la estrategia de verificacién simple son

Pue— /0 h P(u|H1)( /0 uP(x|H0)dm>LF1du (4.6)
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Ppaye = (Lp — 1)/000 P(u|H0)(/0uP(x|H1)dx) (/OuP(x|H0)dx>LF2du
(4.7)

donde Lp es la longitud de trama (que es igual a la regién de incertidumbre)
y P(x|H;) es la probabilidad de la variable de deteccién bajo la hipétesis H;,

© = 0, 1. Tras diversas manipulaciones, obtenemos las expresiones finales:

M—-1

P /°° 1 U 2 u+ ML*E,
e = erpy — —————
de = | 2Lo? \ ML?E, b 2Lo?

3 M-1 NEk\ Lr—1
[Ml( uML Es) (1 _ puf2Lo? Z (u/2Lo*) > s

Lo? k!
k=0

(4.8)

qu1€fu/2L02

Prove = (Lr = 1)/0 (2Lo?)M(M —1)!

MLE, i o = (wf2Le?)
ll—QM( n 7\/30)] <1—e / ZT) du

- (4.9)

—u/2Lo?

Para el caso de verificacién paralela, la expresién de la probabilidad de
detection se modifica. Sin embargo, la probabilidad de falsa alarma permanece
igual (4.9). La siguiente expresion muestra la probabilidad de deteccién para

n =

S~

OOP(u|H0)(/OuP(x|H0)(/Om P(y|H1)dy)dx> du  (4.10)
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4.1.2. Criterio TC

Este criterio se aplica en el segundo dwell (ver Sec. 3.3.2). En este caso,
las expresiones son similares a las del detector NC-PDI. Suponiendo una celda
por simbolo y § igual a 0, la probabilidad de una celda (deteccién correcta o

falsa alarma) en el segundo dwell, P,, . es

Py e = QM( : MULES, fé) (4.11)
M-1

Pfoy e = e 2"y (&/2Lo7)" 2;02)k (4.12)
k=0 '

donde £ es el umbral de deteccién.

4.2. Técnica del Grafo de Flujo

El procedimiento de adquisicion se puede modelar como una cadena de
Markov. El proceso es semi-Markov cuando el tiempo necesario para abandonar
une estado no es constante. Se puede representar el proceso de Markov con un
grafo de flujo. Los estados de la cadena se convierten en los nodos del grafo,
interconectados por flechas con una ganancia apropiada. Las ganancias tienen
siguiente forma genérica:

H(z) = Pyz™
siendo P, la probabilidad asociada con la transicién, z la variable del dominio

tranformado y T}, el tiempo asociado a esa transicion. La funcion de transfer-

encia del grafo es la funcién de generacion de la cadena de Markov.

Sea P,.(2) la funcién de generacién del grafo de flujo. Si se conoce la
probabilidad de adquisicién P,.,(2), se puede encontrar de forma inmediata el

tiempo medio de adquisiciéon derivando y particularizando para z = 1:

Tacg = E{Tucq} = [dp‘;;z(z)} _ (4.13)

Considerando las dos siguientes hipétesis, obtendremos la expresion del tiempo

medio de adquisicion para cada estrategia.



4.2 Técnica del Grafo de Flujo

19

= Solo hay una celda en la region de incertidumbre que satisface la condi-

cién S (2.1), la llamaremos celda-S

= Todas las variables testeadas son estadisticamente independiente.

4.2.1. Estrategia de Verificaciéon Simple

La Figura 4.1 representa el grafo de flujo para la estrategia de verificacién
simple (ver Seccién 3.3.2). n denota el nimero de variables que provienen del

criterio MAX, en este caso n = 1.

Pd1 ZTF
RIGHT

\@ Pz FMposTS
Prmaz Z'7 \

Figura 4.1: Grafo paran =1

La regién de incertidumbre contiene Lp — 1 celdas Hy (celdas de no sin-
cronismo) y una celda H; (correspondiente a la celda de sincronismo). T es el
tiempo de simbolo, TF es el tiempo de trama, T}, es el tiempo de penalizacién
para recuperarse del suceso de falsa alarma (para simplificar lo modelamos con
un valor fijo igual a 27%) y N,es es la posicién de adquisién en la regién de

incertidumbre.

= Modo de busqueda
Dos eventos independientes son posibles: deteccién correcta Py, y falsa
alarma Pjq,
Py = Pae Pray = Prage (4.14)

donde Py, . y Pfa, o son las expresiones (4.8) y (4.9) respectivamente, y
Py, + Pfq, = 1.
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s Modo de verificacion

Dos eventos independientes son posibles analizando el estado Hi:

1. Deteccién correcta: la variable supera el umbral con probabilidad
(4.11), es decir:
Py, = Py, ¢ (4.15)

2. Deteccion fallida: La variable no supera el umbral con probabilidad

Pmdg = Pmdg,c =1~ Pdg,c (416)

Dos eventos son posibles analizando el estado Hy:

1. Falsa alarma: La variable supera el umbral con probabilidad (4.12),

es decir.
Ptay = Py e (4.17)

2. Rechazo correcto: la variable no supera al umbral con probabilidad

Prtas = Prtase =1 — Pag e (4.18)

Reduciendo el grafo a su funcién de transferencia y usando (4.13), obtenemos

la expresién para el tiempo medio de adquisicion:

T acg(Npos) = %{TPPFA [2(1 = Py, P, ) (1 = Ppay) — Paen] +
Tr[2(1 = Pfa,)(2Pfa, + Pay Pra, (1 — 4Py,,))
(1= 3Pp0) Paon] + Ny (1 — Pfa1>Pdm} (4.19)
donde
Pien = (1 = 2P;0,)(1 = Py, Pra,) (4.20)
Ppa = Pfq, Pfa, (4.21)

Se puede observar que T, depende de la posicién de adquisicion Nps.
Para eliminar esta dependencia consideramos Vs como una variable aleatoria
uniformemente distribuida en [1, Lg]. De este modo,

Tocq = / Tacqg(Npos) P, . AN pos (4.22)

o
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donde Py, es la funcion densidad de probabilidad de la posicién de adquisi-
cién.

Finalmente, la expresién para el tiempo medio de adquisicion es:

N
Tacq: d d {LF[TPPFA[Q(l_Pd1Pmd2)(1_Pfa1)_Pden} +
Tr [2(1 - Pfa1)(2pfa1 + Pdlpmd2(1 - 4Pfa1))

LQ
(1 - 3Pfa1)Pde + L1 - Pfal)Pden} (4.23)

4.2.2. Estrategia de Verificacién Paralela

La Figura 4.2 representa el grafo de flujo para la estrategia de verificacién
paralela (ver Seccién 3.3.2).

La regién de incertidumbre contiene Lp — 1 celdas Hy (celdas de no sincro-

Figura 4.2: Grafo con n # 1

nismo) y una celda H; (correspondiente a la celda de sincronismo). T es el
tiempo de simbolo, T% es el tiempo de trama, 7}, es el tiempo de penalizacién
para recuperarse del suceso de falsa alarma (para simplificar lo modelamos con
un valor fijo igual a 2Tx) y N, es la posicion de la dltima celda testeada por

el criterio TC en la region de incertidumbre.



4.2 Técnica del Grafo de Flujo

22

En esta estrategia, las probabilidades del segundo dwell no dependen tinica-
mente de una celda; depende de n celdas provenientes del criterio MAX. Para

el estudio de esta estrategia hay que hacer las siguientes consideraciones:
1. Sea F;, . la probabilidad de sélo una celda.

2. Sea P; la probabilidad de que la variable acumulada u; sea la mayor de

las restantes con + = 0,1, ...n — 1. Esto es,

P = /OOOPA|H1 (u) {/0“ PAlHo(ﬂﬁ)dw]idU (4.24)

= Modo de busqueda
Dos eventos independientes son posibles: detecciéon correcta Py, y falsa

alarma Pyg,
Py, = Py, ¢ Proy = Ppa,y o (4.25)

donde Py, . y Pra, . son las expresiones (4.10) y (4.9) respectivamente, y
Py, + Ppo, = 1.

= Modo de verificacion
En este caso las probabilidades son més complejas, no son inmediatas. A
continuacion, podemos observar un ejemplo para n = 3, después gener-
alizaremos las expresiones de probabilidad obtenidas. En el Cuadro 4.1
mostramos todas las combinaciones posibles. Partiendo del estado Hj,

se diferencian tres eventos:

1. Deteccion correcta: la celda-S supera el umbral y el valor de las

otras dos variables son menores que el valor de la celda-S.

Py, = Py, [P,

n

f?lQ, c Py + 2Pnfa2, c Pfag, e Pr+ Pfai c PQ] (426)

Observar que esta expresion (4.26) es similar al binomo de Newton.

2. Deteccion fallida: las tres estan por debajo del umbral pero el valor

de la celda S es el mayor.

PmdQ = I'mds, ¢ P’sfaz, c P2 (427>
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DE H; DE H,
Pdg, CPf(ZQ, (:Pfag7 c Pfaz, cpfag7 cPfaz, c

Py, Pfay, ¢Prfas, ¢ Pray, ¢Ptay, ¢Prfas, c

Pay, cPufas, cPrag, ¢ | Prag, cPofas, ¢Pras, e

Pay, ¢Pufas, cPrfas, ¢ | Pras, ePrfas, ¢Prfas,
Prdy, ¢Pras, ¢Prag, ¢ | Pufas, ¢Pras, ¢Pfas, e

Py, ¢Pras, ePrfas, ¢ | Pufas, cPfas, cPrfas, ¢
Prdy, ¢Prfay, cPray, ¢ | Pnfas, cPrfaz, cPra, c
Prdy. ¢Prfas, cPrfas, ¢ | Prufas, cPrfas, cPrfas, c

Cuadro 4.1: Probabilidades de transicion para n = 3

3. Adquisicién errénea: al menos una de las variables de la celda-S es

mayor que la celda-S. Esto sucede con la siguiente probabilidad
P.=1—-P;, — Py, (4.28)

Testeando Hy, se diferencian dos eventos:

1. Rechazo correcto: Todas las variables estan por debajo del umbral.

Pnfag =P 3 (429)

nfaz, ¢

2. Falsa alarma: al menos una variable de las variables acumuladas

supera el umbral.

Pay=1—=Pujo,=1—-P, > (4.30)

nfas, ¢
Ahora, generalizando para cualquier n, testeando el estado Hj:

1. Deteccion correcta: la celda-S supera el umbral y el valor de las otras

n — 1 variables acumuladas es menor que el valor de la celda-S.

n—1
n—1 el
af&wz<k>%mﬂﬂ$ﬂj (4.31)

k=0

donde Py, . es la expresion (4.11)
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2. Deteccion fallida: las n variables acumuladas estan por debajo del

umbral pero el valor de la celda-S es el mayor.
Prdy = Prds, ¢ Prgr e Paa (4.32)

donde Ppg, . =1— Fy, ..

3. Adquisicion errénea: al menos una de la celdas-S es mayor que la

celda-S. Esto sucede con la siguiente probabilidad

P.=1- Py, — P, (4.33)

Testeando Hy, se diferencian dos eventos:

1. Rechazo correcto: todas las n variables acumuladas estan por debajo
del umbral.

Pota, = P ra (4.34)

nfag, c

2. Falsa alarma: al menos una variable de las variables acumuladas

supera el umbral.

Ptoy =1—=Prjo, =1—P 1 (4.35)

nfas, ¢

Reduciendo el grafo a su funcién de transferencia y usando (4.13), obtenemos

la expresién para el tiempo medio de adquisicion:

Ty (Nop) = = gdf dz {Tp [(1 — Pto)(2Ppa(1 — Py Pogy)
+Puy Po(1 = 2Pjay = 2P0, Pras)) = PraPuen| +
Ty [2(1 — Pta))(2Pjar + Puy(1 = 4P10,) (P, + P2))
(1= 3Pya,)Paen| + Npos To(1 - Pfal)Pden}

(4.36)
donde, en este caso,

Pien = (1 = 2Pf4,) (1 = Py, (Pray, + P.)) (4.37)
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Pra = Pja, Pray (4.38)

Obtenemos la expresién final eliminado la dependencia con Np,s.

— PP,
o LFPd2€TL

+Py, Po(1 = 2Pjay — 2Pjay Ppay)) — Pr APden} n

{LF [7,[(1 = Pru,)(2Pra(1 = P Poy)

Tr [2<1 - Pfa1)(2pfa1 + Pdl(l - 4Pft11)(Pmd2 + Pe))

L2
+<1 - 3Pfa1)Pden]} + TFTS(l - Pfa1>Pden}
(4.39)



